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Resumo

A crescente demanda global por minerais e recursos naturais tem intensificado as atividades
de exploracao, producao, transporte e armazenamento de minérios, impondo desafios
relevantes a industria mineral. Entre esses desafios, destaca-se o gerenciamento eficiente,
sustentdvel e seguro das pilhas de materiais granulares, cuja estabilidade é fundamental para
prevenir deslizamentos, reduzir riscos operacionais e ambientais e assegurar a continuidade
das atividades. Nesse contexto, a formacao e o armazenamento de pilhas constituem
etapas criticas nos processos de manuseio de materiais, especialmente em patios de
estocagem, portos e terminais de exportacao. Um dos principais parametros associados ao
comportamento dessas estruturas é o angulo de repouso, que pode sofrer alteragoes em
fungao das propriedades do material e do teor de umidade. A presenca de dgua modifica
as interagoes entre as particulas, podendo influenciar a coesao, a inclinacao dos taludes e
a geometria final das pilhas. Diante disso, este trabalho investiga o comportamento do
angulo de repouso da areia em diferentes condi¢oes de umidade, avaliando os resultados
obtidos por medi¢gao manual com gonidometro e por diferentes técnicas de ajuste geométrico

aplicadas a modelos tridimensionais das pilhas.

Palavras-chave: angulo de repouso; pilhas granulares conicas; umidade; escaneamento

tridimensional; ajuste geométrico.



Abstract

The growing global demand for minerals and natural resources has intensified mining,
production, transportation, and storage activities, creating significant challenges for the
mineral industry. Among these challenges, the efficient, sustainable, and safe management
of granular material stockpiles stands out, since their stability is essential to prevent
landslides, reduce operational and environmental risks, and ensure the continuity of
industrial activities. In this context, stockpile formation and storage represent critical
stages in material-handling operations, especially in storage yards, ports, and export
terminals. One of the main parameters associated with the behavior of these structures is
the angle of repose, which may vary according to the material properties and moisture
content. The presence of water alters the interactions between particles and may affect
cohesion, slope inclination, and the final geometry of the stockpiles. Therefore, this study
investigates the behavior of the angle of repose of sand under different moisture conditions
by evaluating the results obtained through manual measurements using a goniometer and
through different geometric fitting techniques applied to three-dimensional models of the

stockpiles.

Keywords: angle of repose; conical granular piles; moisture content; three-dimensional

scanning; geometric fitting.
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1 Introducao

No contexto operacional industrial nas dreas de mineracao, a geometria da pilha
de minério ou de produto exerce influéncia direta sobre sua estabilidade, seu volume
armazenado e sua resposta as condicoes do material a ser utilizado. Assim, a pilha de
produto deixa de ser apenas uma forma resultante do empilhamento e passa a representar
uma informacao técnica relevante para a analise do minério coletado. A representacao
geométrica adotada considera a pilha em formato conico, permitindo relacionar sua altura,
seu raio da base e seu angulo de repouso. Essa simplificacao geométrica facilita a analise
da superficie da pilha e possibilita a comparacao entre diferentes métodos de ajuste
aplicados a nuvem de pontos obtida por escaneamento 3D. A estabilidade das pilhas
de materiais granulares, como minérios, areia e outros granéis, ¢ um tema central na
engenharia, em razao dos riscos associados a deslizamentos, colapsos e perdas operacionais.
Essa estabilidade depende de fatores fisicos e operacionais, entre os quais o teor de umidade
do material, que se destaca como uma das varidveis mais influentes. Alteracoes no teor de
agua modificam o atrito e a coesao capilar entre particulas, afetando a geometria da pilha,
o angulo de repouso e a inclinagdo maxima que a superficie pode manter de forma estavel
(JONES, Robert et al., 2002; JONES et al., 2003).

Compreender os fatores que condicionam a estabilidade dessas estruturas é essencial
para assegurar operacgoes seguras e eficientes na cadeia logistica mineral. Pesquisas analiticas,
numéricas e experimentais investigam o comportamento desses materiais granulares por
meio da caracterizacao fisica dos materiais, do estudo de mecanismos de ruptura, da analise
da influéncia da umidade e do desenvolvimento de modelos capazes de representar a forma
assumida pela pilha apds sua deposicao. Entre os fatores que mais influenciam a geometria
e a estabilidade de pilhas granulares, a umidade é a que mais se destaca em relacao a
outros fatores. Em materiais com fracao fina relevante, pequenas variacoes no teor de
agua podem alterar o nivel de coesao aparente entre particulas, permitem a modificacao
do escoamento superficial durante a deposicao e gera mudancas na inclinagao final da
superficie livre. Em consequéncia, a analise geométrica da pilha constitui uma via objetiva
para investigar como a umidade interfere no comportamento macroscopico do material. Ao
mesmo tempo, o avango das técnicas de aquisi¢ao tridimensional tornou possivel registrar
de forma mais fiel a superficie dessas pilhas. O uso de escaneamento 3D permite substituir
avaliagoes visuais ou medicoes pontuais por uma representacao espacial mais completa
da pilha, descrita por uma nuvem de pontos. A partir dessa nuvem, torna-se possivel
aplicar rotinas de tratamento geométrico, extrair perfis representativos da borda e ajustar
modelos simplificados, como cone e tronco de cone, para estimar parametros geométricos

de interesse de forma reprodutivel e comparavel entre diferentes condi¢oes experimentais
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(GANS; ABRAMIAN et al., 2023; RICHEFEU; EL YOUSSOUFI; PEYROUX et al., 2008; GANS;
POULIQUEN; NICOLAS, 2020).

E nesse ponto que o presente trabalho se insere. Este trabalho parte da aquisicao
tridimensional de pilhas experimentais, do tratamento da nuvem de pontos e do ajuste
geométrico da superficie por diferentes estratégias matematicas e computacionais. Em
vez de se limitar a um tnico procedimento de ajuste, a proposta considera seis métodos
computacionais distintos, permitindo avaliar sensibilidade a ruido, estabilidade numérica,
custo computacional e consisténcia geométrica dos resultados. Essa abordagem combina
medicao experimental, representacao geométrica e analise comparativa, com foco na

estimativa do angulo de repouso e na interpretacao da influéncia da umidade sobre a forma
final da pilha.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Comparar diferentes métodos de determinacao do angulo de repouso de pilhas
granulares formadas sob distintas condigoes de umidade, incluindo a medigao manual com
o goniometro e os métodos de ajuste geométrico aplicados as nuvens de pontos obtidas

por escaneamento tridimensional.

1.1.2 Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral, foram estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

e analisar a formacao de pilhas granulares conicas;
e analisar o angulo de repouso e sua relagao com a umidade;
e utilizar o escaneamento 3D na aquisicao de superficies reais;

e analisar métodos de ajustes geométricos e métricas estatisticas.

1.2 Justificativa

Compreender a formagao e a geometria de pilhas granulares é importante para
melhorar o aproveitamento de recursos, reduzir as perdas de material e a evitar problemas
associados a instabilidade, ao armazenamento inadequado e a interpretacao imprecisa
do comportamento da pilha. Ao utilizar o escaneamento 3D, o tratamento da nuvem de
pontos e os métodos de ajuste geométrico, torna-se possivel analisar a forma da pilha de

maneira mais objetiva, relacionando parametros como altura, raio e angulo de repouso
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com a influéncia da umidade. Dessa forma, o estudo contribui tanto para o entendimento
experimental da formacao das pilhas quanto para a escolha de métodos mais confidveis de

medi¢ao e comparacao.

1.3 Estrutura do Trabalho

O trabalho estd organizado em 5 capitulos de forma a conduzir o leitor desde a

contextualizacao do problema até a andlise comparativa dos métodos adotados.

O Capitulo 1 apresenta a introducao ao tema, a relevancia da geometria das pilhas
granulares, a influéncia da umidade no comportamento do material, o objetivo geral da

pesquisa e sua justificativa.

O Capitulo 2 apresenta a revisao bibliografica e o embasamento tedrico necesséario
ao desenvolvimento do trabalho. Nesse capitulo sao discutidos os conceitos de pilhas
granulares, angulo de repouso, coesao e forcas capilares, bem como o uso de escaneamento
3D, o tratamento da nuvem de pontos, os seis métodos computacionais de ajuste geométrico

considerados e os critérios estatisticos de validagao e comparagao.

O Capitulo 3 apresenta a metodologia experimental e computacional adotada no
desenvolvimento do trabalho. Sao descritos os materiais e equipamentos utilizados, a
preparacao das amostras em diferentes condi¢oes de umidade, a formacao das pilhas, a
medi¢ao manual do angulo de repouso, o escaneamento tridimensional, o tratamento das

nuvens de pontos e a aplicacao dos diferentes métodos de ajuste geométrico.

O Capitulo 4 apresenta e discute os resultados obtidos pelas medi¢oes com o
goniometro e pelos seis métodos computacionais de ajuste geométrico. Nesse capitulo
também é analisada a influéncia da umidade sobre o angulo de repouso e sao avaliados os
ajustes matematicos realizados para representar o comportamento dos resultados obtidos

pelos diferentes procedimentos.

O Capitulo 5 apresenta as conclusoes do trabalho a partir dos resultados experi-
mentais e computacionais obtidos, destacando as principais caracteristicas, vantagens e
limitagoes dos métodos analisados. Por fim, sao apresentadas sugestoes para trabalhos
futuros, considerando a aplicacao da metodologia a outros materiais granulares, diferentes

configuragoes de pilhas e condigoes de aquisicao tridimensional.
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2 Revisao Bibliografica

2.1 Pilhas Granulares, Geometria e a Influéncia da Umidade

Pilhas granulares sao estruturas formadas pela deposicao de materiais particulados,
como a areia, o minério, os graos ou os outros solidos fragmentados. A geometria final dessas
pilhas nao depende apenas da quantidade de material depositado, mas também da forma
como ocorre o empilhamento, das propriedades fisicas das particulas, do atrito interno,
da presenca de coesao aparente e da acao da gravidade. Do ponto de vista macroscépico,
a pilha pode ser interpretada como o resultado do equilibrio entre as forcas que tendem
a deslocar o material ao longo do talude e as forgas que resistem a esse deslocamento.
Assim, a superficie inclinada da pilha representa uma condi¢ao geométrica de estabilidade.
Em aplicacoes envolvendo produto mineral, essa geometria tem importancia direta, pois
influencia o volume armazenado, a estabilidade superficial, a drenagem, a seguranca
operacional e a repetibilidade do processo de empilhamento (SCHOFIELD, 1981; BUZZI;
FITYUS, 2022; COELHO; SOUZA; REZENDE, 2021; ANDREOTTI; FORTERRE; POULIQUEN,
2013). Neste trabalho, a pilha é analisada a partir de uma representacao geométrica
simplificada em formato conico ou troncoconico. Essa aproximacao permite descrever a
forma global da pilha por poucos parametros: a altura, o raio da base, o raio do topo e a
inclinagao do talude. Embora uma pilha real apresente irregularidades locais, assimetrias e
rugosidades superficiais, o modelo conico fornece uma referéncia matematica adequada
para comparar diferentes métodos de ajuste aplicados a nuvem de pontos obtida por

escaneamento 3D.

A Figura 1 apresenta o patio de estocagem do qual foi coletado o minerio destinado

a analise de umidade.



18

Figura 1 — Visao panoramica de um patio de estocagem com pilhas longitudinais em
terminal portudrio.

Fonte: Elaboragao prépria.

2.1.1 Representacdao geométrica da pilha

A geometria de uma pilha granular pode ser interpretada a partir de seus elementos
principais: a base, o topo, a altura e a superficie inclinada, também chamada de talude.
Em uma pilha real, esses elementos nao aparecem de forma perfeitamente regular, pois a
deposi¢ao do material gera irregularidades, pequenas assimetrias, rugosidades superficiais
e variacoes locais de inclinagdo. Mesmo assim, para fins de andlise, é possivel representar a
forma global da pilha por uma geometria simplificada. Neste trabalho, a pilha é aproximada
por uma forma conica ou troncoconica. A representagao conica considera que a pilha possui
uma base circular, uma altura H e um topo idealizado em um ponto. Ja a representacgao
troncoconica considera que o topo nao se fecha em um unico ponto, mas apresenta uma
pequena regiao superior com raio Ry,,,. Essa segunda representacao é mais flexivel para
dados experimentais, pois pilhas reais dificilmente apresentam um vértice perfeitamente
definido (HORNBAKER et al., 1997; RICHEFEU; EL YOUSSOUFI; PEYROUX et al., 2008).

A Figura 2 apresenta, de forma esquematica, os principais parametros geométricos
utilizados para descrever a pilha. O raio da base, indicado por Rp.se, representa a dimensao
horizontal da pilha junto ao plano de apoio. A altura H corresponde a diferenga entre a
base e a regiao mais elevada da pilha. No caso do tronco de cone, o raio do topo Rigpo
representa uma regiao superior achatada ou irregular, comum em medicoes experimentais

obtidas por escaneamento 3D.
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Rbase

Figura 2 — Representagao geométrica simplificada de uma pilha troncoconica, com in-
dicacao da altura H, do raio da base Rp,se, do raio do topo Riep, ¢ do angulo
da pilha com a horizontal 6.

Fonte: Elaboracao prépria.

A diferenca entre o raio da base e o raio do topo define o avancgo horizontal do
talude:

AR = Rpase — Riopo. (2.1)

Esse termo é importante porque representa a distancia horizontal associada a
inclinagao da superficie lateral da pilha. Quanto maior for H em relagao a AR, mais
ingreme serda o talude. Por outro lado, quando AR é grande em relacao a altura, a pilha

apresenta uma superficie mais aberta e menos inclinada.

A adocao dessa representacao geométrica permite transformar a anélise da pilha
em um problema de identificacao de parametros. Em vez de avaliar a superficie apenas por
observagao visual ou por medigoes pontuais, busca-se determinar valores representativos
para H, Rpgse € Riopo. A partir desses parametros, é possivel calcular o angulo de repouso e
comparar diferentes pilhas e diferentes métodos de ajuste de forma mais objetiva. Embora
nao represente todas as irregularidades locais da superficie, esse modelo permite capturar
a tendéncia global da pilha e serve como base para a estimativa do angulo de repouso
a partir da nuvem de pontos (GEORGIEV; AL-HAMI; LAKAEMPER, 2016; WYSER et al.,
2023). Além disso, a aproximagao por cone ou tronco de cone é adequada ao objetivo
deste trabalho porque fornece uma descricao simples, interpretavel e compativel com a

geometria esperada de pilhas formadas por deposicao.
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2.1.2 Angulo de repouso

O angulo de repouso é uma das grandezas mais utilizadas para caracterizar o
comportamento de materiais granulares. Ele representa a inclinacao caracteristica da
superficie livre de uma pilha em condicao de estabilidade, isto é, a inclinacao na qual o
material consegue permanecer sem escoamento continuo ao longo do talude. Fisicamente,
esse angulo esta relacionado ao equilibrio entre a componente do peso que tende a provocar
o deslizamento das particulas e os mecanismos resistentes, como atrito, intertravamento
entre graos e coesao. Em materiais secos e pouco coesivos, o angulo de repouso depende
principalmente do atrito interno, da forma das particulas, da granulometria e da rugosidade
superficial. Ja4 em materiais imidos ou parcialmente coesivos, a presenca de agua pode
alterar essa inclinagdo ao modificar as forgas de interacdo entre particulas (SOUSA PINTO,

2016; ANDREOTTI; FORTERRE; POULIQUEN, 2013).

O angulo do talude com a horizontal pode ser calculado por:

H
0, = arct — 2.2
n = arctan (AR) , (2.2)

A analise do angulo de repouso é feita a partir da geometria ajustada a nuvem de
pontos. Portanto, o angulo nao ¢ medido diretamente em apenas uma secao da pilha, mas
estimado a partir de um modelo global que considera a distribuicao espacial da superficie.
Essa abordagem reduz a dependéncia de medigoes pontuais e permite comparar diferentes

métodos de ajuste de maneira mais objetiva.

2.1.3 Coesao capilar em materiais granulares

A coesao pode ser entendida como uma parcela adicional de resisténcia entre
particulas, capaz de complementar o atrito interno do material. Em materiais granulares
secos e nao coesivos, a resisténcia ao escoamento depende principalmente do contato entre
graos, da forca normal e do atrito. Nesses casos, a estabilidade da pilha é governada

majoritariamente pelo peso proprio e pelo atrito intergranular.

Uma forma simplificada de representar a resisténcia ao cisalhamento de um material

granular é dada pelo critério de Mohr-Coulomb:

T =c+otang, (2.3)

em que 7 ¢é a resisténcia ao cisalhamento, ¢ é a coesao, o é a tensao normal e ¢ é o
angulo de atrito interno do material. Para materiais idealmente secos e nao coesivos, o
termo ¢ tende a ser pequeno ou préximo de zero. Entretanto, em materiais com presenca

de finos, umidade ou ligacoes entre particulas, esse termo pode se tornar relevante.
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No caso de pilhas granulares parcialmente timidas, o efeito macroscopico das
forcas capilares é frequentemente representado como uma coesao aparente, pois nao
necessariamente resulta de ligagoes permanentes entre particulas, mas de efeitos temporarios
associados a presenca de dgua. Essa coesao capilar pode aumentar a estabilidade do talude
e permitir que a pilha apresente inclinacoes maiores do que aquelas observadas em condigao
seca. Entretanto, a coesao nao deve ser interpretada isoladamente. A resposta da pilha
depende da combinagao entre granulometria, rugosidade, forma das particulas, teor de
umidade, compactacao, modo de deposicao e distribuicao da dgua no interior dos vazios.
Por isso, o estudo da geometria da pilha fornece uma forma indireta, mas relevante, de
observar os efeitos macroscépicos dessas interagoes (HORNBAKER et al., 1997; RICHEFEU;
EL YOUSSOUFI; PEYROUX et al., 2008; RADJAI; RICHEFEU, 2009).

2.1.4 Influéncia da umidade e forcas capilares

A umidade exerce influéncia significativa sobre o comportamento dos materiais
granulares, especialmente quando ha presenca de particulas finas. Em uma condicao seca,
as particulas interagem principalmente por contato direto, atrito e peso préprio. Com a
adicao de pequenas quantidades de dgua, podem se formar pontes liquidas entre particulas
proximas, gerando forgas capilares atrativas e aumentando a coesao capilar do material.
As forcgas capilares surgem quando o liquido ocupa parcialmente os espacos entre graos,
formando meniscos. Esses meniscos geram uma diferenca de pressao entre o liquido e o
ar, associada a curvatura da interface (JONES, Robert et al., 2002; JONES et al., 2003;
RICHEFEU; EL YOUSSOUFI; PEYROUX et al., 2008).

De forma simplificada, essa diferenca de pressao pode ser relacionada pela equacao

de Young-Laplace:

11
Ap = — 4+ — 24
p 7<R1+R2>’ (2.4)

em que Ap é a diferenca de pressao na interface, v é a tensao superficial do liquido
e Ry e Ry sdo os raios principais de curvatura do menisco. Essa diferenca de pressao
contribui para uma forca atrativa entre particulas, favorecendo a formacao de ligacoes

capilares.

De maneira simplificada, a for¢a capilar entre duas particulas pode ser entendida
como dependente da tensao superficial do liquido, da geometria dos graos, do volume
de agua presente, da distancia entre particulas e do angulo de contato entre o liquido
e a superficie solida. Embora sua formulacao completa dependa da geometria local do
menisco,seu efeito macroscopico é o surgimento ou o aumento da coesao aparente e,
consequentemente, da resisténcia do material ao escoamento. Esse comportamento, porém,

nao é necessariamente monotonico em toda a faixa de umidade. Em baixos teores de
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agua, a formacao de pontes liquidas pode aumentar a coesao capilar e, consequentemente,
elevar o angulo de repouso. Em teores intermediarios, a quantidade e a conectividade das
pontes liquidas passam a influenciar a resisténcia do material de forma mais complexa. J&
em condicoes de maior saturacao, os vazios entre particulas podem ser progressivamente
preenchidos por dgua, modificando a drenagem, a compactacao e o atrito efetivo entre os
graos (JARRAY; MAGNANIMO; LUDING, 2018; RICHEFEU; EL YOUSSOUFI; RADJAI, 2006;
GANS; POULIQUEN; NICOLAS, 2020).

Assim, a umidade pode tanto aumentar quanto reduzir a estabilidade da pilha,
dependendo da quantidade de dgua presente e das caracteristicas do material. Por esse
motivo, a interpretacao do angulo de repouso deve ser feita em conjunto com a condicao
de umidade. Essa relacao ¢é investigada a partir da geometria das pilhas escaneadas,
permitindo comparar como diferentes condigdes experimentais influenciam os parametros

ajustados do cone ou tronco de cone.

A Figura 3 apresenta, de forma esquematica, trés condicoes de interagao entre
particulas granulares em funcao da presenca de agua. Na condicao seca, nao ha formacao
de ponte liquida nem atuacao de forca capilar. Com a adigao de uma pequena quantidade
de dgua, forma-se um menisco entre as particulas, originando uma forga capilar atrativa.
Em uma condi¢ao com maior presenca de agua, a pressao do liquido atua sobre a superficie
dos graos, enquanto a forga capilar associada a uma ponte liquida individual deixa de

estar representada.

Piga
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i
= s e «@J-«
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(a) Condigao seca, sem ponte (b) Formagao de  ponte (c) Condicao com maior pre-
liquida e sem forga capi- liquida e atuacao da senga de agua e atuagao
lar. forca capilar. da pressao do liquido.

Figura 3 — Representagao esquemética da interagao entre particulas granulares nas
condigoes seca, parcialmente imida e com maior presenca de agua.

Fonte: Adaptado de Matoso et al. (2025).

2.2 Modelo Geométrico Adotado para Representar a Pilha

Apos o tratamento, a pilha é descrita por um modelo geométrico simplificado de

cone ou tronco de cone. Essa aproximagcao nao pretende reproduzir todos os detalhes locais
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da superficie, mas sim capturar o envelope principal da pilha e permitir a estimativa de

parametros globais comparaveis entre amostras.

Seja (2, y.) o centro estimado da pilha. O raio de cada ponto em relagao ao centro

¢é dado por

r; = \/(.TZ — SL’C)Q + (yz - yc)2. (25)
A partir dai, extrai-se um perfil da borda no plano (z, 7). Para isso, a altura é dividida em

fatias horizontais e, em cada fatia, escolhe-se um percentil alto do raio para representar a

borda da pilha. O conjunto final ¢ formado por pares
(2K, k)5 k=1,...,m, (2.6)

que sintetizam a superficie externa de modo mais estavel do que o uso direto de todos os

pontos.

No modelo troncoconico, o raio previsto para uma altura z é

z

Tmod(z) = Rbase + (Rtopo - Rbase)ﬁa 0<z2< Ha (27)

em que [ ¢ a altura total, Rpese € 0 raio da base e Ryop, € 0 raio do topo. Quando Ry.p, = 0,
o modelo se reduz a um cone ideal. O residuo geométrico em cada fatia pode ser escrito

CcOo1mao:

€ =Tk — rmod(zk). (28)

2.3  Modelos Estatisticos e Geométricos

2.3.1 Busca em grade (Grid Search)

A busca em grade é o método mais direto e interpretavel para testar as combinagoes
de parametros que sao préoximos de uma estimativa inicial e escolher aquela que produz o

menor erro segundo uma funcao de avaliagao. Em termos gerais, se:

0= (Ha Rbase7 Rtopo)a (29)
o método procura
0" = i 0 2.1
arg min 5(8), (2.10)

em que G representa o conjunto de candidatos testados e S(0) é o critério de ajuste.

Esse tipo de estratégia estd relacionado aos métodos de busca direta, que nao
dependem do célculo de derivadas da funcao objetivo. Métodos desse tipo sao tteis quando
a funcao a ser minimizada é simples de avaliar, mas nao possui derivadas analiticas
convenientes, ou quando se deseja uma abordagem mais transparente e de facil auditoria

(HOOKE; JEEVES, 1961; KOLDA; LEWIS; TORCZON, 2003). No caso deste trabalho, a busca
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em grade testa variacoes discretas nos parametros H, Rygse € Riopo, calculando para cada

candidato o raio previsto, os residuos e o score final.

Na pratica, o método parte de uma estimativa inicial
00 = (H(b Rbase,(b Rtopo,(]) (211)

e define passos de variagao para cada parametro. Para cada rodada, sao testadas com-

binagoes do tipo

H/ =H + AH7 / = Rbase + A-Rbasm / = Rtopo + A-Rtopm (212)

base topo

com deslocamentos positivos, negativos ou nulos. Cada candidato é aceito apenas se
respeitar os limites fisicos do problema, como altura compativel com a nuvem, topo menor

que a base e angulo dentro de uma faixa plausivel.

A principal vantagem desse método é a clareza. E possivel acompanhar exatamente
quais candidatos foram testados e por que determinado conjunto de parametros foi
escolhido. Além disso, a busca em grade serve como uma referéncia inicial para verificar se
métodos mais sofisticados estao encontrando solugoes coerentes. Sua limitacao é o custo
computacional quando a grade se torna muito densa. Quanto mais refinados forem os
passos, maior sera o numero de candidatos testados. Além disso, como a busca ocorre em
torno de uma estimativa inicial, o resultado pode ser influenciado pela qualidade desse
ponto de partida. Se a estimativa inicial estiver muito distante da geometria real da pilha,
o método pode explorar uma regiao pouco adequada do espaco de pardametros (HOOKE;
JEEVES, 1961; KOLDA; LEWIS; TORCZON, 2003).

Portanto, a busca em grade é adequada como método de referéncia, principalmente
por sua simplicidade e interpretabilidade. Ela nao é necessariamente a alternativa mais
eficiente, mas fornece uma base confidvel para comparacao com métodos continuos e

robustos.

A Figura 4 ilustra o método da busca por grade, com os testes de combinacoes
de parametros testando combinacoes de parametros para encontar a estimativa de menor

€ITo.

2.3.2 Fatias horizontais

O método das fatias horizontais explora diretamente a propriedade geométrica
do cone ou tronco de cone. O raio varia aproximadamente de forma linear com a altura.
Assim, apds a extragao do perfil (z, 1), o problema pode ser tratado como um ajuste de

reta no plano raio-altura:

r(z) = az +b. (2.13)
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Grid Search

Hyperparameter 1
v

Hyperparameter 2

Figura 4 — Representacao do modelo estatistico da busca por grade (Grid Search).

Fonte: (SHAMS et al., 2024; BAO; LIU, 2006)

essa relacao, b representa o raio estimado préximo a base, enquanto a represen
Nessa relacao, b t a timad a base, t epresenta
a variacao do raio com a altura. Para uma pilha conica ou troncoconica regular, espera-se

que a < 0, pois o raio diminui conforme a altura aumenta.

Esse procedimento pode ser interpretado como uma aplicagao de regressao linear
ao perfil da borda da pilha, uma vez que se busca encontrar a reta que melhor representa
a tendéncia global entre altura e raio. A formulagdo por minimos quadrados é amplamente
utilizada para esse tipo de ajuste, pois permite estimar os coeficientes da reta minimizando
os desvios entre os valores observados e os valores previstos pelo modelo. Quando algumas
fatias apresentam maior quantidade de pontos ou sao consideradas mais confidveis, essa
ideia também pode ser estendida para uma forma ponderada, na qual essas fatias tém

maior influéncia no ajuste final (SEBER; LEE, 2003; BIRDAL et al., 2020).

Depois de ajustada a reta, os parametros do tronco de cone sao obtidos por
conversao geométrica. O intercepto da reta fornece uma estimativa para Rpqse, enquanto o

raio no topo pode ser estimado avaliando a reta na altura considerada para o modelo:

Riopo = aH + b (2.14)

Como a altura real da pilha pode ser afetada por irregularidades no topo ou por
cortes aplicados durante o tratamento da nuvem, o método pode testar diferentes valores
de H dentro de uma faixa fisicamente aceitavel e selecionar aquele que produz o melhor
critério de ajuste. A principal vantagem desse método é a rapidez. Como o problema se
reduz ao ajuste de uma reta, o custo computacional é baixo e a interpretacao geométrica é

imediata. A limitagao principal é a dependéncia da qualidade do perfil extraido. Se algumas
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fatias estiverem contaminadas por ruido, sombra do scanner, base espalhada ou pontos
isolados, a reta pode ser deslocada e produzir uma estimativa enviesada. Além disso, o
método assume uma tendéncia linear global, nao sendo capaz de representar deformacoes

locais da pilha (SEBER; LEE, 2003; BIRDAL et al., 2020).

Desse modo, o método das fatias horizontais é indicado quando a pilha apresenta
geometria regular e o perfil (zx, ;) estd bem definido. Ele é simples, rapido e adequado

para uma primeira aproximagao da geometria troncoconica.

A Figura 5 apresenta, de forma esquemadtica, a aplicacao do método das fatias
horizontais a nuvem de pontos da pilha, destacando a divisao da geometria em diferentes

alturas para a obtencao dos respectivos raios.

Método das Fatias Horizontais

Nuvem de pontos
= p

Zyp fe = 2

Figura 5 — Representacao esquematica do método das fatias horizontais aplicado a nuvem
de pontos.

Fonte: Autoria prépria.

2.3.3 Minimos quadrados

O método de minimos quadrados estima diretamente os parametros do modelo por
meio da minimizacao da soma dos residuos ao quadrado. Diferentemente da busca em
grade, que testa candidatos discretos, os minimos quadrados tratam os parametros como

variaveis continuas. O problema pode ser escrito como:

* : 2
0" = arg min kgl ex(0)°. (2.15)
No contexto deste trabalho,

Tk — Tmod(2k; @)
max(|rg|, €)

er(0) = (2.16)
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Embora o modelo seja linear em relacao a variavel z, o problema é tratado como
nao linear em relagao aos parametros quando H, Rpgse € Riopo 580 ajustados simultanea-
mente. Isso ocorre porque H aparece no denominador da expressao do raio previsto. Por
isso, o ajuste é realizado por algoritmos iterativos de minimos quadrados nao lineares,
como métodos baseados em Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt ou regioes de confianca

(BRANCH; COLEMAN; LI, 1999; SCIPY COMMUNITY, 2026; HELENE, 2006).

Uma parametrizagao conveniente consiste em otimizar:

¢ = (H7 Rbasea ftopo)7 (217)

em que

Rtopo = ftopoRbase- (218)

Essa forma facilita a imposicao de limites, pois basta restringir fi.,, a uma faixa
fisicamente aceitavel. Assim, evita-se que o otimizador gere solugoes com topo maior que
a base ou com tronco de cone incompativel com a forma esperada da pilha. O processo
iterativo pode ser interpretado da seguinte maneira. Em cada iteracao, o algoritmo avalia
os residuos e estima como eles mudam quando os parametros sofrem pequenas variagoes.
Essa sensibilidade é representada pela matriz Jacobiana. A partir dessa aproximagcao local,
calcula-se uma nova combinacao de parametros que tende a reduzir a fungao objetivo. O
procedimento se repete até que a redugao do erro se torne pequena, até que as variagoes
dos parametros sejam minimas ou até que seja atingido o niimero méaximo de avaliacoes

(BRANCH; COLEMAN; LI, 1999).

A Figura 6 apresenta o modelo estatistico do método dos minimos quadrados.

A

Y

>

X

Figura 6 — Representagao do modelo estatistico dos minimos quadrados.

Fonte: (INSTITUTO DE FISICA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL, bd)
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A vantagem dos minimos quadrados ¢ a eficiéncia. Quando a borda extraida é limpa
e a estimativa inicial é razoavel, o método costuma convergir rapidamente e produzir um
ajuste continuo e suave.Sua formulacao matematica é classica e amplamente utilizada em
problemas de ajuste de modelos. A principal limitacao é a sensibilidade a outliers. Como
os residuos sao elevados ao quadrado, erros grandes recebem peso muito maior na funcao
objetivo e poucas fatias muito contaminadas podem deslocar a solugao final, fazendo com
que o cone ajustado represente melhor os pontos ruins do que a tendéncia geral da pilha
(SCIPY COMMUNITY, 2026; HELENE, 2006).

Portanto, os minimos quadrados sao adequados quando o perfil da borda é consis-
tente e possui poucos pontos espurios. Em dados reais com ruido mais forte, sua utilizagao
deve ser comparada com versoes robustas ou com métodos capazes de separar inliers e

outliers.

2.3.4 Minimos quadrados robustos com perda soft-L1

O método de minimos quadrados robustos mantém a mesma ideia geral do método
anterior, mas altera a forma como os residuos sao penalizados. Em vez de minimizar apenas
a soma dos quadrados dos erros, utiliza-se uma funcao de perda robusta, cujo objetivo é
reduzir a influéncia de residuos muito grandes. Essa abordagem ¢é baseada na teoria de
estimacao robusta, que busca obter modelos menos sensiveis a observacoes contaminadas

(HUBER, 1964; RODRIGUES; ELIAN, 2024).

A formulacgao geral pode ser escrita como:

6" = argmin ; p (er(8)?), (2.19)
em que p é a funcao de perda. Para a perda soft-L1, tem-se
o(s) =2 (\/1 s 1) . (2.20)

Com um fator de escala C', a penalizacao pode ser escrita como

022 1+<%’“>2—1. (2.21)

O parametro C' controla a transicao entre residuos considerados normais e residuos
tratados como grandes. Em implementacoes como a fungao least_squares, esse parametro
aparece como f_scale, e a perda soft-L1 é apresentada como uma aproximagcao suave da

perda L, adequada para reduzir a influéncia de outliers (SCIPY COMMUNITY, 2026).

Para residuos pequenos, a perda soft-L1 se comporta de maneira proxima a perda

quadratica. Assim, pontos bem ajustados continuam contribuindo de forma semelhante ao
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método de minimos quadrados comum. Para residuos grandes, o crescimento da funcao
deixa de ser puramente quadratico e se torna mais suave. Dessa forma, pontos muito

afastados ainda influenciam o ajuste, mas nao dominam a solugao.

No contexto da pilha granular, esse comportamento é importante porque a nuvem
de pontos pode conter ruidos de escaneamento, pequenas falhas de leitura, buracos, regioes
com sombra ou fatias em que a borda foi mal representada. O método robusto permite
que o ajuste siga a tendéncia predominante do perfil sem ser excessivamente deslocado
por poucas fatias problematicas. A principal vantagem desse método é o equilibrio entre
precisao e robustez. Ele continua sendo um ajuste continuo dos parametros do cone ou
tronco de cone, mas se torna menos sensivel a erros localizados. Por isso, tende a ser mais
adequado para dados experimentais reais do que os minimos quadrados puros. A principal
limitagao é que a robustez nao corrige erros sistematicos. Se grande parte da borda estiver
enviesada, ou se o centro da pilha tiver sido mal estimado, o método robusto ainda ajustara
um modelo baseado nesse perfil incorreto. Além disso, se o fator de escala for escolhido de
forma inadequada, o método pode reduzir demais a influéncia de informacoes validas ou,
ao contrario, comportar-se quase como minimos quadrados comuns (RODRIGUES; ELIAN,
2024; SEBER; LEE, 2003).

Assim, os minimos quadrados robustos com perda soft-L1 sao indicados quando a
maior parte do perfil é confiavel, mas existem regioes isoladas com ruido ou contaminacao.
Para nuvens reais obtidas por scanner 3D, esse método representa uma alternativa

importante por combinar ajuste continuo e resisténcia a outliers.

2.3.5  Random Sample Consensus (RANSAC)

O RANSAC, do inglés Random Sample Consensus, € um método classico de ajuste
de modelos na presenca de outliers. Sua logica é diferente dos minimos quadrados: em
vez de ajustar todos os pontos simultaneamente, o algoritmo sorteia pequenas amostras,
ajusta modelos candidatos e verifica quantos pontos do conjunto total concordam com

cada modelo dentro de um limiar de tolerancia (FISCHLER; BOLLES, 1981).

No caso deste trabalho, o RANSAC ¢ aplicado ao perfil (2, ). Como a relacao
entre raio e altura é aproximadamente linear para um cone ou tronco de cone, o modelo

candidato pode ser uma reta:

r(z) = az +b. (2.22)

Uma reta pode ser definida por dois pontos. Assim, em cada tentativa, o algoritmo
sorteia duas fatias, calcula a reta correspondente e mede a distancia das demais fatias a

essa reta:
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Uma fatia é considerada inlier quando

dy, < 7, (2.24)

em que 7 é o limiar de aceitacao.

Apo6s a identificagao do conjunto de inliers, o método realiza uma etapa de refino
para melhorar a precisao do ajuste obtido. Nesse processo, a reta estimada pelo RANSAC é
convertida em parametros iniciais do tronco de cone, e esses parametros sao posteriormente
refinados por minimos quadrados robustos com perda soft-L1, utilizando apenas as fatias
classificadas como confiaveis. Essa combinagao é adequada porque o RANSAC atua
principalmente na separacao entre dados consistentes e pontos contaminados, enquanto o
refino robusto ajusta os parametros finais de forma mais precisa, reduzindo a influéncia de

pequenos desvios ainda presentes entre os inliers.

Dessa forma, o RANSAC com refino é indicado quando h& suspeita de fatias
fortemente contaminadas, mas a maior parte do perfil ainda segue uma tendéncia conica
clara. Ele nao substitui necessariamente os métodos de ajuste continuo, mas funciona

como uma etapa robusta de selecao de dados confidveis.

A Figura 7 apresenta um exemplo de conjunto de dados contendo pontos que seguem
aproximadamente uma tendéncia linear, juntamente com pontos discrepantes (outliers). A
presenca desses pontos pode influenciar significativamente métodos de ajuste convencionais,
uma vez que todos os dados sao considerados durante a estimacgao dos parametros do
modelo. Além disso a direita apresenta uma representacao do funcionamento do método
RANSAC. A esquerda, observa-se o conjunto de dados original, contendo pontos que
seguem uma tendéncia aproximadamente linear e pontos discrepantes (outliers). A direita,
é apresentado o resultado do ajuste realizado pelo RANSAC, no qual os pontos considerados
inliers sao utilizados para estimar o modelo, enquanto os outliers sao desconsiderados

durante o ajuste.
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Figura 7 — Representagao do funcionamento do método RANSAC: conjunto de dados
contendo outliers (a esquerda) e ajuste do modelo com identificacdo dos inliers
e outliers (a direita).

Fonte: Forsyth e Ponce (2002).

2.3.6 lterative closest point (ICP)

O ICP procura uma transformagao rigida T, composta por rotagao e translagao,
que alinhe a nuvem artificial a superficie real. Na formulagao ponto-a-ponto, o objetivo é

minimizar:

E(T)= Y |p-Tq|? (2.25)

(Pa)eX
em que K representa o conjunto de correspondéncias entre os pontos da nuvem
artificial e os pontos da superficie real, p é um ponto pertencente ao cone artificial, q
é o ponto correspondente na nuvem real da pilha. O algoritmo alterna entre encontrar
os pontos correspondentes mais préximos e atualizar a transformacao que minimiza o
erro entre eles (BESL; MCKAY, 1992; OPEN3D TEAM, 2026). Variantes do ICP, como
ponto-a-plano, também sao comuns e podem apresentar convergéncia mais rapida em

determinadas situagoes (RUSINKIEWICZ; LEVOY, 2001; OPEN3D TEAM, 2026).

A nuvem artificial é gerada a partir de uma estimativa inicial dos parametros
(H, Rpase; Riopo), utilizando o mesmo modelo radial definido na Equacao (2.7). Para dife-
rentes alturas z e angulos «, sao gerados pontos sobre a superficie lateral do cone por meio

de:

r = x4 r(z)cos(a), (2.26)
Y=Y+ T<Z) SiH(Oé), (2'27)
z=z. (2.28)

Assim, obtém-se uma nuvem sintética que representa a superficie lateral do cone

ou tronco de cone.
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No contexto deste trabalho, o ICP nao substitui o ajuste paramétrico do cone.
Sua principal fungao é melhorar o alinhamento espacial entre o modelo artificial e a pilha
real, especialmente no que se refere ao centro no plano XY. Apds o alinhamento, o centro
pode ser atualizado e o perfil (z,7) recalculado. Em seguida, aplica-se um refino final,
geralmente por minimos quadrados robustos, para estimar novamente H, Rysse € Riopo

(BESL; MCKAY, 1992; OPEN3D TEAM, 2026).

Essa distingao ¢ importante: o ICP estima uma transformagao rigida entre nuvens
de pontos, nao diretamente os parametros geométricos do tronco de cone. Portanto, o
método é melhor entendido como uma etapa de realinhamento 3D seguida de um ajuste
paramétrico final. A principal vantagem do ICP com cone artificial é o uso mais direto
da geometria tridimensional. Enquanto os métodos anteriores dependem fortemente do
perfil radial extraido, o ICP considera a distribuicao espacial dos pontos da superficie. Isso
pode ser 1util quando o centro inicial da pilha estd deslocado ou quando ha informacao
tridimensional suficiente para melhorar o posicionamento do modelo. A principal limitacao
é o custo computacional e a dependéncia da inicializacao. O ICP é um método iterativo
local: se a nuvem artificial inicial estiver muito distante da superficie real, o algoritmo pode
convergir para um alinhamento inadequado. As métricas internas do ICP, como fitness
e inlier RMSE, ajudam a avaliar a qualidade do registro. O fitness indica a propor¢ao
de correspondéncias aceitas, enquanto o inlier RMSE mede o erro médio quadratico das
correspondéncias consideradas vélidas (OPEN3D TEAM, 2026). Entretanto, essas métricas
nao substituem as métricas finais do ajuste do cone, pois avaliam o alinhamento entre

nuvens e nao necessariamente a qualidade do modelo troncoconico final (BESL; MCKAY,
1992).

Assim, o ICP com cone artificial é indicado quando se deseja incorporar informacao
3D ao processo de ajuste, principalmente para corrigir desalinhamentos do centro da pilha.
Em contrapartida, é o método mais custoso e exige uma estimativa inicial razoavel para

produzir bons resultados (RUSINKIEWICZ; LEVOY, 2001).

A Figura 8 ilustra a representacao do método ICP aplicado ao ajuste geométrico
da nuvem de pontos, com o alinhamento entre o modelo geométrico inicial e a nuvem de

pontos.
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Método ICP

registro iterativo

-, Coneinicial
/—\ D

Cone ajustado

correspondéncias

Nuvem /
de pontos

Figura 8 — Representagao esquematica do funcionamento do método ICP aplicado ao
ajuste geométrico da nuvem de pontos. O método realiza iterativamente o
alinhamento entre o modelo geométrico inicial e a nuvem de pontos, buscando
minimizar as distancias entre os pontos correspondentes até a obtencao do
modelo ajustado.

Fonte: Autoria prépria.

2.4 Métodos de Validacdo e Avaliacdo Estatistica

2.4.1 Coeficiente de determinacdo R?

O coeficiente de determinacao R? é uma medida eficaz utilizada para indicar a
capacidade preditiva para calcular a relacao entre duas variaveis aleatérias. Especificamente,
o coeficiente de determinagao pode ser definido como a méaxima correlacao ao quadrado
entre Y e a melhor combinagao linear de X. Num contexto de um modelo de regressao
linear simples, em que a varidvel explanatéria (ou preditora) é x e a varidvel resposta (ou
a prever) ¢ y, o coeficiente de determinagao R? d4 a percentagem de variabilidade dos
y’s (varidvel a prever) que fica explicada em fun¢ao da variabilidade dos x’s. Assim, um
valor de R? =~ 1 significa que, em principio, a nuvem de pontos apresentada no diagrama
de dispersao estd proxima da reta de regressao, considerada para o modelo de regressao.
Quando R? ~ 0, j4 nao se vislumbra uma estrutura linear. Entao, o R-quadrado é uma
medida estatistica de quao préximos os dados estao da linha de regressao ajustada. Ele
também é conhecido como o coeficiente de determinacao ou o coeficiente de determinagao
multipla para a regressao multipla. A vantagem do uso do R-quadrado é a comparagao de
diferentes modelos para indicar uma métrica de facil compreensao, com o fornecimento de
uma medida intuitiva da proporcao da variabilidade na variavel dependente. A principal
desvantagem ¢ ser sensivel a outliers. Um tinico ponto discrepante pode ter um impacto

significativo na métrica. Um alto R? nao implica causalidade. Mesmo que um modelo
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explique bem os dados, isso nao significa que uma varidvel seja a causa de outra. O R2
sofre da limitagao de ser dependente do contexto. Pode ser enganoso em casos onde a
interpretagao da variabilidade nao é direta, como em modelos nao lineares (CANDIDO,
2024; SIEGLE, s.d.).

O coeficiente de determinacao R?, também denominado R-quadrado, é utilizado
para avaliar o quanto o modelo ajustado representa a variabilidade dos dados observados.
Seu calculo ¢ realizado computacionalmente, especialmente em razao da quantidade de
pontos presentes nas nuvens analisadas, sendo definido pela Equacao 2.29 (CANDIDO,
2024).

n

Z (yi — Z?z')Q

RP=1-2L (2.29)

n

Z (% —9)°

i=1
em que n representa o nimero de observagoes, y; corresponde aos valores observados,

7; aos valores estimados pelo modelo e ¥ a média dos valores observados.

2.4.2  Qui-Quadrado (x?)

O teste Qui-Quadrado é um teste de hipéteses que se destina a encontrar um valor
da dispersao para duas variaveis categoricas nominais e avaliar a associacao existente
entre variaveis qualitativas e nao depende de parametros como a média e a variancia.
O principio basico deste teste é comparar proporcoes, ou seja, possiveis divergéncias
entre as frequéncias observadas e esperadas para um certo evento. O teste é utilizado
para verificar se a frequéncia com que um determinado acontecimento observado em
uma amostra se desvia significativamente ou nao da frequéncia com que ele é esperado,
comparar a distribuicao de diversos acontecimentos em diferentes amostras, a fim de avaliar
se as proporcoes observadas destes eventos mostram ou nao diferengas significativas ou se
as amostras diferem significativamente quanto as proporgoes desses acontecimentos. Os
grupos a serem analisados devem ser independentes e selecionados aleatoriamente e as
observagoes devem ser de frequéncias ou de contagens. Por ser um teste nao-paramétrico,
nao assume normalidade dos dados nem variancia homogénea entre as amostras, mas
exige os seguintes pressupostos: Os dados sao aleatérios e representativos da populacao, as
variaveis analisadas sao categdricas, todas as frequéncias esperadas s@o maiores ou iguais

a 1 e cada observagao pertence somente a uma categoria (SIEGLE, s.d.).

O calculo do Qui-Quadrado é realizado conforme apresentado na Equagao 2.30.

, = (O — E)°
X ;;1 o (2.30)
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onde n é a quantidade de categorias na variavel, O é o valor observado de uma
determinada classe, E é o valor esperado desta classe e v é o grau de liberdade, nimero de
determinacgoes independentes menos o nimero de parametros estatisticos a serem avaliados

(VENTURA, 2023).



36

3 Metodologia

Este capitulo apresenta os procedimentos experimentais e computacionais adota-
dos para o processamento e andlise das pilhas granulares utilizadas neste trabalho. A
metodologia foi estruturada para permitir a analise entre o angulo de repouso medido
manualmente pelo goniometro e os angulos estimados por diferentes métodos de ajuste
geométrico aplicados as nuvens de pontos obtidas por escaneamento 3D. De forma geral,
o procedimento envolveu a preparacao da areia em diferentes condi¢oes de umidade, a
formagao controlada das pilhas, a medicao manual do angulo de repouso, o escaneamento

tridimensional, o tratamento da nuvem de pontos e a aplicacao dos métodos de fitting.

3.1 Visao Geral da Metodologia

Inicialmente, realizou-se a preparacao do material granular, com a definicao das
porcentagens de umidade e a homogeneizacao da areia. Em seguida, as pilhas foram
formadas sobre uma superficie plana e nivelada, buscando manter um procedimento
semelhante para todas as condigbes analisadas. Apds a formagcao de cada pilha, realizou-se
a medicao manual do angulo de repouso com o auxilio de um goniémetro. Posteriormente,
a pilha foi escaneada por um scanner 3D, gerando uma nuvem de pontos representativa
de sua geometria. Essa nuvem passou por etapas de pré-processamento, recorte da area e
correcao espacial, com o objetivo de isolar apenas a pilha e alinhar adequadamente sua

base e seu eixo vertical.

Com a nuvem de pontos tratada, foram aplicados diferentes métodos de ajuste
geométrico para estimar o cone ou tronco de cone que melhor representasse a pilha. Por
fim, os angulos estimados pelos métodos computacionais foram comparados com os valores

obtidos manualmente, utilizando métricas de erro.

A Figura 9 apresenta o fluxograma da metodologia utilizada.
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Etapas da metodologia experimental

1. Preparacao das amostras

Definicdo da umidade e homogeneizacdo da areia
para cada ensaio.

'

2. Formacao das pilhas
Deposicdo controlada e concéntrica do material,
com o uso de um funil, para a obtencdo de pilhas
aproximadamente conicas.

Y

3. Medi¢ao manual do angulo de repouso

Determinacdo experimental do angulo de repouso
com auxilio de goniometro.

"

4. Escaneamento tridimensional

Aquisi¢do da nuvem de pontos da pilha por
meio de scanner 3D.

v

5. Tratamento da nuvem de pontos

Processamento, corte, centralizacdo e alinhamento
da nuvem de pontos.

!

6. Aplicacao dos métodos de fitting

Ajuste geométrico da pilha por diferentes métodos
de fitting de cone.

Y

7. Comparacao dos resultados
Andlise e comparacio dos métodos quanto a
representacdo da pilha e a estimativa do
angulo de repouso.

Figura 9 — Fluxograma geral da metodologia experimental e computacional adotada no
trabalho.

Fonte: Elaboracao prépria.
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3.2 Materiais utilizados

Para a realizacao dos experimentos, foram utilizados materiais e equipamentos
necessarios para a preparacao fisica das pilhas e para a aquisicao e processamento dos

dados tridimensionais.

Os principais materiais e equipamentos utilizados foram:

e areia, utilizando-se aproximadamente 20 kg para a formacao de cada pilha;
e Agua, adicionada conforme a porcentagem de umidade definida para cada ensaio;
e recipientes e baldes para armazenamento e transporte do material;

e balanca com capacidade méxima de 50 kg, resolugao (d = 10) g e verificagao (e =

10) g, utilizada para a pesagem da massa de areia empregada em cada ensaio;

e balanga com capacidade maxima de 6100 g, resolugao (d = 0,1) g e verificacao (e = 1)

g, utilizada para a medicao da massa de adgua adicionada a areia;
e funil para deposicao controlada do material;
e goniometro para medi¢ao manual do angulo de repouso;

e scanner 3D Creality Scan Raptor para aquisicao da geometria das pilhas;

Além dos equipamentos fisicos, foram utilizados softwares especificos para a
aquisicao, o processamento, o tratamento e a andlise dos dados. O software Creality
Scan foi empregado no processamento inicial dos dados obtidos pelo scanner 3D. O
software CloudCompare foi utilizado para o recorte manual, a visualizacao e o tratamento
preliminar das nuvens de pontos. O software Origin foi utilizado para a organizacao dos
resultados, a elaboracao de graficos e a andlise matematica comparativa entre os métodos

de determinacao do angulo de repouso.

3.3 Preparagao das Amostras

Antes da realizagao dos ensaios, a areia foi submetida a um processo de secagem em
estufa, a temperatura de 105 °C, durante 24 horas. Esse procedimento teve como objetivo
remover a umidade inicialmente presente no material, estabelecendo uma condicao seca de
referéncia para a preparacao das diferentes amostras. Apds a secagem e o resfriamento do

material, a areia foi pesada e separada nas quantidades necessarias para cada ensaio.

Cada pilha foi formada utilizando aproximadamente 20 kg de areia seca. As

condigoes de umidade analisadas foram definidas em porcentagem relativa a massa seca de
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areia utilizada no ensaio. Dessa forma, para cada condicao experimental, a massa de dgua
a ser acrescentada foi calculada proporcionalmente a massa de areia, conforme apresentado

na Equagao 3.1.

U

Magua = m s Mareia (31)

em que Mggyq representa a massa de dgua adicionada, U corresponde a umidade
desejada, expressa em porcentagem, e my,..;, representa a massa seca de areia utilizada no

ensaio.

A partir da condicao inicialmente seca, a umidade das amostras foi aumentada
por meio da adicao da quantidade de agua correspondente a condicao experimental
desejada. Para uma amostra contendo 20 kg de areia, por exemplo, cada incremento de
1% de umidade correspondia & adi¢ao de 200 g de dgua. Nos ensaios realizados de forma
sequencial, a agua era adicionada em quantidade equivalente a diferenca entre a umidade

ja presente na mistura e a nova condicao de umidade estabelecida.

Para cada condicao, a areia e a quantidade calculada de agua foram colocadas
em uma betoneira e misturadas durante aproximadamente cinco a dez minutos. Apds
esse periodo, o material era retirado e avaliado visualmente e manualmente quanto a
homogeneidade da distribuigdo de umidade. Caso fossem identificadas regioes com aspecto
mais seco, mais imido ou com formacao localizada de aglomerados, o material retornava a

betoneira para uma nova etapa de mistura.

Esse procedimento foi adotado com o objetivo de reduzir variagoes locais de umidade
no interior da amostra e garantir maior uniformidade entre os ensaios. Embora a verificagao
da homogeneidade tenha sido realizada de forma visual e manual, buscou-se manter o
mesmo tempo de mistura e os mesmos critérios de avaliacao em todas as condicoes

experimentais.

3.4 Formacao das Pilhas

Apés a preparacao da amostra, a deposicao da areia foi realizada com o auxilio
de um funil, posicionado de modo a direcionar o material para a regiao central da base
experimental. Esse procedimento teve como objetivo favorecer a formacgao de uma pilha
aproximadamente conica e manter condigoes semelhantes de deposicao para todas as

porcentagens de umidade analisadas.

A areia foi adicionada ao funil de forma gradual, evitando o despejo de todo o
material de uma unica vez. Dessa forma, buscou-se reduzir variagoes bruscas na formagcao

da pilha e manter maior controle sobre o processo experimental.
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A Figura 10 apresenta a vista lateral da pilha de areia durante sua formacao,

juntamente com o funil utilizado para a deposicao do material.

Figura 10 — Vista lateral da pilha de areia formada.

Fonte: Elaboracao prépria.

3.5 Medicdo Manual do /f\ngulo de Repouso

Apés a formacao de cada pilha, foi realizada a medicao manual do angulo de
repouso com o auxilio de um goniometro. A medigao foi feita em quatro diregoes distintas,

com o objetivo de manter um padrao de medicao entre as diferentes pilhas.

Para cada pilha, foram obtidos quatro valores de angulo:

On, Os, 01, 0o (3.2)

em que Oy, Os, 01, e 0p representam, respectivamente, os angulos medidos nas

direcoes norte, sul, leste e oeste.

O angulo manual médio foi calculado pela média aritmética dessas quatro medigoes,

conforme a Equacao 3.3.

On +0s+ 0 + 0o

Hmanual - 4 (33)

Esse valor médio foi utilizado posteriormente como referéncia experimental para

comparacao com os angulos estimados pelos métodos computacionais de fitting.
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3.6 Aquisicao e Tratamento da Nuvem de Pontos

A aquisicao tridimensional foi realizada apds as medi¢oes manuais das pilhas. O uso
do escaneamento 3D permite representar a superficie da pilha por um conjunto discreto

de pontos no espago, conforme:

pi = (T, Yi,2:),  i=1...,n. (3.4)

Essa representacao fornece uma descricao mais completa da superficie quando
comparada a medicoes lineares isoladas, uma vez que preserva informacoes relaciona-
das a geometria espacial da pilha, incluindo assimetrias, deformacoes locais, pequenas

irregularidades e imperfei¢oes de borda.

Apds a aquisicao, a nuvem de pontos foi submetida a diferentes etapas de pro-
cessamento e tratamento, com o objetivo de isolar a geometria correspondente a pilha e
padronizar sua posicao e orientagao antes da aplicagao dos métodos de fitting. O tratamento
realizado nessa etapa nao tem como objetivo calcular diretamente o angulo de repouso,
mas preparar os dados de forma adequada para os procedimentos de ajuste geométrico

apresentados posteriormente.

3.6.1 Escaneamento tridimensional e processamento inicial

Cada pilha foi escaneada utilizando o scanner 3D Creality Raptor. Realizou-se um
escaneamento para cada condigao experimental, buscando garantir que toda a superficie
visivel da pilha fosse adequadamente capturada. Durante o processo de aquisi¢ao, utilizou-
se o software Creality Scan, proprio do equipamento. O escaneamento era conduzido até
que a superficie da pilha estivesse completamente registrada pelo software, de acordo com
a indicagao visual apresentada durante a aquisi¢cao. Esse procedimento buscou reduzir
regioes sem informagao e falhas na reconstrugao da geometria, garantindo uma nuvem de

pontos representativa da pilha formada.

Apos a aquisicao, foi realizado um processamento inicial no préprio Creality Scan,
incluindo procedimentos automaticos de fusao, filtragem, suavizagao, remogao de ruidos e
preenchimento de pequenas falhas na geometria. Ao final desse processamento, a nuvem
de pontos foi exportada no formato .ply, utilizado posteriormente nas etapas de recorte,

correcao geométrica e fitting.

A Figura 11 apresenta uma das pilhas apds o escaneamento e o processamento
inicial realizado no software Creality Scan. Sao apresentadas duas visualizacoes da mesma

nuvem de pontos, correspondentes as vistas frontal e superior.
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(a) Vista frontal

(b) Vista superior

Figura 11 — Pilha escaneada e processada no software Creality Scan em vista frontal e
vista superior.

Fonte: Elaboragao prépria.

3.6.2 Recorte e preparacao da nuvem de pontos

Apoés a exportagao no formato .ply, foi realizado o tratamento inicial da nuvem
de pontos com o objetivo de isolar somente a geometria correspondente a pilha. Para
isso, utilizou-se o software CloudCompare, no qual foi efetuado o recorte manual da
nuvem, removendo os pontos associados a mesa, ao ambiente e as demais regioes externas
sem interesse para a andalise. Dessa forma, foi preservada essencialmente a superficie
correspondente ao material granular. Entretanto, mesmo apods a remocao dos pontos
externos, a posigao e a orientacao da nuvem ainda dependiam da posi¢ao da pilha durante

o escaneamento e do sistema de coordenadas gerado durante a aquisicao.

A Figura 12 apresenta a nuvem de pontos apds o procedimento de recorte. Embora
os elementos externos e as regioes indesejadas tenham sido removidos, observa-se que
a pilha ainda se encontra descentralizada e com seus eixos desalinhados em relagao ao

sistema de coordenadas utilizado nas etapas posteriores.
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Figura 12 — Nuvem de pontos da pilha apds o recorte, ainda descentralizada e desalinhada
em relagao ao sistema de coordenadas. Visualizagao realizada no software
CloudCompare.

Fonte: Elaboragao prépria.

Apéds o recorte, a nuvem foi submetida a rotinas computacionais desenvolvidas em
Python para corrigir sua posicao e orientacao espacial. Essa etapa é necessaria porque a
nuvem obtida pelo scanner pode apresentar inclinagao, deslocamento em relagao a origem,
pequenas irregularidades na regiao da base e pontos externos residuais. Caso esses dados
fossem utilizados diretamente, os métodos de fitting poderiam interpretar erros de aquisi¢ao

ou desalinhamentos como caracteristicas geométricas reais da pilha.

De forma geral, o objetivo desse tratamento é padronizar as diferentes nuvens de
pontos de modo que a base da pilha fique aproximadamente paralela ao plano XY, a
altura esteja orientada segundo o eixo Z, a base fique proxima de z = 0 e o centro da
pilha permaneca préximo da origem. Dessa maneira, todos os métodos de ajuste passam a

trabalhar sobre uma geometria organizada segundo um sistema de referéncia comum.
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3.6.3 Tratamento geométrico e alinhamento da nuvem

A primeira etapa do tratamento geométrico consiste na determinagao de uma
orientagao inicial da nuvem por meio da Anélise de Componentes Principais (PCA). Essa
técnica permite identificar as principais direcoes de variacao dos pontos presentes na

nuvem.

Considerando p como a posicao média dos pontos, tem-se:

p==3 b, (3.5)

n <
=1

A partir da média, os pontos sao centralizados e organizados na matriz X. A matriz

de covariancia correspondente pode ser expressa por:

1
C=— 1XTX. (3.6)

Por meio dos autovalores e autovetores da matriz C, sao determinadas as principais
direcoes da geometria. Neste procedimento, a direcao associada ao menor autovalor é
utilizada como uma aproximacao inicial da normal da base da pilha, servindo como

referéncia para orientar a nuvem em relagdo ao eixo vertical Z (JOLLIFFE; CADIMA, 2016).

Em seguida, é aplicada uma transformacao rigida de rotacao a nuvem de pontos,
levando a direcao inicialmente estimada para o eixo Z. Essa primeira transformacao nao
corresponde necessariamente ao alinhamento definitivo da pilha, mas aproxima a nuvem

da orientacao desejada e facilita a identificacao dos pontos pertencentes a regiao da base.

Apoés essa orientacao inicial, sao determinados os pontos candidatos a base da pilha.
Para isso, a nuvem ¢é analisada no plano XY, considerando a distancia radial dos pontos
em relacao ao centro aproximado da geometria. O plano horizontal é dividido em diferentes
setores angulares e, em cada setor, sao selecionados pontos localizados simultaneamente em
regioes mais externas e mais baixas da nuvem. Essa estratégia busca reduzir a possibilidade
de pontos pertencentes a superficie lateral inclinada serem incorretamente classificados

como parte da base.

Com os pontos candidatos definidos, é ajustado um plano representativo da su-

perficie de apoio da pilha. Esse plano pode ser descrito pela expressao:

z=axr+ by +c (3.7)

Apéds o ajuste, o erro de cada ponto em relacao ao plano estimado é calculado por:

e; =z — (ax; + by; + ¢). (3.8)
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Como parte dos pontos inicialmente selecionados pode nao pertencer efetivamente a
base, o ajuste é realizado de maneira iterativa. Inicialmente, o plano é estimado utilizando
todos os pontos candidatos. Em seguida, sao identificados os pontos que apresentam
maior afastamento em relagao ao plano obtido. Esses pontos sao considerados discrepantes
e removidos da préxima iteragao. O procedimento é repetido até que o conjunto de
pontos aceitos apresente estabilidade. Dessa forma, o plano final sofre maior influéncia dos
pontos efetivamente associados a superficie de apoio e menor influéncia de pontos isolados,

irregularidades ou elementos incorretamente classificados durante a selegao inicial.

A partir dos coeficientes a e b do plano ajustado, é calculado o vetor normal

correspondente a base:

(—a,—b,1)
Npgse = ———t".
’ vaz+b?+1

Esse vetor representa a orientacao estimada da base apds a primeira correcao. A

(3.9)

partir dele, ¢é realizado um refinamento da rotacao da nuvem, buscando tornar a base
aproximadamente horizontal e, consequentemente, alinhada ao plano X'Y. Quando o angulo
entre a normal estimada da base e o eixo Z encontra-se dentro de um limite considerado
aceitavel pelo algoritmo, uma nova rotacao é aplicada para realizar o alinhamento. Caso
seja identificada uma diferenca angular elevada, o refinamento é desconsiderado, evitando
que uma possivel deteccao incorreta da base provoque uma transformagao inadequada da

nuvem.

Apéds a correcao da orientacao, realiza-se uma translacao vertical para posicionar a
base proxima de z = 0. Para isso, é determinada uma referéncia de altura a partir dos
pontos identificados como pertencentes a base, sendo esse valor posteriormente subtraido
das coordenadas z de todos os pontos. Na sequéncia, a nuvem é centralizada no plano
XY. Para estimar o centro da pilha, utiliza-se a regiao superior da nuvem como referéncia,
reduzindo a influéncia de irregularidades presentes nas extremidades da base. A partir dessa
estimativa, sao aplicadas translagoes nos eixos X e Y, posicionando o eixo aproximado da

pilha proximo da origem do sistema de coordenadas.

Esse conjunto de transformagoes de translacao e rotagao permite corrigir diferencas
decorrentes de pequenas inclinagoes da superficie de apoio, erros de posicionamento durante
0 escaneamento e variacoes na orientacao inicial das nuvens de pontos. Assim, antes da
aplicagao dos métodos de fitting, todas as pilhas sao organizadas segundo um sistema de

referéncia equivalente.

3.6.4 Resultado do tratamento da nuvem

A padronizacgao obtida nessa etapa reduz a influéncia de desalinhamentos e artefatos

geométricos sobre os parametros estimados pelos métodos de ajuste, além de aumentar a
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comparabilidade entre as diferentes pilhas analisadas. A partir dessa nuvem tratada, sao
aplicados os métodos de fitting utilizados para determinar os parametros geométricos e
estimar o angulo de repouso. Ao final do procedimento de tratamento geométrico, obtém-se
uma nuvem de pontos mais padronizada, com a base aproximadamente paralela ao plano
XY a altura orientada segundo o eixo Z, a regiao inferior préxima de z = 0 e o centro da

pilha localizado préximo da origem.

A Figura 13 apresenta o resultado obtido apds os procedimentos de centralizagao
e alinhamento. Essa correcao permite que as etapas posteriores de andalise geométrica
e ajuste do cone ou tronco de cone sejam realizadas de maneira padronizada entre as

diferentes condigoes experimentais.

Figura 13 — Nuvem de pontos da pilha apds a centralizagao e o alinhamento da base ao
plano XY, com o eixo Z associado a altura. Visualizacao realizada no software
CloudCompare.

Fonte: Elaboragao prépria.
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3.7 Métodos de Ajuste do Tronco de Cone

3.7.1 Preparacio Comum

A primeira etapa comum aos métodos, consiste em definir uma estimativa inicial
para os parametros do cone ou tronco de cone. A altura inicial Hy é tomada a partir
da maior altura valida do perfil, com uma pequena margem para compensar eventuais
irregularidades no topo. O raio inicial da base Rp,se,0 € obtido a partir das regioes inferiores
do perfil, nas quais se espera encontrar os maiores valores de raio. J& o raio inicial do topo
Riopoo € estimado a partir das regioes superiores, respeitando a condigao fisica de que
o topo deve ser menor que a base. Essa estimativa inicial fornece um ponto de partida
coerente para os métodos iterativos e também uma referéncia para os métodos baseados

em busca local.

Em seguida, sao definidos os limites fisicos dos parametros. Esses limites impedem
que os algoritmos retornem solugoes geometricamente invalidas, como troncos de cone
com Rippo > Rpgse, alturas muito diferentes da altura observada da pilha ou angulos
incompativeis com a geometria esperada. Assim, ainda que cada método explore o espaco
de solugoes de forma diferente, todos ficam sujeitos as mesmas restricoes. Em termos

gerais, impoe-se:

Hmz’n S H S Hmax> (310)
0 S Rtopo < Rbasea (311)

e uma faixa admissivel para o angulo de inclinacao da pilha. Essas restri¢coes funcionam

como um controle de coeréncia fisica do ajuste.

Outra etapa comum ¢ a definicao da funcao de avaliagao dos parametros. Para cada
conjunto de parametros testado, calcula-se o raio previsto pelo modelo nas alturas do perfil
e compara-se esse valor com o raio observado da borda. A partir dos residuos, sao calculadas
métricas de erro, como erro médio absoluto, erro quadratico médio e erros percentuais.
Além disso, pode-se penalizar solugdes em que o modelo ultrapassa excessivamente a borda
observada ou produz um topo desproporcionalmente grande. Dessa forma, a escolha do
melhor candidato nao depende apenas do menor erro numérico, mas também da coeréncia

geométrica da solucgao.

Essa funcao de avaliacao é essencial para permitir a comparacao entre métodos
diferentes. A busca em grade utiliza o score para escolher o melhor candidato dentro de
uma vizinhanga discreta. O método das fatias horizontais avalia diferentes conversoes da
reta ajustada para o modelo troncoconico. Os minimos quadrados e os minimos quadrados
robustos utilizam os residuos como base da otimizacao. O RANSAC emprega a avaliagao

para comparar modelos obtidos a partir de diferentes conjuntos de inliers. J& o ICP utiliza
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a etapa comum para gerar o modelo inicial e, posteriormente, refinar os parametros apds o

alinhamento tridimensional.

Também é comum a todos os métodos a verificacao final dos resultados. Apos cada
ajuste, os parametros estimados sao convertidos em grandezas de interesse, como angulo
de inclinagao, altura, raios da base e do topo e volume aproximado do tronco de cone.
Esses valores permitem interpretar fisicamente o resultado, comparar diferentes métodos e
verificar se a solucao obtida é compativel com o comportamento esperado de uma pilha

granular.

Por fim, todos os métodos sao avaliados por meio das mesmas métricas e dos mesmos
arquivos de saida, como registros numéricos dos parametros, histérico de tentativas, graficos
do perfil ajustado e visualizagoes tridimensionais. Essa padronizagao torna a comparagao
mais justa, pois a diferenca entre os resultados passa a estar associada ao desempenho do

método de ajuste, e nao a diferencas na preparacao dos dados ou na forma de avaliacao.

3.8 Aplicacao dos Métodos de Fitting

Com a nuvem de pontos tratada, foram aplicados diferentes métodos de ajuste
geométrico para estimar a forma conica ou troncoconica que melhor representasse a pilha.
O objetivo desses métodos foi obter parametros geométricos da pilha, como altura, raio da

base, raio do topo e angulo de repouso estimado.

Os métodos de fitting aplicados foram:

e busca em grade;

e ajuste por fatias horizontais;

e minimos quadrados nao lineares;

e minimos quadrados com funcao de perda Soft-L1;
e RANSAC;

o ICP.

Cada método foi executado 50 vezes para cada pilha. Essas execucoes utilizaram
inicializacoes diferentes, com o objetivo de reduzir a influéncia de uma tnica condi¢ao
inicial sobre o resultado final. Dessa forma, buscou-se avaliar o comportamento geral de
cada método, em vez de considerar apenas uma execucao isolada. O resultado final de

cada método, para cada condi¢ao de umidade, foi definido a partir da mediana dos angulos

obtidos nas 50 execucoes. A escolha da mediana foi adotada por ser uma medida menos
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sensivel a valores extremos, permitindo representar melhor o comportamento tipico do

método quando ocorrem variacoes entre as execugoes.

Além disso, foi utilizado um critério de paciéncia durante a execucao dos algoritmos.
Esse critério consiste em interromper o processo quando nao ha melhoria no resultado
apés um numero definido de tentativas ou iteragoes consecutivas. Assim, evita-se que o
algoritmo continue executando por muitas etapas sem apresentar melhoria significativa
no ajuste. Esse critério foi importante para reduzir o tempo computacional e tornar a
execucao dos métodos mais eficiente, principalmente nas etapas em que o processo de

ajuste nao apresentava melhora relevante.

3.9 Ajuste da Relagao entre Umidade e Angulo de Repouso

Apoés a obtencao dos angulos de repouso para as diferentes condigoes de umidade,
foi realizado um ajuste matematico com o objetivo de representar a relagdao entre a
umidade da areia e o angulo de repouso das pilhas. Para essa etapa, os dados experimentais
foram inseridos no software Origin, no qual foram testadas fungdes capazes de descrever o

comportamento observado.

A funcao selecionada para representar os dados foi uma equacao logaritmica,

expressa por:

y=a-+bln(z+c), (3.12)

em que y representa o angulo de repouso estimado, x corresponde a porcentagem
de umidade da amostra, a e b sao os parametros determinados durante o ajuste e ¢ é uma

constante definida como 1. Dessa forma, a equacao utilizada pode ser escrita como:

y=a+bln(z+1). (3.13)

A adogao de ¢ = 1 permite incluir no ajuste a condicao de areia seca, correspondente
a x = 0, evitando a indeterminagao associada ao cdlculo de In(0). Nessa condigao, o termo
logaritmico ¢é igual a zero e o parametro a representa o valor estimado do angulo de
repouso para a amostra sem adicao de agua. Os parametros a e b foram estimados pelo
procedimento de regressao nao linear disponivel no Origin. A adequacao do modelo foi
analisada considerando a proximidade entre os valores experimentais e os valores calculados
pela equacao, o coeficiente de determinagao e a distribuicao dos residuos do ajuste. Esse
procedimento possibilitou obter uma expressao matematica representativa da variacao do

angulo de repouso em funcao da umidade da areia.
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4 Resultados

Este capitulo apresenta e discute os resultados obtidos por meio das medicoes
manuais do angulo de repouso com o gonidometro e da aplicacao dos diferentes métodos
de ajuste geométrico as nuvens de pontos das pilhas de areia. A andlise contempla a
variacao do angulo de repouso em funcao da umidade, as caracteristicas dos resultados
produzidos por cada procedimento e os ajustes matematicos realizados no software Origin.
Para representar matematicamente a relagao entre a umidade e o angulo de repouso, foi
adotado um modelo logaritmico. A analise dos coeficientes obtidos permitiu identificar
a tendeéncia geral dos dados, avaliar a intensidade de crescimento do angulo e verificar
a proximidade entre os comportamentos apresentados pelos diferentes procedimentos de

medicao e ajuste.

4.1 Resultados das Medicées com o Goniémetro

O angulo de repouso foi medido manualmente em quatro regioes de cada pilha,
correspondentes as diregoes norte, sul, leste e oeste. Esse procedimento permitiu considerar
as variagoes de inclinagao ao redor da amostra, uma vez que as pilhas experimentais nao
apresentaram simetria perfeitamente uniforme. Para cada condicao de umidade, o angulo

manual médio foi calculado conforme a Equagao 3.3.

Além da variacao entre as quatro direcoes, foi considerado o erro de leitura do
goniometro, adotado como igual a 2°. Para incorporar as duas fontes de variagao em um

unico valor, foi calculado um desvio-padrao combinado, dado por:

Scomb = \/ Siir + eéona (41)

em que Scomp representa o desvio-padrao combinado, sg; corresponde ao desvio-
padrao das quatro medigoes direcionais e egon € 0 erro atribuido ao goniometro, igual a
20

Dessa forma, o valor apresentado na tltima coluna da Tabela 1 considera simultane-

amente a dispersao espacial da inclinacao da pilha e a limitacao de leitura do instrumento.
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Tabela 1 — Angulos de repouso medidos com o gonidmetro e respectivos desvios-padrao

combinados.
DP combinado
Umidade (%) Norte (°) Sul (°) Leste (°) Oeste (°) Média (°) (°)
0 32,00 34,50 31,00 35,00 33,13 2,78
1 39,00 41,00 40,00 40,00 40,00 2,16
2 39,00 40,00 41,00 40,00 40,00 2,16
3 40,00 43,00 42,00 38,00 40,75 2,99
4 42,00 42,00 40,00 42,00 41,50 2,24
) 43,00 41,00 45,00 42,00 42,75 2,63
6 40,00 44,00 42,00 45,00 42,75 2,99
7 4700 46,00 45,00 46,00 46,00 2.16
8 A7T00 47,00 46,00 45,00 46,25 2,22
9 48,00 47,00 45,00 45,00 46,25 2,50
10 4900 46,00 49,00 50,00 48,50 2,64
13 50,50 48,00 50,00 53,00 50,38 2,87
14 4900 4500 50,00 47,00 47,75 2.99
15 4900 4550 49,00 45,00 4713 2.95
17 50,00 49,00 48,00 48,00 48,75 2,22
21 46,00 46,00 52,00 48,00 48,00 347
23 52,00 52,00 51,00 55,00 52,50 2,64

Os resultados indicam uma tendéncia geral de aumento do angulo de repouso com
a elevacao da umidade. Na condicao seca, correspondente a 0%, foi obtido um angulo
médio de 33,13°. Com a adicao de 1% de umidade, o valor médio passou para 40,00°,

evidenciando uma alteracao expressiva ja nas primeiras adicoes de agua.

Nas condigoes seguintes, o crescimento ocorreu de maneira menos acentuada e
acompanhado de oscilacoes locais. Foram obtidos valores médios de 46,00° em 7%, 48,50°
em 10%, 50,38° em 13% e 52,50° em 23%. Esse comportamento sugere que o efeito da
umidade é mais intenso nas primeiras adigoes de dgua e se torna progressivamente menos

acentuado com o aumento do teor de umidade.

O crescimento do angulo nao ocorreu de maneira estritamente monotonica. Observaram-
se reducoes entre algumas condigoes consecutivas, especialmente entre 13% e 15%, bem
como nas condicoes de 19% e 21%. Essas oscilagoes podem estar relacionadas a distribuicao
nao uniforme da dgua, ao processo de deposicao, a formacao de irregularidades superficiais

e as diferengas de inclinagao ao redor de uma mesma pilha.

O desvio-padrao combinado médio foi de aproximadamente 2,59°. O menor valor
foi observado na condicao de 19%, com 2,06°, enquanto o maior foi obtido na condicao de

21%, com 3,47°. A maior dispersao em 21% decorre principalmente da diferenca entre as
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quatro direcoes, cujas leituras variaram de 46,00° a 52,00°.

A medicao com o gonidometro apresenta como principais vantagens a simplicidade,
a rapidez e a possibilidade de obtencao direta da inclinagao em regides especificas da
pilha. O procedimento também permite identificar diferencas direcionais que nao seriam
observadas caso fosse adotada apenas uma medida global. Por outro lado, a leitura depende
do posicionamento do instrumento e da escolha do trecho da superficie utilizado para o

alinhamento, tornando-a sensivel as irregularidades locais e a atuacao do operador.

4.2 Resultados dos Métodos de Ajuste Geométrico

Os métodos de busca em grade, fatias horizontais, minimos quadrados convencionais,
minimos quadrados robustos com perda soft-L1, RANSAC e ICP foram aplicados as nuvens
de pontos previamente tratadas. Os valores apresentados correspondem as médias dos

angulos obtidos nas execugoes consideradas validas para cada pilha.

A Figura 14 apresenta exemplos dos ajustes obtidos pelos métodos ICP e minimos
quadrados para a pilha com 10% de umidade. A sobreposicao entre a superficie ajustada e a
nuvem de pontos permite observar qualitativamente como o modelo geométrico acompanha

a inclinagao global da pilha.

Figura 14 — Exemplos de ajuste geométrico para a pilha com 10% de umidade. A esquerda,
apresenta-se o resultado obtido pelo método ICP e, a direita, o resultado
obtido pelo método de minimos quadrados. A variagdo das cores representa a
diferenca radial entre a superficie ajustada e a superficie escaneada.

Fonte: Elaboracao prépria.

A variacao das cores representa o erro radial ao longo da altura, calculado a partir
da diferenca entre o raio previsto pelo modelo ajustado e o raio observado na superficie

escaneada para diferentes valores de z. Dessa forma, regides com diferentes cores indicam
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variagoes na concordancia entre o modelo troncoconico e a geometria real. A regiao
préoxima ao topo tende a apresentar maior dificuldade de representacao. Essa parte da
pilha possui menor raio, menor quantidade de pontos e maior influéncia de pequenas
irregularidades locais. Consequentemente, pequenas diferencas de posicao podem produzir

variacoes proporcionalmente maiores no erro radial.

A Tabela 2 apresenta os angulos médios estimados pelos seis métodos de ajuste

geométrico.

Tabela 2 — Angulos médios obtidos pelos métodos de ajuste geométrico das pilhas.

Busca em Fatias Minimos Minimos quadrados RANSAC
Umidade (%) grade (°) horizontais (°) ICP (°) quadrados (°) robustos (°) ®)
0 33,36 33,57 32,52 33,19 33,19 33,63
1 39,34 40,13 38,39 38,42 38,43 38,43
2 37,40 37,87 39,14 37,11 37,11 37,11
3 43,10 43,20 39,19 43,00 43,00 43,00
4 41,38 42,18 43,97 41,16 41,16 41,16
5 45,18 45,40 44,51 45,42 45,42 45,42
6 45,78 45,83 45,45 45,91 45,91 45,90
7 44,44 45,10 45,38 44,22 44,22 44,22
8 45,04 46,21 45,17 44,68 44,68 44,68
9 48,42 47,85 47,19 48,26 48,26 47,69
10 45,68 46,75 46,14 45,63 45,63 45,62
13 47,86 47,59 47,93 48,13 48,12 48,12
14 48,13 48,89 47,10 47,77 47,77 47,77
15 47,70 48,34 46,31 47,11 47,11 47,09
17 50,29 50,25 49,54 49,91 49,91 49,91
21 51,14 49,66 49,85 51,10 51,10 51,10
23 53,35 49,58 52,11 53,49 53,49 53,57

De maneira geral, os resultados dos métodos de ajuste apresentaram crescimento do
angulo com a elevacao da umidade. Na condicao seca, os valores ficaram entre 32,52° e 33,63°.
Nas maiores condicoes de umidade analisadas, foram obtidos valores proximos ou superiores
a H0° para a maior parte dos métodos. Também foram observadas oscilacoes entre condigoes
consecutivas. Esse comportamento mostra que os ajustes geométricos preservaram parte das
variagoes existentes nas nuvens de pontos, em vez de produzir uma sequéncia artificialmente
crescente. As variacoes podem decorrer de mudangas reais na forma das pilhas, assimetrias,
irregularidades superficiais e diferencgas na distribuicao radial dos pontos. Os resultados dos
minimos quadrados convencionais, minimos quadrados robustos e RANSAC foram bastante
proximos em grande parte das condicoes. Essa proximidade indica que o tratamento prévio
das nuvens reduziu a influéncia de pontos discrepantes e permitiu que diferentes estratégias

de otimizagao convergissem para geometrias semelhantes.

A Figura 15 retine, em uma tnica representagao, a evolugao dos angulos obtidos
pelos diferentes procedimentos em fungao da umidade. A apresentacao conjunta facilita a
visualizagao da tendéncia geral de crescimento e das oscilacoes observadas ao longo das

condigOes experimentais.

A proximidade visual entre varias curvas indica que os procedimentos identificaram
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Figura 15 — Variagao do angulo de repouso em funcao da umidade, considerando as
medicoes realizadas com o goniometro e os resultados obtidos pelos diferentes
métodos de ajuste geométrico.

Fonte: Elaboragao prépria.

uma tendéncia global semelhante. Entretanto, cada método responde de maneira particular
as irregularidades da superficie e a forma como as informagoes tridimensionais sao utilizadas.
Essas diferencas justificam a andlise individual das caracteristicas e das vantagens de cada

abordagem.

4.3 Analise Matematica e Estatistica da Relacdo entre Umidade e
Angulo

A relagao entre a umidade e o angulo de repouso foi analisada no software Origin

por meio de um modelo logaritmico. A equacao utilizada foi

y=a+bln(z+1), (4.2)

em que x representa a umidade da amostra em porcentagem, y representa o angulo
de repouso em graus, a é o valor previsto para a condicao seca e b controla a intensidade

de crescimento da curva.

Quando z = 0, tem-se In(1) = 0. Portanto,

y(0) = a. (4.3)
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Assim, o parametro a pode ser interpretado como a estimativa do angulo de repouso

para a areia sem adicao de agua.

A primeira derivada do modelo é dada por

dy b
de  z+1

(4.4)

Como os valores obtidos para b sao positivos, o modelo representa um aumento
do angulo com a umidade. Entretanto, o denominador x + 1 aumenta progressivamente,

fazendo com que a taxa de crescimento diminua a medida que a umidade se eleva.

A segunda derivada é dada por:

dy _ b (4.5)

dx? (x+1)2
Para b > 0, a segunda derivada é negativa, caracterizando uma curva crescente com
concavidade voltada para baixo. Esse formato representa um crescimento mais intenso nas

primeiras adigoes de agua, seguido por aumentos progressivamente menores.

A Tabela 3 apresenta os parametros encontrados para cada conjunto de resultados,
juntamente com as incertezas fornecidas pelo ajuste, a estatistica y? e o coeficiente de

determinacao R2.

Tabela 3 — Parametros dos ajustes logaritmicos da relacao entre umidade e angulo de

repouso.

Procedimento a b X2 R?

Goniometro 34,53465 + 1,02767 4,99651 £+ 0,46399 2,63352 0,88546
Busca em grade 33,68715 + 0,91301 5,60380 £+ 0,41222 2,07866 0,92492
Fatias horizontais 34,91173 £+ 0,78591  5,02896 + 0,35484 1,54018 0,93051
ICP 33,59014 + 0,77597  5,42894 + 0,35035 1,50149 0,94120
Minimos quadrados 33,31626 + 0,96647 5,69641 + 0,43636  2,32920 0,91910
Minimos quadrados robustos 33,31978 4+ 0,96666 5,69475 + 0,43644 2,33010 0,91903
RANSAC 33,47876 + 0,94776 5,61486 £+ 0,42791 2,23990 0,91986

Os valores encontrados para a permaneceram entre 33,31626° e 34,91173°, resul-
tando em uma amplitude inferior a 1,60°. Essa proximidade mostra que os diferentes pro-
cedimentos produziram estimativas semelhantes para o angulo correspondente a condigao

seca.

Os valores do parametro b ficaram entre 4,99651 e 5,69641. A amplitude entre os
extremos foi de aproximadamente 0,70, indicando que os diferentes conjuntos também
apresentaram intensidades de crescimento semelhantes. Portanto, apesar das diferencas
pontuais entre os angulos obtidos em determinadas condigoes de umidade, os parametros

matematicos descrevem comportamentos globais préximos.
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Os coeficientes de determinacao variaram entre 0,88546 e 0,94120. Esses resultados
mostram que o modelo logaritmico representou uma parcela elevada da variacao dos angulos
observados. O maior coeficiente foi obtido para os resultados do ICP, com R? = 0,94120,

acompanhado do menor valor de 2, igual a 1,50149.

O método de fatias horizontais também apresentou elevada adequacao ao modelo,
com R? = 0,93051 e x? = 1,54018. Busca em grade, minimos quadrados, minimos quadrados
robustos e RANSAC apresentaram coeficientes de determinacao proximos, situados entre

aproximadamente 0,919 e 0,925.

Os valores de x? devem ser interpretados como indicadores da dispersao residual
dos respectivos ajustes. Como a quantidade de pontos utilizada na série do goniometro
nao é necessariamente igual a das séries computacionais, essa estatistica foi utilizada
principalmente como informagao descritiva do ajuste, e nao como critério isolado de

classificacao dos procedimentos.

As equacoes obtidas sao modelos empiricos ajustados ao intervalo experimental
considerado. Portanto, nao devem ser extrapoladas para condi¢oes de umidade muito

superiores as analisadas sem a realizagao de novos ensaios.

4.3.1 Ajuste logaritmico das leituras do goniémetro

Para as médias obtidas com o goniometro, a equacgao ajustada foi

y = 34,5346 + 4,9965 In(z + 1). (4.6)

O parametro a = 34,5346 representa o angulo estimado pelo modelo para a condigao
seca. O parametro b = 4,9965 indica um crescimento acentuado nas primeiras adigoes de

agua, seguido por uma reducao gradual da taxa de aumento.

O coeficiente R? = 0,88546 mostra que o modelo logaritmico descreve adequada-
mente a tendéncia geral das medicoes, embora as leituras apresentem oscilagoes locais.
Essas oscilagoes sao coerentes com a natureza da medigao manual, que considera inclinagoes

especificas da superficie e é influenciada pelas assimetrias formadas em cada pilha.

A principal vantagem do goniometro é fornecer uma leitura direta e facilmente
interpretavel, sem necessidade de escaneamento ou processamento computacional. Além
disso, a realizacao de medicoes em varias direcoes permite avaliar a assimetria da pilha.
Sua principal limitacao é a dependéncia do posicionamento manual e da regiao escolhida

para a leitura.

4.3.2 Ajuste logaritmico da busca em grade

Para o método de busca em grade, a equagao encontrada foi
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Figura 16 — Ajuste logaritmico aplicado as médias dos angulos de repouso medidos com o
goniometro.

Fonte: Elaboracao prépria.

y = 33,6872 45,6038 In(z + 1). (4.7)

O parametro a = 33,6872 representa a estimativa do angulo na condicao seca,
enquanto b = 5,6038 caracteriza a intensidade de crescimento em funcao da umidade. O

ajuste apresentou R? = 0,92492, indicando boa representacao da tendéncia dos resultados.

A principal vantagem da busca em grade ¢ a transparéncia do procedimento. O
método testa explicitamente diferentes combinacoes de altura, raio da base e raio do
topo, permitindo acompanhar a influéncia de cada parametro na solugao. Além disso, nao
depende do calculo de derivadas. Como limitacao, o custo computacional aumenta com o

refinamento da grade e com a ampliacao do intervalo de busca.

4.3.3 Ajuste logaritmico das fatias horizontais

Para o método de fatias horizontais, a equacao ajustada foi

y = 34,9117 + 5,0290 In(z + 1). (4.8)

O método apresentou o maior valor de a, igual a 34,9117, e um parametro b =
5,0290. Esse resultado corresponde a uma curva com valor inicial relativamente elevado e

crescimento mais gradual. O coeficiente de determinacao foi R? = 0,93051.
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Figura 17 — Ajuste logaritmico dos angulos obtidos pelo método de busca em grade.

Fonte: Elaboragao prépria.
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Figura 18 — Ajuste logaritmico dos angulos obtidos pelo método de fatias horizontais.

Fonte: Elaboracao prépria.
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A principal vantagem das fatias horizontais é a relacao direta com a geometria
do cone ou tronco de cone. O método analisa a variagao do raio ao longo da altura e
transforma o problema tridimensional em um ajuste do perfil radial. Isso proporciona rapi-
dez, simplicidade matematica e interpretagao geométrica clara. Entretanto, seu resultado

depende da qualidade da extracao da borda e da regularidade das secoes horizontais.

4.3.4 Ajuste logaritmico do ICP

Para o método ICP, foi obtida a equacao

y = 33,5001 + 5,4289 In(z + 1). (4.9)

Os parametros a = 33,5901 e b = 5,4289 permaneceram proximos aos encontrados
para os demais métodos. O ajuste apresentou R? = 0,94120 e x? = 1,50149, indicando

baixa dispersao residual em torno da curva logaritmica.

ICP

52571 @ Pontos °

= Ajuste:y = 33.5901 + 5.4289 In(x+1)

0 5 10 15 20
Umidade (%)

Figura 19 — Ajuste logaritmico dos angulos obtidos pelo método ICP.

Fonte: Elaboracao prépria.

A principal vantagem do ICP é a utilizacao direta da geometria tridimensional da
pilha. O método procura alinhar espacialmente a superficie artificial e a nuvem de pontos,
podendo compensar pequenos deslocamentos e diferencas de orientagao. Essa caracteristica
favorece a utilizagao das informacoes distribuidas ao longo de toda a superficie. Como
limitagao, o resultado depende de uma inicializacao suficientemente proxima e apresenta

maior custo computacional.
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4.3.5 Ajuste logaritmico dos minimos quadrados

Para os minimos quadrados convencionais, a equacao encontrada foi

y = 33,3163 + 5,6964 In(x + 1). (4.10)

Esse método apresentou o menor valor de a, igual a 33,3163, e o maior valor de
b, igual a 5,6964. Dessa forma, a curva parte de um valor inicial ligeiramente menor e

apresenta crescimento inicial mais intenso. O coeficiente de determinacao foi R? = 0,91910.

Minimos quadrados

® Pontos )
52,5 == Ajuste:y = 33.3163 + 5.6964 In(x+1)
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Figura 20 — Ajuste logaritmico dos angulos obtidos pelo método de minimos quadrados.

Fonte: Elaboracao prépria.

A principal vantagem dos minimos quadrados é a obtencgao direta e continua dos
parametros do modelo, sem a necessidade de discretizar o espago de busca. O método
possui implementacao relativamente simples e comportamento deterministico. Sua principal
limitacao é a sensibilidade a residuos elevados, uma vez que os erros sao elevados ao

quadrado durante a otimizacao.

4.3.6 Ajuste logaritmico dos minimos quadrados robustos

Para os minimos quadrados robustos com perda soft-L1, a equacao obtida foi

y = 33,3198 45,6947 In(x + 1). (4.11)

Os parametros a = 33,3198 e b = 5,6947 foram muito préximos aos encontrados
pelos minimos quadrados convencionais. Os coeficientes de determinagao também foram
semelhantes, com R? = 0,91903.
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Figura 21 — Ajuste logaritmico dos angulos obtidos pelo método de minimos quadrados
robustos com perda soft-L1.

Fonte: Elaboracao prépria.

A principal vantagem da perda soft-L1 é reduzir a influéncia de residuos elevados
sem eliminar completamente os pontos correspondentes. Dessa forma, o método mantém
a continuidade do ajuste e acrescenta resisténcia a irregularidades localizadas ou falhas
de leitura. A proximidade em relagao aos minimos quadrados convencionais indica que
os dados tratados nao apresentaram uma quantidade suficientemente elevada de pontos

discrepantes para provocar alteracoes expressivas nos parametros finais.

4.3.7 Ajuste logaritmico do RANSAC

Para o método RANSAC, foi obtida a equagao

y = 33,4788 + 5,6149 In(z + 1). (4.12)

Os parametros a = 33,4788 e b = 5,6149 também permaneceram proximos aos
valores encontrados pelos minimos quadrados. O ajuste apresentou R? = 0,91986 e
2 = 2,23990.

A principal vantagem do RANSAC ¢ a capacidade de identificar um conjunto
de pontos compativeis com a tendéncia predominante, reduzindo a influéncia de valores
discrepantes antes do ajuste final. Essa caracteristica é especialmente util quando a nuvem
apresenta regioes contaminadas ou perfis de borda inadequados. Em contrapartida, o
método depende da definicao do limiar de aceitacao, da quantidade de iteracoes e das

amostras aleatorias selecionadas.
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Figura 22 — Ajuste logaritmico dos angulos obtidos pelo método RANSAC.

Fonte: Elaboragao prépria.

Em conjunto, os ajustes logaritmicos mostram que os diferentes procedimentos
produziram parametros préximos e descreveram uma mesma tendéncia fisica geral. O
angulo de repouso apresentou crescimento acentuado nas primeiras adigoes de dgua, seguido
por uma redugao progressiva da taxa de aumento. As diferengas entre os métodos ocorreram
principalmente em condicoes especificas, enquanto a forma global das curvas permaneceu

semelhante.
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5 Conclusao

Com o proposito de analisar diferentes procedimentos para a determinagao do angulo
de repouso de pilhas granulares em distintas condigoes de umidade, foram consideradas as
medicoes manuais realizadas com goniometro e os métodos de ajuste geométrico aplicados
as nuvens de pontos obtidas por escaneamento tridimensional. As pilhas de areia foram
formadas em condigoes controladas, medidas, escaneadas e submetidas as etapas de recorte,
centralizacao e alinhamento. Em seguida, foram aplicados os métodos de busca em grade,

fatias horizontais, minimos quadrados, minimos quadrados robustos com perda soft-L1,
RANSAC e ICP.

A geometria global das pilhas foi representada por modelos conicos ou troncoconicos,
relacionando a altura e os raios da base e do topo ao angulo de repouso. A influéncia da
umidade também foi avaliada pelo modelo logaritmico y = a + bIn(x + 1), ajustado no
software Origin, permitindo analisar a tendéncia geral dos resultados e o comportamento

dos diferentes métodos.

As medigoes realizadas com o goniémetro indicaram uma tendéncia de aumento do
angulo de repouso com a elevagao da umidade. Esse crescimento foi mais acentuado nas pri-
meiras adigoes de dgua e tornou-se progressivamente menor nas condigoes seguintes. Apesar
da tendéncia geral, foram observadas oscila¢oes entre algumas umidades, demonstrando

que o comportamento das pilhas nao ocorreu de maneira estritamente monotonica.

Essas oscilagoes podem ser relacionadas a propria natureza do material granular
e as limitagoes do procedimento experimental. Mesmo com a padronizagao da massa de
areia, da deposicao e da homogeneizacao, ocorreram pequenas diferencas na distribuicao
de umidade, compactacao, assimetria, rugosidade e geometria das pilhas. Nas medigoes
manuais, também houve influéncia da posicao escolhida para o gonidmetro e da variagao

da inclinacao ao longo da superficie.

Os métodos computacionais reproduziram a mesma tendéncia observada nas
medig¢oes manuais, apresentando angulos maiores nas condigoes de maior umidade. Dessa
forma, a geometria extraida das nuvens de pontos mostrou-se capaz de representar as
alteracoes provocadas pela adigao de agua ao material e de fornecer uma descricao global

da inclinagao das pilhas.

De modo geral, os diferentes métodos apresentaram resultados bastante proximos.
Essa semelhanga ocorreu porque todos foram aplicados as mesmas nuvens de pontos e
utilizaram, ainda que por procedimentos matematicos distintos, representagdes conicas ou
troncoconicas. Além disso, o tratamento prévio reduziu a presenca de pontos inadequados

e corrigiu deslocamentos e desalinhamentos, fazendo com que os algoritmos recebessem
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dados relativamente limpos e geometricamente organizados.

A eficiéncia desse tratamento também explica a proximidade entre os minimos
quadrados convencionais, os minimos quadrados robustos com perda soft-L1 e o RANSAC.
Os métodos robustos sao especialmente uteis quando existem muitos valores discrepantes,
pois reduzem a influéncia dos maiores residuos ou selecionam os pontos compativeis com
a tendeéncia predominante. Entretanto, como grande parte dos pontos externos ja havia
sido removida, sua principal vantagem foi reduzida. Além disso, alguns residuos elevados
poderiam representar irregularidades reais da superficie, e nao necessariamente erros de
aquisicao. Por esse motivo, a perda soft-L1 apresentou desempenho marginalmente inferior
ao dos minimos quadrados convencionais, mostrando que um método mais robusto nao
produz necessariamente melhores resultados quando os dados ja foram tratados de maneira

eficiente.

Entre os ajustes analisados, o ICP apresentou a maior aderéncia a tendéncia
logaritmica, enquanto o método de fatias horizontais também obteve bom desempenho,
com menor complexidade e interpretacao geométrica mais direta. Apesar disso, nao foi
possivel definir um tnico método como superior em todos os aspectos. O ICP utiliza
amplamente a geometria tridimensional, mas possui maior custo computacional e depende
de uma inicializacao adequada. As fatias horizontais sao simples e rapidas, porém dependem
da regularidade das se¢oes. A busca em grade permite maior controle dos parametros,
mas seu custo aumenta com o refinamento, enquanto os minimos quadrados mostraram-se

eficientes para nuvens previamente tratadas.

A pouca variagao observada entre os parametros dos modelos logaritmicos reforcou
que os diferentes procedimentos identificaram o mesmo comportamento fisico predominante.
Em todos os casos, verificou-se um crescimento mais intenso do angulo nas primeiras
adi¢oes de agua, seguido por uma reducao gradual da taxa de aumento. Assim, as diferencas
entre os métodos estiveram mais relacionadas as caracteristicas de cada algoritmo do que

a tendéncia geral representada.

Diante das andlises realizadas, considera-se que os objetivos estabelecidos foram
alcancados. O escaneamento tridimensional, associado ao tratamento das nuvens de pontos
e aos métodos de ajuste geométrico, mostrou-se adequado para a determinacao do angulo de
repouso das pilhas estudadas. Essa abordagem possibilitou utilizar informacoes distribuidas
por toda a superficie, reduzindo a dependéncia de uma unica leitura manual e fornecendo

uma representacao mais abrangente da geometria da pilha.

As conclusoes apresentadas estao limitadas as condigoes experimentais adotadas,
uma vez que os ensaios foram realizados com areia, em escala de laboratoério, por meio de
uma deposicao controlada e utilizando aproximacoes conicas ou troncoconicas. Além disso,
as equacoes logaritmicas obtidas possuem carater empirico e sao validas para o material e

para o intervalo de umidade analisado, nao sendo recomendada sua extrapolacao sem a
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realizacao de novos ensaios.

5.1 Trabalhos Futuros

Como continuidade da pesquisa, recomenda-se aplicar os métodos de ajuste
geométrico a outros materiais granulares, principalmente produtos utilizados na industria
mineral, como pelotas, pellet feed, sinter feed e minérios com diferentes distribuicoes
granulométricas. Essa ampliacao permitiria avaliar a influéncia do tamanho, do formato,
da rugosidade e da capacidade de retencao de dgua das particulas. Também se recomenda
ampliar a escala de aplicagao por meio de nuvens de pontos de pilhas reais obtidas por
drones, scanners LiIDAR ou sistemas fotogramétricos, avaliando os métodos diante de su-
perficies extensas, regides parcialmente ocultas, presenca de equipamentos, irregularidades
acentuadas e diferentes densidades de pontos. Os ajustes também podem ser adaptados
para outras configuracoes, como pilhas Chevron, longitudinais, formadas em camadas,

assimétricas ou parcialmente deformadas.

Por fim, pesquisas posteriores podem investigar técnicas de aprendizado de maquina
para selecionar automaticamente o método de ajuste mais adequado as caracteristicas
de cada nuvem de pontos, identificar regioes anomalas e diferenciar irregularidades reais
de erros de aquisicdo. A realizacao de um numero maior de repeticoes experimentais,
o controle mais rigoroso da distribuicao de umidade e a comparacao entre diferentes
equipamentos de escaneamento também contribuiriam para avaliar a repetibilidade, a

incerteza e a aplicabilidade industrial da metodologia proposta.
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APENDICE A - Funcionamento do Cddigo

de Correcao da Pilha

O codigo correcao_pilha.py corrige a orientagao das nuvens de pontos antes da

aplicacao dos métodos de ajuste geométrico. O objetivo é alinhar a altura da pilha ao eixo

Z, tornar a base paralela ao plano XY, posiciona-la em Z = 0 e centralizar a nuvem nos
eixos X e Y.

O procedimento foi desenvolvido de forma conservadora. Dessa maneira, o topo da

pilha nao é removido, a lateral nao é recortada integralmente pelo raio e correcoes que

exigem rotagcoes elevadas sao rejeitadas.

A.1 Fluxo Geral

10.

11.

12.

13.

14.

O processamento da nuvem de pontos segue as etapas apresentadas a seguir:

localizagao dos arquivos no formato .ply;
leitura da nuvem de pontos com a biblioteca Open3D;
calculo de uma direcao inicial de altura por PCA;

alinhamento inicial da altura ao eixo (Z);

. estimativa do centro da pilha no plano (XY);

identificacao dos pontos candidatos a base;
ajuste robusto do plano da base;

validacao e aplicagao da rotacao de refinamento;

. posicionamento da base em (Z=0);

verificacao do sentido positivo da altura;
centralizacao da pilha nos eixos (X) e (Y);
rotacao das normais da nuvem,;

remocao opcional da regiao externa inferior;

exportagao da nuvem corrigida.
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A.2 Etapas do Processamento e Funcdes Principais

As subsecoes seguintes apresentam as principais etapas do processamento jun-
tamente com as fungoes responsaveis pelos calculos. Fungoes utilizadas somente para

conversao de objetos Open3D ou processamento em lote nao sao apresentadas.

A.2.1 Aquisicao e leitura das nuvens

Os arquivos no formato .ply sao localizados na pasta de entrada e carregados com
a biblioteca Open3D. Durante a leitura, sao preservados os pontos e, quando disponiveis,

suas cores e normais.

A.2.2 Amostragem para o PCA

Para reduzir o custo computacional em nuvens muito grandes, uma amostra aleatéria

dos pontos é utilizada no célculo do PCA. A semente fixa torna a selegao reprodutivel.

def _amostra_indices(n, max_pontos=120000, seed=0):
if n <= max_pontos:

1
2
3 return np.arange(n)
1
5

6 rng = np.random.default_rng(seed)

return rng.choice(
9 n,
0] max_pontos,

1 replace=False

Codigo A.1 — Amostragem dos pontos utilizados no PCA

Quando a nuvem possui menos pontos que o limite definido, todos os pontos sao

utilizados.

A.2.3 Calculo da direcao inicial de altura

O PCA ¢ utilizado para estimar uma diregao inicial de altura. A matriz de co-
variancia é calculada e o autovetor associado a menor variancia é adotado como uma

aproximagcao da normal da base.

O sentido do vetor é definido pela assimetria das proje¢oes dos pontos. Caso a

assimetria seja negativa, o vetor é invertido.

[
‘1 def _direcao_altura_pc:a(

‘ 3 max_pontos=120000

|
|
2 pontos,
i 5 |



I

(<

5
16
k7
18

N = O

-~ W

nnn

Encontra uma direcao inicial de altura usando PCA.

Para uma pilha, a menor variancia costuma

representar a direcao normal da base.

nnn

idx = _amostra_indices(
len(pontos),

max_pontos=max_pontos
pts = pontos[idx]
centro = np.median(

pts,
axis=0

X = pts - np.mean(

pts,

axis=0
cov = np.cov(X.T)
valores, vetores = np.linalg.eigh(cov)
normal = vetores[

np.argmin(valores)
normal = normal / np.linalg.norm(normal)
h = (pts - centro) @ normal
desvio = np.std(h) + le-12
assimetria = np.mean(

(

(h - np.mean(h))

/ desvio
) *x% 3

if assimetria < O:

normal *= -1.0

return normal
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Codigo A.2 — Célculo da direcao inicial de altura por PCA




A.2.4 Calculo da matriz de rotacao

A fungao de rotagao calcula a matriz necessaria para alinhar um vetor de origem a

um vetor de destino.

No processamento da pilha, ela é utilizada inicialmente para alinhar a diregao

obtida pelo PCA ao eixo (Z). Posteriormente, a mesma fungao é utilizada para nivelar a

normal refinada da base.

def _rotacao_entre_vetores(vl, v2):
vl = np.asarray(

vi,

dtype=float

)

0 ~ O Ot W N

v2 = np.asarray(
v2,
10 dtype=float

©

3 vl = vl / np.linalg.norm(vl)
|4 v2 = v2 / np.linalg.norm(v2)

16 ¢ = np.clip(

7 np.dot(vl, v2),

18 =il o0

19 1.0

20 )

21

22 if ¢ > 1.0 - le-12:

23 return np.eye(3)

24

25 if ¢ < -1.0 + 1le-12:

26 eixo = np.cross(

27 vl,

28 np.array([1.0, 0.0, 0.0])
29 )

30

31 if np.linalg.norm(eixo) < le-9:
32 eixo = np.cross(

33 vi,

34 np.array([0.0, 1.0, 0.0])
35 )

36

37 eixo = eixo / np.linalg.norm(eixo)
38

©

K = np.array([
[0.0, -eixo[2], eixol[1]],
[eixo[2], 0.0, -eixo[0]],
[-eixo[1], eixo[0], 0.0],

w o = O

D

(ST

return np.eye(3) + 2.0 * (K @ K)

N
(o)
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v = np.cross(vl, v2)

s = np.linalg.norm(v)

K = np.array([
[0.0, -v[2], vI[11],
[v[2], 0.0, -v[01],
[-v[1], v[0], 0.01,
D

return (
np.eye(3)
+ K

+ K@K * ((1.0 - ¢c) / (s *xx 2))

)

74

apresentem sentidos opostos, é calculada uma rotagao de 180°.

A.2.5 Estimativa do centro no plano XY

localizados na regiao superior.

da superficie de apoio ou regioes excedentes do escaneamento.

Codigo A.3 — Célculo da matriz de rotacao entre dois vetores

Quando os vetores ja estao alinhados, a funcao retorna a matriz identidade. Caso

O centro da pilha é calculado pela mediana das coordenadas (X) e (Y) dos pontos

Essa escolha reduz a influéncia de pontos externos proximos a base, como partes

w N =

S

def _centro_xy_pelo_topo(
pontos,

percentil_topo=80

DE

z = pontos[:, 2]

lim = np.percentile(
z,

percentil_topo

topo = pontos[z >= lim]

if len(topo) < 30:
return np.median(
pontos[:, :2],
axis=0

return np.median(
topol[:, :2],

axis=0

Cédigo A.4 — Estimativa do centro da pilha pela regiao superior
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Caso a regiao superior apresente menos de 30 pontos, a mediana de toda a nuvem

¢é utilizada.

A.2.6 Deteccao dos pontos da base

A deteccao da base utiliza os pontos externos e mais baixos da nuvem. Para isso, a

pilha é dividida em setores angulares ao redor do centro estimado.

Em cada setor, sao selecionados inicialmente os pontos com maior raio. Dentro
desse conjunto, sao mantidos apenas os pontos de menor altura. Uma pequena faixa global

inferior também é adicionada para complementar setores com poucos pontos.

def _detectar_base_extrema(
pontos_alinhados,

setores=96,

percentil _raio_externo=80,

quantil_z_borda=25,
percentil_z_global=6,
min_pontos_setor=20,

R

nnn

o~ O Ut ok W N

©

Detecta a base sem utilizar toda

= O

a lateral da pilha.

nnn

w N

4

5 p = np.asarray(

6 pontos_alinhados,

7 dtype=float

8 )

9

0 z=pl:, 2]

1

2 centro_xy = _centro_xy_pelo_topo(
3 p,

~

percentil_topo=80

ot
~

=

dx
dy

pl:, 0] - centro_xyl[0]

oo

pl:, 1] - centro_xy[1]

o ©

raio = np.sqrt(
dx ** 2 + dy ** 2

—

2 )

3

4 theta = np.arctan2(
5 dy,

6 dx

7))

8

9 theta = (

theta + 2.0 * np.pi
) % (2.0 * np.pi)

N =




43
44
45
46
a7
48
49

W N =

ot

oo

RN

S 3 3 O
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r2
73
74
6)
6
7
8
79
80

© o N O

grupos = []

for i in range(setores):
t0 = 2.0 * np.pi * i / setores
tl = 2.0 * np.pi * (i + 1) / setores

idx = np.where(
(theta >= t0)
& (theta < t1)
) [0]

if len(idx) < min_pontos_setor:
continue

r_lim = np.percentile(
raio[idx],

percentil_raio_externo

idx_ext = idx[

raiol[idx] >= r_lim

if len(idx_ext) < 5:

continue

z_lim = np.percentile(
z[idx_ext],

quantil_z_borda

idx_base = idx_extl[

z[idx_ext] <= z_lim

if len(idx_base) > 0:
grupos . append (idx_base)

idx_global = np.where(
z <= np.percentile(
z,
percentil_z_global
)
) [0]

if len(grupos) > O:
idx_base = np.unique(
np.concatenate (
grupos + [idx_globall

)
else:
idx_base = idx_global

if len(idx_base) < 50:
raise RuntimeError (

"Poucos pontos detectados para a base.
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1¢0 "Aumente quantil_z_borda ou "
1¢1 "percentil_z_global."
102 )

1¢4 return p[idx_base], idx_base
L

Cédigo A.5 — Deteccao dos pontos candidatos a base

Essa estratégia evita que toda a lateral inclinada da pilha seja interpretada como

parte do plano da base.

A.2.7 Ajuste robusto do plano da base

Apds a selecao dos pontos candidatos, é ajustado um plano descrito por:

z=axr+by+c,

(A.1)

em que (a), (b) e (c) sdo os coeficientes estimados pelo método dos minimos

quadrados.

Os pontos com residuos elevados sao removidos de forma iterativa. O limite de

exclusao é calculado a partir do desvio absoluto mediano, denominado MAD.

def _ajustar_plano_z_robusto(
pontos_base,

max_iter=10,

fator_mad=3.0

):

nnn

Ajusta o plano z = ax + by + ¢

0O~ O Ot R~ W N

de forma robusta.

g nun

2 base = np.asarray(
13 pontos_base,
4 dtype=float

17 X = np.column_stack([

8 base[:, 0],
19 base[:, 11,
20 np.ones(len(base))

11

2

23 y = basel[:, 2]
4

25 mask = np.ones(

26 len(base),
27 dtype=bool




4

~N O

30
31

=W N

ot

10

41

12
3
14

45

for _ in range(max_iter):
coef = np.linalg.lstsq(
X [mask] ,
y [mask],
rcond=None

) [0]
residuo = y - X @ coef

med = np.median(
residuo [mask]

mad = np.median(
np.abs(
residuo[mask] - med

sigma = 1.4826 * mad + le-12

novo = (
np.abs(residuo - med)
<= fator_mad * sigma

if np.sum(novo) < 50:
break

if np.array_equal (novo, mask):

break
mask = novo

coef = np.linalg.lstsq(
X [mask] ,
y [mask],
rcond=None

) [0]
a, bcoef, c = coef
normal = np.array(

[-a, -bcoef, 1.0],
dtype=float

normal = normal / np.linalg.norm(normal)

usados = base[mask]

return normal, coef, usados
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Cédigo A.6 — Ajuste robusto do plano da base

A normal obtida é utilizada para calcular a rotagdo de refinamento necessaria para
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tornar a base paralela ao plano (XY).

A.2.8 Validacao da rotacao de refinamento

Antes da aplicagao da segunda rotagao, calcula-se o angulo entre a normal estimada

da base e o eixo (Z).

A corregao ¢ aplicada somente quando esse angulo permanece dentro do limite de

seguranca definido no programa. Na configuracao analisada, o limite utilizado é de 8°.

Quando o angulo ultrapassa esse valor, a matriz identidade é adotada e a rotacao

de refinamento nao é aplicada.

A.2.9 Posicionamento e centralizacao da pilha

Apéds as rotagoes, a altura correspondente a base é estimada pela mediana das

coordenadas (Z) dos pontos utilizados no ajuste do plano.

Esse valor é subtraido de toda a nuvem, posicionando a base em (Z=0). Em seguida,

o centro da regiao superior é novamente calculado e utilizado para centralizar a pilha nos
eixos (X) e (Y).

A.2.10 Rotacao das normais

Quando a nuvem possui vetores normais, eles sao rotacionados pela mesma trans-

formacao aplicada aos pontos.

Apds a rotacao, os vetores sao normalizados para manter mdédulo unitario.

A.2.11 Exportacdao da nuvem corrigida

Ao final do processamento, os pontos corrigidos sao convertidos novamente em um
objeto da classe PointCloud da biblioteca Open3D.

As cores e normais sao mantidas quando disponiveis, e a nuvem resultante é salva
em um novo arquivo no formato .ply.
A.3 Aplicacio das Correcdes

O Cédigo A.7 apresenta, de forma resumida, a sequéncia principal das trans-

formacoes realizadas na fungao corrigir_pilha.

[
1
‘2 # Direcao inicial de altura
3

‘4 normal_pca = _direcao_altura_pca(pontos)
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# Centro tridimensional da nuvem

centro_3d = np.median(

pontos,

axis=0

)

# Primeira rotacao: alinhamento com o eixo Z

R1 = _rotacao_entre_vetores(
normal_pca,

np.array([0.0, 0.0, 1.0])

)

pontosl = (
pontos - centro_3d
) @ R1.T

# Identificacao dos pontos candidatos a base

base_candidata, = _detectar_base_extremal(

pontosl

)
# Ajuste robusto do plano da base

normal_base, coef_plano, base_usada = (
_ajustar_plano_z_robusto(
base_candidata

)

)

# Angulo entre a normal da base e o eixo Z

eixo_z = np.array(
[0.0, 0.0, 1.0]
)

produto = np.clip(

np.dot (normal_base, eixo_z),
-1.0,

1.0

)

angulo_refino = np.degrees(
np.arccos (produto)

)
# Aplicacao protegida da rotacao fina

if angulo_refino <= limite_refino:
R2 = _rotacao_entre_vetores(
normal_base,

eixo_z

)

else:

30




i\ e

oo

89

N o= O

=~ W

~N O

R2 = np.eye(3)

pontos2 = pontosl @ R2.T
base2 = base_usada @ R2.T

# Posicionamento da base em Z = 0
z_base = np.median(

base2[:, 2]

)

pontos2[:, 2] -= z_base

# Centralizacao no plano XY

centro_xy = _centro_xy_pelo_topo(
pontos2

)

pontos2[:, 0] -= centro_xy[O0]
pontos2[:, 1] -= centro_xy[1]

# Rotacao das normais, quando disponiveis
R_total = R2 @ R1

if normais is not None:

normais2 = normais @ R_total.T

modulos = np.linalg.norm(
normais2,
axis=1,

keepdims=True

normais2 = normais2 / np.maximum(
modulos,
le-12
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Codigo A.7 — Sequéncia principal de corre¢ao da nuvem de pontos

Depois dessas operacoes, a variavel pontos2 contém a nuvem orientada, nivelada e

centralizada. Os pontos sao entao inseridos em uma nova nuvem Open3D e gravados no

arquivo .ply de saida.
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APENDICE B - Funcionamento dos

Cddigos de Ajuste Geométrico

Os seis métodos de ajuste geométrico compartilham a mesma estrutura geral de

processamento, incluindo as etapas de entrada, pré-processamento, extracao do perfil

radial, avaliacao dos resultados e exportacao dos arquivos. A principal diferenca estd na

rotina utilizada para estimar os parametros do cone ou tronco de cone. Dessa forma, o fluxo

de processamento permanece semelhante entre os métodos, enquanto a etapa especifica de

ajuste é modificada de acordo com a técnica selecionada.

B.1 Fluxo Geral

10.

11.

O processamento das nuvens de pontos segue as etapas apresentadas a seguir:

. localizagao e ordenacao dos arquivos de entrada;

. leitura das nuvens de pontos com a biblioteca Open3D;
. pré-processamento das coordenadas;

. estimativa do centro da pilha;

. extracao do perfil radial em fatias horizontais;

aplicagao do método de ajuste selecionado;

. validacao fisica dos parametros;

calculo das métricas de erro;

. realizacao das repeticoes com critério de paciéncia;

selecao do melhor resultado;

exportagao das tabelas, dos parametros e das visualizagoes.



33

B.2 Etapas Comuns aos Seis Métodos

B.2.1 Aquisicao e selecao dos arquivos

O programa recebe como entrada uma pasta contendo as nuvens de pontos previa-
mente corrigidas, armazenadas no formato .ply. Os arquivos sao ordenados de acordo

com o valor de umidade identificado em seus nomes.

O processamento é realizado em lote, de modo que a mesma sequéncia de operagoes

seja aplicada a todas as nuvens de pontos encontradas na pasta selecionada.

B.2.2 Leitura e pré-processamento da nuvem

A leitura das nuvens de pontos é realizada pela fungao read point_cloud, perten-
cente a biblioteca Open3D. Durante essa etapa, sao removidos 0s pontos que apresentam

coordenadas indefinidas ou infinitas.

As trés primeiras coordenadas de cada ponto sao interpretadas como (X), (Y) e
(Z), sendo (Z) o eixo correspondente a altura da pilha. Em seguida, o menor valor de (Z) é
subtraido de toda a nuvem, fazendo com que a altura da superficie de apoio seja definida

como (Z=0).

B.2.3 Estimativa do centro da pilha

O centro da pilha é estimado pela mediana das coordenadas X e Y. Como a nuvem
de pontos ja foi orientada e centralizada pelo cddigo correcao_pilha.py, essa etapa atua

como uma verificacao adicional, compensando possiveis deslocamentos residuais.

Dessa forma, os raios utilizados no ajuste sao calculados em relagao a um centro

coerente com a geometria previamente corrigida da pilha.

B.2.4 Extrac3o do perfil radial

Para cada ponto da nuvem, calcula-se a distancia radial em relagao ao centro

estimado:

re= @ — 20 + (5 — o)) (B.1)

em que z. e y. representam as coordenadas estimadas do centro da pilha.

A extensao vertical da nuvem é dividida em fatias horizontais. Em cada fatia
considerada valida, o raio da borda é representado pelo percentil 92 das distancias radiais.
Essa escolha reduz a influéncia de pontos internos sem considerar exclusivamente o ponto

mais distante, que poderia corresponder a um ruido ou ponto discrepante.
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O perfil radial também pode ser submetido a uma suavizagao por mediana maével.
Por padrao, é aplicada uma restricao de monotonicidade, de modo que o raio nao au-
mente com a altura. Essa condicao é coerente com a geometria esperada para uma pilha

aproximadamente conica.

O resultado dessa etapa é um conjunto bidimensional formado pelas alturas e pelos

respectivos raios da borda:

(Zbordaw rborda) ) (B2)

utilizado como entrada pelos seis métodos de ajuste geométrico.

B.2.5 Modelo geométrico

O sodlido utilizado para representar a pilha é um cone ou tronco de cone vertical. O

raio previsto pelo modelo em uma determinada altura (z) é calculado por:

z

Tmodelo(z) - Rbase + (Rtopo - Rbase) Ea (BS)
em que:
e H ¢ a altura ajustada do modelo;
® Ry, ¢ 0 raio estimado na base;
® Riopo € 0 raio estimado no topo.
O angulo da geratriz em relacao ao plano horizontal é calculado por:
0 = atan2 (H, Ryase — Riopo) - (B.4)

A funcao atan2 é utilizada para preservar corretamente a relacao entre a altura e a

diferenga entre os raios, evitando ambiguidades numéricas no calculo do angulo.

B.2.6 Validacao dos candidatos

Antes de aceitar um resultado, o programa verifica se os parametros estimados
sao numericamente validos e fisicamente coerentes. Para isso, sao aplicadas as seguintes
condicoes:

® [, Ryase € Riopo devem apresentar valores finitos;

o H e Ry, devem ser positivos;
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® [ipo deve ser nao negativo e menor que Rpase;
e H deve permanecer dentro dos limites definidos em relagao a altura observada;

e 0 angulo horizontal deve permanecer dentro do intervalo fisico configurado.

Os candidatos que nao atendem a essas condigoes sao descartados antes da com-

paragao dos resultados.

B.2.7 Avaliacao do ajuste

Para cada fatia horizontal, o raio medido na nuvem de pontos é comparado ao raio
previsto pelo modelo ajustado. Essa comparagao permite avaliar o afastamento entre a
superficie do cone ou tronco de cone e o contorno real da pilha ao longo de toda a sua

altura.

O residuo radial de cada fatia é definido por:

€; = Tborda,i — "modelo,i, (B5)

em qUE Thopda,; ¢ O Taio medido e ryedelo; € 0 raio previsto pelo modelo.

Valores positivos de e; indicam que a borda medida esta externamente ao modelo.

Valores negativos indicam que o modelo ultrapassa o contorno observado.

A partir dos residuos, sao calculadas as seguintes métricas:

e MAE: média dos valores absolutos dos residuos;

e RMSE: raiz quadrada da média dos residuos elevados ao quadrado, atribuindo

maior influéncia aos erros elevados;

e SMAE: erro absoluto médio simétrico, calculado considerando os médulos dos raios

medidos e previstos;

O score retne as principais métricas de erro em um unico critério de selecao.
Para isso, sao combinados os valores de MAE, RMSE e SMAE, considerando os pesos
previamente definidos no programa. Quanto menor o score, melhor é o ajuste do modelo a

nuvem de pontos.

B.2.8 Repeticoes e critério de paciéncia

Cada pilha pode ser processada diversas vezes utilizando diferentes sementes
aleatdrias. Essa repeticao permite avaliar diferentes inicializagoes e reduzir a possibilidade

de selecao de uma solucao desfavoravel.
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Apés o nimero minimo de repetigoes, a execucao é interrompida quando a quan-
tidade consecutiva de resultados sem melhoria atinge o valor definido para o critério de
paciéncia.

Os métodos de busca em grade, fatias horizontais e RANSAC também possuem

um critério interno de paciéncia, responsavel por interromper suas rodadas apds sucessivas

tentativas sem melhoria no score.

O método dos minimos quadrados e sua variagao robusta utilizam os critérios de
convergeéncia da funcao scipy.optimize.least_squares. O ICP utiliza inicialmente o
critério de convergéncia do Open3D e, posteriormente, realiza um refinamento robusto por

minimos quadrados.

O critério de paciéncia nao determina um resultado teoricamente ideal. Sua fungao
é interromper a busca quando novas tentativas deixam de produzir melhorias durante uma

quantidade configurada de iteracoes ou repeticoes.

B.2.9 Exportacao dos resultados

Para cada pilha processada, sao exportados os seguintes arquivos:

e melhor. json: contém o melhor resultado encontrado e a configuracao utilizada;

e ajuste.png: apresenta o grafico do raio medido e do perfil conico ajustado em fungao

da altura;

e 3d.png: apresenta a nuvem de pontos e o cone ou tronco de cone sobreposto, com

coloracao baseada no erro radial.

Os arquivos no formato . json armazenam, entre outras informacoes, as coordenadas
do centro, a altura, o raio da base, o raio do topo, a razao entre os raios, os angulos
horizontal e vertical, o volume, as métricas de erro, o tempo de processamento e as

informagoes relacionadas ao critério de parada.

B.3 Funcdes Especificas dos Métodos de Ajuste

Os cdédigos apresentados a seguir correspondem as funcoes especificas de cada
método. As rotinas comuns de entrada, preparacao dos dados, avaliacdo, repeticao e

exportacao nao sao repetidas, pois apresentam funcionamento equivalente entre os métodos.
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B.3.1 Busca em grade

O método parte de uma estimativa inicial para H, Rpase € [ropo. Em cada rodada,
sao avaliadas 26 combinagoes localizadas em uma vizinhanga discreta ao redor do melhor

resultado atual.

Quando uma combinacao produz melhoria no score, ela passa a ser utilizada como
novo centro da busca. Os passos da grade sao progressivamente reduzidos, permitindo um

refinamento gradual dos parametros. A execucao é encerrada quando o niimero maximo

de rodadas é atingido ou quando o critério interno de paciéncia ¢é satisfeito.

1 def metodo_busca_grade(data, args, rng, repeticao, seed):
2 z = data.z_borda

3 r = data.r_borda

4 H_min, H_max = limites_h(z, args)

5

6

7 HO, RbO, Rt0 = estimativa_inicial(

z,

9 r,

0 args,

1 rng,

2 jitter=0.02 if repeticao > 1 else 0.0

13 )

4

|5 melhor = avaliar_parametros(HO, RbO, RtO, z, r, args)
6

|7 if melhor is Nonme:

8 for frac in [0.30, 0.25, 0.20, 0.15, 0.10, 0.05, 0.0]:
19 melhor = avaliar_parametros(
20 HO,
21 RbO,
22 frac * RbO,
23 z,
24 T,
25 args
26 )
27
28 if melhor is not None:
29 RtO0 = frac * RbO

30 break

32 if melhor is None:
33 raise RuntimeError(
34 "Nao foi possivel criar o candidato inicial "

"da busca em grade."

(1

38 historico

1]
-

39 tentativa

41 historico.append(
42 registro_historico(
43 data,
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"grid",
args,
repeticao,
seed,
tentativa,
0,

melhor,
True,

0,
"inicial"

contador = 0

dH = max(0.04 * HO, 1e-8)
dRb max(0.05 * RbO, 1e-8)
dRt = max(0.05 * Rb0, 1e-8)

dH_min = max(0.0008 * HO, 1e-10)
dRb_min = max(0.0008 * Rb0O, 1e-10)
dRt_min = max(0.0008 * RbO, 1e-10)

rodada_final = 0

for rodada in range(l, args.max_rodadas + 1):
rodada_final = rodada
melhor_rodada = None
melhor_tuple = None

candidatos = []

for fH in [-1.0, 0.0, 1.0]:
for fRb in [-1.0, 0.0, 1.0]:
for fRt in [-1.0, 0.0, 1.0]:
if (
fH == 0.0
and fRb == 0.0
and fRt == 0.0

):
continue
H = float(
np.clip(
melhor["H"] + fH * dH,
H_min,
H_max
)
)
Rb = float(
max (
melhor["R_base"] + fRb * dRb,
le-9
)
)
Rt = float(

np.clip(

38
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melhor["R_topo"] + fRt * dRt,

0.0,

min (
args.rtopo_max_frac * Rb,
Rb - 1e-9

)

cand = avaliar_parametros(
H,
Rb,
Rt,
z,
r,

args

candidatos.append (((H, Rb, Rt), cand))

if eh_melhor(melhor_rodada, cand):
melhor_rodada = cand
melhor_tuple = (H, Rb, Rt)

melhorou = (
melhor_rodada is not None

and eh_melhor (melhor, melhor_rodada)

if melhorou:
melhor = melhor_rodada
contador = 0
dH = max(dH * 0.85, dH_min)
dRb = max(dRb * 0.85, dRb_min)
dRt = max(dRt * 0.85, dRt_min)
else:

contador += 1

dH = max(dH * 0.55, dH_min)
dRb max(dRb * 0.55, dRb_min)
dRt max(dRt * 0.55, dRt_min)

for cand_tuple, cand in candidatos:
tentativa += 1
salvou = bool(
melhorou
and cand_tuple == melhor_tuple

historico.append(
registro_historico(

data,

"grid",

args,
repeticao,
seed,
tentativa,

rodada,

39
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cand,
salvou,
contador

if contador >= args.paciencia_iter:
break

resultado = montar_resultado(
data,
melhor["H"],
melhor["R_base"],
melhor["R_topo"],
args,
extras={
"tentativas": tentativa,
"rodadas": rodada_final,
"early_stop": contador >= args.paciencia_iter,
"stop_reason": (
"paciencia_iter"
if contador >= args.paciencia_iter
else "max_rodadas"

))

return resultado, historico

Cédigo B.1 — Funcao correspondente ao método de busca em grade

B.3.2 Fatias horizontais

O método ajusta uma reta ao perfil formado pelas alturas e pelos raios, ponderando

cada fatia de acordo com sua quantidade de pontos.

Nas rodadas posteriores, sao produzidas amostras bootstrap das fatias. A inclinacao

e o intercepto da reta sao utilizados para calcular os parametros do cone ou tronco de

cone. Diferentes valores admissiveis de altura sao avaliados até que seja encontrada uma

solugao fisicamente valida.

N =

def metodo_fatias_horizontais(
data,

args,

rng,

repeticao,

seed

):

z

data.z_borda
r = data.r_borda

pesos_base = np.maximum(
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data.n_pts_bin.astype(float),
1.0

)

n = len(z)

melhor = None
historico = []
contador = 0
tentativa = 0
rodada_final = 0

for rodada in range(1l, args.max_rodadas + 1):
rodada_final = rodada

if rodada == 1 and repeticao ==
idx = np.arange(n)
else:
frac = rng.uniform(
args.bootstrap_min_frac,
1.0

tamanho = max(
4’
int (round(frac * n))

idx = np.sort(
rng.choice(
n,
size=tamanho,

replace=True

slope, intercept = ajustar_linha(
z[idx],
rl[idx],
pesos_base [idx]

params, cand = melhor_candidato_de_linha(
slope,
intercept,
z,
r’

args

tentativa += 1
melhorou = eh_melhor (melhor, cand)

if melhorou:
melhor = cand
contador = 0
else:

contador += 1
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71 historico.append(
72 registro_historico(
3 data,
4 "slices",
5 args,
6 repeticao,
7 seed,
r8 tentativa,
r9 rodada,
0 cand,
1 melhorou,
2 contador
3 )
4 )
5
6 if contador >= args.paciencia_iter:
7 break
8
9 if melhor is None:
0 raise RuntimeError(
91 "Fatias horizontais nao encontraram "
2 "um cone valido."
93 )
4
95 resultado = montar_resultado(
6 data,
7 melhor["H"],
melhor ["R_base"],
99 melhor["R_topo"],
0 args,
1 extras={
2 "tentativas": tentativa,
3 "rodadas": rodada_final,
4 "early_stop": contador >= args.paciencia_iter,
5 "stop_reason": (
6 "paciencia_iter"
7 if contador >= args.paciencia_iter
8 else "max_rodadas"
9 ),
0 o
11 )
|2

92
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|3 return resultado, historico

Cédigo B.2 — Funcao correspondente ao método das fatias horizontais

B.3.3 Minimos quadrados e Soft-L1

Os métodos dos minimos quadrados convencionais e Soft-L1 utilizam a fungao
scipy.optimize.least_squares para minimizar os residuos radiais relativos. Os parametros

sao limitados por intervalos fisicos definidos no programa.

Quando o argumento robust recebe o valor False, é utilizada a funcao de
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perda linear, correspondente ao método convencional dos minimos quadrados. Quando
robust=True, ¢é utilizada a funcao de perda robusta configurada no programa, cujo valor

padrao é soft_11.

A perda Soft-L1 reduz a influéncia dos residuos elevados durante a otimizagao,

tornando o ajuste menos sensivel a presenca de pontos discrepantes.

def ajustar_least_squares_arrays (
Z’

r,

args,

rng,

robust=False,
repeticao=1
R

from scipy.optimize import least_squares

o~ O Ut W N

N = O ©

H_min, H_max = limites_h(z, args)

w

4 HO, RbO, RtO = estimativa_inicial(
5 z,

6 r,

7 args,

3 rng,

©

jitter=0.08 if repeticao > 1 else 0.0

N = O
~

fracO0 = float(
np.clip(
RtO0 / max(Rb0O, 1le-12),
0.0,
args.rtopo_max_frac

o = O Ut k=~ W
~
~

S <

r_max = max(float(np.max(r)), 1le-9)

ol

x0 = np.array(
[HO, RbO, fracO],
dtype=float

I SR W@
g2

lower = np.array(
[H_min, 0.2 * r_max, 0.0],
dtype=float

N = O © 0
~

upper = np.array(

[

=~ W

H_max,

2.0 * r_max,

ot

(=2}

args.rtopo_max_frac

-~

]’
dtype=float

o

oo




N =

=~ W

(=]

7

(<)

=

ot

x0 = np.minimum(
np .maximum (
x0,
lower + le-12
Do
upper - le-12

eps = max(0.02 * r_max, le-12)

def residual(params):
H, Rb, frac = params
Rt = frac * Rb

pred = modelo_frustum(
Zz,
H,
Rb,
Rt

denom = np.maximum(
np.abs(r),

eps

return (r - pred) / denom

loss = (
args.loss_robusta
if robust

else "linear"

f_scale = args.robust_f_scale

if f_scale <= 0:
f_scale = 1.0

sol = least_squares(
residual,
x0,
bounds=(lower, upper),
loss=loss,
f_scale=f_scale,
max_nfev=args.max_avaliacoes,
xtol=args.tolerancia,
ftol=args.tolerancia,
gtol=args.tolerancia,

H, Rb, frac = sol.x
Rt = float(frac * Rb)

return float(H), float(Rb), Rt, sol
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Cédigo B.3 — Funcao comum aos ajustes por minimos quadrados e Soft-L.1

A funcao especifica dos minimos quadrados convencionais chama a rotina anterior

com o argumento robust=False.

1 def metodo_minimos_quadrados(
2 data,
3 args,
4 rng,
5 repeticao,
6 seed
7 Ds
H, Rb, Rt, sol = ajustar_least_squares_arrays (
9 data.z_borda,
0 data.r_borda,
|1 args,
2 rng,
|3 robust=False,
|4 repeticao=repeticao
15 )
16
|7
|8 resultado = montar_resultado(
19 data,
20 H,
21 Rb,
22 Rt,
23 args,
24 extras={
25 "tentativas": int(sol.nfev),
26 "rodadas": int(sol.nfev),
27 "early_stop": bool(sol.status > 0),
28 "stop_reason": str(sol.message),
29 Fo
30 )
31
32 historico = [
33 registro_historico(
34 data,
35 "least_squares",
$6 args,
7 repeticao,
38 seed,
39 int (sol.nfev),
40 int(sol.nfev),
41 resultado,
42 True,
43 0,
44 "resultado_scipy"
45 )
46 1]
47
48 return resultado, historico
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Cédigo B.4 — Aplicacao do método dos minimos quadrados convencionais

A funcao correspondente ao método Soft-L1 utiliza a mesma estrutura, alterando o

argumento para robust=True.

=W N

~N O

15
16
L7
18
19

def metodo_robusto(
data,

args,

rng,

repeticao,

seed

)8

H, Rb, Rt, sol = ajustar_least_squares_arrays (
data.z_borda,
data.r_borda,

args,

rng,

robust=True,
repeticao=repeticao

)

resultado = montar_resultado(
data,
H,
Rb,
Rt,
args,
extras={
"tentativas": int(sol.nfev),
"rodadas": int(sol.nfev),
"early_stop": bool(sol.status > 0),
"stop_reason": (
f"{args.loss_robustal}: "
f"{sol.messagel}"

),

historico = [
registro_historico(

data,
"robust",
args,
repeticao,
seed,
int (sol.nfev),
int (sol.nfev),
resultado,
True,
0,
"resultado_scipy_robusto"
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$0
$1 return resultado, historico

Cédigo B.5 — Aplicacao do método robusto com perda Soft-L1

A selecao da fungao de perda ocorre na seguinte instrugao do Codigo B.3:

1 loss = args.loss_robusta if robust else "linear"

Cédigo B.6 — Selecao da fungao de perda utilizada na otimizacao

Quando robust=False, ¢ selecionada a perda linear. Quando robust=True, o
programa utiliza a perda armazenada em args.loss_robusta, definida por padrao como
soft_11.

B.3.4 RANSAC

Em cada rodada do RANSAC, dois pontos do perfil radial sao selecionados aleato-
riamente para gerar uma reta candidata. Os pontos cuja distancia em relacao a essa reta

permanece abaixo do limiar configurado sao classificados como inliers.

Quando a quantidade de inliers é suficiente, uma nova reta é ajustada utilizando
apenas esses pontos. Nesse refinamento, cada fatia é ponderada de acordo com sua

quantidade de pontos.

O score recebe uma penalizacao quando a proporcao de inliers é baixa. Ao final
do processamento, o melhor conjunto de inliers pode ser submetido a um refinamento

adicional por minimos quadrados robustos.

def metodo_ransac(data, args, rng, repeticao, seed):

data.z_borda
data.r_borda
len(z)

]

ot

(=2}

if n < 4:

raise RuntimeError(

© 0w

"RANSAC precisa de pelo menos "

o

"quatro fatias validas."

W N
~

dif = r - np.median(r)
np.median(np.abs(dif)) * 1.4826

~

mad

ot

limiar = args.ransac_limiar

o 3

if limjiar <= O:

©

limiar = max(
0.03 * float(np.max(r)),
1.5 * float(mad),

(e}

Ao
f s > 55

—




10
41
12
43
14
45
16
47
18
49

N = O

=~ W

<

ot

N

)9
70
71
r2
73
74
6)
6
7
78

le-9

melhor = None
melhor_inliers = None
melhor_inlier_ratio = 0.0
historico = []

contador = 0

tentativa = 0
rodada_final = 0

for rodada in range(1l, args.max_rodadas + 1):
rodada_final = rodada

i1, i2 = rng.choice(
n)
size=2,

replace=False

if abs(z[i2] - z[i1]) < 1le-12:
continue

slope = float(

(r[i2] - r[i1D)
/ (z[i2] - z[i1l)

intercept = float(

r[i1] - slope * z[il]
pred = slope * z + intercept
inliers = (

np.abs(r - pred)
<= limiar

minimo_inliers = max(

4,

int(
args.ransac_min_inliers_frac
* n

)

if np.count_nonzero(inliers) >= minimo_inliers:
slope_ref, intercept_ref = ajustar_linha(
z[inliers],
r[inliers],

data.n_pts_bin[inliers]

params, cand = melhor_candidato_de_linha(
slope_ref,

intercept_ref,
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r,

args

inlier_ratio = float(

np.count_nonzero(inliers) / n
if cand is not None:
cand = dict(cand)

cand["score"] = (

cand["score"]

* (
1.0
+ max(
0.0,
0.75 - inlier_ratio
)
)
)
cand["inlier_ratio"] = inlier_ratio

cand["n_inliers"] = int(

np.count_nonzero(inliers)

else:
cand = None

inlier_ratio = 0.0

tentativa += 1

melhorou = eh_melhor (melhor, cand)

if melhorou:
melhor = cand
melhor_inliers = inliers.copy()
melhor_inlier_ratio = inlier_ratio
contador = 0

else:

contador += 1

historico.append(
registro_historico(

data,
"ransac",
args,
repeticao,
seed,
tentativa,
rodada,
cand,
melhorou,

contador
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if contador >= args.paciencia_iter:

break

if melhor is None:

raise RuntimeError(
"RANSAC nao encontrou "

"inliers suficientes."

melhor_inliers is not None

and np.count_nonzero(melhor_inliers) >= 4

H, Rb, Rt, sol = ajustar_least_squares_arrays(

z[melhor_inliers],
r[melhor_inliers],
args,

rng,

robust=True,
repeticao=repeticao,

try:
refinado = montar_resultado(
data,
H,
Rb,
Rt,
args,
extras={
"inlier_ratio":
melhor_inlier_ratio,
"n_inliers": int(
np.count_nonzero(

melhor_inliers

}’

if eh_melhor (melhor, refinado):
melhor = refinado

except RuntimeError:

pass

resultado = montar_resultado(

data,
melhor["H"],
melhor["R_base"],
melhor["R_topo"],
args,
extras={
"tentativas": tentativa,
"rodadas": rodada_final,

"early_stop":

contador >= args.paciencia_iter,
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3 "stop_reason": (
4 "paciencia_iter"
5 if contador >= args.paciencia_iter
6 else "max_rodadas"
7 ),
8 "inlier_ratio": melhor.get(
9 "inlier_ratio",
0 melhor_inlier_ratio
1 ),
2 "n_inliers": melhor.get(
3 "n_inliers",
4 0
5 ),
6 e
7 )
9 return resultado, historico
Cédigo B.7 — Funcao correspondente ao método RANSAC
B.3.5 ICP

Inicialmente, é extraida uma amostra dos pontos externos da pilha. Em seguida,

um cone artificial é gerado a partir de uma estimativa inicial dos parametros geométricos.

O algoritmo ICP ponto a ponto da biblioteca Open3D registra o cone artificial

sobre a superficie medida. A transformacao obtida pelo registro é utilizada para estimar

um novo centro no plano (X)-(Y).

Com o centro atualizado, o perfil radial é recalculado. Posteriormente, os parametros

H, Ryase € Riopo sao refinados utilizando minimos quadrados robustos.

def pontos_superficie_para_icp(data, args, rng):
r = np.sqrt(

(data.x - data.x_c0) *x* 2

+ (data.y - data.y_c0) #**x 2

)

edges = np.linspace(
float(data.z.min()),
float(data.z.max()),
args.n_bins_altura + 1

idx = np.digitize(data.z, edges) - 1
escolhidos = []

for k in range(args.n_bins_altura):
m = idx ==

if np.count_nonzero(m) < args.min_pts_bin:

continue
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22
23 lim = np.percentile(
24 r[m],
25 args.q_borda
26 )
27
28 inds = np.where(m) [0]
29 inds = inds[r[m] >= lim]
30
31 if len(inds):
32 escolhidos.append (inds)
33
$4 if not escolhidos:
5 raise RuntimeError(
$6 "Nao foi possivel extrair pontos "
37 "de superficie para ICP."
38 )
39
40 idx_final = np.concatenate(escolhidos)
41
42 if len(idx_final) > args.max_pontos_superficie:
43 idx_final = rng.choice(
44 idx_final,
45 size=args.max_pontos_superficie,
46 replace=False
47 )
48
49 return data.pontos[idx_finall
Cédigo B.8 — Extracao dos pontos externos utilizados pelo ICP
1 def gerar_cone_artificial(
2 x_c,
3 y_c,
4 H,
5 Rb,
6 Rt,
7 n_z=70,
8 n_theta=160
9 ):
|0 zs = np.linspace(
1 0.0,
12 H,
3 n_z
14 )
5
16
7 theta = np.linspace(
18 0.0,
9 2.0 * np.pi,
20 n_theta,
21 endpoint=False
22 )
23
24 pontos = []
40
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26 for z in zs:
27 raio = modelo_frustum(
28 Z,
29 H,
30 Rb,
31 Rt
$2 )
3
B4 Xs = x_c + raio * np.cos(theta)
5 ys = y_c + raio * np.sin(theta)
pontos.append(
8 np.column_stack(
39 [
40 Xs,
41 ys,
42 np.full_like(xs, z)
43 ]
44 )
45 )
46
47 return np.vstack(pontos)
Codigo B.9 — Geracao do cone artificial utilizado como fonte no ICP
def metodo_icp(data, args, rng, repeticao, seed):

2 03d = importar_open3d()

3

4

5 slope, intercept = ajustar_linha(

6 data.z_borda,

7 data.r_borda,

3 data.n_pts_bin

9 )

1O

| params, inicial = melhor_candidato_de_linha(
12 slope,

3 intercept,

|4 data.z_borda,

5 data.r_borda,

16 args

7))

18

9 if inicial is Nome:
20 HO, RbO, Rt0 = estimativa_inicial(
21 data.z_borda,
22 data.r_borda,
23 args,
24 rng,

25 jitter=0.03
26 )
27 else:
28 HO, RbO, Rt0 = params
29
30 alvo = pontos_superficie_para_icp(
31 data,
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41

43
44

45

NN S %

o J S >

args,
rng

fonte = gerar_cone_artificial(
data.x_cO,
data.y_cO,
HO,
RbO,
RtO

pcd_fonte = 03d.geometry.PointCloud()
pcd_fonte.points = (
03d.utility.Vector3dVector (fonte)

pcd_alvo = 03d.geometry.PointCloud()
pcd_alvo.points = (
03d.utility.Vector3dVector (alvo)

threshold = args.icp_threshold

if threshold <= O:
threshold = max(
0.08 * RbO,
le-9

reg = (

o3d.pipelines.registration

.registration_icp(
pcd_fonte,
pcd_alvo,
threshold,
np.eye(4),
o3d.pipelines.registration
.TransformationEstimationPointToPoint (),
o3d.pipelines.registration
.ICPConvergenceCriteria(

max_iteration=args.icp_iteracoes

))

T = np.asarray(
reg.transformation,
dtype=float

centro_base = np.array(
[
data.x_cO,
data.y_cO,
0.0,
1.0
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centro_transformado = T @ centro_base

x_c = float(centro_transformado[0])
y_c = float(centro_transformado[1])
z_b, r_b, _ = extrair_perfil_borda(

data.x,

data.y,

data.z,

x_c,

y-¢,

args
)

H, Rb, Rt, sol = ajustar_least_squares_arrays(
z_b,
r_b,
args,
rng,
robust=True,

repeticao=repeticao

resultado = montar_resultado(
data,
H,
Rb,
Rt,
args,
X_C=X_cC,
y_c=y_c,
extras={
"tentativas": int(
args.icp_iteracoes + sol.nfev
),
"rodadas": int(
args.icp_iteracoes
),
"early_stop": True,
"stop_reason": (
f"icp_fitness="
f"{float(reg.fitness):.6g}r; "
f"inlier_rmse="
f"{float(reg.inlier_rmse):.6g}t"
),
"inlier_ratio": float(
reg.fitness
),
P

recomputar_perfil=True,

historico = [

registro_historico(
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data,

"icp",

args,

repeticao,

seed,
int(args.icp_iteracoes),
int (args.icp_iteracoes),
resultado,

True,

0,

"icp_open3d"

return resultado, historico
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Cédigo B.10 — Funcao correspondente

ao ajuste pelo método ICP
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APENDICE C - Declaracao de uso de

ferramentas de inteligéncia artificial

Eu, Joao Vitor Fagundes, declaro que utilizei ferramentas de Inteligéncia Artificial

(TA) durante o processo de elaboragao deste trabalho, conforme descrito a seguir.

1. Ferramenta utilizada

Foi utilizada a ferramenta OpenAl Codex.

2. Etapas em que a ferramenta foi utilizada

A ferramenta foi empregada como auxilio no desenvolvimento, na revisao e na

organizacao dos cédigos computacionais escritos em Python utilizados neste trabalho.

Também foi utilizada para a geracao de imagens conceituais que serviram como
referéncia visual para a elaboracao da Figura 5, referente ao método das fatias

horizontais, e da Figura 8, referente ao método ICP.

3. Secoes do trabalho em que foi utilizada

A ferramenta foi utilizada na elaboracgao dos coédigos computacionais relacionados

aos métodos de ajuste apresentados na Secao 2.3.

As imagens geradas com auxilio da ferramenta também foram utilizadas nessa
mesma secao, exclusivamente como referéncia para a elaboracao das representacoes
esquematicas dos métodos das fatias horizontais e ICP. Essas representagoes tiveram
como finalidade facilitar a explicagao e a compreensao do funcionamento dos métodos

de fitting empregados no trabalho.

4. Limites de uso

A ferramenta de Inteligéncia Artificial foi utilizada exclusivamente como recurso de
apoio a programacao e a criagao de referéncias visuais. Todos os codigos sugeridos

foram revisados, adaptados, testados e validados pelo autor antes de sua utilizacao.

As imagens geradas foram utilizadas apenas como base para a elaboracao das figuras
finais, que foram revisadas e adaptadas de acordo com os métodos empregados neste
trabalho.

A ferramenta nao foi utilizada para produzir ou interpretar os resultados expe-
rimentais de forma autonoma, nem para substituir a analise critica, as decisoes

metodoldgicas ou a redacao cientifica de responsabilidade do autor.
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Declaro, ainda, que assumo total responsabilidade pelo conteiido apresentado
neste trabalho, incluindo sua originalidade, precisao, validade e integridade ética. Todos

os resultados, analises, conclusoes, cédigos e representacoes gréaficas foram avaliados e

validados pelo autor.

Joao Vitor Fagundes
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