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RESUMO

Krigagem é um termo genérico para diferentes métodos de estimativas ndo tendenciosos e de
variancia de erro minima empregados na geoestatistica que sdo amplamente utilizados na
avaliacdo de recursos minerais. As estimativas produzidas por krigagem dependem de diversos
fatores, como o suporte a estimar, a disposi¢do espacial das amostras entre si e em relagdo ao
que se quer estimar, os modelos tedricos de variograma escolhidos, os parametros do
variograma e a presenca de anisotropia. Os softwares geoestatisticos disponiveis no mercado,
sejam comerciais ou gratuitos, operam predominantemente como "caixas-pretas”, executando
os procedimentos de calculo sem permitir o acompanhamento das etapas intermediarias, o que
limita seu valor como ferramenta de ensino, pois admitem que o usuario ja tenha conhecimento
de como as técnicas funcionam e de como a escolha dos fatores mencionados afetam 0s
resultados. Neste contexto, o presente trabalho teve como objetivo desenvolver um software
didatico em linguagem Python para a estimacao geoestatistica por krigagem, contemplando as
variantes simples, ordinaria e da média, com suporte de estimativa pontual e em blocos. A
implementacdo foi conduzida com auxilio das bibliotecas NumPy, Pandas, Matplotlib e
CustomTKkinter, contemplando os modelos tedricos de variograma esférico, exponencial e
gaussiano, além do efeito pepita, com possibilidade de composicdo de modelos aninhados e
tratamento de anisotropia geométrica. A validacéo foi realizada pela comparacéo dos resultados
produzidos pelo software com exemplos resolvidos da literatura, observando-se equivaléncia
numeérica entre os valores estimados e as variancias do erro em todas as variantes
implementadas. O software resultante, denominado KrigMine2D, disponibiliza ao usuario uma
interface grafica interativa que permite acompanhar visualmente cada etapa do processo de
krigagem, incluindo a visualiza¢do das matrizes intermediarias e a comparacao simultanea entre
as variantes implementadas. Estudos de caso conduzidos com dados da literatura geoestatistica
confirmaram a aderéncia da ferramenta aos resultados de referéncia e as relacdes tedricas
previstas e varias possibilidades de uso didatico do software foram apresentadas. O software
foi compilado em formato executavel independente, viabilizando sua utilizacdo em ambientes

de ensino sem a necessidade de instalacdo prévia de bibliotecas ou ambientes de programagéo.

Palavras-chave: Geoestatistica; Krigagem; Desenvolvimento de Software; Python;

Engenharia de Minas.



ABSTRACT

Kriging is a generic term for different unbiased and minimum error variance estimation
methods employed in geostatistics that are widely used in mineral resource evaluation. The
estimates produced by kriging depend on several factors, such as the support to be estimated,
the spatial arrangement of the samples relative to each other and to what is to be estimated, the
chosen theoretical variogram models, the variogram parameters, and the presence of anisotropy.
The geostatistical software available on the market, whether commercial or free, operate
predominantly as "black boxes," executing calculation procedures without allowing the user to
monitor intermediate steps. This limits their value as a teaching tool, as they assume the user
already knows how the techniques work and how the choice of the aforementioned factors
affects the results. In this context, the present work aimed to develop an educational software
in Python for geostatistical estimation by kriging, covering the simple, ordinary, and mean
variants, with both point and block estimation support. The implementation was carried out
with the help of the NumPy, Pandas, Matplotlib, and CustomTkinter libraries, encompassing
the spherical, exponential, and Gaussian theoretical variogram models, in addition to the nugget
effect, with the possibility of composing nested models and treating geometric anisotropy.
Validation was performed by comparing the results produced by the software with solved
examples from the literature, observing numerical equivalence between the estimated values
and the error variances in all implemented variants. The resulting software, named
KrigMine2D, provides the user with an interactive graphical interface that allows them to
visually follow each step of the kriging process, including the visualization of intermediate
matrices and the simultaneous comparison between the implemented variants. Case studies
conducted with data from the geostatistical literature confirmed the tool's adherence to
reference results and expected theoretical relationships, and several possibilities for the
educational use of the software were presented. The software was compiled into a standalone
executable format, making its use viable in teaching environments without the need for prior

installation of libraries or programming environments.

Keywords: Geostatistics; Kriging; Software Development; Python; Mining Engineering.
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1. INTRODUCAO

Um dos maiores desafios da industria mineral é determinar se um determinado local
constitui uma reserva viavel para a explotacdo, o que envolve normalmente a estimativa de um
ou mais teores e da tonelagem do minério presente. Esse processo de estimativa, contudo, ndo
se encerra na fase inicial de avaliacdo do depdsito. Mesmo durante a opera¢do de uma mina, as
estimativas precisam ser continuamente atualizadas a medida que novas amostras se tornam

disponiveis, de modo a subsidiar o planejamento de curto prazo e o controle de lavra.

Diversos métodos de estimativa foram desenvolvidos e aplicados ao longo das Gltimas
décadas, entre os quais a média aritmética, 0 método do inverso da distancia, 0 método das
secdes transversais e 0 método dos poligonos de influéncia. Embora simples e ainda utilizados
em contextos especificos, esses métodos ndo consideram adequadamente a estrutura espacial
dos dados, caracteristica essencial em varidveis como o0s teores de minério. Esse limite motivou
o0 desenvolvimento dos métodos geoestatisticos, dos quais a krigagem é o representante mais

consolidado.

Formulada por Georges Matheron, com base na Teoria das Variaveis Regionalizadas, a
krigagem designa um conjunto de estimadores fundamentados na combinagdo linear de
amostras ponderadas e com variancia do erro minima. Embora sua execucdo pratica se restrinja,
em esséncia, a operacdes com matrizes, a compreensao dos efeitos de seus parametros (como a
configuragcdo amostral, a geometria do elemento de estimativa, a forma e os parametros do
modelo variogréfico, entre outros) depende da analise comparativa de multiplos cenarios.
Quando essa analise € realizada manualmente ou apoiada exclusivamente por livros didaticos,
0 processo torna-se repetitivo e demorado, o que dificulta a construcéo, por parte dos estudantes

iniciantes, de uma intui¢do solida acerca do funcionamento do método.

Diante dessa dificuldade, a utilizacdo de softwares geoestatisticos surge como uma
alternativa natural a resolugdo manual. Contudo, as solucBes atualmente disponiveis no
mercado apresentam limitagdes importantes do ponto de vista didatico. Entre os softwares
comerciais, destacam-se o Isatis, 0 Datamine e o Leapfrog Geo, que oferecem ferramentas
robustas para analises avancadas, mas dependem de licengas que restringem seu acesso em
ambiente académico. Alternativas gratuitas, como o GSLIB e o SGeMS, sdo amplamente
empregadas em pesquisa, embora também sejam concebidas para usuarios com conhecimento

geoestatistico consolidado. Em ambos os casos, esses softwares operam, do ponto de vista do
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usuario, como "caixas-pretas": executam o procedimento sem permitir o acompanhamento das

etapas intermediérias do célculo, o que limita seu valor como ferramenta de aprendizado.

Algumas iniciativas voltadas ao ensino da krigagem ja foram propostas, entre as quais
se destaca o software E{Z}-Kriging, desenvolvido por Dennis Walvoort. A ferramenta
apresenta funcionalidades didaticas interessantes, como a defini¢do interativa de modelos
variograficos (patamares e alcances), a alteracdo do tipo de suporte da estimativa e, no caso de
blocos, de suas dimensdes, todas modificaveis dinamicamente na interface, com retorno em
tempo real da estimativa atualizada. Apesar dessas qualidades, o E{Z}-Kriging apresenta
limitacdes relevantes: contempla apenas a krigagem ordinéria; o conjunto de amostras é restrito
a, N0 maximo, sete pontos; ndo permite a combinacdo de mdltiplas estruturas variograficas no
modelo, nem a incorporacgdo de anisotropia; e apresenta o sistema de krigagem exclusivamente

em termos de covariancia, sem detalhar as etapas intermediarias do célculo.

Neste contexto, o presente trabalho propde o desenvolvimento de um software didatico-
pedagdgico para a estimacao por krigagem, voltado prioritariamente a estudantes de engenharia
de minas, mas aplicavel a outras areas que recorrem a métodos geoestatisticos, como engenharia
ambiental, hidrogeologia e agricultura de precisdo. Desenvolvido em linguagem Python, o
software contempla as krigagens simples, ordinaria e da média, e foi concebido com o propésito
de tornar visiveis ao usuario as etapas intermediarias do procedimento de célculo, desde a
construcdo das matrizes de distancias e de variograma até a montagem dos sistemas lineares
correspondentes a cada variante. Adicionalmente, busca-se superar limitagfes observadas em
ferramentas didaticas existentes, oferecendo suporte a conjuntos amostrais de tamanho
arbitrario, modelos variograficos compostos por maultiplas estruturas aninhadas e a

incorporacdo de anisotropia geométrica nas estruturas.



15

2. OBJETIVOS

2.1. Objetivo geral

Desenvolver um software didatico em linguagem Python para a estimacao geoestatistica

por krigagem voltado ao ensino e a aprendizagem dos fundamentos do método.

2.2. Objetivos especificos

e Implementar as trés variantes de krigagem (simples, ordinaria e da média) em
suporte pontual e em bloco, contemplando diferentes estruturas variogréaficas e o
tratamento de anisotropia geométrica;

e Desenvolver uma interface grafica interativa que permita ao usuario acompanhar
visualmente cada etapa do processo de krigagem, da insercdo dos dados a
apresentacao dos resultados;

e Validar os resultados obtidos, utilizando exemplos da literatura;

e Disponibilizar o software em formato executavel independente, viabilizando seu uso

em ambientes de ensino.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA
3.1. A Teoria das Variaveis Regionalizadas

A origem da geoestatistica esta diretamente associada a problemas praticos de
estimativas enfrentados pela industria mineral, especialmente no contexto da exploracdo de
depdsitos auriferos na Africa do Sul ao longo do século XX. Nessas operacdes, uma das
principais dificuldades consistia na sele¢éo de blocos de lavra economicamente viaveis a partir
de um numero limitado de amostras, o que frequentemente levava a decisdes baseadas em

informacdes incompletas e potencialmente enviesadas.

Conforme descrito por Rivoirard (2005), na mina de Witwatersrand, a sele¢do de painéis
de lavra de ouro evidenciava a ocorréncia de um problema conhecido como viés condicional.
Observava-se que blocos classificados como ricos com base nas amostras apresentavam, na
realidade, teores inferiores aos estimados, enquanto blocos considerados pobres tendiam a
apresentar teores superiores aos indicados pelas amostras. Esse comportamento estava
associado ao efeito de mudanca de suporte, uma vez que as variabilidades dos teores dependiam

da escala ou do volume considerado na estimativa.

Diante dessas limitacdes, os trabalhos pioneiros de Daniel Krige representaram um
avango importante na estimativa de teores em depositos auriferos, ao propor abordagens mais
consistentes para o tratamento dos dados amostrais. Em seu estudo, Krige (1951) observou que
a distribuicdo dos teores de ouro nesse depdsito poderia ser descrita por uma distribuicdo log-
normal. No entanto, os métodos de estimativa utilizados a época baseavam-se
predominantemente em médias aritméticas simples e em férmulas empiricas fundamentadas na
experiéncia pratica, sem uma consideracdo estatistica mais rigorosa, 0 que tornava as
estimativas suscetiveis a influéncia de valores extremos, podendo resultar em erros

significativos, da ordem de até 40% em relac&o ao valor real dos blocos.

Como forma de contornar essas limitacdes, Krige propds a utilizagdo da média
geométrica associada a um fator estatistico corretivo, determinado em fungdo do nimero de

amostras disponiveis e da variabilidade dos teores no interior do bloco mineralizado.

Apesar dos avangos introduzidos, essas abordagens ainda se baseavam exclusivamente
nas propriedades estatisticas das amostras, sem considerar explicitamente sua disposi¢do no
espaco. Nesse contexto, Georges Matheron, considerado o pai da geoestatistica, formulou a

Teoria das Variaveis Regionalizadas. Segundo Matheron (1963), os métodos estatisticos
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classicos eram incapazes de fornecer estimativas adequadas, uma vez que ignoravam a natureza
espacial de fendmenos como o teor de um depdsito mineral, cuja variabilidade no espaco

constitui sua caracteristica fundamental.

Além disso, tais métodos baseavam-se no tratamento de variveis aleatorias cléssicas,
cujos modelos pressupdem a repeticdo do processo gerador dos dados e a independéncia entre
as observacOes. No entanto, essas condi¢fes ndo séo atendidas no caso de varidveis associadas
a fenbmenos espacialmente distribuidos. Conforme destacado pelo autor, o teor de um minério
n&o satisfaz tais pressupostos, uma vez que uma amostra ndo pode ser retirada mais de uma vez
no mesmo ponto do espago. Ademais, as observacdes ndo séo independentes, pois amostras
espacialmente proximas tendem a apresentar valores semelhantes, evidenciando a existéncia de

dependéncia espacial.

Sendo assim, 0 autor propds que varidveis associadas a fendmenos espacialmente
distribuidos fossem tratadas como variaveis regionalizadas, que apresentariam dois aspectos
aparentemente contraditérios: um componente aleatdrio, responsavel pelas irregularidades

locais, e um componente estruturado, que reflete tendéncias em maior escala.

Também apresentariam caracteristicas fundamentais que as distinguiam das variaveis
aleatorias classicas. Em primeiro lugar, sdo localizadas, isto é, seus valores dependem do
suporte de estimativa, envolvendo tanto a posi¢ao quanto o tamanho e a forma da amostra. Em
segundo lugar, apresentam continuidade espacial, de modo que pontos préximos tendem a
assumir valores semelhantes, ainda que ndo idénticos. Por fim, podem apresentar
comportamento anisotropico, no qual a variabilidade da varidvel depende da direcdo

considerada.

Conforme afirmam Journel e Huijbregts (1978), o problema central da geoestatistica
pode ser formulado da seguinte forma: sendo z(x) o valor de uma variavel em um ponto x do
espago, como representar a variabilidade dessa funcéo no espaco, isto €, como descrever seu

comportamento a medida que x varia?

Segundo os autores, a abordagem geoestatistica consiste em interpretar cada valor
observado z(xi) como uma realizagdo particular de uma variavel aleatéria Z(x). O conjunto
dessas variaveis aleatorias define uma fungéo aleatoria, de modo que o problema passa a ser

compreender a estrutura de correlagéo existente entre elas.
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Entretanto, como discutido por Armstrong (1998) e Sironvalle (2007), a analise direta
dessa fungdo aleatoria é invidvel sem a adocdo de hipdteses simplificadoras que permitam seu
tratamento probabilistico. Essas hipdteses sao conhecidas como hipdteses de estacionariedade

e hipdtese intrinseca, fundamentais para o desenvolvimento dos métodos geoestatisticos.

3.2. Hipotese de estacionariedade e intrinseca

A modelagem de fendmenos espacialmente distribuidos por meio de funcdes aleatdrias
é complexa, 0 que torna inviavel sua andlise direta. Por esse motivo, para que seja possivel
realizar inferéncias probabilisticas sobre essas fungdes, a geoestatistica admite a adogdo de

hipoteses de estacionariedade, simplificadoras, que tornam a analise mais viavel.

Segundo Armstrong (1998), uma variavel é considerada estacionaria quando sua
distribuicdo é invariante sob translacdo, ou seja, seu comportamento estatistico ndo se altera em
fungéo da posicéo no espago. Ainda segundo a autora, a estacionariedade, em seu sentido mais

estrito, exige que todos os momentos da variavel sejam invariantes sob translacgéo.

Na estatistica, 0s momentos de uma variavel aleatdria sdéo medidas numéricas utilizadas
para descrever caracteristicas fundamentais de sua distribuicdo, como o valor esperado (média),
a variancia, a assimetria, a curtose, entre outras. Na pratica, a geoestatistica trabalha apenas
com o momento de primeira ordem (valor esperado ou esperanca matematica) e trés momentos
de segunda ordem (variancia a priori, covariancia e variograma), e para inferéncia destes
momentos a partir dos dados disponiveis € assumido que eles sejam estacionarios ou constantes.
Essa condicdo € conhecida como estacionariedade fraca, ou estacionariedade de segunda
ordem. Matematicamente, essa condicdo exige que o valor esperado da variavel regionalizada,

E[Z(x)], seja igual a uma média m em todo o dominio estudado:
E[Z(x)]=m (1)
E que a covariancia, C(h), entre dois pontos quaisquer x e X+h, dependa apenas do vetor
de separacdo h, e ndo de sua posigéo absoluta no espago:
E[(Z(x) Z(x + h)] — m? =C(h) 2)

Contudo, conforme Oliver e Webster (2015), na préatica ocorrem situacdes em que nao
é possivel assumir que a média seja constante no espaco. Por esse motivo, Matheron prop6s a
hipbtese intrinseca, uma alternativa menos restritiva a estacionariedade de segunda ordem. Essa

hipdtese estabelece que os incrementos da variavel, Z(x+h)—Z(x), possuem média nula ¢
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variancia finita, dependendo apenas do vetor de separagdo “h” entre os pontos, e ndo de sua

POSIGA0 NO espaco.

Matematicamente, essa condi¢do pode ser expressa por:

E[Z(x+h)—Z(x)]=0 3)
Var|Z(x + h) — Z(x)] = 2y(h) 4)

Entretanto, como afirmado por Armstrong (1998), para uma variavel estacionaria e
intrinseca, a média dos incrementos Z(x+h) — Z(x) é zero. Portanto a equacdo (4) pode ser

reescrita como:

E[Z(x +h) = Z(x)]* = 2y(h) (5)

A funcdo 2y(h) é conhecida como variograma, uma ferramenta essencial para a

interpretacdo da correlacdo espacial e para o célculo de estimativas na geoestatistica.

De acordo com Journel e Huijbregts (1978), sob a hipdtese de estacionariedade de
segunda ordem, o variograma e a covariancia constituem ferramentas equivalentes para a
analise da autocorrelacdo espacial entre valores da variavel em diferentes posi¢fes no espaco.

A relacdo entre essas fungdes pode ser expressa por:

y(h) = C(0) - C(h) (6)

Graficamente, essa relacdo pode ser interpretada da seguinte forma: o variograma
assume valores minimos quando a covariancia € maxima. A medida que a distancia aumenta, o
variograma cresce até atingir um patamar, que, sob a hipdtese de estacionariedade de segunda
ordem, corresponde a C(0) (a variancia a priori) , enquanto a covariancia decresce tendendo a

zero. Esse comportamento pode ser observado na Figura 1.
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Figura 1 - Relagéo entre a funcdo variograma e covariancia.

7Y(o0) = C(0)

C(o0)=0

\/

Fonte: adaptado de Journel e Huijbregts (1978).

Ainda segundo Oliver e Webster (2015), um fendmeno que aparenta ser estacionario em
determinada escala pode apresentar comportamento tendencioso quando analisado em outra.
Nesses casos, adota-se a hipdtese de quase estacionariedade, segundo a qual o fendbmeno é

considerado estacionario apenas até um determinado limite ou distancia.
3.3. Variograma experimental

Na pratica, a funcdo variograma tedrica é desconhecida, uma vez que dispomos apenas
de um conjunto limitado de dados amostrais. Dessa forma, torna-se necessario o célculo do

variograma experimental (ou empirico), que pode ser obtido pela seguinte expressao:

*(h) = 1 C h 2
y'(h = ZN(h);[Z<xi+ ) = 2] @

Onde:

e X; e X+ h representam as localiza¢Ges das amostras separadas por um vetor de
distancia “h”;

e Z(xi) e Z(xi+h) sdo os valores da variavel (ex.: teor de minério) em suas
respectivas localizagdes;

e N(h) é o numero de pares de pontos identificados para cada incremento de

distancia “h”.

E importante ressaltar que a estratégia para a identificacio dos pares de pontos separados
pelo vetor h varia conforme a configuracdo geométrica dos dados. A complexidade do célculo
e a necessidade de critérios de agrupamento dependem diretamente da disposic¢do das amostras
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no espaco, sendo necessario distinguir os procedimentos adotados para malhas de amostragem
regulares daqueles aplicados a malhas irregulares.

3.3.1. Célculo para amostras dispostas em uma malha regular

Conforme descrito por Yamamoto e Landim (2013), para dados dispostos em malhas
regulares, o variograma experimental pode ser obtido diretamente a partir das amostras
disponiveis. Ou seja, para uma determinada distancia “h”, ao longo de uma direc&o, formam-se
pares de pontos, cujas diferencas ao quadrado sdo calculadas e posteriormente utilizadas para a
obtencdo de uma média.

Na Figura 2, é possivel observar pontos amostrais dispostos em uma malha regular, na
qual os pontos pretos indicam locais com dados disponiveis e 0s pontos brancos representam
locais onde ndo foi possivel obté-los. As setas exibidas no esquema indicam, de forma

ilustrativa, duas direcdes nas quais o variograma experimental pode ser calculado.

Figura 2 - Diagrama de malha amostral em grade regular (6x6) com direcdes preferenciais de

amostragem orientadas a 45° e 315° em relacédo ao Norte.

N315* N45*

Fonte: Yamamoto e Landim (2013).

O resultado final € um conjunto de variogramas para diferentes direcGes. A realizacdo
do céalculo em orientaces distintas é fundamental para a identificacdo de anisotropias, uma vez
que o comportamento de uma variavel regionalizada pode variar conforme a direcéo analisada.
Essa identificacdo é muito importante para o ajuste posterior do variograma experimental a um

modelo teorico de variograma.
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3.3.2. Célculo para amostras dispostas em uma malha irregular

Yamamoto e Landim (2013) destacam que, quando os dados estdo distribuidos em uma
malha irregular, o calculo do variograma experimental exige a defini¢do de parametros além da

distancia “h” e da direcéo.

Para lidar com essa irregularidade, os autores mencionam ser necessaria a utilizacéo de
uma janela de busca ao redor de cada ponto amostral. Essa janela € caracterizada por uma
diregdo principal, uma tolerancia angular, uma largura maxima e um incremento de distancia
“h” com sua respectiva tolerancia. Juntos, esses parametros permitem agrupar os pares de
pontos de forma controlada, viabilizando o calculo do variograma mesmo em configuracdes
amostrais ndo regulares. A Figura 3 ilustra esquematicamente esses parametros mostrando a

janela de busca hachurada.

Figura 3 - Parametros adicionais necessarios para o calculo do variograma experimental para

dados dispostos em uma malha irregular.

Fonte: adaptado de Yamamoto e Landim (2013).

Essa janela é centrada em cada um dos pontos que compdem a malha amostral. A
diferenca ao quadrado €, entdo, calculada entre o ponto de origem e os demais pontos que
possam existir dentro da janela definida. Mantendo-se a mesma diregédo, 0 processo € repetido

para todos os incrementos “h” estabelecidos.
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3.4. Modelos tedricos de variograma

3.4.1. Parametros de um variograma teorico

Embora o variograma experimental sirva como uma primeira aproximacgao para
descrever a correlacdo espacial entre amostras, € necessario ajustar a ele modelos teéricos de
variograma, uma vez que o variograma experimental fornece valores apenas para um
determinado conjunto de distancias “h”, correspondentes aquelas efetivamente utilizadas em
seu calculo. Como a aplicacdo da krigagem exige a avaliacdo do variograma em distancias
arbitrarias, em particular, entre os pontos amostrais e o elemento de estimativa, que raramente
coincidem com as distancias amostradas, recorre-se a modelos tedricos, expressos por funcdes
matematicas continuas, capazes de fornecer valores de y(h) para qualquer valor de “h”. Esses
modelos descrevem a estrutura de dependéncia espacial por meio de parametros como alcance

e patamar, sendo fundamentais para a aplicacdo de métodos de estimativa, como a krigagem.

Em termos de correlacdo espacial, espera-se que pontos préximos apresentem valores
semelhantes, enquanto pontos mais distantes tendem a apresentar valores distintos.
Consequentemente, os valores do variograma, isto é, a semivariancia, tendem a aumentar com
0 incremento da distancia “h”. Entretanto, conforme Samson e Deutsch (2021), esse aumento
ndo ocorre indefinidamente, pois o variograma tende a se estabilizar a partir de uma certa

distancia, atingindo um valor limite conhecido como patamar (sill).

A distancia na qual o patamar é atingido é conhecida como alcance ou amplitude
(range). A partir dessa distancia, segundo Matheron (1971), os dados deixam de apresentar
correlacdo espacial, ou apresentam uma correlacdo que pode ser considerada desprezivel. A

Figura 4 ilustra um modelo tedrico de variograma, com a indicacdo do patamar e do alcance.
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Figura 4 - Modelo de variograma com indicacdo do seu patamar e alcance.

2 patamar

2—»

alcance

h
>

Fonte: adaptado de Armstrong (1998).
3.4.2. Comportamento de um variograma préximo a origem

Antes de apresentar alguns modelos tedricos, é importante destacar o comportamento
do variograma nas proximidades da origem. Matheron (1963), ao fundamentar a Teoria das
Variaveis Regionalizadas, descreveu quatro tipos principais de comportamento: continuo (ou

parabdlico), linear, efeito pepita e comportamento aleatorio (ou efeito pepita puro).

O comportamento parabdlico esta associado a uma variabilidade espacial altamente
regular e continua, como, por exemplo, a espessura de uma camada sub-horizontal. Ja o
comportamento linear, de acordo com Matheron, indica uma continuidade "em média" ou

moderada, sendo 0 mais comum em depdsitos minerais.

O efeito pepita manifesta-se como uma descontinuidade na origem do variograma. Por
definicdo, espera-se que y(0) =0, uma vez que um ponto ou amostra ndo apresenta
variabilidade em relacéo a si mesmo. Entretanto, na prética, observa-se um salto inicial na curva
do variograma. De acordo com Matheron, esse comportamento esta geralmente associado a

erros de amostragem e a variabilidade em pequena escala.

Por fim, tem-se o efeito pepita puro, caracterizado por um comportamento
completamente aleatdério. Nesse caso, y(0) = 0, enquanto y(h) assume um valor constante
igual ao patamar Co para qualquer h > 0. Esse comportamento evidencia, conforme Journel e
Huijbreghts (1978), a auséncia total de autocorrelagdo espacial, independentemente da

proximidade entre os pontos. A Figura 5 ilustra os quatro tipos de comportamento.
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Figura 5 - Os quatro tipos de comportamentos do variograma proximos a origem.

VA 4dE

Continuo Linear Efeito Pepita Efeito pepita puro
Fonte: adaptado de Matheron (1963).

Conforme Armstrong (1998), a caracterizacdo do comportamento do variograma

proximo a origem € essencial, pois exerce grande influéncia nos resultados da krigagem.
3.4.3. Alguns modelos teéricos de variograma e covariancias

Diversos modelos tedricos podem ser utilizados para representar o variograma. Esses
modelos diferem entre si, principalmente, quanto ao comportamento préximo a origem e a
forma como atingem o patamar, refletindo diferentes padrdes de continuidade espacial. Dentre

0s mais empregados, destacam-se:

a. Efeito pepita (Nugget effect)

_ (0, seh=0
v(h) = {C, seh>0 (8)
b. Modelo esférico
cB()-1(1) h< 5
y(h) = 2\a/ 2\a/) |’ se a ©)
C , se h=a

c. Modelo exponencial
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v =¢ [1 N e_%] (10)

d. Modelo gaussiano

_ ol
V(h)‘cll ¢ ()l (1)

Esses modelos também admitem representacdo em termos da funcdo covariancia.

Aplicando-se a relacdo (6), obtém-se as seguintes expressoes:

e. Efeito pepita (Nugget effect)

C, seh=0
0

c(h) = { , seh>0 (12)

f. Modelo esférico

cy=1¢"¢ E@‘%(Zﬂ seh<a

0 , se h>a

(13)

g. Modelo exponencial

C(h)zC—C[l—e_%] a

h. Modelo gaussiano
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_ -y
C(h)=C C[l e ()l (15)

Nesses modelos, “C” representa o patamar, “a” 0 alcance e “h” a distancia de separagéo

utilizada no calculo do variograma.

Existem outros modelos de variograma, como, por exemplo, os modelos cubico e
pentaesférico, e ainda modelos sem patamar, como os modelos de poténcia. Neste trabalho,
optou-se por abordar apenas 0os modelos mais tradicionais, uma vez que sdo amplamente
utilizados na pratica geoestatistica e apresentam bom desempenho na modelagem da

continuidade espacial.
3.5. Anisotropia

Ao calcular o variograma para um determinado conjunto de dados, busca-se
compreender o comportamento da variavel em relacdo aos valores observados em diferentes
posicBes no espaco. Dessa forma, o variograma € definido em funcéo do vetor de separacdo h
entre dois pontos, X e x+h. Entretanto, a dire¢cdo entre esses pontos também deve ser
considerada, uma vez que o fendmeno espacial pode apresentar comportamentos distintos de

acordo com a direcdo analisada.

Quando o variograma apresenta 0 mesmo comportamento em todas as dire¢des, isto &,
com valores semelhantes de patamar e alcance, o fenémeno espacial é considerado isotrépico.
Entretanto, na maioria dos casos, esse comportamento ndo se verifica, sendo observadas
diferencas nos valores de patamar e/ou alcance segundo a direcdo analisada, caracterizando o
fendmeno conhecido como anisotropia. Conforme destacado por Sinclair e Blackwell (2004),

distinguem-se dois tipos principais de anisotropia: geométrica e zonal.

Segundo os autores, na anisotropia geomeétrica, o patamar e o efeito pepita permanecem
constantes, enquanto o alcance varia conforme a direcdo analisada. Por outro lado, na
anisotropia zonal, o patamar varia, ao passo que o alcance permanece constante. Alguns autores
como Goovaerts (1997) e Allard et al. (2015) consideram, para casos de modelagem, a
anisotropia zonal como um caso limite da anisotropia geométrica. Conforme Souza (2016), ha

situacbes em que esses dois tipos de anisotropia coexistem, caracterizando a chamada
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anisotropia mista. A Figura 6 ilustra como esses trés tipos de anisotropia podem se apresentar

em um variograma.

Figura 6 - Tipos de anisotropia presentes em um fendmeno espacial: (a) geomeétrica,

(b) zonal e (c) mista.

yih) rih)

(@) (b}

¥l

©
Fonte: Souza (2016)

3.6. Métodos de estimativa — média, inverso da distancia e krigagem

3.6.1. Média, inverso da distancia e krigagem

Uma vez caracterizada a estrutura de dependéncia espacial de um fenémeno por meio
do variograma, torna-se possivel avancar para a estimativa de valores em locais ndo amostrados,

um dos principais objetivos da geoestatistica.

De acordo com Clark e Harper (2007), a questdo fundamental consiste em estimar o
valor de uma varidvel em um local ndo amostrado com base em valores medidos em amostras
vizinhas. Segundo os autores, para que essa questdo possa ser respondida, € necessario assumir
algumas hipdteses. Em primeiro lugar, os valores amostrados devem ter sido obtidos com
exatiddo e precisdo, garantindo sua reprodutibilidade e representatividade em relagéo ao valor

real no local amostrado.

Além disso, o local onde a estimativa € realizada deve fazer parte de um dominio
razoavelmente homogéneo. Por fim, os valores nesses locais estdo relacionados entre si, sendo
essa relacdo dependente da disténcia e, eventualmente, da direcéo entre suas posic¢des, condicao

que fundamenta a Teoria das Variaveis Regionalizadas.
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Essas hipoteses, segundo os autores, conduzem a formulagdo de um estimador em que
o valor estimado Z*, em um ponto ndo amostrado, € obtido por meio de uma combinacéo linear
ponderada dos valores amostrados z;, associados a pesos wi. Sob a hipétese de estacionariedade,
para garantir uma estimativa nao enviesada, a soma dos pesos deve ser igual a 1.

Matematicamente, tem-se:

Z" = ZZiwl- (16)
Zn:Wi =1 (17)

Diferentes métodos de estimativa tém sido utilizados ao longo do tempo. A principal
diferenca entre eles, conforme Isaaks e Srivastava (1989), esta na forma como 0s pesos sao
determinados. A média aritmética, por exemplo, atribui 0 mesmo peso a todas as amostras
utilizadas na estimativa, independentemente da distancia ou da direcdo em relacdo ao ponto a

ser estimado, ignorando, assim, a correlagdo espacial entre os dados.

Métodos que consideram a distancia entre os pontos também foram propostos,
destacando-se aqueles conhecidos como métodos do inverso da distancia. Nesses métodos, 0s
pesos atribuidos a cada amostra sdo calculados em funcéo da distancia ao ponto a ser estimado,

conforme:

wi= -5 (18)

em que d; € a distancia entre o ponto amostral € o ponto a ser estimado, e “p” é um expoente
positivo (geralmente assumindo valores como 1, 2, entre outros). Em particular, quando p = 2,

0 método € conhecido como inverso do quadrado da distancia (1QD).

Entretanto, apesar de considerar a distancia no calculo dos pesos, esse método apresenta
limitagdes importantes. De acordo com Babak e Deutsch (2008), ele é altamente sensivel aos
parametros adotados, especialmente ao nimero de amostras vizinhas utilizadas e ao valor do
expoente “p”. Por exemplo, para valores baixos de “p”, como p = 1, amostras mais distantes
ainda exercerdo influéncia significativa na estimativa. Por outro lado, para valores mais

elevados, como p = 4 ou p = 5, as amostras mais proximas tenderdo a dominar o resultado.
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Conforme os autores, esse problema € agravado pela auséncia de um consenso na literatura

quanto a escolha dos parametros mais adequados, o que pode levar a estimativas inconsistentes.

Os autores ainda destacam que esse método € essencialmente deterministico, ndo
incorporando adequadamente aspectos cComo a anisotropia, uma vez que amostras equidistantes
do ponto a ser estimado, ainda que em dire¢des distintas, tendem a receber o mesmo peso. Além
disso, 0 método nao fornece uma medida de incerteza associada as estimativas, o que impede a

avaliacdo da confiabilidade dos resultados.

Nesse contexto, surgem os métodos de interpolacéo baseados na Teoria das Variaveis
Regionalizadas, entre os quais se destacam os métodos de krigagem. Conforme Sinclair e
Blackwell (2004), o termo krigagem abrange diferentes métodos, como a krigagem simples, a
krigagem ordinéria, a krigagem indicadora, a krigagem universal, a krigagem de probabilidade

a krigagem por multiplos indicadores, entre outros.

Segundo Oliver e Webster (1990), a krigagem pode ser entendida como um método de
estimativa por média ponderada local, no qual se considera uma area reduzida, geralmente com
poucas amostras disponiveis, ao contrario da estimativa global, que é realizada em uma area

mais extensa e com maior numero de dados (Isaaks e Srivastava, 1989).

A principal vantagem da krigagem em relacdo aos métodos tradicionais de estimativa
estd na forma como os pesos sdo determinados. Diferentemente de outras abordagens, a
krigagem utiliza o variograma para calcular esses pesos, incorporando a correlacdo espacial
entre os dados e permitindo considerar variacfes no comportamento da variavel conforme a
direcdo analisada. Além disso, o método fornece uma medida de incerteza associada as
estimativas, conhecida como variancia de krigagem, o que possibilita avaliar a confiabilidade
dos resultados (Bostan, 2017).

De acordo com Goovaerts (1997), os diferentes métodos de krigagem, como a krigagem
simples, ordinaria e universal, baseiam-se em um mesmo estimador linear de regressao, Z*(u),

que pode ser expresso matematicamente por:

n(u)

7°(w) — m(u) = Z A, (W) [Z(ug) — m(uy)] (19)

onde 1,(u) é o peso atribuido a amostra o, e m(u) e m(u,) correspondem aos valores esperados

(média) das variaveis aleatorias Z(u) e Z(u.), respectivamente. As variantes da krigagem
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diferenciam-se, principalmente, pela forma como a média m(u,) € tratada: se conhecida ou

desconhecida, constante ou variavel ao longo do dominio.

Goovaerts destaca que todos os métodos de krigagem tém como objetivo minimizar a
variancia do erro de estimativa, o2 (u), sobre a condicdo de que a esperanca do erro seja zero,
ou seja, que o estimador seja ndo enviesado. Matematicamente, essas condi¢cdes podem ser

expressas por:

of(u) = Var[Z*(u) — Z(w)] (20)
E[Z*(w) —Z(w)] =0 (21)

3.6.2. Krigagem simples

Dentre os diferentes métodos de krigagem, destaca-se a krigagem simples (KS), que se
baseia na hipdtese de que a média da variavel é conhecida e constante em toda a area de estudo,
ou seja, que se tenha uma média estacionaria global conhecida. Nesse caso, conforme Goovaerts

(1997), o estimador Z*(u) pode ser pode ser expresso por:

1- z /1’;5] m 22)

O termo entre colchetes é conhecido como peso da média, representando a contribuicao

n
Zis@) = ) 252wy +
a=1

da média global “m” a estimativa. Por essa razdo, a aplicacdo da krigagem simples exige o

conhecimento prévio do valor desta média “m”.

A equacéo (22) pode ser reescrita da seguinte forma:

Zgs(uw) =m+ Z 26°[Z (ug) —m] ] (23)

a=1

A variancia do erro, para a krigagem simples, pode ser escrita em fungdo das

covariancias, conforme apresentado por Goovaerts (1997):

n n n
ois = C(0) + Z Z AgslgsC(ua —ug) —2 Z ASC(uy — ug) (24)

a=1p=1 a=1
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em que A% e Aﬁs sd0 0s pesos atribuidos as amostras, C(u, — uy) representa o valor da
covariancia entre cada amostra e o ponto a ser estimado, C(u, — ug) corresponde ao valor da

covariancia entre os pares de amostras e C(0) representa a covariancia entre o ponto a ser

estimado e ele mesmo, ou seja, 0 valor da covariancia para uma distancia igual a zero.

O sistema de equaces da krigagem simples é obtido pela minimizacéo da variancia do
erro de estimativa. Igualando-se a zero as derivadas parciais da equacdo (24) em relacdo a cada

peso, obtém-se 0 seguinte sistema:

n
z AﬁSC(ua —up) = Cug—up), a=12..,n (25)
B=1

A variancia minima do erro de estimac¢do, denominada variancia de krigagem simples,

é dada por:

n
os = C(0) = ) ASC(ug — up) (26)
a=1
Matricialmente, o sistema da krigagem simples pode ser escrito como sendo:

[KKS] [AKS] = [CKS] (27)

em que Kk € a matriz de covariancias entre os pontos amostrais (Uq), Axs a matriz de pesos e
Cxs € a matriz de covaridncias entre os pontos amostrais e o0 ponto a ser estimado (uo).
Explicitamente, tem-se:

Clug —ug) - C(ug —uy) /111“ C(uy — uo)
e 1 e T

C(un - ul) C(un - un) Ags C(un - uo)

O interesse reside na determinagdo dos pesos AXS atribuidos a cada amostra. Nesse
sentido, esses pesos podem ser obtidos pela solugdo do sistema linear, que em termos matriciais,

pode ser expresso por:

[AKS] = [KKS] -t [CKS] (29)

Por fim, a variancia do erro de estimativa pode ser expressa em termos matriciais por:
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ags = €(0) = [Ags]"[Cys] (30)
em que [Ags]” representa a transposta da matriz dos pesos de krigagem simples.
3.6.3. Krigagem ordinéaria

Diferentemente da krigagem simples, na qual a média é considerada conhecida, na
krigagem ordinaria (KO) a média da variavel é tratada como desconhecida, porém constante na
vizinhanga de estimativa, ou seja, na area que contém as amostras a serem utilizadas
especificamente na estimativa a ser realizada, o que constitui uma hipdtese mais realista para a

maioria dos fendmenos naturais.

Conforme Olea (1999), o estimador linear da KO mantém a mesma forma da krigagem
simples. Entretanto, imp&e-se a restricdo de que a soma dos pesos atribuidos as amostras seja

igual a um (condicao de ndo tendenciosidade).

Zio(@) = ) A2 (ug) (31)
a=1
Z AKO — 1 (32)
a=1

Ja a variancia do erro de estimativa pode ser expressa por:

n n
O_I%O = C(O) + z Agolgoc(ua - uﬁ) -2 Z lIéOC(ua - uo) (33)

1B8=1 a=1

NgE

5}
1]

em que AX0 e Ago s80 0s pesos atribuidos as amostras, C(u, — u,) representa o valor da
covariancia entre cada amostra e o ponto a ser estimado e C(u, — ug) corresponde ao valor da

covariancia entre os pares de amostras.

Para a determinacdo dos pesos Otimos, busca-se minimizar a variancia do erro de
estimativa o,, sujeita a restricdo de ndo tendenciosidade (equacéo (32)). Essa minimizagéo é
realizada por meio do método do Multiplicador de Lagrange (u). Ao anular as derivadas parciais
da fungdo Lagrangiana em relacdo aos pesos e ao multiplicador, obtém-se o sistema de equacdes

da krigagem ordinéria, dado por:
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p
ZAgOC(ua —uﬁ) — Ugo = Cluy, —uy) Va=12,..,n

B
{ n (34)
KO _
D=1
B=1
Matricialmente, esse sistema pode ser representado como:
Ao
[Kko] [—# ] = [Cko] (35)
KO

Em decorréncia da imposicdo da restricdo de ndo tendenciosidade, o sistema de
equacOes da krigagem ordinaria apresenta uma estrutura matricial distinta daquela da krigagem

simples. Nesse sentido, pode ser representado da seguinte forma:

Clug —uy) - C(u1 —u,) 1 AKO C(uy — up)
Clup— ) - c<un ) 1‘ l 20 ‘ Ic‘(un —uy) (36)
1 —Hko

A determinacdo dos pesos é obtida pela resolucdo do sistema linear associado, que pode
ser representado por:

_A;Zjo] = [Kxol ™ [Cko] (37)

Por fim, a variancia do erro de estimativa pode ser calculada por meio da seguinte

expresséo:

n

01%0 = C(0) — Z RO C(ug —up) — Uko (38)

a=1
Essa expressao pode ser resolvida pela multiplicacdo de matrizes dada por:
2 T AKO
oio = C(0) — [Ckol" | ] (39)
Hko
3.6.4. Krigagem da media

Na formulacdo da krigagem simples, a média é considerada conhecida e constante em
toda a area de estudo. Ja na krigagem ordinaria, essa média é tratada como desconhecida, porém
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ainda assumida como constante na vizinhanca de estimacdo. Nesse contexto, surge a seguinte
questdo: como estimar o valor médio de uma varidvel a partir de um conjunto de amostras

espacialmente distribuidas?

Em um primeiro momento, pode-se considerar o uso da média aritmética. No entanto,
como discutido anteriormente, varidveis associadas a fendmenos espaciais apresentam
correlacdo espacial, isto &, seus valores dependem da posi¢éo que ocupam no espaco. O calculo
da média aritmética ndo incorpora essa dependéncia, 0 que pode comprometer sua eficiéncia

como estimador nessas situagoes.

Nesse contexto, a estimacdo da média M* pode ser realizada por meio de uma krigagem
ordindria dos valores amostrais Z(u,) com os pesos AXM atribuidos a estas amostras. Conforme

apresentado por Wackernagel (1995), essa abordagem pode ser expressa por:

M* = ;AgMZ(ua) (40)

Novamente, o problema consiste na determinacdo dos pesos 6timos, 0s quais devem
minimizar a variancia do erro de estimativa o2,,, sob a restricdo de ndo tendenciosidade,
expressa pela condicdo de que a soma dos pesos seja igual a um. Segundo Wackernagel (1995),

a variancia do erro pode ser escrita como:

z AEMAKM ¢ (11, — ug) (41)

‘ﬁM:

Assim como na krigagem ordinaria, a minimizagdo de oZ,, é realizada por meio da
anulacéo das derivadas parciais da funcéo objetivo em relagcdo aos pesos e ao Multiplicador de
Lagrange para a krigagem da média ug,,. Essa abordagem conduz ao sistema da krigagem da

média, dado por:

(z AKMC(ua —uﬁ) — Uy =0 Va=12,..,n

[ 2

Matricialmente, pode ser expresso como:

(42)
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[Kicm] —)l/i{:M] = [Cxm] (43)
Clug —uy) - C(u1 —u,) 1 AKM 0
C(un '_ Uuy) C(un Un) 1‘ l AKM ‘ ) IO\ (44)
1 —Hgm

A determinacao dos pesos € obtida pela resolucao do sistema linear associado, que pode

ser encontrado pela multiplicacdo da inversa da matriz Kkm pela matriz Ckwm:

201 | = (K] (G (45)

—HUgm

O célculo de o, torna-se mais simples do que aquelas apresentadas para a krigagem
simples e ordinéria. Conforme demonstrado por Wackernagel (1995), a variancia do erro pode

Ser expressa por:

n
O-I%M = Z AIéMHKM (46)

Entretanto, como a soma dos pesos AX™ deve ser igual a um, a variancia do erro de

estimativa torna-se equivalente ao préprio multiplicador de Lagrange, isto é:

O-I%M = Ugm (47)

Uma relacdo interessante pode ser obtida entre krigagem simples, krigagem ordinaria e
krigagem da média. De acordo com Wackernagel (1995), a partir da estimativa da média obtida
pela krigagem da média, é possivel incorpora-la ao estimador da krigagem simples, substituindo
a média presente no estimador pela média estimada pela krigagem da média. O estimador para

a krigagem simples pode ser escrito entdo como:

n n
Tion = z AKS 4 qim [ Z 255 )| Z(ug) (48)
a=1 f=1

onde o termo (1 - Z;zllgs ) € conhecido como peso da média (Wackernagel, 1995).

Essa substituicdo leva a uma nova combinacéo linear dos dados, cujos pesos satisfazem

a condicdo de soma unitéria e resultam em um sistema equivalente ao da krigagem ordinéria.



37

Dessa forma, a krigagem ordinaria pode ser interpretada como uma extensdo da krigagem

simples, mas com o célculo local da média.

Uma relacdo analoga pode ser obtida para as variancias do erro de estimativa. A

variancia da krigagem ordinaria pode ser escrita como:

2
n
0t = ois+|1- Z 55 | o (49)
p=1

evidenciando que a variadncia da krigagem ordinaria é sempre maior ou igual & da krigagem

simples, sendo o termo adicional associado a incerteza decorrente da estimativa local da média.
3.6.5. Krigagem de um bloco

As formulacGes apresentadas anteriormente consideram a estimagdo pontual da
variavel. No entanto, em diversas aplicacdes préaticas, particularmente na mineragéo, o interesse
estad voltado a estimativa do valor médio em blocos. Dessa forma, torna-se necessario adaptar

0 sistema de krigagem para contemplar esse tipo de suporte.

Para isso, 0 bloco é discretizado em sub-blocos, distribuidos em seu interior, de modo
que cada sub-bloco seja representado por um ponto (“né”) em seu centro. A partir dessa
discretizacdo, o sistema de krigagem pode ser formulado de maneira analoga aos apresentados
para a krigagem simples (equacdo (28)) e para a krigagem ordinaria (equacéo (36)). A principal
diferenca reside na construcdo da matriz C, cujos elementos passam a corresponder ao valor
médio das covariancias entre 0s pontos amostrais e 0s centros dos sub-blocos considerados, e
na expressdo da variancia de krigagem, na qual o termo C(0) é substituido por C(V,V),
correspondente a covariancia média entre todos os pontos resultantes da discretizacao do bloco
V.
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4. METODOLOGIA

A presente secdo descreve 0s procedimentos adotados para o desenvolvimento do
software geoestatistico proposto, bem como as etapas utilizadas para sua validacdo. O sistema
foi concebido com finalidade didatica, permitindo a estimagdo de um ponto ou bloco por meio
dos métodos de krigagem simples, ordinéria e da média. Para isso, foram implementados
diferentes modelos tedricos de variograma, incluindo os modelos esférico, exponencial e
gaussiano, além da consideracdo do efeito pepita. A seguir, sdo detalhadas as etapas de
implementacao, desde a estruturacdo dos dados de entrada até os procedimentos de validacédo

dos resultados obtidos.
4.1. Ambiente de desenvolvimento

O desenvolvimento do software foi realizado em um computador com sistema
operacional Windows 11 Home, equipado com 16 GB de meméria RAM e processador Intel®
Core™ i7-13620H de 132 geragéo.

A implementacdo foi conduzida utilizando a linguagem de programacédo Python 3.14,
amplamente empregada em aplicagdes cientificas e analise numérica. Para o desenvolvimento
dos algoritmos e manipulacdo dos dados, foram utilizadas bibliotecas especializadas, incluindo
NumPy para operacfes matriciais e computacdo numérica, Pandas para manipulacdo e
organizacao de dados, Matplotlib para visualizacdo grafica, e CustomTKkinter para a construcao
da interface grafica do usuario.

Além disso, foi utilizada a ferramenta Pylnstaller para a geracdo de executaveis,
permitindo a distribuicdo do software de forma independente do ambiente de desenvolvimento.

O cadigo foi desenvolvido no ambiente integrado de desenvolvimento (IDE) PyCharm,
versdo 2025.3.1.1, que proporcionou suporte a organizacdo do projeto, depuracdo e
gerenciamento eficiente do codigo-fonte.

4.2. Fluxo de processamento de dados

De forma geral, o software segue uma sequéncia estruturada no processamento dos
dados. Inicialmente, os dados sdo inseridos pelo usuario, seja por meio de digitagdo direta no
sistema ou pela importacdo de arquivos externos. Em seguida, sdo definidos os parametros da
krigagem, incluindo o tipo de estimativa a ser realizado (simples, ordinaria ou da média) e o

tipo de suporte, podendo ser pontual ou por blocos.
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Posteriormente, sdo especificados os parametros do modelo variografico, como a
presenca de efeito pepita e a definicdo das estruturas de variograma, incluindo alcance e

patamar, bem como a consideracao de anisotropia geométrica, quando aplicavel.

Por fim, o sistema realiza o célculo das estimativas, fornecendo como resultados o valor
estimado da varidvel e a variancia do erro associada e um histograma dos ponderadores de cada

amostra. O fluxo completo desse processo é apresentado no fluxograma da Figura 7.

Figura 7 - Fluxograma representando a sequéncia do processamento de dados realizado pelo

software.
Definicio das
Configuracio da estruturas de Ciélculo das
Entrada de dados  [—> Krigagem — variograma e efeito | estimativas finais
pepita

Fonte: autor (2026).
4.3. Entrada de dados

A entrada de dados pode ser realizada por meio da insercdo manual diretamente no
software ou pela importacdo de arquivos externos nos formatos .txt e .csv. Esses arquivos
devem seguir uma estrutura tabular especifica, podendo os dados estar separados por virgula
(“.”), ponto e virgula (*;”) ou tabulacdo. Os valores podem adotar a convencao de separagao
decimal por ponto (por exemplo, 123.3) ou por virgula (123,3); neste Gltimo caso, recomenda-
se que os dados sejam separados por ponto e virgula ou tabulagdo, a fim de evitar ambiguidades

na leitura do arquivo.

Na primeira linha, deve estar presente o cabecalho, contendo trés colunas. As duas
primeiras colunas correspondem as coordenadas espaciais, sendo a primeira referente a
coordenada X e a segunda a coordenada Y. A terceira coluna deve conter os valores da variavel

de interesse a ser estimada por krigagem.

Ressalta-se que as colunas dos arquivos importados ndo precisam, necessariamente,
possuir essa nomenclatura, uma vez que o software interpreta automaticamente a primeira
coluna como coordenada X, a segunda como coordenada Y e a terceira como o valor da variavel

amostrada.

A Figura 8 apresenta um exemplo de arquivo no formato .txt aceito pelo sistema.
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Figura 8 - Exemplo de arquivo .txt aceito pelo software.

X,¥, Teor_%
374.54,969.58,8.254
956.71,775.13,3.218
731.99,939.5,1.64
598.66,894.83,2.592
156.82,597.9,4_547
155.99,921 87,1 .322
58.88,88_.49,2.111
866.18,195.98,3_8682
681.12 45 23 ,1._.221
7B8.87,325.33,8._477
28.58,388.68,1.52
969.91,271.35,8.89
832 .44 ,828.74,4.656
212.34,356.75,4.86
181.82,280.93,3.284
183.4,542 7,437
384.24,148 .92 4_838
524.76,882.2,1.814

Fonte: autor (2026).

Apo6s a importacdo, os dados sdo armazenados internamente no programa em uma
estrutura do tipo DataFrame, da biblioteca Pandas. Considerado a principal estrutura dessa
biblioteca, 0 DataFrame consiste em um arranjo tabular bidimensional que permite a
organizacdo de diferentes tipos de dados em suas colunas. Sua arquitetura baseia-se no uso de
rotulos para linhas e colunas, possibilitando o alinhamento automatico em operacgdes
matematicas e facilitando a manipulacdo e analise dos dados.

4.4. Configuracdo da krigagem

4.4.1. Definigéo do suporte de estimativa

Apbs a insercdo dos dados, procede-se a etapa de configuracdo da krigagem.
Inicialmente, é escolhido o tipo de krigagem a ser utilizado (simples, ordinaria ou da média).
Em seguida, especifica-se 0 suporte da estimativa, podendo esta ser realizada em um ponto (uo)

ou em um bloco (B).

No caso da estimacdo pontual, é necessario informar apenas as coordenadas X e Y do
ponto de interesse. Ja para a estimacdo em blocos, devem ser definidos, aléem das suas

coordenadas centrais Xce Y., pardmetros adicionais, relacionados a geometria do bloco.
4.4.2. Parametros para a krigagem de um bloco

Para a estimacdo em blocos, devem ser definidas as dimensdes do bloco nas dire¢bes X
(Dx) e Y (Dy). O bloco pode possuir dimensdes minimas de 1 m x 1 m e maximas de 250 m x
250 m.
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O limite superior foi estabelecido com o objetivo de equilibrar a representacdo da
variabilidade espacial e o custo computacional do processo de estimacdo. Blocos maiores
exigem discretizacbes mais refinadas, aumentando o tempo de processamento, além de
promover maior suavizagdo das estimativas. Assim, o valor adotado busca garantir desempenho

adequado do software sem comprometer a qualidade dos resultados.

Adicionalmente, deve-se definir o nivel de discretizacdo do bloco, por meio do nimero
de subdivisdes na diregdo X (nx) e na direcdo Y (ny), que determinam o tamanho da malha

utilizada no processo de discretizagéo.
4.4.3. Discretizacdo do bloco

A discretizacdo do bloco foi definida variando de um minimo de 1 né (malha 1 x 1) até
um maximo de 100 nds (malha 10 x 10). Esse intervalo foi adotado de modo a permitir
diferentes niveis de detalhamento na representacédo da variabilidade interna do bloco, ao mesmo
tempo em que se mantém o controle sobre o custo computacional do processo de estimacéo.
Além disso, conforme Journel e Huijbregts (1978), para aplicacBGes praticas em mineracéo,
recomenda-se 0 uso de malhas de discretizacdo com até 6 x 6 nos, sendo adotado o limite
superior de 10 x 10 visando maior flexibilidade na analise, especialmente em estudos didaticos.
Na Figura 9 pode ser observado um bloco discretizado em malhas de 1x1 nd, 2x2 nés e 10x10

nos.

Figura 9 - Bloco discretizado em: (a) malha 1x1; (b) malha 2x2 e (c) malha 10x10.

sl (b)

—~
o
~

Fonte: autor (2026).

As posicdes de cada no foram definidas de acordo com o seguinte processo. Para um

bloco de dimensdes Dx x Dy, subdividido em uma malha nx x ny, cujo canto inferior esquerdo
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encontra-se na posi¢do (Xo, Yo), as coordenadas (xi, yj) do no central de cada sub-bloco (i, j)
podem ser calculadas pelas equacdes (50) e (51).

D, 1 ]
X; = Xo + (n—x) X (l - E)' i=12,..,n, (50)
D, 1 .
Yi= Yot o X (] —§>, ji=12,..,n, (51)
y

onde Xo e Yo sdo obtidos a partir das coordenadas do centro do bloco (X¢, Ye):

Dy

vo=x, -2 (52)
D
yo =Y, — = (53)

Dessa forma, cada nd é posicionado no centro geométrico de sua respectiva célula,
garantindo uma discretizacdo uniforme do bloco. No software desenvolvido, o resultado é
organizado em uma matriz com nx x ny linhas e duas colunas, em que cada linha corresponde a
um no6 da malha de discretizacdo, armazenando suas coordenadas (Xnj, yn;j). Essa estrutura pode

ser representada pela matriz a seguir:

XN, YN,

' (54)
XN; YN

4.4.4. Estruturas de variograma

Apos o processo de configuracao da krigagem, procede-se a definicdo das estruturas do
variograma. O software disponibiliza quatro tipos de estruturas: efeito pepita (Co), esférica,

exponencial e gaussiana.

E possivel combinar multiplas estruturas variograficas em um mesmo modelo, sendo
necessario definir, para cada uma delas, os parametros que servirdo de base para o calculo da
krigagem, tais como o alcance e o patamar. No caso do efeito pepita, define-se apenas o patamar

associado.

No final, o modelo global de variograma (y), que servird como base para a montagem
da matriz K e da matriz C do sistema de krigagem sera representado pela soma de todas as

estruturas escolhidas, conforme a equacgéo (55):
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Ye(W) = Co+ va(R) + y2(h) + -+ yi(R) (55)
onde Co representa o efeito pepita e y1(h), yz(h) e yk(h) representam as demais estruturas.

Adicionalmente, pode-se considerar a presenca de anisotropia nos modelos
variograficos. Quando aplicavel, devem ser informados os alcances nas dire¢cfes principais X e
Y, assumidas como coincidentes com os eixos coordenados, o que simplifica a incorporacgéo da
anisotropia no modelo. O tratamento dessa condicdo sera discutido com maior detalhamento na
secdo 4.4.7.

4.45. Calculo das estimativas finais

Para o calculo da estimativa final, isto €, o valor estimado da variavel, é necessério
determinar previamente alguns elementos. Inicialmente, calculam-se as distancias “h” entre
todos os pares de pontos amostrais, bem como entre 0os pontos amostrais e 0 elemento de
estimativa. No caso da krigagem em blocos, também sdo determinadas as distancias entre os
pontos amostrais e 0s nds da malha de discretizagdo, alem das distancias entre os proprios nos.

Em situacBes em que ha anisotropia, essas distancias sao ajustadas de acordo com as

amplitudes definidas para o modelo variogréfico anisotropico.

Em seguida, sdo calculados os valores do variograma entre os pares de pontos amostrais
e entre 0s pontos amostrais e o elemento a ser estimado. Para a estimacgdo em blocos, calculam-
se ainda os variogramas entre os nés da discretizacdo, de modo a obter o variograma médio do

bloco.

Apb6s o calculo dos variogramas, sdo determinadas as funcdes de covariancia
correspondentes, por meio da relacdo apresentada na equacao (6). Essa conversdao decorre da
opcao, adotada no software, por resolver o sistema de krigagem em termos da funcdo
covariancia, escolha motivada pelo menor custo computacional associado a inversdo das
matrizes envolvidas, conforme observado por Journel e Huijbregts (1978), que destacam que a
formulacdo do sistema em termos de covariancia € preferida por razbGes de eficiéncia de

programacéo.

Esse processo pode ser representado pelo fluxograma apresentado na Figura 10.
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Figura 10 - Fluxograma representando a sequéncia de operagdes para o célculo das

estimativas finais.

Resolucio do

sistema de Estimativa final
krigagem

Calculo das Calculo dos Calculo das
distancias variogramas covariancias

Fonte: autor (2026).
4.4.6. Calculo das distancias — Estruturas isotropicas

O calculo da krigagem, seja ela simples, ordinaria ou da média, conforme implementado
no software, segue, de modo geral, um mesmo procedimento. Inicialmente, calcula-se a
distancia “h” entre todos os pares de pontos amostrais (a, ). Em seguida, determina-se também

a distancia entre os pontos amostrais e 0 elemento a ser estimado.

No caso onde o elemento de estimativa € um ponto, calcula-se a distancia entre 0s pontos
amostrais e 0 ponto de interesse. J& no caso onde o elemento de estimativa € um bloco, as
distancias sdo obtidas entre os pontos amostrais e 0s nds da malha de discretizacao do bloco e

entre 0s nos da malha de discretizacao.

Podem ser distinguidos dois casos para o calculo das distancias. No primeiro,
considerando estruturas isotrépicas, a distancia entre dois pontos é determinada pela distancia
euclidiana. Nesse caso, a distancia “h” entre dois pontos i e j pode ser expressa pela equagao
(56):

by = J (= )2 + (3 — ;)2 (56)

Para um conjunto de n amostras, o resultado do célculo das distancias entre todos os
pares de pontos amostrais é representado pela matriz quadrada de dimensao unx Un, CUjOS

elementos humuﬁ correspondem as distancias entre as amostras u, e ug, podendo ser expressa

pela matriz (57):

hyjwy - hugu,
. . . (57)

hyuy = hupu,
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Para o caso de uma estimativa pontual, as distancias entre os pontos amostrais o € 0

ponto de estimativa ug, podem ser representadas por uma matriz coluna dada por:

hul'uo
: (58)

Un,Ug
onde h,,_,,, representa a distancia do ponto amostral u, em relagdo ao ponto de estimativa Uo.

Quando o elemento a ser estimado corresponde a um bloco, a matriz de distancias é
formada pelas distancias entre os u, pontos amostrais e 0s Nj no6s da malha de discretiza¢éo do
bloco, cujas coordenadas foram definidas na matriz (54). Nesse caso, a matriz de distancias
pode ser expressa por:

hul.Nl hu1.Nj

(59)

hun,Nl hun,Nj
em que humNj corresponde a distancia da amostra u, até o no de discretizacéo N;.

Além disso, para o caso da estimativa de um bloco, a matriz de distancias entre cada n

da malha de discretizacdo pode ser expressa por:

hy,n, th,N]-
. ) . (60)

th-,N1 hNi,Nj
4.4.7. Calculo das distancias — Estruturas anisotropicas

Quando a estrutura variografica apresenta anisotropia (seja geométrica ou zonal), a
distancia “h” utilizada no célculo do variograma ndo pode ser aquela obtida pela equacéao (56).
Nesses casos, torna-se necessario aplicar uma corregdo nessas distancias antes do calculo do

modelo variogréfico.

A obtencdo do variograma para uma estrutura que apresenta anisotropia geometrica

consiste em aplicar uma distancia corrigida “h" a um modelo isotrdpico yo, ou seja:

y(h) = yo(h") (61)
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A anisotropia geométrica pode ser representada por uma elipse, na qual o eixo maior
indica a diregdo de maior continuidade espacial, associada ao maior alcance do variograma. O
eixo menor, por sua vez, corresponde a direcdo de menor continuidade, apresentando menor
alcance. A direcdo de maior continuidade forma um angulo 6 com o eixo Y (Norte), sendo esse

azimute medido no sentido horario a partir desse eixo. A Figura 11 ilustra essa representacgao.

Figura 11 - Elipse utilizada para representar graficamente a anisotropia geométrica.

Fonte: autor (2026).

Conforme Goovaerts (1997), a correcdo da anisotropia geométrica é realizada por meio
de uma transformacao de coordenadas aplicada ao vetor de separacdo h, de componentes (hy,
hy), levando-o a um novo vetor h', de componentes (hy, hy), em um sistema isotrépico

equivalente. Essas novas coordenadas sdo obtidas pela seguinte multiplicacdo de matrizes:

,_ [Px'] _[cos® —sinf] [h«
= [hy']_[sinﬁ cosH] [hy] (62)

A elipse é entdo redimensionada, passando a corresponder a um circulo, sendo obtida

entdo a nova distancia corrigida h":

==l 2 [ (63

onde A é o fator de anisotropia.
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Para o calculo do fator de anisotropia pode ser adotada duas convencgdes. A primeira é
a apresentada por Goovaerts (1997), onde A pode ser calculado por:

amenor

1=

(64)
Amaior
em que amaior € amenor COrrespondem aos alcances nas dire¢des de maior e menor continuidade,

respectivamente.

Como A < 1, essa formulagdo comprime o eixo de maior continuidade até o tamanho do
eixo de menor continuidade, de modo que a circunferéncia resultante apresenta raio igual ao
alcance na dire¢ao de menor continuidade. O fator A ¢é aplicado a componente do vetor h'

alinhada com a direcdo de maior continuidade.

A segunda convencao, proposta por Armstrong (1998), utiliza o inverso do parametro

— Amaior (65)

K= 1
/1 amenor

Como k > 1, essa formulacdo estica o eixo de menor continuidade até o tamanho do eixo
de maior continuidade, e a circunferéncia resultante apresenta raio igual ao alcance na direcédo
de maior continuidade. O fator “k” é aplicado a componente do vetor h' alinhada com a direcéo

de menor continuidade.

No software desenvolvido optou-se pela convengédo de Goovaerts (1997). Considerou-
se ainda o caso particular em que os eixos principais da elipse de anisotropia coincidem com os
eixos coordenados (6 = 0), situacdo que dispensa a rotacdo prévia do vetor h e simplifica
significativamente o célculo. Nesse caso, a distancia corrigida h" é obtida diretamente pela

equacéo (66):

h' = /hf + 22h,° (66)

em que h; e hz sdo as componentes do vetor h alinhadas com as dire¢Ges de menor e maior

continuidade, respectivamente.

O resultado final é semelhante ao obtido para o caso isotropico, com a diferenca de que

as matrizes apresentadas em (57), (58), (59) e (60) passam a ser compostas pelas distancias
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corrigidas pela anisotropia, conforme equagéo (66). As matrizes correspondentes assumem

entdo a seguinte forma:

Distancias entre amostras:

h{llrul hil’pun
: . : (67)
hpu, o M,
Distancia entre amostras e ponto a estimar:
hubuo
: (68)
n
Un,Ug
Distancia entre amostras e n6s da malha de discretizacao:
12} n
ul,Nl b ul,Nj
: : : (69)
n n
TS VR Y
Distancia entre os pares de nos (N;,N;) da malha de discretizagao:
n n
Ny,Ny Ny,Nj
: ' : (70)
12} n
hNi,Nl ) th,N]

Essas distancias corrigidas sdo entdo utilizadas no calculo do variograma, incorporando

os efeitos da anisotropia no processo de estimacéo.
4.4.8. Calculo do variograma

A partir das distancias calculadas entre os diferentes elementos (amostras, ponto de
estimativa ou nds da discretizacéo), procede-se ao calculo dos valores do variograma. Para cada
vetor de separacdo “h”, o valor do variograma y(h) é obtido a partir do modelo tedrico
previamente definido, o qual pode ser composto por uma ou mais estruturas variograficas, como

definido na equagé&o (55).

No software, ha a presenca de quatro modelos de variograma, conforme pode ser

visualizado na Tabela 1;
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Tabela 1 - Estruturas variograficas disponiveis no software desenvolvido.

Modelo Equacéo
. . _ (0, seh=0
Efeito pepita — Co y(h) = {C, e h >0
3/hy 1/h\’ N
Esférico ym =1¢ |2 (a) "2 (a) o sehsa
C , se h=>a
. 3h
Exponencial y(h) =C [1 - e‘?]
h 2
Gaussiano y(h)=¢C l1 —e” 3(a) l

Fonte: autor (2026).

Cabe destacar que, nas formulagdes dos modelos exponencial e gaussiano apresentadas
na Tabela 1, o parametro “a” corresponde ao alcance pratico, definido como a distancia em que
0 variograma atinge aproximadamente 95% do patamar (Deutsch e Journel, 1997). Tal
definicdo se faz necessaria porque, na teoria, esses modelos atingem o patamar apenas

assintoticamente, a medida que “h” tende ao infinito.

A escolha pelo alcance pratico foi adotada por manter coeréncia com a interpretacdo do
alcance no modelo esférico, no qual representa, por definicdo, a distancia em que o patamar é
efetivamente atingido. Dessa forma, o valor de “a” informado pelo usuério possui 0 mesmo
significado em todos os modelos disponiveis no software, dispensando-o de realizar conversdes

entre alcance teorico e pratico ao alternar entre as diferentes estruturas variogréficas.

Os valores do variograma sao calculados a partir das matrizes de distancias previamente
determinadas, individualmente para cada estrutura definida pelo usuério. Para estruturas
isotropicas, sdo utilizadas as distancias euclidianas obtidas conforme a equagéo (56), ao passo
que, para estruturas com anisotropia geometrica, empregam-se as distancias corrigidas,
calculadas pela equagdo (66). De forma geral, para uma estrutura genérica, as matrizes de

variograma assumem a seguinte forma. Entre os pares de pontos amostrais:
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Vi(hul,ul) Vi(hul,un)
; ; . i=1,2..k (71)
Vi(hun,ul) Vi(hun,un)
Entre as amostras e o ponto a estimar:
yi(hul,uo)
: . i=1,2,..k (72)
Vi(hun,uo)

Quando a estimativa for realizada em relagdo a um bloco, calculam-se primeiramente

0s variogramas entre os pontos amostrais e 0s n6s da malha de discretizacdo do bloco:

Vilhugm) Vi (Puyn,)
: - : , i=1,2,..,k (73)

yi(hl;n,Nl) Vi (h;;n,Nj)

Em seguida, obtém-se o variograma meédio entre cada amostra u, € o bloco B a ser
estimado, dado pela média aritmética dos variogramas calculados em relacdo aos N nos da

discretizacdo, obtidos em (73), conforme:

N

_ 1

Y (uy, B) = Nzy(hu""Nf) , a=12,..,n (74)
j=1

Ao final, o resultado sera uma matriz coluna, contendo os valores dos variogramas

médios entre a amostra u, e 0 bloco B:

?(uli B)
[ ’ (75)

7(in, B)

Como a verificagdo da anisotropia é realizada individualmente para cada estrutura do
modelo aninhado, é possivel que, em um mesmo modelo, distintas estruturas utilizem matrizes

de distancias diferentes, algumas euclidianas, outras corrigidas pela anisotropia

Para a obtencdo das matrizes globais de variograma, somam-se as contribui¢des de cada
estrutura, tanto para a matriz entre os pares de pontos amostrais quanto para a matriz entre as

amostras e 0 elemento de estimativa. A matriz global Ma-a, entre os pares de pontos amostrais,
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é entdo obtida pela soma das “k” matrizes que contém os variogramas entre 0s pares de amostras

para cada k estrutura:

0 yl(hul,u.,,)
o i+ : : H
Co 0

yAA(hul,ul) VAA(hul,u“) 0 Co
: - : = [ - : + -+

(76)

¢

Vi (hu.,,,ul)

My_p = [

Yaa (hun,ul) o Yaa (hu“,u“) Y1 (hun,ul) o 0

A matriz global Ma-p , entre as amostras e o ponto a estimar, é obtida de forma analoga,

somando-se as contribuicdes de cada estrutura:

CO ]/1 (hul,uo)

MA_p = + + -+

V‘“’(h?‘l'“"ﬂ (77)

Yap (hun,uo)

Yk (hl.il,uo)“

Yk (hun,uo)

Co V1 (hun,uo )

No caso da estimacdo em blocos, a matriz coluna correspondente é o de variogramas
médios entre as n amostras e o bloco B, denotado por y,,. Cada elemento dessa matriz é, por
sua vez, a média aritmética dos variogramas calculados entre a respectiva amostra o € 0s N nos

da malha de discretizagdo. A soma das contribuicOes de cada estrutura resulta na matriz Ma-g:

7A3(u11 B) CO 71(u11 B) )_/k(ullB)

My g = + + -+ (78)

Co

7,43 (Un, B) 71(un' B) )_/k(un' B)

em que 7,,(u,, B) representa o variograma medio entre a amostra o e 0 bloco B, calculado a

partir da k-ésima estrutura do modelo.
4.4.9. Montagem do sistema de krigagem

Obtidas as matrizes globais de variograma Ma-ae Ma.p (0u Ma.g, N0 caso da estimativa
para um bloco), procede-se a montagem do sistema matricial de krigagem, do qual seréo obtidos
0s pesos A associados a cada amostra u,. De forma geral, o sistema pode ser representado como
[K][A] = [C], em que K é a matriz de coeficientes formada a partir das relacfes entre os pares
de pontos amostrais, e C é a matriz independente, que reflete a relacdo entre as amostras e 0
elemento a ser estimado. A estrutura especifica de K e C varia conforme a variante de krigagem
adotada, krigagem simples, ordinaria ou da média, em virtude das particularidades de cada

formulacéo, conforme detalhado a seguir.

Cabe destacar que, embora os sistemas das krigagens simples, ordinaria e da média
tenham sido apresentados anteriormente em funcdo da covariancia, no software optou-se por

formular as etapas intermediarias do célculo em termos do variograma. Essa escolha foi
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motivada pelo carater didatico: a apresentacdo das matrizes intermediérias diretamente em
termos do variograma permite ao usuario acompanhar visualmente, e de forma mais intuitiva,
a relacdo entre os parametros do modelo variografico (alcance, patamar e efeito pepita) e as

matrizes envolvidas no sistema de krigagem.

Adicionalmente, a conversao das matrizes para a funcao covariancia somente se justifica
na etapa final, em que ocorre a inversdo da matriz K para a resolucdo do sistema linear. Realiza-
la nas etapas anteriores implicaria a aplicacdo da relacdo (6) a cada elemento de cada matriz
intermediéria, aumentando o numero de operacdes sem beneficio computacional, uma vez que
tais valores ndo séo utilizados em qualquer inverséo matricial nessas etapas. A resolugéo final
do sistema, por sua vez, é conduzida em termos da funcdo covariancia, em razdo do menor

custo computacional associado, conforme detalhado posteriormente.
Krigagem simples

Para a obtencdo da matriz K do sistema apresentado em (28), aplica-se a relacdo (6) a
cada elemento da matriz Ma-a (76), convertendo os valores de variograma y(uq - Up) em

covariancias C(u - ug). A matriz K assume entdo a forma:

Clug —ug) - Cluy —uy)
K = : : —

C(O) - VAA(hul,ul) C(O) - VAA(hul,un)
Clup—up) ~ Clin—wd]  [CO) = Yaalhu) ~ C(0) = yanChuu)

(79)

em que C(0) é o patamar total, correspondente a soma dos patamares de todas as estruturas

variogréaficas definidas em (55).

A matriz C é obtida de forma analoga. No caso de uma estimativa pontual, a aplicacao

da relacdo (6) a cada elemento da matriz Ma-p resulta em:

C(uy — up) C(0) = v p(huy )
C = [ : ] = : (80)

C (up — o) C(0) = ¥ p(huy )

No caso da estimativa de um bloco, a matriz C é obtida pela aplicacdo da relacéo (6) a

cada elemento da matriz Ma-g, resultando em:

Clu; —up)]  [€C(O) =7, (i, B)
’ ‘ (81)

C = : = :
[C (un — uo)] €(0) = ¥,5(wn B)
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Dessa forma, o sistema apresentado em (28) pode ser expandido, no caso de uma

estimativa pontual, para:

C(O) - y/.lA(hul,ul) C(O) - VA'A(hul,un ‘ l/l ‘ lc(o) — Yar (hul,uo)

: : : ‘ (82)
C(O) —Yaa (hun,ul) C(O) —Yaa (hun,un

C(0) = Yap ()

Para a estimativa de um bloco, o sistema apresentado em (28) torna-se:

C(0) = vaa(hu, ) - C0) = Vaa(hy, ) /1 C(O) =¥ 51, B)
: . : : (83)

C0) = YarChupy) - C(0) = YaaChu )| [255]  [CC0) =7, (B

A solucio do sistema segue o apresentado na equacio (29), fornecendo os pesos Ad*S,
posteriormente utilizados no calculo da estimativa do valor da varidvel regionalizada (equacéo

(23)) e da variancia do erro associadas ao ponto ou bloco a ser estimado (equagéo (26)).

O estimador da krigagem simples incorpora explicitamente a média m dos dados
amostrais. No software desenvolvido, essa média pode ser fornecida sob trés formas: como a
média aritmética simples dos dados amostrais, como a estimativa obtida pela krigagem da
média, e por uma média inserida manualmente pelo proprio usuério. A escolha entre as trés

opcdes fica a critério do usuario e é definida na configuracao da krigagem.

Krigagem ordinaria

Para o sistema da krigagem ordinaria, apresentado em (36), a matriz K em termos de
covariancias é obtida de forma analoga a da krigagem simples, acrescentando-se uma linha e
uma coluna adicionais associadas a condicdo de ndo-tendenciosidade. A matriz assume a

seguinte forma:

Clu; —uy) - C(u1 Uy) 1 C0) = vaathuu) - C(0) = vaa(hy,n,) 1
K=t —w) - Cm—w) 1|7 (60 = vasthuu) = €O = vaalhu) 1| &P
1 1 0 1 1 0

A matriz C é obtida de forma semelhante a da krigagem simples, com o acréscimo de
um termo unitario associado a condigdo de ndo-tendenciosidade. Para a estimativa pontual, a

matriz C assume a seguinte forma:
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C(u1 - uO) C(O) - VAP (hu1 u(])
C = 85
c<un —up)| = e - o o () (85)
Para a estimativa em blocos, a matriz C assume a forma:
C(uy —up) Cc(0) - VAB(uu B)
C = : = : 86
Cun—u)| = |c) =7, B) (86)
1 1

No caso de uma estimativa pontual, o sistema da krigagem ordinaria pode ser expandido

para:

C(0) = yaa(huu,) -~ C(0) - mwm)ﬂl 1 €O = v p(huyu,)

= " = = 87
c(0) - yAA(hun,ul) o C(0) — VAA(hun un) 1 /1,150 C(O) - VAp(hun,uO) ( )
1 1 0 —Hyo 1
Quando a estimativa for realizada para um bloco, o sistema matricial torna-se:
CO = Yalhu) -+ €O = Faalhugu,) q% | [CO =Y, B))
: - | = : 88
C(O) - VAA(hun,ul) C(O) yAA(hun un) 1 I l ko I C(O) - yAB (uli B) ( )
1 1 _nuKOJ 1

A solucdo de ambos segue a forma apresentada em (37).
Krigagem da média

Diferentemente das demais variantes implementadas, essa modalidade ndo requer a
definicdo de um suporte especifico de estimativa (ponto ou bloco), uma vez que a estimativa
ocorre em relacdo a um conjunto de amostras. Por essa razdo, na etapa de calculo das distancias
sdo determinadas apenas aquelas relativas aos pares de pontos amostrais, conforme as matrizes
apresentadas em (57) e (67), para 0s casos isotropico e anisotropico, respectivamente. De forma
analoga, no célculo dos variogramas obtém-se somente a matriz Ma-a, dispensando-se as

matrizes Ma-pe Mas.

A montagem da matriz K do sistema da krigagem da meédia segue de maneira idéntica
aquela apresentada para a krigagem ordinéria. A diferenca reside na matriz C: como a krigagem

da média ndo esta vinculada a um elemento de estimativa especifico, seus elementos nédo
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carregam informacdo geométrica, sendo compostos exclusivamente por zeros associados aos

pontos amostrais e pelo termo unitario associado a condi¢éo de ndo-tendenciosidade:

0
C= H (89)
1

O sistema final assume entdo a forma:

CO) = VaaChug) = €O = YaaChuy) 17[ 217 | 10
: : : : — 90
C(O) — Yaa (hun,ul) C(O) - VAA(hun,un) 1 ASM 0 ( )

A solucdo segue a apresentada em (45).
4.4.10. Resolucdo do sistema de krigagem e calculo das estimativas

Ap0s a montagem do sistema matricial [K][A] =[C], procede-se a sua resolucéo, da qual
sdo obtidos os pesos A, associados a cada amostra u, e, quando aplicavel, o multiplicador de
Lagrange ugy. No software desenvolvido, a solucdo do sistema é obtida pela funcéo
“numpy.linalg.solve” da biblioteca NumPy. Optou-se por essa abordagem em detrimento da
inversdo direta da matriz K, por apresentar maior estabilidade numérica e menor custo

computacional.

A solucdo do sistema fornece a matriz de pesos de acordo com cada tipo de krigagem.
Para a krigagem simples, é retornado uma matriz apenas com os valores dos pesos AXS. Para a
krigagem ordinaria e da média, a matriz é retornada com os valores dos respectivos A, € 0S

respectivos valores do multiplicador de Lagrange, M.

A partir dos pesos obtidos, calcula-se a estimativa final, do valor ou da média da variavel
de interesse, cuja expressdo depende da variante adotada. Para a krigagem simples, a estimativa
é dada pela equacdo (23), incorporando explicitamente a média m fornecida pelo usuério. Para
a krigagem ordinaria, a estimativa € obtida pela equacdo (31), enquanto para a krigagem da
média a estimativa é calculada conforme a equagéo (40).

De forma andloga, a variancia do erro de estimativa também é obtida a partir dos pesos

calculados, sendo sua expressdo dependente da variante adotada: para a krigagem simples,
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utiliza-se a equacdo (30); para a krigagem ordinaria, a equacdo (39); e para a krigagem da

média, a variancia corresponde diretamente ao valor do multiplicador de Lagrange p.

4.5. Validacao dos resultados

4.5.1. Krigagem simples

A etapa de validacdo tem por objetivo verificar se as estimativas e variancias produzidas
pelo software desenvolvido reproduzem corretamente os resultados esperados pela formulacéo
tedrica da krigagem, atestando assim a confiabilidade da implementacédo. Para tanto, adotou-se
uma estratégia de validacdo baseada na comparacéao dos resultados obtidos pelo software com

os resultados obtidos pela resolucdo de alguns exercicios disponiveis na literatura.

Para a krigagem simples, adotou-se o Exercicio 2.1 de Olea (1999), dada sua ampla
referéncia didatica e o fato de o autor disponibilizar a solucdo analitica completa. O exercicio

considera quatro amostras com as seguintes coordenadas e valores de uma variavel:

Tabela 2 - Conjunto amostral utilizado no Exercicio 2.1 disponivel em Olea (1999).

Amostra X (m) Y (m) Valor
1 10 20 40
2 30 280 130
3 250 130 90
4 360 120 160

Fonte: Olea (1999).

A estimativa é feita no ponto xo = (180, 120), com média m = 110. Olea descreve a
estrutura espacial pela fungdo covariancia C(h) = 2000e™?%, que corresponderia a um

variograma exponencial de patamar igual a 2000 e alcance igual a 250.

Para reproduzir o exemplo, foi necessario converter o alcance tedrico em alcance
pratico, parametro adotado na formulagdo do modelo exponencial implementada no software,
multiplicando-se o alcance original por trés. Dessa forma, a estrutura variografica equivalente
foi descrita por um modelo exponencial de patamar 2000 e alcance 750, com média

populacional igual a 110.

Os resultados obtidos podem ser visualizados na Tabela 3.
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Tabela 3 - Resultados comparativos entre Olea (1999) e o software desenvolvido.

Paréametro Olea (1999) Software Desvio relativo
Teor estimado 86,7 86,7 0%
0% 752,9 752,9 0%

Fonte: autor (2026).

Os valores obtidos pelo software coincidem com os reportados por Olea (1999). A

consisténcia observada valida a implementacdo tanto do sistema de krigagem em formulacao

variografica quanto do estimador e da variancia do erro.
4.5.2. Krigagem ordinaria

Para a validacdo da krigagem ordinéria, foi utilizado o software E{Z}-Kriging como
referéncia. O conjunto amostral é composto por sete pontos (Tabela 4), e a estimativa é
realizada na posicdo xo = (149, 149). A estrutura espacial foi modelada por um variograma

esférico de patamar igual a 100 e alcance igual a 100, sem efeito pepita.

Tabela 4 - Conjunto amostral utilizado para validacdo da krigagem ordinéria.

Amostra X (m) Y (m) Valor

1 87 71 0

2 171 52 3

3 239 106 86
4 239 192 20
5 171 246 27
6 87 227 67
7 49 149 31

Fonte: Walvoort (2002).

A validacdo foi conduzida em duas etapas: estimativa pontual e estimativa por bloco.

Para a estimativa pontual, os resultados obtidos podem ser vistos na Tabela 5.
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Tabela 5 - Resultados obtidos para a krigagem pontual realizada no E{Z}-Kriging e no

software desenvolvido.

Parametro E{Z} — Kriging Software Desvio relativo
Teor estimado 33,4 334 0%
0% 115,0 115,0 0%

Fonte: autor (2026).

Para a estimativa por bloco, considerou-se um bloco centrado em (149, 149), com
dimens@es de 100 x 100 m. O E{Z}-Kriging ndo permite ao usuario configurar a discretizacdo
do bloco, mas a equivaléncia completa com seus resultados foi obtida no software desenvolvido
adotando-se uma discretizacdo de 5 x 5 n6s. Os resultados obtidos podem ser visualizados na
Tabela 6.

Tabela 6 - Resultados obtidos para a krigagem ordinaria realizada em um bloco no E{Z}-
Kriging e no software desenvolvido.

Parametro E{Z} — Kriging Software Desvio relativo
Teor estimado 33,5 33,5 0%
Oks 41,4 41,4 0%

Fonte: autor (2026).

Em ambas as configuracGes, os resultados obtidos pelo software coincidem
integralmente com os fornecidos pelo E{Z}-Kriging, considerando que este ultimo apresenta
os valores com apenas uma casa decimal de precisdo. A correspondéncia exata, tanto na
estimativa pontual quanto na estimativa por bloco, corrobora a correta implementagdo do
sistema de krigagem ordinaria no software, incluindo o procedimento de discretizac&o aplicado

ao calculo dos variogramas médios amostras-bloco e bloco-bloco.
4.5.3. Krigagem da media

Para a validagcdo da krigagem da média, foi utilizado o exemplo apresentado por
Yamamoto e Landim (2013). O conjunto amostral € composto por quatro pontos, conforme
apresentado na Tabela 7.



Tabela 7 - Conjunto amostral utilizado para a validagdo da krigagem da média.

Amostra X Y Valor
1 26,50 36,5 21,807
2 20,50 33,50 18,697
3 13,50 29,50 19,320
4 24,50 27,50 18,627

Fonte: Yamamoto e Landim (2013).

A estrutura espacial foi modelada por um variograma esférico de patamar igual a 19,8 e
alcance igual a 14,16, sem efeito pepita. O ponto estimado esta localizado em (23,75; 31,25).

Os resultados obtidos podem ser vistos na Tabela 8.

Tabela 8 - Resultados obtidos para a krigagem da média por Yamamoto e Landim (2013) e

pelo software desenvolvido.

. Yamamoto e Landim ; )
Parametro Software Desvio relativo
(2013)
Média estimada 19,782 19,782 0%
0% 7,353 7,353 0%

Fonte: autor (2026).

Os resultados obtidos coincidem integralmente com os reportados por Yamamoto e
Landim (2013). A correspondéncia exata corrobora a correta implementacdo do sistema de

krigagem da média.
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5. RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1. Apresentacéao do software

O software desenvolvido, denominado KrigMine2D, foi concebido como uma
ferramenta didatica para a aplicagcdo dos métodos de krigagem simples, ordinaria e da média,
com suporte de estimativa pontual ou em bloco. Sua interface gréfica foi construida de modo a
guiar o usuario pelas etapas necessarias a realizacdo de uma estimativa, desde a inser¢do dos

dados amostrais até a apresentacao dos valores estimados e da variancia do erro.

A organizacao da interface segue a sequéncia légica do processo de krigagem descrita
na metodologia (Figura 7), de modo que cada etapa € acessivel em uma regido especifica da
janela principal, conforme apresentado na Figura 12. Essa estrutura permite que o usuario
acompanhe visualmente o avanco da configuracdo, identificando com clareza os parametros ja

definidos e aqueles que ainda precisam ser informados.

Figura 12 - Tela principal do KrigMine2D.

Fonte: autor (2026).

A insercdo dos dados amostrais € realizada por meio do botéo "Inserir/Importar Dados",
localizado na tela principal do software. Ao ser acionado, € exibida uma janela especifica para
essa finalidade, na qual o usuério pode optar entre duas formas de entrada: a digitagdo manual
dos valores ou a importacdo a partir de um arquivo externo, conforme apresentado na Figura
13.
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Figura 13 - Janela de insercdo e importagdo de dados.

¥ Inserr Dados

Importar Dados

Apagar Ponto

Salvar Dados

Fonte: autor (2026).

Na digitacdo manual, o usuario informa diretamente, em campos da propria interface,
as coordenadas X e Y de cada ponto amostral, bem como o respectivo valor da varidvel de
interesse. Essa modalidade é particularmente (til para conjuntos de dados de pequena dimenséo
ou para fins didaticos, em que se deseja explorar manualmente o efeito de diferentes

configuragOes amostrais sobre as estimativas.

A importacdo a partir de arquivos externos é destinada a conjuntos de dados de maior
dimensdo, sendo aceitos arquivos nos formatos .txt e .csv, conforme detalhado na segéo 4.3.
Apo6s a importagdo, os dados sdo exibidos na interface em formato tabular, permitindo ao
usuario verificar a correta leitura dos dados, além de edita-los na propria interface, excluindo
ou adicionando pontos ao conjunto, antes de prosseguir para as etapas seguintes da krigagem,

conforme pode ser visualizado na Figura 14.



62

Figura 14 - Visualizacdo de dados importados no KrigMine2D.

I Insenir Dados

37454
950.71
73199
- Apagar Ponto
598.66
156.02

155.99

601.12

Salvar Dados

Fonte: autor (2026).

Ap0s a insercdo dos dados, sejam eles digitados manualmente ou importados de um
arquivo externo, o conjunto amostral é automaticamente representado em um grafico
bidimensional na interface principal do software, conforme apresentado na Figura 15. Nesse
grafico, cada ponto é posicionado de acordo com suas coordenadas X e Y, sendo identificado
por um indice numérico e colorido segundo o respectivo valor da variavel de interesse, por meio
de uma escala de cores acompanhada de barra de referéncia. Essa representacdo permite ao
usudrio visualizar de imediato a distribuicdo espacial das amostras e a variabilidade dos valores
ao longo do dominio.

Figura 15 - Visualizacao grafica do conjunto amostral no KrigMine2D.

PONTOS AMOSTRADOS

1000 -

>
B2
[=]
[=]
o

500
Coord. X

Fonte: autor (2026).

Adicionalmente, o grafico oferece uma funcionalidade de edicdo interativa: o usuario

pode alterar a posicdo de qualquer ponto amostral arrastando-o diretamente para a nova
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localizacdo desejada, sem a necessidade de retornar a janela de inser¢do de dados ou de editar
0 arquivo de origem. Essa funcionalidade torna o software particularmente adequado a
finalidades didaticas, uma vez que possibilita a exploracdo dindmica do efeito da configuragédo
amostral sobre as estimativas, permitindo ao usuario avaliar de forma imediata como pequenas
alteracOes na geometria de amostragem influenciam o resultado da krigagem. Ressalta-se que
a edicdo direta pela janela de insercdo de dados, descrita anteriormente, permanece disponivel,

ficando a critério do usuario a escolha do método mais conveniente.

Ap0s a insercdo dos dados amostrais, 0 usuario avancga para a etapa de configuracédo da
krigagem. Nessa etapa, define-se inicialmente a variante de krigagem a ser empregada (simples,
ordinaria ou da média) e, em seguida, o suporte de estimativa adotado, podendo este ser pontual
ou em blocos. A definicdo dos parametros associados a cada suporte é realizada de forma

especifica, conforme detalhado a seguir.

No caso da estimativa pontual, o usuario informa as coordenadas X e Y do ponto a ser
estimado. Ap0s a insercdo desses valores, 0 ponto é automaticamente representado no grafico
do conjunto amostral no formato de uma estrela, permitindo ao usuario visualizar sua

localizacdo em relacdo as amostras disponiveis, conforme apresentado na Figura 16.

Figura 16 - Visualizacao do ponto a ser estimado no KrigMine2D.

PONTOS AMOSTRADOS

1000 -

|
500
Coord. X

Fonte: autor (2026).

Para a estimativa em blocos, além das coordenadas do centro do bloco (Xc, Yc¢), o
usuario deve informar as dimensdes nas diregdes X e Y, bem como o nivel de discretizagcdo
adotado, definido pelo numero de subdivisGes em cada dire¢do. Esses par@metros podem ser
ajustados de duas formas: pela digitacdo direta dos valores nos respectivos campos ou pelo uso
de sliders interativos, conforme apresentado na Figura 17. O uso de sliders facilita a exploragéo
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de diferentes configuragdes de blocos, permitindo ao usuério avaliar de forma imediata o efeito

das dimensdes e da discretizacdo sobre a representacao visual do bloco.

Figura 17 - Interface para configuracéo dos parametros do bloco no KrigMine2D.
METODO DE ESTIMATIVA
© Pontual

CENTRO DO BLOCO:

Coord. X: | 500 Coord. Y: | 600

DIMENSOES DO BLOCO (m):

DX
DY
DISCRETIZAGAO DO BLOCO (Nos):

NX:

NY

Fonte: autor (2026).

Definidos os parametros, o bloco é representado no grafico do conjunto amostral,
juntamente com seus nés de discretizacdo, permitindo ao usuario visualizar sua geometria e
nivel de detalhamento em relacdo as amostras, conforme apresentado na Figura 18. Os valores
das dimensbes e da discretizacdo podem ser atualizados a qualquer momento, sendo as
alteracOes refletidas automaticamente na representacdo grafica do bloco. Essa atualizacdo
imediata permite ao usuério avaliar visualmente o efeito das modificacdes sobre a geometria e

o nivel de detalhamento adotados, facilitando a exploracéo de diferentes cenarios de estimativa.

Figura 18 - Visualizacdo do bloco e respectivos nés de discretizacdo no KrigMine2D.

PONTOS AMOSTRADOS
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Fonte: autor (2026).

Por fim, cabe destacar que as opg¢des de configuracdo disponiveis na interface variam

conforme a variante de krigagem selecionada. Para a krigagem simples, além dos parametros
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do suporte de estimativa, o usuario deve definir o tipo de média a ser utilizada no estimador,
podendo optar entre trés alternativas: a média aritmética dos dados amostrais, a estimativa
obtida pela krigagem da média ou um valor personalizado, informado diretamente pelo proprio
usuario, conforme apresentado na Figura 19. Essa flexibilidade permite ao usuario avaliar o
efeito da escolha da média sobre a estimativa final, contribuindo para fins didaticos. J& para a
krigagem da média, em razdo da natureza dessa variante, as opg¢des relativas ao suporte de
estimativa sdo automaticamente desabilitadas na interface, uma vez que essa modalidade ndo

requer a definicdo de um ponto ou bloco especifico.
Figura 19 - Opcdes de configuracdo da média na krigagem simples KrigMine2D.

TIPO DE KRIGAGEM

Simples
METODO DE ESTIMATIVA

Pontual O Bloco

COORDENADAS DO PONTO:

Coord. X: | 500 Coord. Y: | 600

TIPO DE MEDIA:

O Aritmética O Krigagem da Média Personalizada

Valor da média: 0.00

Fonte: autor (2026).

Concluida a configuracdo da krigagem, o usuario avanca para a definicdo das estruturas
do modelo variogréfico, etapa realizada na aba "Modelagem™ do software. Nessa aba, 0 usuario
define inicialmente o valor do efeito pepita, podendo informé-lo pela digitacdo direta no
respectivo campo ou pelo ajuste do slider correspondente. Para a inclusdo das demais estruturas

variograficas, o usuario aciona o botdo "+ Adicionar", conforme apresentado na Figura 20.
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Figura 20 - Aba de modelagem do variograma no KrigMine2D.

DEFINIGOES

Krigagem Modelagem

EFEITO PEPITA (CO)

0.00

MODELOS DE VARIOGRAMA

+ Adicionar

Fonte: autor (2026).

Ao acionar o botdo "+ Adicionar", uma nova janela é exibida, permitindo a configuracédo
de uma nova estrutura variografica, conforme apresentado na Figura 21. Nessa janela, o usuario
escolhe o modelo tedrico a ser adotado (esférico, exponencial ou gaussiano) e define os
parametros associados, isto €, o alcance e o patamar. Adicionalmente, o usuério pode indicar se
a estrutura apresenta anisotropia geométrica. Em caso afirmativo, o campo unico de alcance é

substituido por dois campos distintos, correspondentes aos alcances nas direcdes X e Y.

Figura 21 - Janela de configuracdo de uma estrutura variografica no KrigMine2D.

Configurar Estrutura de Variograma

CONFIGURAR VARIOGRAMA
Modelo: Esférico (O Exponencial

ANISOTROPIA

SIM Q nEo

Patamar:

Tipo

GEOMETRICA

Adicionar

Fonte: autor (2026).
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Ap0s a insercao dos parametros e o acionamento do botdo "Adicionar", a estrutura passa
a integrar o modelo global de variograma, ficando disponivel para visualizagdo e edi¢do na aba
"Modelagem". Esse processo pode ser repetido sucessivamente, permitindo a composicao de

modelos aninhados com multiplas estruturas, conforme descrito na metodologia.

A medida que novas estruturas sio adicionadas ao modelo, elas sdo listadas na aba
"Modelagem", identificadas sequencialmente como "Estrutura 1", "Estrutura 2" e assim por
diante, conforme apresentado na Figura 22. Para cada estrutura, sdo exibidos o tipo de modelo
adotado e os respectivos parametros (alcance e patamar), que permanecem editaveis pela
digitacdo direta ou pelo ajuste dos sliders. No caso de estruturas com anisotropia geométrica,
sdo apresentados dois campos de alcance, correspondentes as dire¢fes X e Y. O tipo de modelo
de cada estrutura pode ainda ser alterado por meio de um menu suspenso, sem a necessidade de
remové-la e adiciona-la novamente. Caso o usuario deseje excluir uma estrutura, basta acionar

0 botdo de remocdo, identificado pelo icone "X" no canto superior direito de cada estrutura.

Figura 22 - Visualizacdo das estruturas variograficas adicionadas ao modelo global no
KrigMine2D.

Krigagem Opgies

ESTRUTURA 1:  Esférico

ESTRUTURA 2: Exponencial

ESTRUTURA 3: Gaussiano

Fonte: autor (2026).

Apos a defini¢do das estruturas, o software apresenta automaticamente os graficos dos
variogramas correspondentes na aba "Modelagem™. Sao exibidos o variograma global (Figura
23-a), o variograma do efeito pepita (Figura 23-b) e os variogramas individuais de cada
estrutura adicionada. No caso de estruturas com anisotropia geometrica, sao apresentados dois

gréficos distintos, correspondentes aos variogramas calculados nas direcdes X (Figura 23-c) e
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Y (Figura 23-d), permitindo ao usuario visualizar separadamente o comportamento da

continuidade espacial em cada direcéo principal.

Os graficos sdo exibidos individualmente, um por vez, sendo a navegacao entre eles
realizada por meio dos botdes "<" e ">", localizados nas extremidades inferiores da area de
visualizacdo. A identificacdo do grafico atual é apresentada no canto superior esquerdo,
indicando a estrutura a qual o variograma se refere, e a posi¢éo relativa na sequéncia total €
exibida ao centro, no formato "n/N", onde n corresponde ao grafico atualmente visualizado e N
ao numero total de graficos disponiveis. Em todos os gréaficos é também apresentado, em traco
tracejado, o variograma global como referéncia, permitindo ao usuario comparar a contribuigdo

individual de cada estrutura em relagdo ao modelo completo.

Figura 23 - Variogramas exibidos pelo KrigMine2D: (a) variograma global; (b) efeito pepita;

(c) estrutura com anisotropia em X; (d) estrutura com anisotropiaem Y.

(b)

Fonte: autor (2026).

Como funcionalidade adicional, o software permite a leitura interativa dos valores do
variograma diretamente sobre a curva. Ao posicionar o cursor do mouse sobre o gréfico, séo
exibidos automaticamente o valor da distancia “h” e o respectivo valor do variograma y(h),

conforme apresentado na Figura 24. Essa funcionalidade facilita a inspe¢do visual do
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comportamento de cada estrutura, permitindo ao usuério identificar de forma rapida os valores

assumidos pelo variograma em distancias especificas, sem a necessidade de calculos auxiliares.

Figura 24 - Leitura interativa dos valores do variograma no KrigMine2D.

ESTRUTURA: 1- ESFERICO
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60 80
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Fonte: autor (2026).

Cabe destacar ainda que as alteracdes realizadas nos parametros das estruturas pela aba
"Modelagem™ (Figura 22), seja por digitacao direta ou pelo ajuste dos sliders, sdo refletidas em
instantaneamente nos graficos dos variogramas. Dessa forma, ao modificar o alcance ou o
patamar de uma estrutura, ou ao alterar o tipo de modelo adotado, o usuério visualiza
imediatamente o impacto da alteracdo sobre a curva variogréfica correspondente, bem como
sobre o variograma global do modelo, e sobre os resultados das estimativas. Essa atualizacédo
continua reforca o carater didatico do software, permitindo a exploracdo interativa do
comportamento das diferentes estruturas e a compreensdo visual de como cada parametro

influencia a forma do variograma.

Apbs a definicdo dos parametros da krigagem e do modelo variografico, o software
executa o célculo das estimativas e apresenta os resultados na interface principal. A exibicdo é
organizada em dois painéis: o painel de pesos das amostras e o painel da estimativa final,

conforme apresentado na Figura 25.
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Figura 25 - Painéis de pesos das amostras e estimativa final no KrigMine2D.

PESOS DAS AMOSTRAS (A)

@WHHWGWTT

2 3 4 5
Amostra

VALOR ESTIMADO PO 7*) VAR. KRIGAGEM (o%k)

Fonte: autor (2026).

O painel de pesos das amostras apresenta, em formato de grafico de barras, os valores
dos pesos A, obtidos pela resolucdo do sistema de krigagem, associados a cada amostra do
conjunto. As amostras sdo identificadas no eixo horizontal pelos mesmos indices numéricos
utilizados na visualizacao do conjunto amostral, permitindo associar visualmente cada peso ao
seu respectivo ponto no dominio. O valor numérico de cada peso pode ser consultado
individualmente ao posicionar o cursor sobre a barra correspondente. Essa representagédo
permite ao usuario identificar de forma imediata quais amostras exerceram maior influéncia na
estimativa, evidenciando o efeito da configuracdo espacial e do modelo variografico adotado

sobre a distribuicdo dos pesos.

O painel da estimativa final apresenta os dois principais resultados produzidos pelo
software: o valor estimado da variavel de interesse (que pode corresponder a um teor, espessura,
porosidade, permeabilidade ou qualquer outra variavel regionalizada) e a respectiva variancia

do erro de estimativa.

O valor estimado depende da variante de krigagem adotada: nas krigagens simples e
ordinéria corresponde ao valor da variavel estimada no ponto (ou bloco); ja na krigagem da
média, corresponde a estimativa local da média da variavel no dominio definido pelo conjunto
amostral utilizado, sem associacdo a um ponto ou bloco especifico. Os rotulos do painel séo
atualizados dinamicamente conforme a variante de krigagem selecionada, indicando, por
exemplo, "Valor estimado por KS" ou "Média estimada por KM", de modo a deixar explicito
ao usuario qual variante originou o resultado apresentado. Os valores sdo exibidos em destaque,

facilitando sua leitura.
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Além dos resultados finais apresentados na interface principal, o software disponibiliza
uma janela especifica para a visualizacdo das matrizes utilizadas ao longo do processo de
krigagem. Essa funcionalidade é acessada a partir da tela principal e tem como objetivo
proporcionar ao usuario um acompanhamento detalhado de cada etapa do calculo, em

consonancia com o carater didatico do software.

A janela é organizada em trés abas, correspondentes as principais etapas do célculo da
krigagem: "Distancias"”, "Variogramas" e "Sistema"”. Na aba "Distancias" (Figura 26), sao
exibidas as matrizes de distancias euclidianas calculadas entre os pares de pontos amostrais e
entre as amostras e 0 elemento de estimativa (ponto ou nés da malha de discretizagdo do bloco).
Quando o modelo variografico contém ao menos uma estrutura com anisotropia geomeétrica,
sdo exibidas adicionalmente as matrizes de distancias corrigidas, calculadas conforme a
equacdo (66), permitindo ao usuario comparar diretamente os efeitos da anisotropia sobre as

distancias envolvidas no céalculo.

Figura 26 - Janela de visualizacdo das matrizes intermediarias no KrigMine2D, da aba

“Distancias”.

Fonte: autor (2026).

Na aba "Variogramas e Covariancias", sdo exibidos os variogramas e covariancias
calculados para cada estrutura adotada no modelo, como pode ser visualizado na Figura 27.
Para cada estrutura, sdo apresentadas as matrizes entre os pares de pontos amostrais, e as
matrizes entre as amostras e 0 elemento de estimativa (ponto ou bloco), permitindo ao usuario

visualizar a contribuigéo de cada componente do modelo separadamente.
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Figura 27 - Aba "Variogramas e Covariancias" da janela de visualizagdo de matrizes no

software KrigMine2D.

Fonte: autor (2026).

Por fim, na aba "Sistema", é exibida inicialmente a matriz K do sistema linear da
krigagem. Em seguida, é apresentada a resolucdo do sistema, com a inversa da matriz K, a
matriz C e o vetor de pesos A exibidos lado a lado, permitindo ao usudrio acompanhar
visualmente o processo de obtencdo dos pesos pela multiplicagcdo das matrizes envolvidas,

conforme a Figura 28.

Figura 28 - Aba "Sistema" da janela de visualizac¢do das matrizes no KrigMine2D, exibindo a

matriz K e a resolucdo do sistema linear na forma [K']-[C] = [A].

Fonte: autor (2026).

A disponibilizacdo dessas informagfes permite ao usuario verificar individualmente
cada elemento envolvido no célculo, facilitando a compreenséo do processo de krigagem como
um todo. Além disso, essa funcionalidade pode ser utilizada como recurso para 0 ensino,



73

possibilitando a comparacdo dos valores intermediarios com resolu¢cbes manuais e a
identificacdo visual do efeito da configuracdo amostral e do modelo variogréafico adotado sobre

cada matriz.

Como funcionalidade adicional, o software disponibiliza uma janela dedicada a
comparacdo simultanea entre as variantes de krigagem implementadas, denominada
"Comparacdo de Estimativas”, apresentada na Figura 29. Essa funcionalidade permite ao
usuario visualizar, para uma mesma configuracéo de dados amostrais, suporte de estimativa e
modelo variografico, os resultados produzidos por cada uma das variantes em uma Unica tela,

facilitando a analise comparativa do comportamento dos diferentes estimadores.

Figura 29 - Janela de comparacdo entre as variantes de krigagem no KrigMine2D.

Fonte: autor (2026).

A janela é composta por duas regides principais. A esquerda, é apresentado o mapa de
pontos amostrais juntamente com o elemento de estimativa, identificado por um marcador
distinto. Assim como na tela principal, o gréafico apresentado nessa janela mantém as
funcionalidades interativas de edicdo: o usuario pode alterar a posi¢do de qualquer ponto
amostral ou do elemento a estimar arrastando-o diretamente para a nova localizagéo. As
alteracdes realizadas, contudo, ficam restritas a essa janela, ndo afetando a configuracao
definida na tela principal do software. Dessa forma, o usuério pode explorar livremente
diferentes hipoteses de configuracdo sem comprometer o cenario estabelecido para o célculo

principal.

A direita, sdo exibidos os resultados de cada variante, organizados em painéis
individuais. Para cada variante, sdo apresentados o valor estimado (Z* ou M*), a respectiva

variancia de krigagem (o2) e o grafico de pesos atribuidos a cada amostra. No caso da krigagem
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simples, é exibido um Unico painel, que permite ao usuério alternar entre as trés formas de
obtencdo da média implementadas no software: a média aritmética dos dados amostrais, a média
obtida pela krigagem da média e a média personalizada, cujo valor é definido diretamente pelo
usuario. O respectivo valor de “m” é apresentado abaixo do titulo do painel e atualizado

conforme a opcdo selecionada.

A apresentacdo conjunta dos resultados permite ao usuario identificar visualmente
diferencas e semelhancas entre as variantes, observando, por exemplo, como a incluséo da
condicdo de ndo-tendenciosidade na krigagem ordinéria influencia a distribui¢do dos pesos em
relacdo a krigagem simples, ou como a escolha da média afeta a estimativa final na krigagem
simples. Essa visualizacdo integrada constitui um recurso didatico relevante, contribuindo para

a compreensao das particularidades de cada formulacdo implementada no software.

O software KrigMine2D relne, em uma Unica plataforma, 0s recursos necessarios a
aplicacdo pratica dos métodos de krigagem simples, ordinaria e da média, integrando
funcionalidades de entrada de dados, configuracdo da krigagem, modelagem variogréfica,
apresentacdo dos resultados, visualizacdo das matrizes intermedidrias e comparagdo entre as
variantes implementadas. Os recursos interativos disponibilizados ao longo da interface, aliados
a atualizacdo em tempo real dos elementos graficos e numéricos, evidenciam o carater didatico

que orientou o desenvolvimento da ferramenta.

Por meio da ferramenta Pylnstaller, o software foi compilado em formato executavel
independente, viabilizando sua distribuicdo e uso sem a necessidade de instalacdo prévia do

ambiente Python ou de bibliotecas auxiliares.

5.2. Exemplos de possiveis aplicacbes didaticas

5.2.1. A relacdo entre krigagem ordinaria, simples e da média

A escolha dessa relagdo como caso de aplicacdo ndo se deu de forma arbitraria.
Diferentemente de exercicios voltados apenas a execugdo isolada de uma das variantes, a
verificacdo dessa equivaléncia exige a utilizagdo simultanea das trés modalidades de krigagem
implementadas no software, bem como a confrontacdo dos respectivos resultados. Dessa forma,
a aplicacéo proposta constitui, a0 mesmo tempo, uma demonstracdo do potencial didatico da
ferramenta e uma verificacdo adicional de sua implementacdo, complementando a etapa de

validagdo apresentada na se¢do 4.5, uma vez que a coincidéncia entre os valores esperados pela
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formulacdo tedrica e aqueles produzidos pelo software depende da corre¢do simultanea das trés

variantes.

A equivaléncia entre a krigagem ordinaria e a krigagem simples com média obtida pela
krigagem da média, demonstrada na secdo 3.6.4 pela equacdo (48), pode ser verificada de forma
direta no software KrigMine2D. Diferentemente da resolucdo manual em planilhas eletrénicas,
na qual a verificacdo dessa propriedade exigiria a montagem e resolucdo sequencial dos
sistemas de cada variante, no software a equivaléncia pode ser observada simultaneamente na
janela de comparacdo entre variantes, evidenciando a aplicabilidade didatica da ferramenta.
Para tal verificacdo, utilizou-se o conjunto amostral disponivel em Yamamoto e Landim (2013),
apresentado na Tabela 9, adotando-se como ponto a estimar as coordenadas (28,75; 21,25). O
modelo variografico considerado € composto por uma estrutura esférica isotrépica, com alcance
de 14,16 m e patamar de 19,8 %?.

Tabela 9 - Conjunto amostral utilizado na verificacdo da equivaléncia entre a krigagem

ordinéria e a krigagem simples com média obtida pela krigagem da média.

Amostra X (m) Y (m) Teor (%)
1 35,5 24,5 11,095
2 24,5 27,5 18,627
3 25,5 20,5 11,834
4 29,5 16,5 7,381

Fonte: Yamamoto e Landim (2013).

Inseridos os dados e a estrutura variografica no KrigMine2D, foram obtidas as
estimativas para a krigagem ordinéria e para a krigagem simples com média dada pela krigagem
da media, conforme apresentado na Figura 30.
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Figura 30 - Comparacao entre as estimativas da krigagem ordinaria e da krigagem simples
com média obtida pela krigagem da média no KrigMine2D.

ESTIMATIVAS PELOS METODOS

KRIGAGEM ORDINARIA

KRIGAGEM SIMPLES  Média: | KM

PESO DA MEDIA (1-ZA _KS)

Fonte: autor (2026).
Na Figura 31 € apresentada a estimativa obtida para a krigagem da média.

Figura 31 - Estimativa da média obtida pela krigagem da média no KrigMine2D.

KRIGAGEM DA MEDIA

0.307

‘ I ﬂ.ll33 I

1 2 3 4
Amostra

Fonte: autor (2026).

Os valores estimados foram coincidentes nas duas variantes, iguais a 11,1309 %,
confirmando a equivaléncia matematica prevista pela formulacédo apresentada na se¢éo 3.6.4.
Observa-se ainda que a variancia de krigagem associada a krigagem ordinaria (9,0843%?2) é
superior aquela obtida pela krigagem simples (9,0514 %?2), comportamento coerente com a
decomposicdo apresentada na equacdo (49), na qual a variancia da krigagem ordinaria
corresponde a soma da variancia da krigagem simples e da contribuicdo associada a incerteza

na estimativa da média. A seguir, verifica-se essa relacdo numericamente, comparando-se 0
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valor da variéncia da krigagem ordinaria produzido pelo software com o obtido diretamente

pela aplicacdo da equacdo (49).

Substituindo na equacéo (49) o valor da variancia de krigagem associada a krigagem
simples (9,0514 %?2), o peso da média da média associado a essa estimativa (-0,067501, valor
também obtido pelo KrigMine2D) e a variancia de krigagem associada a krigagem da média
(7,21 %?), obtém-se:

oo =9,0514 + (1 — 1,067501)? - 7,21
oo = 9,0514 + 0,03285
oo = 9,0843 %?

O valor obtido pela aplicacdo direta da equacdo (49) coincide com aquele produzido
pelo software para a krigagem ordinaria (9,0843%%2), confirmando numericamente a
equivaléncia prevista pela decomposicdo de Wackernagel (1995) e ilustrando a aderéncia do
KrigMine2D as relacGes tedricas entre os tipos de krigagem implementados.

5.2.2. Exploragéo interativa do efeito dos parametros do variograma

O segundo estudo de caso apresentado tem por objetivo demonstrar a aplicacdo do
KrigMine2D na exploracao do efeito de diferentes parametros do modelo variografico sobre 0s
resultados da krigagem. A escolha desse caso fundamenta-se no exemplo apresentado por
Isaaks e Srivastava (1989), no qual os autores investigam, em uma mesma configuracao
amostral, como variacdes de escala, forma, efeito pepita e alcance do variograma influenciam
0s pesos atribuidos as amostras, a estimativa final e a variancia do erro associada. Nesta secao
busca-se reproduzir os resultados obtidos pelos autores e destacar o potencial didatico do
software, evidenciado pela possibilidade de modificar interativamente os parametros do modelo

variografico e observar, em tempo real, 0 impacto dessas alteracdes sobre os resultados.

Para todos os cenarios explorados nesta secdo, utilizou-se o conjunto amostral
apresentado pelos autores, composto por sete amostras com coordenadas e valores reproduzidos
na Tabela 10. O ponto a estimar localiza-se nas coordenadas (65; 137), e a variante de krigagem
adotada é a ordinaria. Na Figura 32 pode ser visualizada a disposi¢éo dos pontos amostrais em

relagcdo ao ponto a estimar, gerada pelo KrigMine2D.
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Figura 32 - Configuracéo espacial das sete amostras e do ponto a estimar (65; 137) utilizadas

no estudo de caso, conforme exibida no software KrigMine2D.
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Fonte: autor (2026).

Tabela 10 - Conjunto amostral utilizado no estudo de caso, extraido de Isaaks e

Srivastava (1989).
Amostra X (m) Y (m) Valor (ppm)
1 61 139 477
2 63 140 696
3 64 129 227
4 68 128 646
5 71 140 606
6 73 141 791
7 75 128 783

Fonte: Isaaks e Srivastava (1989).

O primeiro efeito investigado refere-se a escala do variograma, isto é, a magnitude do

patamar. Foram comparados dois modelos exponenciais com mesmo alcance, porém com

patamares de 10 e 20. Para o primeiro modelo (C = 10), obteve-se um teor estimado de 592,73

ppm e variancia de krigagem de 8,96 ppm2. Ja para o segundo modelo (C = 20), o teor estimado
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manteve-se inalterado (592,73 ppm), enquanto a variancia de krigagem dobrou, atingindo 17,91
ppm?2.

Observa-se que, embora a alteracdo da escala tenha modificado o valor do patamar, 0s
pesos atribuidos a cada amostra e o valor estimado permaneceram inalterados. A Unica grandeza
afetada foi a variancia de krigagem, que se apresentou proporcional a escala adotada, conforme
previsto por Isaaks e Srivastava (1989). Essa propriedade pode ser verificada de forma direta
no software pela manipulacéo do slider de patamar, evidenciando, em tempo real, a igualdade

dos pesos obtidos e da estimativa em relacdo a escala do modelo.

A seguir, investigou-se o efeito da forma do variograma proximo a origem,
comparando-se um modelo exponencial, caracterizado por um comportamento linear, € um
modelo gaussiano, caracterizado por um comportamento parabélico. Ambos os modelos foram
configurados com mesmo patamar (10 ppm?) e mesmo alcance pratico (10 m), conforme pode

ser observado na Figura 33-a e 33-b, respectivamente.

Figura 33 - Variogramas obtidos para o modelo exponencial e gaussiano, ambos com

alcance de 10 m e patamar de 10 ppm?.
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Fonte: autor (2026).

A alteracdo da forma do variograma produziu efeitos pronunciados sobre os pesos
atribuidos as amostras, conforme se observa nas Figuras 34-a (modelo exponencial) e 34-b
(modelo gaussiano). Com o modelo gaussiano, verifica-se a concentragdo de peso nas amostras
mais proximas ao ponto a estimar, acompanhada do surgimento de pesos negativos para
amostras mais distantes e parcialmente "ocultadas" por outras amostras intermedidrias,
fendmeno conhecido na literatura como screen effect. Esse comportamento, descrito por Isaaks
e Srivastava (1989), é reproduzido pelo software, permitindo ao usuario visualizar de forma

direta como a hip6tese de maior continuidade espacial, assumida pelo modelo gaussiano, afeta
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a distribuicdo dos pesos. Se uma amostra com valor alto de teor recebe um peso negativo
elevado, pode ocorrer que o valor do teor estimado seja muito reduzido podendo assumir

inclusive um valor negativo.

Figura 34 - Efeito da forma do variograma sobre os pesos atribuidos as amostras, obtidos no
KrigMine2D: (a) modelo exponencial; (b) modelo gaussiano.

Amostra

(a) (b)
Fonte: autor (2026).

A escolha do modelo também influenciou os valores finais da estimacao. Para o modelo
exponencial, obteve-se um teor estimado de 592,729 ppm e variancia de krigagem de 8,956
ppm2. Para o modelo gaussiano, ambas as grandezas apresentaram variagdes: o teor estimado
diminuiu para 559,37 ppm, enquanto a variancia de krigagem reduziu-se para 4,781 ppm2. A
reducdo da variancia no modelo gaussiano é coerente com a maior continuidade espacial
assumida por essa formulacdo que confere maior peso as amostras préximas ao ponto a estimar
guando comparado com um modelo de variograma que apresenta uma menor continuidade

perto da origem.

O terceiro efeito investigado refere-se a magnitude do efeito pepita. Foram comparados
dois modelos exponenciais com mesmo alcance e mesmo patamar total (10), variando-se a
parcela atribuida ao efeito pepita: auséncia de pepita (Co = 0) (Figura 35-a) e pepita

correspondente a 50% do patamar (Co = 5) (Figura 35-b).
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Figura 35 - Variogramas obtidos no KrigMine2D para modelos exponenciais com mesmo
alcance e patamar total, diferindo apenas no efeito pepita: (a) auséncia de efeito pepita (Co =

0); (b) efeito pepita correspondente a 50% do patamar (Co = 5).

(a) (b)
Fonte: autor (2026).

O aumento do efeito pepita promoveu uma redistribuicdo mais homogénea dos pesos
entre as amostras, aproximando o estimador de uma média aritmética simples. Esse
comportamento decorre da perda de estrutura espacial associada ao efeito pepita: quanto maior
sua contribuicao relativa, menor a distin¢do, em termos de distancia estatistica, entre amostras
préximas e distantes do ponto a estimar. A variancia de krigagem, por sua vez, aumentou (8,956
ppm? para 10,306 ppm?), refletindo a maior incerteza decorrente do componente nio
estruturado do modelo.

O efeito da variacdo do alcance foi avaliado pela comparacdo de dois modelos
exponenciais com mesmo patamar (10) e mesmo efeito pepita (nulo), porém com alcances de
10 m e 20 m. Os resultados obtidos para 0s pesos, estimativa e variancia de krigagem em cada
cenario sdo apresentados nas Figuras 36-a (a =10 m) e 36-b (a =20 m).
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Figura 36 - Variogramas, pesos das amostras, estimativa e variancia de krigagem obtidos no
KrigMine2D para modelos exponenciais com mesmo patamar e efeito pepita nulo, diferindo

apenas no alcance: (a) a=10 m; (b) a=20 m.

(a) (b)
Fonte: autor (2026).

Conforme se observa, a duplicacdo do alcance produziu alteracdes relativamente
modestas nos pesos atribuidos a cada amostra. Esse comportamento € coerente com o descrito
por Isaaks e Srivastava (1989): ampliar o alcance equivale a diminuir a "distancia estatistica"
abrangida pelo modelo, o que faz com que as amostras paregcam, comparativamente, mais
préximas entre si e do ponto a estimar. Apesar das pequenas variacbes nos pesos, o teor
estimado apresentou alteracdo notavel entre os dois cenarios, passando de 592,729 ppm (a =10
m) para 572,390 ppm (a =20 m). A variéncia de krigagem, por sua vez, foi inferior & do modelo
com alcance menor, refletindo a maior continuidade espacial assumida pelo modelo de maior
alcance. Cabe mencionar que a variancia do erro de estimativa ndo mede a incerteza da
estimativa ja que ndo depende dos valores das amostras, e sim, 0 quanto um cenario (tamanho
do suporte a estimar, disposicdo das amostras em si e entre 0 que se quer estimar, modelo

estrutural e método de estimativa) é mais ou menos favoravel para a estimativa.
5.2.3. QOutros possiveis usos didaticos
Podem ser citados, ainda, algumas outras utilidades com fins didaticos, tais como:

a. Influéncia do tamanho da discretizacdo nos resultados;
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b. Influéncia do tamanho do suporte no célculo da variancia do erro de krigagem;

c. Influéncia do peso da média na krigagem simples de acordo com a disposi¢ao
geométrica das informacdes em relacdo a localizacdo do local a ser estimado;

d. Comportamento dos ponderadores e consequentemente da variancia de
krigagem diante da presenca de anisotropias;

e. Influéncia da quantidade de amostras a serem utilizadas nas estimativas para se
obter uma variancia do erro de krigagem ordinaria mais préxima da krigagem

simples;

O conhecimento de como estes diferentes fatores podem afetar os resultados das
estimativas permite ao usuario de softwares comerciais tomar decisfes mais adequadas na fase
de modelagem do variograma e da escolha da vizinhanca de estimativa visando a obtencdo de

estimativas mais confiaveis.

Rivoirard (1984) em sua tese de doutorado realizou um estudo sobre o comportamento
dos ponderadores de krigagem, onde ele demonstrou através de uma série de exemplos como
diferentes fatores relacionados ao modelo variografico, a vizinhanga de estimativa e suporte a
estimar influenciam nos pesos atribuidos as amostras, e consequentemente nos valores
estimados e de variancia do erro. Todos os exemplos utilizados em seu estudo podem ser

reproduzidos pelo software desenvolvido neste trabalho.
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6. CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo o desenvolvimento de um software didatico em
linguagem Python para a estimagdo geoestatistica por krigagem, contemplando as variantes
simples, ordinaria e da média, com suporte pontual e em bloco. A implementacéo resultou no
software KrigMine2D, no qual foram disponibilizados os principais recursos previstos: a
insercdo de dados amostrais por digitagdo direta ou importacdo de arquivos externos, a
configuracdo dos parametros de krigagem, a definicdo de modelos variograficos aninhados e
tratamento de anisotropia geométrica, e a apresentacdo das estimativas e variancias do erro,

acompanhadas dos valores intermediarios do processo de célculo.

A validacao do KrigMine2D, conduzida em duas frentes complementares (a resolucéo
de exemplos extraidos da literatura geoestatistica e a comparacdo com os resultados produzidos
pelo software E{Z}-Kriging), demonstrou equivaléncia entre os valores produzidos pelo
KrigMine2D e os de referéncia, para todas as variantes e suportes implementados, atestando a

correta implementacdo dos algoritmos desenvolvidos.

Os exemplos didaticos reproduzidos pelo software, por sua vez, incluindo a verificagcdo
numérica da equivaléncia entre a krigagem ordinéria e a krigagem simples com média obtida
pela krigagem da média, evidenciaram seu potencial como recurso didatico para o ensino e a

compreensdo dos métodos de krigagem.

Sob a perspectiva didatica, a interface grafica desenvolvida buscou favorecer ndo apenas
a execucdo do calculo, mas também a compreensdo das etapas envolvidas no processo de
krigagem. Recursos como a edicdo interativa dos pontos amostrais e do elemento de estimativa
diretamente sobre o grafico, a atualizacdo em tempo real dos variogramas e das estimativas, a
visualizacdo das matrizes intermediarias e a comparagcdo simultanea entre as variantes
implementadas constituem diferenciais relevantes em relacdo a softwares geoestatisticos
voltados a aplicagbes operacionais, nos quais essas etapas costumam permanecer pouco
acessiveis ao usuario. A distribuicdo em formato executavel independente, por sua vez,
dispensa a instalag&o prévia de bibliotecas ou ambientes de programagé&o, viabilizando o uso da

ferramenta em laboratérios de ensino e estudos individuais.

Cabe destacar, contudo, algumas limitacfes do software desenvolvido. As estimativas
s&o restritas ao dominio bidimensional e empregam vizinhanga global, considerando o conjunto
integral de amostras em cada estimativa. O tratamento da anisotropia geométrica esta restrito a

€asos em que 0s eixos principais coincidem com os eixos coordenados, ndo sendo realizadas
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calculos de rotac6es do sistema de coordenadas. Da mesma forma, os modelos variogréaficos
implementados se limitam as estruturas esférica, exponencial e gaussiana, com efeito pepita,

ndo contemplando, por exemplo, modelo cubico ou poténcia.

De forma geral, considera-se que 0s objetivos propostos foram atendidos. O software
desenvolvido retine, em uma Unica ferramenta de uso livre, recursos didaticos voltados a
aprendizagem dos fundamentos da krigagem, podendo ser utilizado tanto em contextos de
ensino quanto como apoio a compreensao pratica dos conceitos tedricos discutidos ao longo

deste trabalho.
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7. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdes de trabalhos futuros, destacam-se a extensdo do software para o
dominio tridimensional, a implementacao da anisotropia geométrica com rotacao arbitraria dos
eixos principais, a incorporacao dos demais tipos de anisotropia, zonal e mista (que se aproxima
de situagbes mais realistas frequentemente observadas em depositos minerais) e a

implementacdo da busca da vizinhanca de estimativa.

Outras possibilidades incluem ainda a incorporagdo de novos modelos variogréficos, a

implementacédo de variantes adicionais, como a cokrigagem e a krigagem indicadora.
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APENDICE A - EXEMPLO - KRIGAGEM ORDINARIA

Apresenta-se, neste apéndice, a resolucdo detalhada de um exemplo de estimativa
pontual por krigagem ordinaria. O exemplo abrange a totalidade das etapas do processo de
calculo, desde a determinacdo das distancias entre os pontos amostrais até a obtencdo da
estimativa final e da variancia do erro, e tem por finalidade servir de referéncia pratica ao leitor

interessado em reproduzir ou compreender em detalhes o procedimento adotado.
E1 - Dados de entrada

Para a estimativa, utilizou-se o conjunto amostral descrito na Sec¢éo 4.5.1 (Tabela 2),
composto por 4 amostras. O modelo variografico considerado é o mesmo apresentado na Secao
4.5.1, dado por uma estrutura exponencial, de alcance pratico (a) igual a 750 e patamar (C)

igual a 2000 . A estimativa foi realizada no ponto de coordenadas (Xo, Yo) = (180; 120).
E2 — Calculo das distancias

As distancias entre amostras (U, ; Ug) € entre amostras e ponto a estimar (U, ; Uog) pode

ser calculada pela (equacéo (56)).

A titulo de exemplo, a distancia entre Amostra 1 (u1) e Amostra 2 (uz) pode ser

calculada como:

hij =hia =+ — %)%+ (y1 — ¥2)2 = /(10 — 30)2 + (20 — 280)2 = 260,768 m

A matriz (57), das distancias entre os pares de pontos amostrais, pode ser visualizada na
Tabela Al.

Tabela Al — Distancias entre os pares de pontos amostrais.

Disténcias entre amostras

1 2 3 4

0 260,768 | 264,008 | 364,005
260,768 0 266,271 | 366,742
264,008 | 266,271 0 110,454
364,005 | 366,742 | 110,454 0

AIWIN|(F

Fonte: autor (2026).

Como exemplo, a disténcia entre Amostra 1 (u1) e ponto a estimar pode ser obtida por:

hij = hiuo =+ (1 — %40)2 + (V1 — Yuo)? = /(10 — 180)2 + (20 — 120)2 = 197,231 m
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A matriz (58), das distancias entre amostras e ponto a estimar pode ser observada na
Tabela A2.

Tabela A2 — Distancias entre os pares de pontos amostrais.

Disténcias amostras - Ug
Uo

1 197,231

2 219,317

3 70,711

4 180,000

Fonte: autor (2026).
E3 — Calculo dos variogramas

Os valores dos variogramas entre amostras e entre amostras e ponto a estimar podem

ser obtidos pela equacéo (10).

Como exemplo, podemos calcular o valor de y(h) entre aamostra 1l e 2. Sendo a = 750,
C =2000 e h=260,768, y(260,768) sera:

3h
y(h) = y(260,768) = C [1 - 6_7] = 2000 [1 —e

3:260,768

el ] = 1295259

A matriz (71), dos variogramas entre os pares de pontos amostras pode ser vista na
Tabela A3.

Tabela A3 — Variogramas entre o0s pares de pontos amostrais.

Variogramas amostras - amostras
1 2 3 4
1 0 1295,259 | 1304,332 | 1533,676
2 1295,259 0 1310,601 | 1538,753
3 1304,332 | 1310,601 0 714,262
4 1533,676 | 1538,753 | 714,262 0

O célculo de y(h) entre os pares de pontos amostrais e 0 ponto a estimar pode ser

Fonte: autor (2026).

exemplificado utilizando a Amostra 1 e o ponto a estimar:

y(h) = y(197.231) =C [1 - 6_7] = 2000 [1 —e

3h

3:197.231
750
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A matriz (72), dos variogramas entre 0s pontos amostrais e 0 ponto a estimar pode ser

vista na Tabela A4.

Tabela A4 — Variogramas entre 0s pares de pontos amostrais.

Variogramas amostras - Ug
Uo
1091,333
1168,165
492,723
1026,495

AIWIN|F

Fonte: autor (2026).
E4 — Montagem do sistema de krigagem e calculo final

A montagem da matriz K e da matriz C para o sistema final da krigagem ordinéria
poderia ser feita utilizando exclusivamente os valores dos variogramas obtidos na Tabela A3 e
A4. Entretanto, para manter a coeréncia com o mostrado ao longo do trabalho, a montagem

destas matrizes serd realizada utilizando as covarincias, obtidas por meio da relacéo 6.
A matriz K (84) pode ser observada na Tabela A5.

Tabela A5 — Matriz K utilizado na montagem do sistema da krigagem ordinaria.

Matriz K
1 2 3 4
1 2000,000| 704,741| 695,668 | 466,324| 1
2 704,741|2000,000| 689,399 | 461,247| 1
3 695,668 | 689,399|2000,000|1285,738| 1
4 466,324 | 461,247 |1285,738|2000,000| 1
1 1 1 1 0

Fonte: o autor (2026).

A matriz C (85) pode ser visualizada na Tabela A®6.
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Tabela A6 — Matriz C utilizado na montagem do sistema da krigagem ordinéria.

Matriz C

Uo
908,667
831,835

1507,277
973,505
1

(W IN |

Fonte: autor (2026)

O sistema final da krigagem ordinaria (36) sera:

[ 2000 704741 695668 466324 17| Agz 1 908667

|704,741 2000 689,399 461,247 1|| 2% | | 831,835 |

1695,668 689,399 2000 1285738 1|| 20 |= I1507277I

l466,324 461,247 1285738 2000 1“,1550] |l973'SOSJ
1 1 1 1 ol 2. 1

Para encontrarmos o0s pesos AX° basta resolver o sistema por meio de (37), ou seja

multiplicar a inversa da matriz K pela matriz C:

[/Vfo ] 2000 704,741 695,668 466,324 17 ‘[ 908,667
250 704,741 2000 689,399 461,247 1 [ 831,835 ]
AKo | 695,668 689,399 2000  1285,738 1| |1507,277
[,1550 J 466 324 461,247 1285,738 2000 1| | 973,505
ko 1 1 1 0 1

[ A0 ] 01971 |

250 0.1410 |
| 20 | =1 0.6505
[AKO J 0.0115 J

4
“ieol 1427138

O valor estimado no ponto (180; 120) pode ser calculado pela equacéo (31):

Zgo(w) = Z K07 (u,) = 0,1971 x 40 + 0,1410 x 130 + 0,6505 x 90 + 0,0115 x 160 = 86,6

a=1

A variancia do erro pode ser obtida resolvendo o sistema dado em (39):
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0,1971
0,1410

2000 — [908,667 831,835 1507,277 973,505 1]| 0,6505 |= 754,753
0,0115
|—42,7138l

Para demais exemplos, pode ser consultado exemplos da literatura como Olea (1999,
p.18) para krigagem simples e Yamamoto e Landim (2013, p.69) para krigagem ordinaria

(pontual e em bloco) e krigagem da média.
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APENDICE B - EXEMPLO - KRIGAGEM ORDINARIA COM ANISOTROPIA

Complementarmente ao Apéndice A, este apéndice apresenta a resolucdo detalhada de
uma estimativa pontual por krigagem ordinaria adotando-se, no modelo variografico, uma
estrutura com anisotropia geométrica. O exemplo tem por finalidade ilustrar o tratamento da
anisotropia no procedimento de célculo implementado no KrigMine2D, em particular na etapa

de corregéo das distancias utilizada na avaliacdo dos variogramas.
E1 - Dados de entrada

Considerou-se 0 mesmo conjunto amostral utilizado no Apéndice A, com o ponto a
estimar mantido na localizacdo (180; 120). O modelo variografico adotado € do tipo
exponencial, com alcance de 750 m na direcdo X e 200 m na direcdo Y (tomada como alcance

base), e patamar igual a 2000.
E2 — Calculo das distancias corrigidas
Primeiro, calculamos o fator de anisotropia (1), pela equacéo (64):

amenor — 2 00

A=
Amaior 750

= 0,267

Em seguida, calculamos as distancias corrigidas, por meio da equacdo (66) , para
obtermos a matriz de distancias corrigidas (67). Como exemplo, vamos calcular a distancia

corrigida entre a Amostra 1 e Amostra 2.

Como a diregdo Y, de menor continuidade (menor alcance), foi escolhida como base,
na equacao (66) o fator A multiplica a componente do vetor “h” alinhada com a dire¢do de maior

continuidade, ou seja, a direcdo X:

R' = [22hg® + hy? = /(0,267 x (10 — 30))2 + (20 — 280)% = 260,055 m

A matriz de distancias corrigidas entre amostras pode ser visualizada na Tabela B1.



Tabela B1 — Distancias corrigidas entre os pares de pontos amostrais.

Distancias corrigidas amostras - amostras
1 2 3 4
1 0 260,055 | 127,264 | 136,789
2 260,055 0 161,065 | 182,6034
3 127,264 | 161,065 0 30,991
4 136,789 | 182,603 | 30,991 0

Fonte: autor (2026).

Em seguida, obtemos as distancias corrigidas entre amostras e o ponto a estimar. Como

exemplo, a distancia entre Amostra 1 (u1) e ponto a estimar pode ser obtida por:

h' = |22hy® + hy? = /(0,267 x (10 — 180))2 + (20 — 120)2 = 109,796 m

A matriz completa de distancias corrigidas entre amostras e ponto a estimar pode ser vista na
Tabela B2.

Tabela B2 — Distancias entre os pares de pontos amostrais.

Distéancias corrigidas
amostras - Ug

Uo
109,796
164,924

21,177
48,000

A IWIN|F

Fonte: autor (2026).

E3 — Calculo dos variogramas

Os valores dos variogramas entre amostras e entre amostras e ponto a estimar podem

ser obtidos pela equagéo (10).

Como exemplo, podemos calcular o valor de y(h) entre a amostra 1 e 2. O alcance
utilizado devera ser aquele tomado como base no célculo do fator de anisotropia. Neste caso,
como a direcdo base adotada foi a de menor alcance, a amplitude utilizada sera a = 200. O
patamar continua 0 mesmo, C = 2000, e “h” sera a distancia corrigida entre 1 e 2, ou seja ,

260,055 m. y(260,055) sera:
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_3h _3:260,055
y(h) = y(260,055) = C [1 —e a] = 2000 [1 —e 200 ] = 1959,549

A matriz (71), dos variogramas entre os pares de pontos amostras pode ser vista na

Tabela B3.

Tabela B3 — Variogramas entre os pares de pontos amostrais.

Variogramas amostras - amostras
1 2 3 4
0 1959,549 | 1703,529 | 1743,001
1959,549 0 1821,438 | 1870,738
1703,529 | 1821,438 0 743,561
1743,001 | 1870,738 | 743,561 0

AIWIN|F

Fonte: autor (2026).

O célculo de y(h) entre os pares de pontos amostrais € 0 ponto a estimar pode ser
exemplificado utilizando a Amostra 1 e o0 ponto a estimar:
3h 3-109,796

y(h) = y(109,796) = C [1 — e_7] = 2000 [1 - e_T] = 1614,722

A matriz (72), dos variogramas entre 0s pontos amostrais e 0 ponto a estimar pode ser

vista na Tabela B4.

Tabela B4 — Variogramas entre os pares de pontos amostrais.

Variogramas amostras - Uo
Uo
1614,722
1831,483
544,282
1026,496

AIWIN|F

Fonte: autor (2026).

E4 — Montagem do sistema de krigagem e calculo final

Assim como no exemplo anterior, a montagem do sistema sera dada em termos de
covariancia, apesar de que poderia ser dada também exclusivamente em termos de variograma.

A matriz K (84) pode ser observada na Tabela B5.

Tabela B5 — Matriz K utilizado na montagem do sistema da krigagem ordinaria.
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Matriz K
1 2 3 4
1 2000.000| 40,451 | 296,471 | 256,999 | 1
2 40,451 2000 | 178,562 | 129,263 | 1
3 296,471 | 178,562 | 2000 |1256,439| 1
4 256,999 | 129,263 |1256,439| 2000 1
1 1 1 1 0

Fonte: o autor (202

A matriz C (85) pode ser visualizada na Tabela B6.

6).

Tabela B6 — Matriz C utilizado na montagem do sistema da krigagem ordinaria.

Matriz C

Uo

385,278

168,517

1455,719

AW IN |-

973,505

1

Fonte: autor (2026)

O sistema final da krigagem ordinaria (36) sera:

2000
40,451

40,451
2000

296,471 178,562
256,999 129,263 1256,439

1 1

296,471 256,999
178,562 129,263
2000 1256,439
2000
1 1

/11(0
1[ 1 ] [ 385,278 1
1|| 25° 168,517
1 | Ako | =[1455,719
1 [,1{‘50 J 973,505
0 —HUko 1

Para encontrarmos os pesos AX9 basta resolver o sistema por meio de (37), ou seja,

multiplicar a inversa da matriz K pela matriz C:

[ A ] 2000 40,451 296471 256999 17 [ 385278
A5° 40,451 2000 178,562 129,263 1| | 168,517
A0 | 296,471 178,562 2000  1256,439 1| |1455,719
[A{fo J 256 999 129263 1256,439 2000 1| | 973,505
Lo 1 1 1 0 1
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[4°] 1 04361
|;1’2<0| | 0.0735 |
o =1 07134 |
| K0| l 0.0770 J
|l 11212778

O valor estimado no ponto (180; 120) pode ser calculado pela equacdo (31):

n
Zio (W) = Z AK07(u,) = 0,1361 X 40 + 0,0735 x 130 + 0,7134 x 90 + 0,0770 x 160 = 91,52

a=1
A variancia do erro pode ser obtida resolvendo o sistema dado em (39):

[ 0.1361 ]
| 00735 |

2000 — [385,278 168,517 1455719 973,505 1]| 0.7134 |=942,99
| 0.0770 |
|—121.2778l



