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“Alegagoes extraordindrias exigem evidéncias extraordindrias.”

Carl Sagan

“Uma marca infaltvel de amor a verdade é ndo considerar nenhuma proposicio com uma
convicgdo maior do que a autorizada pelas provas em que se fundamenta.”

John Locke



Resumo

Este trabalho procura explicar, de forma acessivel, o que sdo as demonstra¢gdes ma-
tematicas e busca compreender o que proporciona o alto grau de confiabilidade nas
afirmacgdes que sdo justificadas por elas. Para isso, mostra como elas se apoiam na 16-
gica para garantir que as conclusdes realmente decorram das premissas. O texto esta
organizado em trés partes: nogdes sobre logica verofuncional, argumentos e validade
e, por fim, demonstra¢gdes matematicas.

Palavras-chave: demonstracdo matematica. légica classica. validade. verdade mate-

matica. prova. argumentagdo. teorema. demonstragdo direta.



Abstract

This work seeks to explain, in an accessible way, what mathematical proofs are and
seeks to understand what generates the high degree of reliability in the statements
they justify. To this end, it shows how they rely on logic to ensure that conclusions
truly follow from the premises. The text is organized into three parts: notions of truth-

functional logic, notions of argumentation, and, finally, mathematical proofs.

Keywords: mathematical proof. classical logic. validity. mathematical truth. proof.
argumentation. theorem. direct proof.
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Introducao

O termo teorema foi introduzido por Euclides, em Os Elementos, para significar “afir-
macado que pode ser provada”. Em grego, originalmente significava “espetaculo” ou
“festa” [1, p. 38].

A demonstracdo (ou prova) de um teorema é a justificativa do porqué a afirmacédo
em questdo é tida como verdadeira pela comunidade matematica.

Os teoremas matemdticos gozam de um grande prestigio no mundo do conheci-
mento devido a sua incrivel capacidade de resistir as tentativas de falsificacdo ao longo
do tempo. Essa capacidade reside na forca de sua justificativa e se deve, sobretudo, a
maneira como a demonstragdo matematica é estruturada do ponto de vista légico.

Mas o que hé de especial nas demonstra¢des matematicas que geram esse elevado
grau de confiabilidade nas afirmacgdes por elas justificadas?

Este trabalho tem como objetivo investigar a estrutura das demonstracdes matema-
ticas do ponto de vista l6gico e esclarecer o que de fato é uma demonstracdo matema-
tica e o que sustenta a confiabilidade das afirmagdes provadas a maneira matematica.

Para isso, o texto é dividido em trés partes: no¢oes de l6gica verofuncional, nogdes
de argumentacdo e demonstra¢des matematicas. Essa abordagem se faz necessaria
porque as demonstra¢des matematicas se valem de tipos especiais de argumentos, que,
por sua vez, sdo formados de proposicdes, e cuja validade é consequéncia imediata das
tabelas-verdade.



Capitulo 1

Noc¢oes sobre l6gica verofuncional

1.1 Proposicoes

Em Matematica, assim como em outras dreas cientificas, estamos interessados em saber
se determinadas afirmacdes sdo verdadeiras ou ndo. Na Logica Classica, essas afirma-
¢Oes sdo chamadas de proposigdes, sentengas ou assergoes. Neste texto usaremos a palavra

“proposi¢des” para nos referirmos a essas afirmagoes.

NOTA: A palavra “verdade” neste trabalho ndo se refere a uma verdade absoluta e
universal, mas sim a uma verdade a luz da teoria vigente, uma verdade dentro do
paradigma. Como Stuart Mill apontou brilhantemente em seu pequeno ensaio Sobre a
Liberdade [9]:

“As crengas a favor das quais nés temos mais garantias ndo tém nenhuma
salvaguarda em que se apoiar, a ndo ser o convite permanente ao mundo

inteiro para provar que sdo infundadas.”

Uma proposicdo é uma frase declarativa que expressa um pensamento de sentido com-
pleto cujo contetido possui valor 16gico verdadeiro ou falso. Em outras palavras, pode-
mos dizer que é um conjunto de palavras ou simbolos que expressam um pensamento
de sentido completo que pode ser tomado como verdadeiro ou falso. Assim, as pro-
posigdes sdo expressdes a respeito das quais tem sentido dizer que sdo verdadeiras ou
falsas. A grosso modo, podemos dizer que uma proposigdo é uma frase que possui

valor de verdade, ou seja, que pode ser verdadeira ou falsa.

Exemplo 1.1. Sdo exemplos de proposigdes:

1. A lua é feita de queijo.



2. A neve é branca.

3. A soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo qualquer é 180°.
4. sen(90°) = —1.

5. 30 + 10 = 42.

6. v/2 ndo é um ntimero racional.

7. Existem extraterrestres.

As proposicdes 2., 3. e 6. sdo verdadeiras, enquanto as proposicoes 1., 4. e 5. sdo
falsas.

Apesar de muitas pessoas acreditarem que existem extraterrestres e de outras pes-
soas acreditarem que eles ndo existem, a verdade é que nds, seres humanos, ndo sabe-
mos se de fato eles existem ou ndo, ou seja, ndo sabemos se a afirmacgao 7. é verdadeira
ou falsa.

Os seres humanos ndo sabem qual é o valor de verdade de muitas frases, mas isso
ndo significa que essas frases ndo tém valor de verdade. N&o é preciso saber qual é
o valor de verdade de uma frase para saber se ela é uma proposi¢do, basta saber se
ela tem valor de verdade. A afirmacdo 7. tem valor de verdade, nés s6 nao sabemos
qual é. Os valores de verdade independem das convicgdes humanas, porque os seres

humanos ndo sao oniscientes.

Cabe ainda observar que uma proposi¢do é necessariamente dada por uma sen-
tenga afirmativa, pois ndo faz sentido questionar se sentencas exclamativas ou interro-

gativas sdo verdadeiras ou falsas.

Exemplo 1.2. Ndo sdo proposicdes as sentengas a seguir:

1. Néao entre em panico!
2. Quantas horas sdo agora?
3. Vocé vai a festa?

4. Que dia lindo!



1.2 Valor l6gico

Dizemos que o valor l6gico de uma proposicdo é a Verdade (e representamos por V)
se a proposicdo for verdadeira e que o valor 16gico de uma proposicao a é Falsidade (e

representamos por F) se a proposigao for falsa.

Desse modo, a valor l6gico da proposicdo 1. é F e o valor légico da proposicdo 2. é
V, por exemplo.

A l6gica classica se baseia em duas leis do pensamento que funcionam como prin-

cipios a partir dos quais a teoria é desenvolvida. Sdo eles:

Principio da ndo-contradi¢dao: uma proposi¢do ndo pode ser verdadeira e falsa ao

mesmo tempo.

Principio do terceiro excluido: toda proposi¢do ou é verdadeira ou é falsa. Ocorre
sempre uma dessas possibilidades e nunca uma terceira.

1.3 Proposicdes simples e compostas

As proposi¢des podem ser classificadas em duas categorias: simples e compostas. As
proposicdes simples sdo aquelas que ndo contém outra proposi¢do como parte inte-

grantes de si mesma. Elas sdo geralmente representadas por letras latinas mintsculas

(®, g, 7,8, ...)

Exemplo 1.3. Sdo exemplos de proposi¢des simples:
p : SOcrates nasceu em Atenas.
¢ : O ntimero 23 é maltiplo de 3.

r:sen(180°) = 0.

As proposi¢des compostas sdo aquelas formadas pela combinagdo de duas ou mais

proposicdes. Elas sdo geralmente representadas por letras latinas maitsculas (P, @, R,
S, ..).
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Exemplo 1.4. Sdo exemplos de proposi¢cdes compostas:
P : Ontmero 7 é primo e a Lua é quadrada.
() : Roma é a capital da Franca ou 5 > 2.
R : Se 4 ¢ um ntimero par, entdo Marte é um planeta.

S : O Sol é verde se e somente se o Brasil é um pais.

Cabe observar também que as proposi¢des que formam uma proposigdo composta

podem ser, elas mesmas, proposigdes compostas.

1.4 Operadores légicos

Note que cada uma das proposi¢des compostas citadas no Exemplo 1.4 foram forma-
das a partir da conexdo de duas proposi¢des simples. As palavras que foram utilizadas

llefl ‘“ /A s

para conectar essas duas proposi¢des simples ou”, “se ..., entdo ...”, “... se e so-
mente se...” e formar a proposi¢do composta sdo chamadas de Operadores Légicos ou

Conectivos.

Podemos dizer entdo que os Operadores Logicos sdo palavras, ou conjunto de pa-
lavras, que sdo utilizadas para formar novas proposi¢des a partir de outras. Os ope-
radores usuais em logica verofuncional e seus respectivos nomes e simbolos sdo apre-

sentados na tabela abaixo.

Operador Forma légica Notacao
Negacao Nao-p ~p
Conjungao peq PAq
Disjungao pouq pVq
Condicional Se p, entdo ¢ P —q

Bicondicional | p se, e somentese, ¢ | p <> q

11



O tinico operador que se aplica a uma tnica proposi¢do é o operador de negacao e,
por isso, ele é chamado de operador unitario. Os outros operadores, que se aplicam a
duas proposigdes, sdo chamados de binarios.

Esses cinco operadores mencionados acima ndo se limitam a gerar proposi¢oes no-
vas a partir de outras proposi¢des. Além de criar proposi¢des a partir de proposicdes,
o valor l6gico das proposi¢des formadas com qualquer um desses operadores é inteira-
mente determinado pelo valor 16gico das proposi¢des constituintes. Estes operadores
sdo fungdes de verdade, ou seja, sdo fungdes nas quais os valores de entrada e de saida
sdo valores de verdade, por isso o nome Ilégica verofuncional.

A seguir serdo definidas cada uma destas cinco operagdes e explicitadas como o
valor l6gico das proposi¢des componentes determinam o valor 16gico das proposi¢des

formadas com estes operadores.

1.4.1 Negacdo

A negagio de uma proposigdo p é uma proposicdo (denotada por ~ p) cujo valor l6gico

é a Verdade (V) quando p é falsa e a Falsidade (F) quando p é verdadeira.

Exemplo 1.5. A negacdo da proposicdo:

p: Hoje é domingo.
¢ a proposigao:
~p: Hoje ndo é domingo.

Observe que a proposi¢do “Hoje ndo é domingo” é verdadeira se a proposicdo
“Hoje é domingo” for falsa, e falsa se a proposi¢do “Hoje é domingo” for verdadeira.
Entdo, se uma proposicdo p for verdadeira, a sua negagdo (~p) sera falsa, e se a

proposigdo p for falsa, a sua negagdo serd verdadeira. A tabela-verdade abaixo exprime

esse fato.
p|~p
V| F
F| V

Observe que o valor légico da proposicdo ~ p é inteiramente determinado pelo
valor 16gico da proposicdo p, ou seja, o valor légico de ~p depende do valor 16gico de
p. O operador Negacdo inverte o valor 16gico da proposicéo.

Na linguagem cotidiana a negagdo geralmente é feita inserindo a palavra “ndo” an-

tes do verbo da proposicdo que queremos negar.
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Exemplo 1.6. A negacdo da proposicao:

p : Japiter é um planeta.

[N

~p : Japiter ndo é um planeta.

Uma outra maneira de efetuar a negacdo de uma proposigdo € inserir expressdes

como “é falso que” e “ndo é verdade que” antes da proposigao.
Exemplo 1.7. A negacdo da proposicao:

q : Isaac Newton era inglés.

[N

~q : E falso que Isaac Newton era inglés.
ou

~q: Ndo é verdade que Isaac Newton era inglés.

1.4.2 Conjuncao

A conjungido de duas proposicdes p e ¢ é a proposi¢do composta “p e ¢” (representada
por p A q ), cujo valor 1égico é a verdade (V) quando as proposi¢des p e g sdo ambas
verdadeiras e a falsidade (F) nos outros casos.

Portando, o valor l6gico da conjuncdo de duas proposic¢oes é definido pela seguinte

tabela-verdade:

p
\%
\Y%
F
F

H < M| <<

M < >

Exemplo 1.8. O niimero 7 é primo e a Lua é quadrada.
Observe que o valor l6gico desta conjuncéo é F, pois a Lua ndo é quadrada.

E bastante natural aceitar a tabela-verdade da conjungéo. Veja:

A proposicdo composta “Hoje é sexta-feira e é um dia impar” é verdadeira somente
quando ambas as partes “Hoje é sexta-feira” e “Hoje é um dia é um dia impar” sdo
verdadeiras. Quando uma delas (ou as duas) sdo falsas, a proposi¢do conjungdo é

obviamente falsa.
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1.4.3 Disjuncao

Chamamos de disjungio de duas proposi¢des p e ¢ a proposigdo composta “p ou ¢”
(representada por p V ¢ ), cujo valor l6gico é a verdade (V) quando pelo menos uma
das proposi¢des simples p e ¢ é verdadeira e a falsidade (F) quando as proposi¢des p e
¢ sdo ambas falsas.

Portanto, o valor 16gico da conjung¢do de duas proposic¢des é definido pela seguinte
tabela-verdade:

plaq|pVg
VIiV]| Vv
V|F| V
F|V| V
F|F| F

Exemplo 1.9. Roma é a capital da Francaou 1 + 2 = 5.
Observe que o valor légico desta disjuncdo é F, pois as duas proposi¢des componentes

sdo falsas.

1.4.4 Condicional

As proposic¢des condicionais sdo de particular interesse porque geralmente elas sdo uti-
lizadas para enunciar os teoremas matematicos. Os teoremas sdo proposi¢des condici-
onais reconhecidas como verdadeiras pela comunidade matematica. A demonstragao
de um teorema nada mais é, como veremos no Capitulo 3, do que a justificativa do

porqué essa proposicdo condicional é verdadeira.

Chamamos de proposigio condicional uma proposi¢do composta “Se p, entdo ¢” (re-
presentada por p — ¢), na qual o valor légico é a falsidade (F) no caso em que p é
verdadeira e ¢ é falsa e a verdade (V) nos demais casos.

Portanto, o valor 16gico da condicional de duas proposic¢oes é definido pela seguinte
tabela verdade:

Plq|P—4q
V|V \Y
V| F F
F|V \Y
F|F \Y

Observe que a condicional é falsa somente em um tnico caso: quando p é verda-
deira e ¢ é falsa.
Na proposicdo condicional “p — ¢”, p é chamada de antecedente e ¢ é chamada de

consequente.
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Exemplo 1.10. Se 7 é par, entdo Marte é um planeta.
Observe que o valor l6gico desta condicional é V, pois o antecedente € falso e o conse-

quente é verdadeiro.

E bastante natural aceitar as duas primeiras linhas da tabela verdade da condici-
onal, ja a terceira e quarta linhas costumam gerar um certo desconforto. Analisemos
entdo um exemplo de como os valores 16gicos das proposi¢des p e ¢ determinam o
valor l6gico da proposicdo condicional “p — ¢”, linha por linha.

Exemplo 1.11. Considere a proposi¢do condicional:
Se eu receber um aumento, entdo vou viajar para a Disney.

Para esta andlise, observe que a proposigdo acima sera falsa apenas no caso de quem

a proferir estiver mentindo.

1? Linha: Eu recebi um aumento (p é verdadeira) e viajei para a Disney (g é ver-
dadeira). Cumpri o que prometi, portanto disse a verdade. Assim, a proposi¢do “Se
eu receber um aumento, entdo vou viajar para a Disney” é verdadeira (p — ¢ é verda-
deira).

2% Linha: Eu recebi um aumento (p é verdadeira), mas ndo viajei para a Disney (g
é falsa), significa que eu menti, pois eu ndo cumpri o prometido. Sendo assim, a pro-
posicdo “Se eu receber um aumento, entdo vou viajar para a Disney” é falsa (p — ¢ é
falsa).

Examinemos agora, com bastante cuidado, o caso em que eu ndo recebi um au-

mento, ou seja, o caso em que p é falsa:

3? Linha: Mesmo sem receber um aumento (p é falsa), se eu viajar para a Disney (¢
é verdadeira), ndo se pode falar que menti ao afirmar que “Se eu receber um aumento,
entdo vou viajar para a Disney”. Observe que eu disse o que aconteceria se eu rece-
besse um aumento e ndo o que aconteceria se eu nao recebesse um aumento. Assim,
na situacdo em que eu nao recebi um aumento (p é falsa), mas viajei para a Disney (q é
verdadeira), eu ndo menti ao afirmar que “Se eu receber um aumento, entdo vou viajar

para a Disney”, portanto p — ¢ é verdadeira.

4? Linha: Da mesma forma, caso eu ndo tenha recebido um aumento (p é falsa) e
ndo tenha viajado para a Disney (¢ é falsa), ninguém pode falar que eu menti, pois eu

ndo falei o que ocorreria se eu ndo recebesse um aumento. Dessa maneira, na situagao

15



em que eu ndo recebi um aumento (p é falsa) e ndo viajei para a Disney (g é falsa), eu
ndo menti ao afirmar que “Se eu receber um aumento, entdo vou viajar para a Disney”,
portanto p — ¢ é verdadeira.

Observacao 1.1. A condicional p — ¢ ndo afirma que a proposi¢do consequente ¢ se
deduz ou é consequéncia da proposi¢do antecedente p. Assim, a titulo de exemplo, as
proposicdes condicionais:

“Se 4 é um ntiimero par, entdo Marte é um planeta.”
“” ~ e : 7
Se eu receber um aumento, entdo vou viajar para a Disney.

ndo afirmam que o fato de Marte ser um planeta se deduz (ou é consequéncia) do fato
de 4 ser um namero par. O mesmo vale para a proposicdo “Se eu receber um aumento,
entdo vou viajar para a Disney” e para todas as proposi¢des condicionais. O que uma
proposi¢do condicional faz é somente expressar uma relacdo entre os valores 16gicos
do antecente e do consequente conforme descrito na tabela verdade.

As palavras “dedugdo” e “consequéncia” dizem respeito a argumentos, e ndo a pro-
posicdes. Os argumentos, como veremos no Capitulo 2, sdo encadeamentos especiais
de proposicdes.

1.4.5 Bicondicional

Chamamos de proposigdo bicondicional uma proposicdo composta “p se, e somente se,
q” (representada por p — ¢) cujo valor 16gico é a verdade (V) quando p e ¢ tem 0 mesmo
valor l6gico (p e ¢ sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas) e a falsidade (F) nos demais
casos (quando p e g tem valores l6gicos diferentes).

O valor légico da bicondicional é, portanto, definido pela seguinte tabela-verdade:

p

p
\Y
\Y
F
F

< || <[
<|ml=|<T

Exemplo 1.12. Atenas é uma cidade se, e somente se, 2 > 5.
Observe que o valor 16gico desta condicional é F, pois é verdadeiro que “Atenas é uma
cidade” e falso que “2 > 5”.
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Note que a proposicdo bicondicional p <+ ¢ é verdadeira somente quando as duas
condicionais “p — ¢” e “q — p” sdo simultaneamente verdadeiras. Afirmar “p se, e
somente se, ¢” € o mesmo que fazer as duas afirmag¢des ao mesmo tempo: “Se p, entdo
q” e “Se g, entdao p”.

1.5 Tabelas-verdade de proposi¢oes compostas

Dadas vérias proposi¢des simples p, g, , s..., podemos utilizar os operadores 16gicos
para construir proposicoes compostas, tais como:

* pA(p—q) —q.
* pVaqg) = (PANQ.

* PAQYA~(pV ).

O valor 16gico destas proposi¢des compostas fica inteiramente determinado pelos
valores 16gicos das proposi¢des componentes. Para saber como o valor 16gico de uma
proposicdo composta é dado em fungdo dos valores 16gicos das proposi¢des compo-
nentes, pode-se construir uma tabela-verdade para esta proposicdo através do em-
prego das tabelas-verdade das operagdes definidas na se¢do anterior. Veja os exemplos
abaixo.

Exemplo 1.13. Construcdo da tabela-verdade da proposigdo: p A (p — ¢q) — ¢

pla|lp—=>q|pApP—q) |pANP—q —q
ViV Vv % %
V|F| F F \%
F|Vv| Vv F \%
F|F| Vv F v

Exemplo 1.14. Construcao da tabela-verdade da proposicao: (p A ¢)A ~(p V q):

pla|phg|pVa|~{@Va|PNOAN~(pVa)
ViV| V | V F F
V|F| F \% F F
F|V| F \% F F
F|F| F F % F
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Exemplo 1.15. Construcao da tabela-verdade da proposicao: (p Vv ¢) — (p A q):

pVag|pAg| (pVg)

p
\%
\Y%
F
F

Hi< | m| < e

T < < | <<

mimm <] >

1.6 Tautologia, contradicao e contingéncia

Observe que todos os valores 16gicos da tltima coluna da proposi¢do do Exemplo 1.13
sdo V (verdade). Quando isso ocorre, dizemos que a proposi¢do é uma tautologia.

Defini¢do 1.6.1. Uma tautologia é uma proposigdo composta cujo o valor 16gico é sem-
pre a verdade (V) independente dos valores 16gicos das proposi¢des simples que a
compdem [2, p. 45].

Observe também que todos os valores 16gicos da tdltima coluna da proposicdo do
Exemplo 1.14 sdo F (falsidade). Quando isso ocorre, dizemos que a proposi¢do é uma
contradicao.

Defini¢ao 1.6.2. Uma contradigdo é uma proposi¢do composta cujo o valor 16gico é sem-
pre a falsidade (F) independente dos valores 16gicos das proposi¢des simples que a
compdem [2, p. 45].

Quando figuram os valores 16gicos V e F na titima coluna, como no Exemplo 1.15,

dizemos que a proposigdo é uma contingéncia.

Definicdo 1.6.3. Uma contingéncia é uma proposi¢do composta na qual ocorrem os va-
lores l6gicos V (verdade) e F (falsidade) na dltima coluna da sua tabela verdade [2,
p- 49].

1.7 Implicacao légica

Defini¢do 1.7.1. Uma proposicao P(p,q,r,...) implica (ou implica logicamente) uma
proposi¢do Q(p,q,r,...) se Q(p, q,r,...) é verdadeira (V) todas as vezes que P(p,q,r,...)
é verdadeira (V) [3, p. 49].

Em outras palavras, uma proposicao P(p, ¢, r, ...) implica uma proposi¢do Q(p, ¢, ...)
quando nas respectivas tabelas verdade dessas duas proposi¢des ndo aparece V na co-
luna de P(p,q,r,...) e F coluna de Q(p, ¢, 7, ...) em uma mesma linha.

A notagdo utilizada pra indicar que P implica Q) é:
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P=qQ

Exemplo 1.16. Observe abaixo as tabelas verdade das proposi¢des p Agep V ¢:

pAqg|pVyg

o < | <
mi<|iml<iw

| | <] >

m<i<|i <<

F

A partir da andlise desta tabela podemos afirmar que (p A ¢) = (p V q), pois a
proposicdo “pAq” s6 é verdadeira na primeira linha e, nesta linha, a proposi¢do “pV ¢”
também é verdadeira.

1.8 Tautologia e implicacao légica

Vimos os conceitos de tautologia e de implicacdo nas duas tltimas se¢des. O resultado
abaixo afirma que a toda implicag¢do corresponde uma condicional tautolégica e vice-

versa.
Teorema 1.8.1. A proposi¢ao P(p,q,r,...) implica a proposi¢do Q(p,q,r, ...), isto é:
P=qQ

se, e somente se, a condicional:

é tautoldgica [3, p. 52].

Observacdo 1.2. Embora os simbolos — e = sejam parecidos, eles tém significados
diferentes. O primeiro representa uma operacdo entre proposi¢cdes dando origem a
uma nova proposi¢ao, enquanto o segundo é de relacdo: estabelece que a condicional
P — @ é tautoldgica.

Exemplo 1.17. Observe a tabela verdade da proposicao “p A (p — q) — ¢

plqg|p—=q|pANp—q |pAp—q) —q
V| V]| Vv V \Y%
V|F| F F \%
F|V| V F V
F|F| V F v




Como a condicional “p A (p — ¢q) — ¢” é tautolégica, podemos entdo escrever que
pA(p—q)=q

NOTA: Convém ressaltar o fato de que toda implicagdo corresponde a uma condicio-
nal tautolégica, pois veremos no Capitulo 2 que todo argumento tem uma proposi¢ao
condicional associada a ele, e que, se o argumento for valido, a condicional associada é
uma tautologia e, portanto, uma implica¢do. Evidenciando assim que uma implicagdo

reflete a validade légica.
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Capitulo 2

Argumentos e validade

“A partir de uma gota d’dgua, um pensador 16gico poderia inferir a possibilidade de um
Atlantico ou de um Nidgara, sem jamais ter visto um e outro ou ouvido falar deles.”
Arthur Conan Doyle (Sherlock Holmes; A Ciéncia da Dedugio)

2.1 Argumentos

Em matemadtica, frequentemente estamos interessados em descobrir se determinadas
proposi¢des sdo verdadeiras ou ndo. Mas como descobrir isto, ja& que nds seres hu-
manos ndo temos um acesso mistico ou especial ao que ndo conseguimos saber di-
retamente? Através de argqumentos. Mas o que é um argumento, afinal de contas?
Podemos comegar dizendo que um argumento é um conjunto de proposices. Mas, ape-
sar desta ser uma caracteristica comum a todos os argumentos, ela ndo os descreve
precisamente, pois nem todo conjunto de proposi¢es é um argumento. A lista de pro-
posicdes abaixo, por exemplo, claramente ndo é um argumento, é apenas um conjunto

de proposic¢des que ndo tém relagdo entre si.

A neve é branca.
\/5 é um numero racional.

A Lua tem luz propria.

A alegacdo de que um argumento é um conjunto de proposigdes, apesar de incom-
pleta, j4 nos traz algumas informacgoes. Quando fazemos tal alegacado, estamos dizendo
que os argumentos sdo formados somente por proposi¢des, ou seja, elementos da lin-
guagem tais como perguntas, ordens e promessas, por exemplo, ndo fazem parte da
constituicdo dos argumentos.

Para que um conjunto de proposi¢des seja um argumento é necessdrio que uma, e

apenas uma, destas proposi¢des (chamada conclusio) seja sustentada, apoiada ou jus-
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tificada pelas outras proposi¢des, que sdo chamadas de premissas. A conclusdo é a
proposi¢do que queremos estabelecer, é aquela acerca da qual pretendemos determi-
nar sua veracidade. Vale notar que todo argumento é formado por pelo menos duas
proposigoes.

Vamos entdo a definicdo de argumento:

Definigao 2.1.1. Um argumento é um conjunto de proposi¢des, uma das quais se chama
conclusdo e cuja verdade procura-se estabelecer; as outras proposi¢des chamam-se pre-
missas, e estas proposi¢des pretendem conduzir a conclusdo (ou apoid-la, ou persuadir-

nos da sua verdade) [4, p. 8].

Os argumentos s6 provam uma proposicao caso sejam bons. Um dos objetivos aos

quais a légica se propde é ajudar a determinar se sdo bons ou néo.

2.2 Bons argumentos e validade

Para que um argumento seja considerado bom, ele tem que satisfazer trés condigdes
[5, p. 24]:

1) As premissas devem ser plausiveis. Deve haver boas razdes para acreditarmos que

sdo verdadeiras.
2) A verdade das premissas deve conduzir a verdade da concluséo.
3) As premissas devem ser mais plausiveis do que a conclusao.

O objetivo de um argumento, o que queremos quando apresentamos um argu-
mento, € mostrar que uma determinada proposigao (a conclusdo) é verdadeira. E ndo
apenas isso, queremos mostrar que a conclusdo é verdadeira porque as premissas sdo
verdadeiras. Se as premissas ndo forem plausiveis, ou seja, se as premissas puderem

ja ser rejeitadas desde o principio, entdo o nosso objetivo vai falhar. Podemos ilustrar

isso com um exemplo.

Exemplo 2.1. Considere o seguinte argumento:
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Todas as pessoas gostam de matemaética.
Sophia é uma pessoa.

Portanto, Sophia gosta de matematica.

Observe que a primeira premissa do argumento é implausivel. Nao hé boas razdes
para acreditar que todas as pessoas gostam de matemaética. Isso ja nos permite desde
o principio rejeitar o argumento.

Para que um argumento seja bom, é necessario (mas nao suficiente) que todas as
suas premissas sejam plausiveis, conforme a condi¢do 1). Uma tinica premissa implau-
sivel j4 impede que ele seja um bom argumento.

Entdo, o primeiro cuidado que devemos ter ao avaliar um argumento é checar se as
premissas sdo plausiveis. Se as premissas ndo forem plausiveis, o argumento é ruim.
Se elas forem plausiveis, ainda teremos que verificar as outras duas condi¢des para

concluir que se trata de um bom argumento.

A condigdo 2) nos diz que a verdade das premissas deve conduzir a verdade da
conclusdo. Para um argumento ser bom, ndo basta que as premissas sejam todas ver-
dadeiras. E muito facil pensar em um exemplo de um argumento que ndo é bom, mas

que possui premissa verdadeira. Veja:

2+2=4

Portanto, a Lua ndo é um planeta.

Note que tanto a premissa quanto a conclusdo desse argumento sdo verdadeiras.
Mas ha um problema: a verdade da premissa ndo conduz a verdade da conclusdo. Na
verdade, essas duas proposic¢des sdo totalmente independentes, elas ndo tém qualquer
conexao entre si. E verdade que “2 4 2 = 4”, mas daf ndo se segue que “A Lua ndo é
um planeta”. N6s podemos até acreditar que a Lua ndo é um planeta, mas obviamente
nao vamos fazer isso em virtude de aceitar que 2 4- 2 = 4.

Entdo, para um argumento ser bom, é preciso também que a verdade das premissas
conduzam a verdade da conclusdo. Mas o que exatamente significa a verdade das
premissas conduzir a verdade da conclusdo? Quando é que a verdade das premissas
de um argumento conduzem a verdade da conclusdo?

A verdade das premissas conduzem a verdade da conclusdo quando o argumento
é valido.

Definic¢do 2.2.1. Um argumento é vilido se for impossivel que as premissas sejam to-

das verdadeiras e a conclusdo falsa (a0 mesmo tempo). Dizemos que um argumento é
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invdlido se ndo for valido [4, p. 40].

Perceba entdo que um argumento vélido garante que se as premissas forem todas
verdadeiras, a conclusdo também sera verdadeira. Ele garante que é impossivel que a

conclusdo seja falsa, caso todas as premissas sejam verdadeiras.

Observacdo 2.1. A validade ndo é uma questdo de se, ou ndo, as premissas e a con-
clusdo sio verdadeiras. E uma questio do que aconteceria se as premissas fossem
verdadeiras. A suposi¢do de que as premissas sdo verdadeiras basta para concluir que
a conclusdo tem de ser verdadeira também? Se basta, o argumento é valido. Se ndo
basta - se, por exemplo, carece ainda de outras hipdteses para garantir a conclusédo -, o
argumento é invalido. Perceba que é perfeitamente possivel um argumento ser valido

e ter premissa falsa. E justamente isso que ocorre no Exemplo 2.2.

Observacao 2.2. O conceito de validade aplica-se exclusivamente aos argumentos e o
conceito de verdade aplica-se exclusivamente as proposi¢des. S6 os argumentos sdo
validos ou invélidos, assim como s6 as proposi¢des sao verdadeiras ou falsas. Dizer
que um argumento é verdadeiro ou que uma proposigdo é valida, é ndo compreender

bem estes conceitos.

Exemplo 2.2. Considere o seguinte argumento:

Todos os peixes voam.
O salméo é um peixe.

Portanto, o salmao voa.

Este é um argumento vélido, pois a verdade das premissas garante a verdade da
conclusdo. E impossivel que a conclusdo seja falsa caso todas as premissas sejam ver-

dadeiras. Para confirmar isso, basta pensar em termos de conjuntos:

“Todos os peixes voam”: equivale a afirmar que o conjunto dos peixes estd inteira-

mente contido no conjunto das coisas que voam.

“O salmdo é um peixe”: equivale a afirmar que o salmdo esta contido no conjunto dos

peixes.
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Desta forma, é impossivel que o salmdo ndo esteja dentro do conjunto dos que
voam, pois o salmao esta dentro do conjunto dos peixes, que, por sua vez, esta intei-
ramente contido no conjunto dos que voam. Portanto a conclusdo “O salméo voa.” é
obrigatoriamente verdadeira se considerarmos que as premissas sdo ambas verdadei-

ras.

Exemplo 2.3. Vamos verificar se o argumento abaixo é valido ou invélido.

Se chove, a rua fica molhada.
A rua estd molhada.

Portanto, choveu.

Observe que podemos imaginar um cendrio no qual todas as premissas sejam ver-

dadeiras e a concluséo falsa. Considere, por exemplo, um cendrio em que:

e T verdade que se chover, a rua fica molhada (primeira premissa verdadeira)
e F verdade que a rua estd molhada (segunda premissa verdadeira)

* A rua estd molhada porque alguém a lavou ou porque estourou um cano, etc...

Esse cendrio possivel é o que chamamos de contraexemplo. Quando apresentamos
um contraexemplo, estamos exibindo uma situagdo na qual as premissas sdo todas ver-
dadeiras e, a0 mesmo tempo, mostrando que a conclusdo do argumento pode ser falsa.
Dessa forma fica claro que a conclusdo ndo segue necessariamente das premissas, pois
poderiamos ter outra conclusdo mesmo considerando ambas premissas verdadeiras.

Note que o procedimento que utilizamos para avaliar a validade destes argumentos
foi um tanto trabalhoso. Na préxima se¢ao veremos um método prético para avaliar a

validade de argumentos.

2.3 Forma ldgica e tabelas de validade

Considere os seguintes argumentos:

(A)
Se um poligono é um quadrado, entdo ele tem quatro lados.
Este poligono ndo tem quatro lados.

Logo, este poligono ndo é um quadrado.
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(B)
Se Carl Sagan esta em Atenas, entdo estd na Grécia.
Mas ele nédo estd na Grécia.

Portanto, ndo esta em Atenas.

Observe que estes dois argumentos tratam de assuntos completamente diferentes.

No entanto, note que apesar desta diferenca, ambos tém a mesma estrutura:

Se p, entdo q.
Nao q.

Logo, nao p.
Simbolicamente,

P—q
~q
~p

Dizemos que os dois argumentos tém a mesma forma légica. A esta forma légica
especifica, que é comum a ambos argumentos, chamamos Modus Tollens (do latim:
modo que nega por negacao).

Existem intimeros argumentos que possuem esta mesma forma légica, e todos eles
sdo validos. Uma forma de verificar este fato é utilizando uma sequéncia de tabelas-
verdade que chamamos de tabela de validade.

Para construi-la, fazemos uma tabela-verdade para cada uma das premissas do ar-

gumento e outra para a conclusao:

plq|pP—=>q|~q|~p
V|V \Y F F
V| F F V | F
F|V \Y F |V

F|F \Y V|V

Esta tabela mostra como as premissas e a conclusao estdo articuladas na forma Mo-
dus Tollens. Observando-a, vemos que os argumentos com esta forma légica sdo vali-
dos, pois, na ocasido na qual as premissas sdo todas verdadeiras (linha 4), a conclusdao
também é verdadeira.

Com esse exemplo fica facil visualizar que a validade ndo depende do valor légico
das premissas e da conclusao (pois p e g representam proposi¢des quaisquer), e sim da
maneira como essas proposic¢des estdo articuladas no argumento.
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O fato do Modus Tollens ser um argumento vélido ndo prova que a conclusdo dos
argumentos (A) e (B) sdo verdadeiras, mas prova que se as premissas forem todas
verdadeiras, a conclusdo também serd. Mas como as premissas dos argumentos (A) e
(B) sdo de fato verdadeiras, fica entdo provado que a conclusdo também é verdadeira.

Poderiamos ter verificado a validade deste argumento de outra maneira também:
p—=q,~q .. ~p

Lembre-se que um argumento é valido se for impossivel que a conclusdo seja falsa,
caso as premissas sejam todas verdadeiras. Vamos supor entdo que as duas premissas
sdo verdadeiras e tentar concluir que, neste caso, é impossivel que a conclusdo seja
falsa. Supondo entdo que a premissa ~ ¢ é verdadeira, temos que a proposicdo ¢ é falsa.
Olhando agora para a outra premissa “p — ¢”, percebemos que a tinica possibilidade
possivel para p é a falsidade, pois se p fosse verdadeira, a premissa “p — ¢” seria falsa,
ja que ¢ é falsa. Como p é falsa, entdo a conclusdo ~ p é obrigatoriamente verdadeira.
Portanto, o argumento é valido.

Outra maneira de verificar a validade deste argumento seria comecar supondo que
a conclusdo é falsa e, a partir disso, concluir que é impossivel que as premissas sejam

ambas verdadeiras.

2.4 Derivagoes

Embora as tabelas de validade tenham grande importancia para a verificagdo da va-
lidade e para a compreensdo dos conceitos e validade e forma l6gica, o processo de
construgdo se torna cada vez mais trabalhoso a medida em que a quantidade de pro-
posi¢des simples e de premissas do argumento em andlise aumentam. Mas a sua maior
deficiéncia, no entanto, é ndo propiciar um meio para se chegar validamente a conclu-
sdo a partir das premissas, que é o que realmente importa na argumentacéo.

Estas limita¢des, no entanto, sdo sanadas por um eficiente método que permite che-
gar validamente a conclusao a partir das premissas, utilizando apenas argumentos ele-
mentares cuja validade ja se sabe de antemdo. Esse método é chamado de Derivagao,
Prova Formal ou Demonstragao.

Os argumentos elementares, cujas validades ja sdo conhecidas, sdo chamados de
Regras de Inferéncia ou Arqumentos Vilidos Fundamentais. Apesar de existir varias regras

de inferéncia, neste texto sera apresentado apenas trés:
e Modus Ponens: p — ¢ .,p ... ¢
e Modus Tollens: p — ¢ ,~q .. ~p
¢ Silogismo Hipotético:p — ¢, g —1r ... p—r
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O nome Modus Ponens vem do latim e significa “A maneira que afirma afirmando”.
Ele é um dos pilares das provas matematicas, pois permite deduzir uma proposicéo ¢
a partir de duas premissas: p — ¢ e p. A prova matemdtica direta é a interpretagdo do
argumento vélido fundamental Modus Ponens [6, p. 1].

Vejamos agora um exemplo de derivagao:

Exemplo 2.4. Vamos verificar a validade do argumento a seguir:

P—=4q
q—rT
~r
" ~p
Utilizando o processo de derivacao:
Linha Proposic¢ao Justificativa
1. p—q Premissa
2. q—r Premissa
3. ~T Premissa
4. p—r 1, 2, Silogismo Hipotético
5. ~p 3, 4, Modus Tollens

As derivagdes tém trés colunas. A primeira coluna enumera os passos da deriva-
cdo. E na segunda coluna que escrevemos o argumento propriamento dito: primeiro
colocamos as premissas e depois as conclusdes intermedidrias, até que se chegue a con-
clusdo do argumento, na tltima linha. A terceira coluna é o lugar no qual se informa
quais sdo as premissas do argumento e qual é a justificativa de cada passo, ou seja, é
nela que se informa qual regra de inferéncia foi utilizada em cada passo.

As trés primeiras proposi¢oes deste argumento sdo premissas. A quarta proposicao
é uma conclusdo intermedidria obtida através de um argumento do tipo Silogismo
Hipotético, que utilizou as proposi¢des das linhas 1 e 2 como premissas. A quinta
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proposicdo é a conclusdo do argumento, obtida através da aplicagdo do Modus Tollens
que utilizou as proposic¢des das linhas 3 e 4 como premissas.

No6s ndo sabemos se as premissas “p — ¢” e “g — r” sdo verdadeiras, mas sabemos
que, se elas forem verdadeiras, a proposi¢do “p — r” também o serd, pois foi obtida
através do argumento valido Silogismo Hipotético. Da mesma maneira, ndo sabemos
se a premissa “~ r” e a proposicdo “p — r” sdo verdadeiras (como vimos, “p — r”
serd verdadeira se as premissas “p — ¢” e “g — r” também forem), mas sabemos
que, se elas forem verdadeiras, a conclusdo “~ p” também serd, pois foi obtida através
do argumento valido Modus Tollens. Dessa maneira, conclui-se que o argumento é
valido, pois caso as premissas sejam todas verdadeiras, a conclusdo também o sera. O
processo de derivagdo garante a verdade da conclusdo caso todas as premissas sejam
verdadeiras [5, p. 28]; [7, p. 73]. “A argumentagao valida preserva a verdade” [5, p. 28].
“Como se vé, a validade é o que permite descobrir o que antes ndo se sabia com base

no que se sabia” [5, p. 15, 26, 53].
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Capitulo 3

Demonstracdes matematicas

3.1 Demonstracao direta

Vimos na Segdo 1.1 que as proposic¢des sdo afirmagdes que possuem valor de verdade e
que para saber se determinada sentenca é uma proposigdo, ndo é preciso conhecer seu
valor de verdade, mas apenas se ela possui valor de verdade.

Na matemadtica, assim como em outras dreas do conhecimento cientifico, estamos
interessados em descobrir se determinadas proposi¢des sdo verdadeiras ou ndo. O
meio que se utiliza para descobrir se uma proposicdo matematica é verdadeira é cha-
mado de demonstragido matemdtica ou prova.

Uma demonstracdo matemadtica € a justificativa, através de argumentos, do porqué
a proposicdo avaliada é verdadeira. A proposi¢do a qual se quer averiguar a veraci-
dade geralmente é uma condicional, na qual o antecedente chamamos hipétese e o
consequente, tese. Ap6s demonstrada como verdadeira, a proposicao passa ser cha-
mada de teorema.

Para ilustrar, veremos agora um exemplo bem simples de uma demonstracdo tal

como é encontrada nos textos de matematica.
Exemplo 3.1. Prove que:

Se um namero é par, entao o seu quadrado também é par.

Demonstracao:

Seja n um ntimero natural par, ou seja, n = 2k, com k € N. Temos assim que:

n=2k = n’=(2k)? = n?=2’k* = n?*=2-2k* cqd
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Observe que a igualdade n? = 2 - 2k* nos diz que n? é par, pois fazendo 2k? = m,

temos que n? = 2m (m € N), que é exatamente a defini¢gdo de um ntmero par.

Este é um exemplo bem simples, porém didatico, de uma demonstracao matema-
tica direta. Note que partimos da hipétese (n é um ntimero natural par) e, apés uma
sequéncia de passos, chegamos a tese (n? é um ntmero par). Observe que a demons-
tracdo consistiu em reeescrever a hipotese em linguagem matemadtica (n = 2k com
k € N) e, partindo da hip6tese, chegar a tese a partir de uma sequéncia de aplicacdes
de propriedades algébricas ja conhecidas.

A partir da segunda, cada uma das igualdades separadas pelo simbolo “=" foi
obtida através da aplicagdo de uma propriedade algébrica a igualdade anterior.

Entdo, partimos da hipétese e, por meio de uma sequéncia de aplicagdes de pro-
priedades algébricas, chegamos a tese. Mas o que isso tem a ver com a veracidade da
proposicao condicional “Se um ntimero é par, entiao o seu quadrado também é par”?

A impressdo que temos inicialmente é de que foi demonstrado apenas que é pos-
sivel chegar a tese partindo-se da hipdtese. Aparententemente esse procedimento ndo
tem relacdo com a veracidade da proposicdo condicional “Se um ntimero é par, entao
o seu quadrado também é par”. Mas s6 aparentemente. Acontece que, de fato, esse
procedimento nos permite concluir que a proposi¢do condicional em questdo é verda-
deira, mas, como vemos, essa visualiza¢do nado é imediata. Por que partir da hipétese
e chegar a tese por meio de uma sequéncia de aplica¢des de propriedades algébricas
ja conhecidas demonstra a veracidade da prosi¢do condicional objeto da apreciagdo?
A seguir tentaremos visualizar o que fundamenta essa conclusdo do ponto de vista

l6gico.

3.2 Légica da demonstracao direta

Lembremos que o nosso objetivo é mostrar, através de argumentos, que uma dada
proposigdo condicional “p — ¢” é verdadeira.

Como vimos na Subsegdo 1.4.4, a tabela verdade da condicional nos diz que uma
proposi¢do condicional s6 é falsa no caso em que o antecedente é verdadeiro e o con-
sequente é falso e é verdadeira nos demais casos.

Nos ja sabemos de antemao que a proposicdo p é verdadeira, porque ela é a nossa
hipétese, é de onde partimos. Noés a admitimos como verdadeira. Supomos a sua
ocorréncia [8, p. 77, 86, 87].

Como ja sabemos que p é verdadeira, entdo basta mostrar que ¢ também é verda-
deira para concluirmos que a proposicdo condicional “p — ¢” é verdadeira. Mas como
mostramos que g é verdadeira? Por derivacdo.

Nesse momento entra cena quatro outros elementos: regras de inferéncia, axiomas,
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teoremas ja demonstrados e defini¢des. Todos esses elementos também sdo considera-

dos como premissas no processo de demonstragao.

Conforme ja vimos, as Regras de Inferéncia sdo argumentos que nos garantem que,
caso as premissas sejam todas verdadeiras, a conclusdo também serd obrigatoriamente
verdadeira. Em um argumento véalido é impossivel que a conclusdo seja falsa caso

todas as premissas sejam verdadeiras.

O processo de demonstracdo direta consiste entdo em utilizar axiomas, teoremas
ja demonstrados, defini¢des, conclusdes intermedidrias e a hipétese p como premissas
nas regras de inferéncia até que se chegue na conclusao desejada ¢. A conclusao ¢ sera
obrigatoriamente verdadeira, pois se trata da conclusdo da aplicacdo de um argumento
valido. Como a hipétese p e a proposicdo ¢ sdo verdadeiras, entdo podemos afirmar,
via tabela-verdade da condicional, que a proposi¢do condicional “p — ¢” também é

verdadeira, conforme queriamos demonstrar.

A proposicdo “p — ¢” agora passa a ser chamada de Teorema, pois foi demonstrada

como verdadeira.

Vale a pena salientar também que, ap6s demonstrada, a proposi¢do condicional
“p — q” se torna a implicacdo “p = ¢”, pois foi provado que ¢ é verdadeira quando p

é verdadeira, ou seja, a condicional “p — ¢” é tautolédgica (ver Secao 1.8).
Como os axiomas e teoremas matematicos sdo geralmente proposi¢des condicionais
e a hip6tese p é uma proposigdo simples (ou uma conjuncdo de proposi¢oes simples), a

regra de inferéncia mais utilizada nas demonstragdes matematicas é o Modus Ponens.

Para exemplificar, veja o esquema abaixo de uma demonstracdo matemadtica direta

por derivacdo.

Exemplo 3.2. Proposicdo a ser demonstrada:

Se p, entao q.
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Linha Proposicao Justificativa

1. P Premissa (hip6tese)
2. p—r Premissa (teorema)
3. r—s Premissa (axioma)

4. s —q Premissa (teorema)
5. r 1, 2, Modus Ponens
6. S 3, 5, Modus Ponens
7. q 4, 6, Modus Ponens

As afirmacgdes elencadas nas linhas 1,2,3 e 4 sdo as premissas da demonstracéo.
Trata-se de proposigdes ja conhecidas como verdadeiras dentro da teoria (a hipétese p
é assumida como verdadeira). Observe que a proposicdo intermediaria » € uma propo-
si¢do verdadeira, porque ela foi obtida como conclusdo da aplicagdo do Modus Ponens
nas linhas 1 e 2. Como ela é verdadeira, entdo ela também pode ser utilizada como pre-
missa na aplicacdo de um novo argumento, que foi o que ocorreu na linha 6. O mesmo
pode ser dito em relagdo a proposigdo intermedidria s na linha 6, que foi obtida como
conclusdo da aplicacdo do Modus Ponens nas linhas 3 e 5 e depois foi utilizada como
premissa na aplicacdo de um novo argumento para se concluir a verdade de g. Como
as proposicdes p e g sdo verdadeiras, concluimos entdo (via tabela verdade da condici-

onal) que a proposi¢do “p — ¢” também é verdadeira, como queriamos demonstrar.

Vejamos agora como seria a demonstracdo da proposi¢ao do Exemplo 3.1 utilizando
a derivacgéao:

Exemplo 3.3. Proposicdo a ser demonstrada:

Se um nimero é par, entdo o seu quadrado também é par.
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Linha Proposigao Justificativa

1. n = 2k Premissa (hip6tese)
2. Se x =y comz, y € R, entdo 2% = 3% Premissa (teorema)

3. Se x = (ab)?, com a,b € R, entdo x = a?b*>.  Premissa (teorema)

4. a?=a-a Premissa (defini¢ao)
5. n? = (2k)? 1, 2, Modus Ponens

6. n? = 22k>2 3,5, Modus Ponens

7. n? =2-2k? 4, 6, Definicao

O leitor poderia questionar a aplicagdo da Regra Modus Ponens na linha 5, pois o
antecedente da proposicdo condicional da linha 2 ndo é exatamente idéntico a propo-
sicdo da linha 1. No entanto, esse incomodo pode ser sanado se considerarmos do fato
de que “se tudo tem uma dada propriedade, um dado particular também a tem” [5,
p- 129]. A aplicacdo do Modus Ponens nas proposi¢des das linhas 3 e 5 para se obter a

proposic¢do da linha 6 segue o mesmo raciocinio.

As proposigdes das linhas 1,2, 3 e 4 sdo as premissas da demonstracdo. Trata-se de
afirmagdes ja conhecidas como verdadeiras na teoria. Observe que a proposigdo inter-
medidria da linha 5 é uma proposi¢do verdadeira, pois ela foi obtida como conclusdo
da aplicagdo do Modus Ponens nas linhas 1 e 2. Como ela é verdadeira, entdo pode
também ser utilizada como premissa na aplicagdo de um novo argumento valido, que
foi o que ocorreu na linha 6. Com isso concluimos que a linha 7 também é verdadeira,
pois trata-se apenas aplicacdo da defini¢do na proposigdo da linha 6.

Assim, como o antecedente e o consequente da proposi¢do “Se um nimero é par,
entdo o seu quadrado também é par” sdo ambos verdadeiros, entdo podemos afirmar

que a condicional também é verdadeira, conforme queriamos demonstrar.

Comparando esta demonstracdo com a demonstragdo tal como é encontrada ge-
ralmente nos textos de matemaética (Exemplo 3.1), percebemos que a segunda é uma
forma resumida da primeira, na qual é evidenciado a hipétese, as conclusdes interme-

didrias e a tese, ao passo que os outros elementos aparecem de maneira subentendida.
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Considere novamente a demonstragdo do Exemplo 3.1:

n=2k = n*=(2k)? = n*=2%* = n>=2. 2k

Quando escrevemos o simbolo de implicacdo “=" ap6s a hipétese n = 2k, por
exemplo, estamos na verdade dizendo que a proposigdo n? = (2k)? é verdadeira, pois
uma implicagdo é uma condicional tautolégica e, como a proposicdo n = 2k é verdeira
por hipétese, essa condicional (n = 2k — n? = (2k)?) s6 é tautoldgica se a proposi¢ao
n? = (2k)? for verdadeira. Sabemos que n* = (2k)? é verdadeira porque, conforme
informado na linha 5, ela é a conclusao de um argumento valido. O mesmo raciocinio
vale sempre que se utiliza o simbolo de implicacdo em uma demonstragdo ou na reso-

lugdo de uma equagao.

Vejamos agora um exemplo retirado de [7, p. 58]:

Exemplo 3.4. Proposicdo a ser demonstrada:

Se x é par e maior do que 2, entdo = ndo é primo.

Linha  Proposicado Justificativa

1. x é par. Premissa (hipotese)
2. x é maior que 2. Premissa (hipotese)
3. Se x é par, = é divisivel por 2. Premissa (teorema)
4. Se x é maior do que 2, entdo se x é primo,  Premissa (teorema)

x ndo é divisivel por 2.

5. x é divisivel por 2. 1, 3, Modus Ponens
6. Se x é primo, entdo = ndo é divisivel por 2. 2, 4, Modus Ponens
7. x ndo é primo. 5, 6, Modus Tollens

Assim, como as proposi¢des “z é par e maior do que 2” e “x ndo é primo.” sdo
ambas verdadeiras, entdo podemos concluir pela tabela-verdade da condicional que a
proposicdo “Se x é par e maior do que 2, entdo = ndo é primo.” também é verdadeira,

como querfamos demonstrar.
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Consideracoes finais

Neste trabalho nds procuramos investigar a estrutura légica da demonstragdo mate-
matica direta, com vistas a esclarecer o que de fato é uma demonstracdo matematica
e a entender os fatores que concedem o alto grau de confiabilidade na veracidade das
afirmag0es justificadas a essa maneira.

Existem varias técnicas de demonstragdo na matemaética, e a demonstragdo direta
é apenas uma delas; contudo todas elas sdo baseadas no processo de derivacdo (ou
deducdo) que foi apresentado neste texto. Na técnica de demonstragdo por Redugio ao
Absurdo, por exemplo, nés supomos inicialmente que a proposi¢do a qual queremos
demonstrar sua veracidade ¢é falsa e, a partir disso, deduzimos uma afirmagdo que é
reconhecidamente falsa (uma contradi¢do). Como no processo de dedugdo nao é pos-
sivel derivar afirmacdes falsas, pois sdo utilizados somente argumentos vélidos, fica
evidenciado entdo que o erro foi a suposic¢do inicial de que a afirmagdo que queremos
provar é falsa, concluindo, portanto, pelo principio da ndo-contradicgdo e pelo principio
do terceiro excluido, que ela s6 pode ser verdadeira.

Vale a pena ressaltar também que, apesar das demonstra¢des serem a tinica ma-
neira aceita pela comunidade matemadtica de se provar a veracidade das afirmacdes
matematicas, devido a sua for¢a no que diz respeito a justificagdo do conhecimento e
ao seu rigor, existem também outras maneiras menos formais e rigorosas de se justifi-
car o conhecimento matematico, como por exemplo com o uso de softwares de geometria
dindmica tal como o Geogebra. O uso desse tipo de ferramenta pode ser um grande ali-
ado no processo de justificagdo do conhecimento matematico, pois em alguns casos as
demonstragdes sdo tdo sofisticados e dependem de tantos outros conhecimentos, que
ndo se tornam muito acessiveis para os alunos da educagdo basica.

Seja de maneira mais rigorosa ou mais informal, a questdo primordial é compreen-
der que a crenca na veracidade de um teorema decorre de uma justificativa poderosa,

e ndo de um ato de fé.
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