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Resumo

Neste trabalho, investiga-se o uso de técnicas de controle aplicadas a sistemas pendulares,
englobando a modelagem matematica, o projeto de controladores e a implementagao
pratica. Para contornar as nao lincaridades severas da bancada fisica construida, propoec-se
uma arquitetura de controle em cascata. Utiliza-se a técnica baseada em dados VRFT
(Virtual Reference Feedback Tuning) na malha interna para o rastreamento de velocidade, e
o Regulador Quadrético Linear (LQR) na malha externa para o controle de equilibrio. Os
resultados experimentais demonstram que a abordagem em cascata estabilizou o sistema
com sucesso, sendo capaz de rejeitar perturbagoes externas de forma robusta e atenuar

eficazmente as nao linearidades mecanicas do atuador.

Palavras-chave: sistemas pendulares. péndulo invertido. controle em cascata. VRFT.

LQR.



Abstract

The dynamics of pendulum systems are widely studied in engineering due to their complex
nonlinear behavior and unstable equilibrium points. This work investigates the application
of control techniques to such systems, encompassing mathematical modeling, controller
design, and practical implementation through a custom-built prototype. To overcome the
severe nonlinearities and hardware constraints of the experimental setup, a cascade control
architecture is proposed. The inner loop employs a data-driven technique, Virtual Reference
Feedback Tuning (VRFET), for precise velocity tracking and mitigation of actuator dead
zones and friction. The outer loop utilizes a Discrete Linear Quadratic Regulator (DLQR)
to maintain the vertical balance of the pendulum. Experimental results demonstrate that
the proposed cascade approach successfully stabilized the inverted pendulum, proving
robust in rejecting external disturbances and effectively compensating for the mechanical

imperfections of the recycled hardware components.

Keywords: pendulum systems. inverted pendulum. cascade control. VRFT. LQR.
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1 Introducao

Um péndulo simples é um sistema que consiste em uma haste ou fio com uma
massa na extremidade, capaz de oscilar em torno de uma posicao fixa. A partir dessa
ideia, existem algumas variacdes do péndulo que partem do mesmo principio. Entre as de
maior relevancia estao o péndulo invertido, que inverte a direcao da oscilagao e a base do
péndulo, e o péndulo articulado, no qual a haste é formada pela juncao de duas ou mais

hastes, com ligagdes que permitem a rotagao nas juntas.

Na Engenharia, o péndulo invertido é considerado um modelo padrao de referéncia
amplamente estudado. A relevancia desse sistema deve-se as suas caracteristicas dindmicas,
é um sistema altamente nao linear e instavel em malha aberta. O estudo da sua dinamica

fornece a base matemédtica necessaria para o desenvolvimento de técnicas de estabilizacao.

Um exemplo pratico dessa dindmica é encontrado na engenharia aeroespacial,
durante o lancamento de foguetes. Nos instantes iniciais da decolagem, o comportamento
fisico do veiculo langador assemelha-se ao de um péndulo invertido, pois o centro de
gravidade do veiculo esta posicionado acima do ponto de aplicacao da forca de empuxo,

que se localiza nos motores da base.

Para evitar que o foguete tombe ou sofra desvios por perturbacoes atmosféricas,
os sistemas de controle de voo realizam o vetoramento do empuxo. Nesse processo, o
angulo de expulsao dos gases é ajustado continuamente na base para compensar o desvio
angular, mantendo o alinhamento do centro de massa e garantindo a trajetéria vertical.
Na literatura aeroespacial, a estabilizacdo dessa dindmica complexa de vetoramento é
frequentemente abordada por meio de técnicas de controle 6timo linear quadrético (LQR),
evidenciando a eficiéncia desse método matematico para a manutencao do equilibrio em

sistemas criticos (REDMILL et al., 1994).

Além do setor aeroespacial, o principio do péndulo invertido é utilizado na bio-
mecanica, para o estudo da marcha bipede e o desenvolvimento de robos humanoides e
proteses ativas. Outra aplicacao pratica é o projeto de sistemas de estabilizacao estrutural

em arranha-céus sujeitos a abalos sismicos.

Nesse contexto, a construcao e o controle de um péndulo invertido em bancada
permitem a reproducao em escala de problemas reais de engenharia. O desenvolvimento do
controle para essa planta possibilita a analise e a validagao experimental de estratégias ma-
tematicas voltadas para a estabilizacao de sistemas instaveis, consolidando o conhecimento

tedrico em uma aplicagdo pratica.
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1.1 Justificativas e Relevancia

Segundo Ogata (2010), o controle automdtico é essencial em diversos campos da
engenharia, sendo necessaria a validagao empirica de seus conceitos teéricos. A transicao
de ambientes simulados para a implementagao fisica impde restrigoes estruturais que,

frequentemente, nao sao contempladas nos modelos matematicos ideais.

A implementacao de um péndulo invertido real exige a compensacao de nao
linearidades mecanicas e elétricas, como o atrito estatico de Coulomb, zonas mortas
dos atuadores, folgas de transmissao e atrasos de amostragem. O efeito dessas variaveis,
especialmente em equipamentos de baixo custo, degrada o desempenho de controladores
puramente analiticos. Diante disso, a motivacao deste trabalho consiste em investigar
a aplicagdo de uma arquitetura de controle em cascata, utilizando sintonia baseada cm
dados (VRFT) na malha interna para compensar imperfei¢gbes motrizes, permitindo a
operagao adequada do controle 6timo (LQR) na malha externa sob condigoes operacionais

restritivas.

Adicionalmente, o projeto apresenta relevancia pratica e econémica ao propor a
construcao da planta fisica a partir de componentes reciclados. O reaproveitamento de
pecas de impressoras descartadas, como a calha mecanica, o motor de corrente continua e
os sensores Gpticos (encoders), viabiliza a montagem de um moédulo de hardware funcional

e de baixo custo.

Por fim, o protétipo desenvolvido constitui uma ferramenta didatica replicavel. A
planta modelada e validada podera ser incorporada as disciplinas de laboratério do curso,
possibilitando aos discentes a aplicacao e a analise experimental de diferentes técnicas de

controle em um sistema fisico.

1.2 Objetivos

Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo primordial desenvolver, modelar e estabilizar
um prototipo de péndulo invertido, implementando e validando experimentalmente uma
arquitetura de controle em cascata que integra sintonia baseada em dados e controle 6timo

para garantir o equilibrio do sistema diante de nao lincaridades.

Objetivos Especificos

Para o alcance do objetivo geral, definem-se os seguintes objetivos especificos:

e Construir um protétipo funcional utilizando materiais mecanicos e eletroeletronicos

reciclados, consolidando um moédulo didatico e replicavel destinado a aulas praticas
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laboratoriais para os discentes do curso de Engenharia de Controle e Automacao da

Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP).

o Realizar a modelagem matemaética cinematica e dindmica da planta, executando a
estimacao empirica de parametros fisicos e avaliando as limitagdes tedricas impostas

por nao linearidades severas (como atrito estdtico e zona morta do atuador).

e Projetar e validar experimentalmente uma estratégia de controle em cascata, empre-
gando o método Virtual Reference Feedback Tuning (VRFT) na malha interna de
velocidade para absorver as imperfeicdes motrizes, e um controlador Otimo Linear

Quadratico (LQR) na malha externa para atuar no equilibrio angular da haste.

1.3 Organizacao e estrutura

Para guiar o leitor através da metodologia e dos resultados, este documento foi

organizado nos seguintes capitulos:

o Capitulo 1: Apresenta a introdugao ao tema, a motivacao e a relevancia do estudo,

os objetivos delineados e a organizacao estrutural do documento.

o Capitulo 2: Aborda a fundamentagao tedrica, englobando a revisao da literatura e a

deducao analitica da modelagem mateméatica da planta.

o Capitulo 3: Descreve o hardware da bancada fisica, detalhando a integracao dos com-
ponentes mecanicos reciclados, a instrumentacao eletroeletronica e os procedimentos

de condicionamento de sinais no microcontrolador.

o Capitulo 4: Dedica-se a concepcao da estratégia de controle. Este capitulo detalha
a estimacao de parametros do atuador e o projeto da arquitetura em cascata,
compreendendo a sintonia da malha interna de velocidade baseada em dados (VRFT)

¢ o controle 6timo da malha externa de equilibrio (LQR).

o Capitulo 5: Apresenta a validacao experimental do sistema. Neste capitulo, sdao

expostos e discutidos os resultados praticos obtidos.

o Capitulo 6: Encerra o trabalho com as consideracoes finais, sumarizando as contri-
buicoes praticas do projeto frente as limitagoes de infraestrutura e sugestoes para

trabalhos futuros.
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2 Revisao de literatura

Diversos trabalhos na literatura abordam o controle de sistemas pendulares sob
diferentes perspectivas, dada sua ampla aplicabilidade e complexidade. Esses sistemas
apresentam comportamento dinamico nao linear e sensivel a perturbacoes externas, o que
exige estratégias de controle avancadas. A depender da configuracao fisica e das condigoes
de operacao, os sistemas podem operar em torno de pontos de equilibrio estaveis, como
ocorre em pontes rolantes, ou instaveis, como no caso de péndulos invertidos. Para lidar
com esses desafios, a literatura propoe tanto abordagens classicas, como controladores
PID, quanto técnicas mais avancadas, incluindo controle 6timo, adaptativo, robusto, por

modos deslizantes e, mais recentemente, métodos baseados em inteligéncia artificial.

Entre esses sistemas, pontes rolantes utilizadas no transporte de cargas pesadas
recebem destaque devido a necessidade de controlar oscilagoes pendulares que surgem
durante a movimentagao da carga (YANG et al., 2014). Essas aplicagoes demandam solugoes

robustas para mitigar os efeitos de distirbios e manter a estabilidade do sistema.

Outra linha relevante de pesquisa envolve o controle de robos autoequilibrados
sobre rodas, os quais representam sistemas que operam em torno de pontos de equilibrio
instaveis. Essa area tem ganhado notoriedade tanto na academia quanto na indtstria, com
exemplos notaveis como o uBot-5, JOE, B2 e o SEGWAY HT, que ilustram a diversidade
de abordagens existentes (YANG et al., 2014).

Embora ambos os contextos envolvam o controle de sistemas modelados como
péndulos invertidos, hé diferengas significativas entre eles. Zhang et al. (2020) analisam os
desafios associados a efeitos de duplo péndulo e movimento esférico em guindastes-torre.
Por sua vez, Yang et al. (2014) investigam a influéncia da nio planaridade no movimento

de robo6s autoequilibrados com duas rodas.

A aplicagdo de técnicas modernas de controle tem sido amplamente explorada
nesses sistemas. Por exemplo, Verma et al. (2012) utilizam 16gica fuzzy, um método baseado
em inteligéncia artificial, para modelar e controlar sistemas pendulares tridimensionais com
base em decisoes racionais. No caso de péndulos bidimensionais, que constituem o foco
deste estudo, Shuang e Jian (2014) aplicam a técnica de controle 6timo linear quadréatico
(LQ).

Esses autores ressaltam que o controlador LQ oferece vantagens no projeto e na
calibracao do sistema, como a eliminacao da necessidade de determinar manualmente os
polos da malha fechada. A técnica se baseia na identificacdo adequada das variaveis de
estado e na defini¢do de pesos conforme a matriz de resposta do sistema. A resolucao da

equagao algébrica de Riccati permite obter a matriz de realimentagao de estados K, a qual
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confere estabilidade assintdtica as variaveis do sistema.

Apesar dessas vantagens, Shuang e Jian (2014) apontam limitagoes, especialmente
quanto a definicao qualitativa das matrizes de ponderacao Q e R, que impactam direta-
mente o desempenho da resposta do sistema. Frequentemente, a obtencao de resultados
satisfatorios exige ajustes iterativos desses parametros, o que evidencia a complexidade
do método e a importancia de uma calibragdo cuidadosa. Além disso, por se tratar de
uma técnica essencialmente baseada em modelo matematico linearizado, o desempenho
do LQR tende a se degradar significativamente quando aplicado em hardwares reais que

apresentam nao linearidades severas de atuacao.

Para contornar as limitacoes de controladores puramente baseados em modelos
fisicos diante de imperfei¢coes eletromecanicas, a literatura recente tem explorado métodos
de sintonia baseados em dados (data-driven). Dentre essas técnicas, o Virtual Reference
Feedback Tuning (VRFT) tem se destacado por permitir a sintonia direta dos pardmetros
do controlador a partir de um tnico conjunto de dados de entrada e saida do sistema em
malha aberta, dispensando a necessidade de uma modelagem fenomenoldgica complexa do

atuador (CAMPI; SAVARESI; OUTROS, 2011).

A fim de aliar a robustez do controle 6timo ao tratamento pratico de nao linearidades,
o uso de arquiteturas de controle em cascata apresenta-se como uma solucao eficaz. Nessa
topologia, a dinamica do sistema ¢é dividida: uma malha interna, geralmente controlada
por técnicas como o VRFT, encarrega-se de compensar os disturbios e nao linearidades
do hardware (como zonas mortas ¢ atrito), enquanto a malha externa, regida por um
controlador como o LQR, foca exclusivamente na estabilizacao cinematica da planta. Essa
separacao hierarquica das dindmicas fundamenta a abordagem metodologica proposta

neste trabalho.

2.1 Modelagem Tedrica do Sistema Péndulo Invertido

A metodologia para a derivagao das equagoes dinamicas do péndulo invertido sobre
o carro, conforme apresentada por Ogata (2010), considera o diagrama de corpo livre do

sistema, conforme ilustrado na Figura 1.
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Figura 1 — Diagrama de corpo livre.

Fonte: Adaptado de Ogata (2010).

Define-se o angulo da haste a partir da linha vertical imaginaria posicionada no
centro do carro, que define o ponto de equilibrio da haste, sendo 6 o angulo entre a haste e
a vertical. As coordenadas (x,y) do centro de gravidade da haste do péndulo sdo dadas por
o =x+1sinf e y, = lcosh, onde x é a posicao horizontal do carro e 1 é o comprimento
do péndulo até seu centro de gravidade. Adicionalmente, inserem-se as forcas de dissipacao
do sistema, definindo-se b, como o coeficiente de atrito viscoso entre o carro e o trilho, e

b, como o coeficiente de atrito viscoso na articulagao da haste.

Aplicando as leis da mecanica, as equagoes nao lineares de movimento do sistema
sao obtidas. O movimento rotacional da haste do péndulo em torno de seu centro de
gravidade é dado por:

10 = Vising — Hlcos — b0 (2.1)

onde I é o momento de inércia da haste em relacao ao centro de gravidade. O movimento

horizontal do centro de gravidade da haste do péndulo é descrito por:

2

mﬁ(w +1lsinf) = H (2.2)

E o movimento vertical do centro de gravidade do péndulo por:
2

m@(l cosf) =V —mg (2.3)

Paralelamente, o movimento horizontal do carro é descrito por:

d2
Md—tf —u—H—bi (2.4)
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Para simplificar o projeto de controle, essas equacoes sao linearizadas em torno
do ponto de equilibrio vertical instavel. Considerando que a operag¢ao ocorre préxima a
posigao vertical (0 ~ 0), aplicam-se as aproximagoes sinf ~ 6 e cosf ~ 1. Termos de
ordem superior, como 62 e 62, sdo desprezados. Expandindo as derivadas espaciais sob

essa linearizagdo, as equagoes se transformam em:

10=Vig—Hl—b,0 (2.5)
mi +milf = H (2.6)
0=V —mg (2.7)

Com o auxilio das equagoes (2.4) e (2.6), substituindo a varidvel H, obtém-se a
relacao para o movimento de translacao:
(M + m)i + b, +milf = u (2.8)

E, a partir das equagoes (2.5), (2.6) e (2.7), substituindo V = mg e H = mi: +mi#:

160 = mgld — (m +mlf)l — b0 (2.9)

que, ao ser reorganizada para isolar as derivadas de maior ordem, resulta em:

+ mi?)0 + '-i—mfc':mg 2.10
(1 12)6 b,0 l 0 (2.10)

As equagoes (2.8) ¢ (2.10) constituem o modelo matemaético linearizado que descreve
o movimento acoplado do sistema de péndulo invertido sobre o carro com perdas por atrito

ViSCOS0.

2.2 Determinacao Experimental dos Parametros Elétricos do Motor

CC

A obtencao de um modelo matematico fidedigno para o atuador do sistema requer
a determinacao de seus parametros elétricos e eletromecanicos. Nesta secao, descreve-se os
procedimentos experimentais realizados para encontrar a resisténcia de armadura (R,) e a

induténcia de armadura (L,) do motor de corrente continua utilizado no protétipo.
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2.2.1 Ensaio de Rotor Bloqueado

O ensaio de rotor bloqueado é um procedimento padrao para a caracterizagao
elétrica de motores CC. Ele consiste em analisar o comportamento do motor em uma
condigao estatica, com velocidade angular nula, o que permite isolar e medir os componentes

de seu circuito de armadura.

Para a execucdo do ensaio, foi implementado o circuito de acionamento ilustrado
na Figura 2. O circuito é composto por uma fonte de tensao CC de 6,2V, um transistor
NPN para aplicar um pulso de tensao ao motor, e um diodo de roda livre em paralelo com

o motor para protecao do circuito contra picos de tensao indutiva.

330 O

/\/\/\/ -

— 62V 44V

330 O
—N d 10V

e
@
—

Figura 2 — Circuito do Ensaio de Rotor Bloqueado.

Fonte: Elaborada pela autora.

Para a medigao indireta da corrente de armadura, um resistor de precisao de 1,82,
denominado como (R,), foi inserido em séric com o motor. A tensao sobre este resistor
(Vgrs), que é diretamente proporcional a corrente de armadura, e a tensao nos terminais

do préprio motor (V) foram monitoradas por meio de um multimetro digital.

O procedimento experimental consistiu nas seguintes etapas:

e O eixo do motor foi firmemente travado por meios mecanicos para assegurar a

condi¢ao de velocidade nula (w = 0).

o Um sinal de onda quadrada foi aplicado a base do transistor, levando-o a saturagao.
Isso aplicou um degrau de tensao ao circuito série composto pelo motor e pelo resistor

Sensor.
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e O multimetro foi configurado como voltimetro para capturar e registrar a resposta
transiente e o estado estaciondrio das tensoes Vi, (t) e V,, () durante a aplicacao do

pulso.

A partir dos dados adquiridos pelo multimetro, os parametros elétricos foram

calculados conforme detalhado a seguir.

2.2.2  Calculo da Corrente de Armadura de Rotor Bloqueado (1)

A corrente de armadura em regime permanente (/,), também referida como corrente
de stall, foi determinada a partir da queda de tensao de estado estaciondrio no resistor

sensor (Vg,), aplicando-se a Lei de Ohm. A tensao medida foi de 800 mV.

VR
I, =t 2.11
° =R, (2.11)
0,8V
lo= 1 gq ~ 0 M4A = 444mA (2.12)

2.2.3 Calculo da Resisténcia de Armadura (R,)

Na condicdo de rotor bloqueado, a forga contra-eletromotriz é nula (Vy,..,,, = 0),
pois esta é proporcional a velocidade. Portanto, a tensao de estado estacionario medida

nos terminais do motor (V) corresponde apenas a queda de tensao sobre sua resisténcia

m

interna (R,). A tensao medida em V,, foi de 4,4 V.

v,
R = lm 2.13
=7 (2.13)
4,4V
Ry = 5maa ~ %910 (2.14)

Para fins de simplificacdo nos calculos subsequentes do modelo, este valor foi arredondado
para 10 2.

2.2.4 Calculo da Induténcia de Armadura (L,)

A induténcia de armadura (L,) foi determinada a partir da andlise da resposta
transiente da corrente. A constante de tempo elétrica do circuito (7, ) foi medida diretamente
na forma de onda exponencial exibida no osciloscépio, utilizando-se as ferramentas de

cursor. O valor obtido para a constante de tempo foi de 7, = 1,28 ms.

A relacao entre a constante de tempo, a resisténcia e a indutancia em um circuito

RL série é dada por:
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L
— —a 2.15
Te Ra ( )
Isolando-se a indutancia, obtém-se:
L,=R, -, (2.16)
L,=10Q-(1,28 x 1073s) = 0,0128 H = 12, 8 mH (2.17)

Figura 3 — Resposta transiente da corrente no ensaio de rotor bloqueado, evidenciando a
constante de tempo elétrica (7,).

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao final do ensaio de rotor bloqueado, foram determinados os parametros elétricos
do motor, R, =10Q e L, = 12,8 mH, que serdo utilizados na fun¢ao de transferéncia do

atuador.

2.2.5 Ensaio de Rotacao a Vazio

A determinacao da constante de forga contra-eletromotriz (K, ) é fundamental para
a modelagem da interdependéncia entre os dominios elétrico e mecanico do motor CC.
Este ensaio explora a caracteristica do motor de atuar como um gerador quando seu eixo
é rotacionado por uma fonte externa, permitindo uma medicao direta da tensao gerada

em fungao da velocidade.

Para a execucao do ensaio, foi utilizada uma montagem com dois motores CC.
O primeiro motor, denominado “motor de acionamento”, tinha seu eixo mecanicamente
acoplado ao eixo do segundo motor, o “motor sob teste”. O motor de acionamento era
alimentado por uma fonte de 12V através de um circuito driver, controlado por um
microcontrolador Arduino. Esta configuracao permitia variar a velocidade do conjunto de

forma precisa através do ajuste do sinal de Modulac¢ao por Largura de Pulso (PWM).

Os terminais do motor sob teste foram deixados em aberto (sem carga) e conectados
a um multimetro digital configurado como voltimetro para medir a tensdo gerada em seus
terminais (V). A velocidade angular (w) era medida pelo sistema de encoder do motor de

acionamento.

O procedimento experimental consistiu nas seguintes etapas:

e Os eixos do motor de acionamento e do motor sob teste foram firmemente acoplados.
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« Os terminais elétricos do motor sob teste foram conectados a um multimetro para
medigao da tensao gerada (V}).

e O microcontrolador Arduino foi programado para variar o duty cycle do sinal PWM

enviado ao driver, aplicando diferentes niveis de poténcia ao motor de acionamento.

« Para cada patamar de duty cycle, aguardou-se a estabilizacao da velocidade e foram
registrados os pares de dados correspondentes de velocidade angular (w) em rad/s e

a tensao gerada (V) em Volts.

Os dados coletados permitiram a caracterizacao da constante K, conforme deta-

lhado a seguir.

Tabela 1 — Dados experimentais de tensao gerada e velocidade angular no ensaio a vazio.

Tensao (V) Velocidade Angular (rad/s)

4,73 283
5,80 340
6,40 373
3,50 206
6,40 380
5,20 310

Fonte: Elaborada pela autora.
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2.2.6  Analise Grafica e Calculo da Constante K,

7 T T T
e Dados Experimentais o0 i

6 | |--- Regressdo Linear: V, = 0,0169 - w o .
Z | s |
N .-
= 4f |
-
O 3t :
O ’,/
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Figura 4 — Grafico de dispersao relacionando a velocidade angular (w) e a tensdo gerada
(V,) com a respectiva reta de regressao linear.

Fonte: Elaborada pela autora.

A relagao tedrica entre a forga contra-eletromotriz gerada (V,

emys) © a velocidade

angular (w) é linear e descrita por:

Vi = K. w (2.18)

Como o ensaio foi realizado com os terminais do motor em aberto (I, = 0), a

tensdo medida nos terminais é igual a for¢a contra-eletromotriz (V, =V,

my)- Os pares de
dados experimentais (w, V;) foram plotados em um grafico de dispersdo, com w no eixo
das abscissas ¢ V; no cixo das ordenadas. Aplicou-se o método de regressao linear para
ajustar uma reta da forma y = max ao conjunto de pontos, minimizando o erro quadratico
médio. O coeficiente angular (m) da reta de ajuste representa a estimativa experimental

da constante K.

Assumindo que a regressao linear dos dados coletados resultou em um coeficiente

angular de m = 0,085, o célculo de K_ é:

_ AV,

K _ ="t
Aw

€:m

(2.19)

\Y%
K., =0,08—— =0,085V -s/rad (2.20)
rad/s
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2.2.7 Determinacdo da Constante de Torque (K,)

Em unidades do Sistema Internacional (SI), a constante de torque (K,) é nume-
ricamente igual a constante de forga contra-eletromotriz (K_). Portanto, o valor de K,

pode ser diretamente inferido a partir do resultado do ensaio.

K,[N-m/A] = K_[V -s/rad] (2.21)

K, ~0,085N - m/A (2.22)

Ao final do ensaio, foram determinadas as constantes eletromecanicas do motor,
K, = 0,08V - s/rad e K, = 0,085N - m/A, pardmetros essenciais para a funcdo de

transferéncia que relaciona a tensao de entrada do motor com sua resposta mecanica.
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3 Metodologia

3.1

Materiais e Componentes Utilizados na Construcao do Proté-
tipo

Para a construcao e o funcionamento da planta fisica do péndulo invertido, foram

utilizados os seguintes componentes mecanicos e eletroeletronicos:

Chopper de quatro quadrantes (Ponte H): O chopper é um conversor CC-CC
utilizado para modular a tensdo de uma fonte de corrente continua. Para facilitar a
integragao e o acionamento bidirecional do motor, utilizou-se o médulo comercial
Ponte H L298N, que possui choppers integrados em seu circuito para controle de

poténcia.

Microcontrolador (Arduino): Plataforma de prototipagem baseada em um mi-
crocontrolador logico programavel. Suas portas digitais e rotinas de interrupcgao de
hardware sdo fundamentais para a leitura dos sensores, enquanto as saidas do tipo
PWM (Pulse Width Modulation) permitem modular a largura do sinal de tensdo

enviado a Ponte H, controlando a velocidade e o torque do motor.

Carro de impressao e Motor CC: Conjunto mecanico retirado de uma impressora
sucateada, compreendendo o motor de corrente continua, as correias de transmissao
e o proprio carro de deslocamento. O reaproveitamento dessas pegas garantiu a

precisao mecanica necessaria com baixo custo.

Trilho guia linear: Também reaproveitado da estrutura original da impressora
descartada, atua como a via de translacdo de baixo atrito para a movimentacao

horizontal do carro de impressao.

Sensor Encoder Linear: Fita 6ptica translicida com marcagoes de alta resolucao,
reaproveitada da impressora em conjunto com seu sensor 6ptico original. E o elemento

responsavel por aferir a posi¢ao instantanca (z) do carro sobre o trilho.

Sensor Encoder Rotativo: Dispositivo de medi¢ao angular de padrao industrial,
com resolucao de 600 pulsos por revolu¢ao (PPR). Foi fixado ao carro para realizar

a leitura precisa do angulo de inclinagao () da haste pendular.

Haste do péndulo e Acoplamento 3D:A haste foi construida a partir de uma

peca cilindrica de madeira reaproveitada (cabo de vassoura), conferindo leveza e
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rigidez ao péndulo. Para a juncdo mecanica entre a haste e os sensores, utilizou-se
resina de impressao 3D (PLA/ABS) modelada sob medida.

« Base estrutural da planta: Prancha de madeira cortada nas proporgoes métricas
do trilho guia. Além de agrupar os componentes e conferir portabilidade ao mo-
dulo didatico, a base de madeira atua como um suporte estrutural essencial para
garantir a estabilidade e o nivelamento do trilho guia sobre diferentes superficies de
trabalho. Adicionalmente, ela funciona como uma plataforma de montagem segura
para a fixagdo e organizagdo dos moédulos eletronicos do sistema, acomodando o

microcontrolador Arduino, a Ponte H e os barramentos de alimentagao.

o« Componentes de roteamento elétrico: Utilizou-se uma matriz de contatos
(protoboard) e fios de ligagao rapida (jumpers) para a distribuicao dos barramentos
de alimentagao (VCC e GND) e para a conexao segura dos sinais logicos entre os

sensores, a Ponte H e o microcontrolador.

3.2 Procedimentos de Montagem e Integracao Fisico-Ldgica

A montagem do protdtipo priorizou o reaproveitamento de componentes, aliando o
conceito de sustentabilidade ao desenvolvimento de um modulo didatico de baixo custo.
Para garantir a precisao mecanica necessaria a validacao das leis de controle, optou-se por

preservar a estrutura mecanica integral de uma impressora descartada.

Dessa forma, o trilho guia, o carro de impressao, o motor de corrente continua
e o sistema de transmissao por correia dentada foram mantidos em suas configuragoes
originais. Essa estratégia forneceu uma base robusta e resistente para ser utilizada na
implementacao do péndulo. O circuito original do carro de impressao, que ja continha um
sensor 6ptico alinhado a uma fita encoder linear, também foi preservado para realizar a

medicao da posi¢ao do carro.

A montagem final da base estrutural e dos trilhos pode ser visualizada na Figura 5.
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Figura 5 — Protétipo experimental do péndulo invertido montado sobre trilho linecar,
evidenciando o carro, o motor CC e a haste pendular.

Fonte: Elaborada pela autora.

3.2.1 Adaptacoes Mecanicas e Acoplamento do Péndulo

Para a medicdo do angulo de inclinacao da haste, o encoder rotativo precisou ser
solidamente embarcado no conjunto movel. Para tal, a pega de suporte impressa em 3D
foi projetada para se encaixar com precisao no compartimento originalmente destinado
aos cartuchos de tinta do carro de impressao. Essa adaptagdao mecanica permitiu que o
eixo do sensor ficasse alinhado, garantindo um acoplamento seguro e sem folgas com a

haste de madeira do péndulo.

3.2.2 Projeto Elétrico e Hardware

O arranjo eletronico do protétipo foi projetado com foco em portabilidade e

eficiéncia, viabilizando o seu uso futuro como moédulo didatico em laboratorio. Para a
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unidade de processamento central, adotou-se o microcontrolador Arduino Nano. Sua
escolha justifica-se pelas dimensoes reduzidas, que facilitam a acomodacao na estrutura
fisica da planta, mantendo a capacidade de processamento e a quantidade de portas ldgicas

(interrupgoes) necessarias para a aplicagdo de controle em tempo real.

O acionamento de poténcia do motor de corrente continua foi realizado por meio
do médulo Ponte H (L298N). Para garantir o torque e a resposta dindmica exigidos pela
instabilidade natural do péndulo invertido, o circuito de poténcia da Ponte H foi alimentado
externamente por uma fonte chaveada reaproveitada de notebook, fornecendo uma tensao
continua de 19 V. A malha de comando légico foi estabelecida conectando-se os pinos
digitais 9 e 10 do Arduino Nano aos terminais de controle da Ponte H, responsaveis por

definir o sentido de giro e a intensidade do esforco de controle via sinal PWM.

O sensoriamento do sistema é composto por dois encoders incrementais de quadra-
tura. O primeiro, um encoder linear (fita 6ptica) original da impressora, ¢ responsavel
por mensurar a posi¢ao do carro transladando sobre o trilho (x). O segundo, um encoder
rotativo comercial com resolugao de 600 pulsos por revolu¢ao (PPR), foi implementado

especificamente para aferir o angulo de inclinagao da haste do péndulo (6).

Para a consolidacao das ligacoes e roteamento dos sinais, utilizou-se um adaptador
de cabo flat, minimizando o excesso de fiacao solta e reduzindo o risco de interferéncias
eletromagnéticas. A alimentagao de ambos os sensores Opticos foi suprida de forma estavel
pelos terminais de 5 V e GND do préprio Arduino Nano. Por fim, a leitura instantéanea das
variagoes de posigao foi garantida conectando-se os pares de canais (fases A e B) de cada
encoder a quatro pinos de entrada digital do microcontrolador, os quais foram configurados

para acionar as rotinas de interrup¢ao de hardware (PCINT).

A Tabela 2 resume o mapeamento dos pinos utilizados na integragao.

Tabela 2 — Mapeamento das conexoes elétricas do protétipo.

Componente Terminal /Pino Conexao no Arduino Nano
Comando de Dire¢ao/IN1 Pino Digital 9
Ponte H (L298N) Comando de Diregao/IN2 Pino Digital 10
. Sinal Fase A1l Pino Digital 2
Encoder Linear (Carro) Sinal Fase Bl Pino Digital 3
. R Sinal Fase A2 Pino Digital 4
Encoder Rotativo (Péndulo) Sinal Fase B2 Pino Digital 5

Alimentacao Légica VCC (Sensores) oV
¢ & GND (Referéncia comum) GND

A topologia de alimentagao e as conexoes elétricas foram roteadas conforme o

diagrama esquematico da Figura 6.
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Figura 6 — Diagrama esquematico evidenciando o roteamento dos sinais logicos do micro-
controlador e a topologia de alimentacao dos componentes.

Fonte: Elaborada pela autora.

3.2.3 Integracao Eletronica e Leitura de Sinais

Um dos principais desafios de projeto na montagem de um péndulo invertido é
a conexao dos cabos dos sensores embarcados no carro movel até a unidade de controle
(microcontrolador), evitando que o peso ou a rigidez dos fios atue como uma perturbagao

fisica no sistema.

Para solucionar essa questdo, reaproveitou-se o cabo plano flexivel (flat cable)
original da impressora, que ja possuia a maleabilidade e o roteamento adequados por baixo
do trilho linear. Os fios do encoder rotativo foram soldados diretamente nas trilhas da

placa de circuito impresso (PCI) original do carrinho.

Contudo, observou-se que diversas vias do flat cable estavam interligadas pelo
circuito antigo. Para asscgurar a integridade dos sinais de quadratura dos encoders (linear
e rotativo), realizou-se um mapeamento de continuidade com o auxilio de um multimetro,
identificando vias isoladas. Como medida de seguranca adicional para evitar interferéncias e

capacitancias parasitas nos sinais de alta frequéncia, capacitores remanescentes do circuito
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original foram dessoldados e removidos, garantindo a total isolacao elétrica das trilhas

utilizadas.

3.2.4 Aquisicao de Dados

A unidade de processamento central adotada foi um microcontrolador da familia
Arduino, programado em linguagem C++. Para garantir uma resposta em tempo real e
evitar a perda de pulsos dos encoders, a rotina de leitura dos sensores foi desenvolvida

utilizando interrupgoes de hardware do tipo Pin Change Interrupt (PCINT).

Em vez de utilizar fungoes de alto nivel, a rotina de servigo de interrupgao (ISR)
foi otimizada por meio de manipulagao direta de registradores do microcontrolador (PIND)
e operagoes logicas bit a bit (bitwise XOR). Essa abordagem garante uma execugio
deterministica e em fragoes de microssegundo, atualizando os contadores de posicao

instantaneamente a cada transicao de borda dos canais A e B dos encoders.

A malha de atuacao foi implementada utilizando o médulo Ponte H L298N. A
geragao do sinal de Modulacao por Largura de Pulso (PWM) foi delegada a biblioteca
TimerOne, configurada para operar em uma frequéncia de 25 kHz. Essa frequéncia de
comutacao garante uma corrente mais continua na armadura do motor. O laco principal
de controle e aquisi¢do de dados foi estruturado com um periodo de amostragem (7%)

temporizado em 10 milissegundos, fundamental para a correta discretizacao e projeto dos

controladores.

3.3 Procedimentos Experimentais: ldentificacao de Parametros

Para a obtencao de um modelo matematico fidedigno do péndulo invertido, foi
realizada uma etapa de estimacao de parametros, englobando as caracteristicas elétricas e
mecanicas do motor de corrente continua, bem como os parametros fisicos do carro e da
haste. O procedimento consistiu na modelagem analitica de cada subsistema e na posterior
implementagido das equagoes diferenciais resultantes no ambiente Simulink/MATLAB,

conforme ilustrado no diagrama de blocos da Figura 7.
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Figura 7 — Diagrama de blocos do sistema implementado no ambiente Simulink para a
simulacao e estimacao de parametros.

Fonte: Elaborada pela autora.

Inicialmente, os pardmetros fisicamente mensuraveis foram alimentados diretamente
no modelo. Isso incluiu a massa do carro (M), a massa da haste (m), o raio da polia, a
resisténcia de armadura (R, ), a indutancia da armadura (L,) e a distancia do eixo de
rotagao até o centro de massa da haste (I). Os pardmetros de dificil medigao direta, como o
momento de inércia do péndulo (I) e os coeficientes de atrito viscoso, foram definidos como

varidveis a serem estimadas utilizando a ferramenta Parameter Estimator do Simulink.

O segundo passo da metodologia baseou-se na aquisicdo de dados empiricos de
resposta da planta. Para a caracterizacao da dindmica do carro, o microcontrolador Arduino
foi empregado para injetar diferentes sinais de excitacao na malha aberta, como ondas
quadradas de frequéncias variadas e sinais PRBS (Pseudo-Random Binary Sequence).
Os dados de posicao linear do carro e a respectiva tensao de comando aplicada foram
registrados com um periodo de amostragem de 10 ms (7, = 0,01 s), totalizando janelas

de mil amostras por ensaio.

3.3.1 Compensacdo de N3o Linearidades e Dinamicas Nao Modeladas

Durante a execucao dos ensaios praticos de identificacao, observaram-se divergéncias
entre o comportamento matematico idealizado e a resposta real da planta fisica, exigindo

adequagoes metodoldgicas para o sucesso da estimacao.

A primeira dificuldade pratica consistiu na discrepancia entre o sinal de controle
computado pelo Arduino e a tensao efetivamente entregue aos terminais do motor. Essa
diferenca decorre de perdas inerentes ao circuito de acionamento, principalmente a queda de
tensao nos transistores semicondutores da Ponte H e no préprio cabeamento fisico. Optou-
se por nao modelar explicitamente essa dindmica elétrica residual. Em vez disso, assumiu-se

que essas quedas de tensao, por serem relativamente constantes em regime permanente,



32

seriam compensadas e absorvidas durante a sintonia dos parametros otimizados pelo
toolboxr de estimagao de parametros do simulink, garantindo a representatividade empirica

do modelo para esta planta de hardware especifica.

Adicionalmente, o sistema fisico apresentou uma nao linearidade severa de zona
morta (dead zone) associada a inércia mecénica ¢ ao atrito estatico (atrito de Coulomb)
dos trilhos. Teoricamente, qualquer diferenca de potencial nao nula aplicada ao motor
deveria resultar em movimento do carro. Na pratica, contudo, observou-se que o carro
permanecia em repouso até que a tensao superasse um limiar consideravel em relacao a

tensdo nominal da fonte (aproximadamente 6 V).

Para contornar essa nao linearidade de acionamento, mapeou-se a tensao de entrada
em fungao do ciclo de trabalho (duty cycle) do sinal PWM enviado pelo microcontrolador,
variando na escala de 0 a 1023 (resolugao de 10 bits). Por meio de inspe¢do visual e analise
dos dados do encoder, concluiu-se que o esfor¢o de controle minimo para suplantar o atrito
de inércia e manter uma velocidade constante correspondia a um duty cycle de base de

aproximadamente 300.

Consequentemente, esse valor de offset foi adotado como o novo "zero”logico de
referéncia para a geracao dos degraus na onda quadrada e no sinal PRBS. Ao assegurar
que a excitagao ocorresse exclusivamente na regiao linear e 1til de operacao do motor
elétrico, os resultados obtidos pelo algoritmo de estimacgao de parametros tornaram-se

notavelmente mais coerentes e satisfatorios, viabilizando o projeto do controlador.
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4 Projeto dos Controladores

4.1 Projeto do Controlador de Velocidade Baseado em Dados

Para a malha interna de controle da dindmica horizontal do carro, optou-se por
uma abordagem baseada em dados (data-driven), visando compensar as nao linearidades
do atuador fisico, como zonas mortas e atrito estatico nos trilhos. O método escolhido

para sintonizar esse controlador foi o Virtual Reference Feedback Tuning (VRFT).

4.1.1 Fundamentacdo Tedrica: VRFT e Minimos Quadrados

A literatura classica de controle frequentemente adota uma abordagem em duas
etapas: primeiro, a identificacdo de um modelo mateméatico analitico da planta e, em seguida,
o projeto do controlador baseado nesse modelo. Contudo, essa estratégia é suscetivel a erros

de modelagem e aproximacoes tedricas que podem degradar o desempenho do sistema.

Para lidar com essa limitagao, métodos puramente baseados em dados sao propostos.
Conforme evidenciado na obra Data-Driven Controller Design: The H o Approach (CAMPI;
SAVARESI; OUTROS, 2011), a premissa central dessas técnicas é utilizar os dados de entrada
e saida (coletados em ensaios de malha aberta ou fechada) para sintonizar o controlador,

evitando a etapa intermediaria de identificagao do modelo paramétrico da planta.

Nesse contexto, o método Virtual Reference Feedback Tuning (VRFT) constitui
uma técnica de otimizagdo em etapa tnica (one-shot). A principal caracteristica do VREFT
consiste em reformular o problema de projeto do controlador, inerente a malha fechada,

reduzindo-o a um problema cléssico de identificacao de sistemas em malha aberta.

O procedimento matematico do VRFT fundamenta-se nas seguintes etapas:

1. Definicao do Modelo de Referéncia: Define-se uma fungao de transferéncia
em malha fechada desejada, denotada por T,(z), que representa o comportamento

dindmico que a planta fisica deve seguir.

2. Calculo da Referéncia Virtual: Dado um conjunto de N amostras de entrada
u(t) e saida y(t) da planta real, calcula-se o sinal de referéncia virtual r,(¢) que
produziria a saida medida y(¢) caso o sistema operasse sob o modelo de referéncia

T,(z). Matematicamente, aplica-se a inversao do modelo de referéncia:

r(t) =T (2)y(t) (4.1)
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3. Erro Virtual: A partir de r,(¢), determina-se o erro de rastreamento virtual do

sistema, empregado na alimentagao do controlador:
e,(t) = r,(t) —y(t) (4.2)

4. Otimizacao Paramétrica: Para um controlador linear nos parametros 6, sua saida
estimada u(t) é expressa como o produto entre uma matriz de regressores ®(t)
(formada pelos erros e suas derivadas) e o vetor #. O objetivo consiste em determinar
o vetor f que minimize a diferenca entre a saida do controlador parametrizado e o

sinal de controle real u(t) aplicado no ensaio.

A otimizagao paramétrica é solucionada pelo Método dos Minimos Quadrados
(MMQ). A fungao de custo quadratica J(6) a ser minimizada ¢ dada pela soma dos residuos

entre o sinal de controle medido e a saida do controlador:

J(O) = 5> (u(t) - @7(1)6)° (4.3)

N

Assumindo a inversibilidade da matriz de regressores (condigdo satisfeita pela
aplicagdo de um sinal de excitagdo persistente, como o PRBS), a solugéo analitica que

minimiza a fun¢ao de custo é determinada pela Equacao Normal:

0= (07®) 1oTU (4.4)

Consequentemente, a solugao de minimos quadrados fornece os parametros do
controlador calibrados de forma a compensar as dindmicas nao modeladas e as nao

linearidades presentes no conjunto de dados empiricos utilizado no projeto.

4.1.2 Implementacado Pratica do VRFT no Protétipo

A aplica¢ao empirica do VRFT para o controle de velocidade do carro foi implemen-
tada no ambiente computacional MATLAB. Utilizaram-se os dados de tensdo aplicada (u)
e posicao linear (p) extraidos do ensaio de identificagdo com excitagdo PRBS, amostrados

com um periodo 7T, = 10 ms.

Como a varidvel de interesse para esta malha especifica é a velocidade linear, o
vetor de saida dindmico do sistema (y) foi obtido numericamente por meio da derivada

discreta do vetor de posi¢oes medidas:

y(k) = (4.5)



35

Para o modelo de referéncia T,(z), optou-se por um sistema de primeira ordem,
caracterizado por uma resposta rapida e estritamente sem sobressinal. A constante de
tempo 7 = 80 ms foi definida empiricamente. Esse valor foi escolhido visando um equilibrio
pratico: ele é suficientemente rapido para que o carro acompanhe as rapidas corregoes
exigidas pelo LQR para nao deixar a haste cair, mas respeita a banda passante fisica do
motor, evitando que o modelo de referéncia exija aceleragoes que levariam a Ponte H a

saturacao imediata. A funcdo de transferéncia discreta do modelo alvo é dada por:

Ty(z) =~ ° (4.6)

zZ—a

onde o polo em tempo discreto a ¢ definido em func¢ao da constante de tempo da malha
(a = e Ts/7).

A estrutura de controle selecionada para a parametrizacdo foi um controlador
Proporcional-Integral-Derivativo (PID). Na rotina computacional, os vetores de dados
de velocidade foram processados pela dindamica do modelo de referéncia inverso para a
construcao da matriz de regressores . A cada instante de amostragem k, as colunas da
matriz @ foram preenchidas com as componentes proporcional, integral e derivativa da lei

de controle operando sobre o erro virtual da velocidade, definidas teoricamente como:

_ylk+1) —y(k)

oathy = XD (4.7)
6y() = WD) (4)
iy YD) =20 (k= 1 "

l1—a
Com a matriz de regressores ® e o vetor experimental de esfor¢o de controle U
estabelecidos, o vetor de pardmetros 6timos do controlador () foi extraido utilizando-se

a solugao do problema de minimos quadrados. Para contornar eventuais problemas de

condicionamento na inversao matricial, utilizou-se a pseudo-inversa de Moore-Penrose:

6=,y (4.10)

O vetor resultante  forneceu diretamente os trés ganhos paramétricos do controlador
PID digital (0; = K,,, 0, = K;, 03 = K,). Por serem originados diretamente dos dados
da planta, esses ganhos encontram-se sintonizados para rastrear a dindmica de referéncia
prescrita, compensando o atrito dos trilhos sem a necessidade de modelagem analitica

intermediaria do atuador.
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4.2 Projeto do Controlador Otimo LQR

Para a estabilizacdo do péndulo na posicao vertical e o controle de posicionamento
do carro, adotou-se o Regulador Quadratico Linecar (LQR) para compor a malha externa
da arquitetura em cascata. O LQR é um método de controle 6timo fundamentado em
modelo, operando no espaco de estados e exigindo a representagao analitica prévia da
dindmica da planta acoplada. Como a implementacao final ocorre em um microcontrolador

digital, o projeto foi concebido no dominio discreto (DLQR).

4.2.1 Representacdo em Espaco de Estados da Planta em Cascata

No contexto desta topologia, a planta controlada pelo LQR nao é o atuador em
malha aberta, mas sim o sistema mecanico operando sob a malha interna fechada de
velocidade. O comportamento dessa malha interna, sintonizada via VRFT, é modelado
matematicamente como um sistema de primeira ordem com constante de tempo 7. A
relagao entre a referéncia de velocidade comandada (u = #,.) e a aceleragao resultante do

carro (&) é dada por:

£ = (g~ #) (4.11)

Substituindo a Equagao (4.11) na equagdo diferencial linearizada da rotac¢ao do
péndulo e isolando a aceleracao angular é, obtém-se a dindmica da haste em funcao da

referéncia de velocidade da malha interna:

l

. B .
=y T M (4.12)
It

0 _ P
1 I
Para a formulacdo em espago de estados, define-se o vetor de variaveis X (t) composto

pelo angulo do péndulo (6), sua velocidade angular (), a posigao linear do carro (z) e sua

velocidade de translagao (&):

>

t
t
t
t

>

X(t) =

8

X

(t)

)
(4.13)

(t)

(t)
A dindmica do sistema linearizado invariante no tempo é inicialmente descrita na

forma matricial continua X (t) = AX(t) + Bu(t), resultando nas seguintes matrizes de
estado (A) e de entrada (B):
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0 0 1 0 01776 0
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Para o projeto do controle digital, esse modelo analitico continuo foi discretizado no
ambiente MATLAB, adotando-se o periodo de amostragem 7, = 10 ms. Esse procedimento
converte o modelo para a forma de equagoes a diferencas X(k + 1) = A, X (k) + Byu(k),

onde A, e B, representam as matrizes de estado e de entrada no dominio discreto.

4.2.2 Formulacio do Controle Otimo Discreto

O objetivo do controlador DLQR consiste em determinar uma lei de controle por
realimentagao de estados da forma u(k) = —K X (k) que estabilize a planta amostrada.
Para estabelecer o balango adequado entre o erro de rastreamento e a energia despendida,

o método minimiza a seguinte funcao de custo quadratica em tempo discreto J:

oo

J = (XT(k)QX (k) + u'(k)Ru(k)) (4.15)
k=0

Nesta formulacao, ) é uma matriz simétrica semidefinida positiva que pondera as

penalidades sobre os desvios das variaveis de estado, enquanto R é uma matriz simétrica

definida positiva que penaliza a magnitude do sinal de controle. No contexto deste trabalho,

a minimizacao garante que as referéncias de velocidade . calculadas nao ultrapassem as

limitagoes fisicas do atuador e a banda passante da malha interna.

A minimiza¢do da fun¢do J no dominio digital requer a solu¢do da Equacio
Algébrica de Riccati em Tempo Discreto (DARE). A resolu¢ao computacional dessa
equacao fornece a matriz simétrica P, a qual viabiliza o calculo analitico da matriz de

ganhos de realimentacao discreta K:
K=(R+ BgPBd)*lBgPAd (4.16)

4.2.3 Sintonia das Matrizes de Ponderacao e Implementacao

A aplicagdo do LQR requer o ajuste empirico das matrizes de ponderacao @ e R.
Atribuiu-se maior peso aos elementos da diagonal principal da matriz ) correspondentes
ao angulo do péndulo (#) e a sua posigao linear (x), priorizando a corregao estrita de
desvios verticais para assegurar o equilibrio da haste dentro dos limites do trilho. O escalar

R foi calibrado iterativamente para restringir a amplitude do sinal ., evitando comandos

ref»

de velocidade inatingiveis pelo motor de corrente continua.
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Como o projeto foi concebido diretamente no dominio discreto, a matriz de ganhos
K obtida encontra-se perfeitamente adequada para a implementacdo embarcada. Durante
a execugao no microcontrolador, as posigoes x e 6 sao mensuradas pelos encoders épticos a
cada ciclo de T, = 10 ms, enquanto as velocidades z e 0 sdo estimadas por meio da derivada
discreta dos estados. A lei de controle u(k) = —K X (k) é computada iterativamente,

atualizando o setpoint dinamico do controlador de velocidade da base.
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5 Resultados e Discussao

Neste capitulo, sao apresentados e discutidos os resultados experimentais obtidos
a partir da implementagao na planta fisica. A andlise segue a progressao metodoldgica
do projeto: inicialmente, avaliam-se os parametros estimados para o modelo dinamico;
em seguida, valida-se isoladamente a malha interna de velocidade do carro; e, por fim,
analisa-se o desempenho da arquitetura em cascata completa na estabilizacao do péndulo

invertido.

5.1 Resultados da Estimacao de Parametros e Validacao do Modelo

A primeira etapa de testes praticos visou a consolidacao do modelo dindmico em
espaco de estados, pilar fundamental para o projeto do controlador 6timo. Utilizando a
ferramenta Parameter FEstimator do ambiente Simulink, realizou-se o ajuste de curvas
(curve fitting) entre a resposta das equagoes fisicas e os dados lidos pelos encoders do

protétipo durante os ensaios de malha aberta.

A presenca de dindmicas nao modeladas, como o atrito estatico de Coulomb
nos trilhos e a zona morta do médulo Ponte H, representou um desafio inicial para a
convergéncia do algoritmo de minimos quadrados nao lincares. A aplicagao prévia de uma
rotina de compensac¢ao de zona morta no microcontrolador garantiu que o motor operasse

predominantemente em sua regiao linear durante as excitagoes com sinais PRBS.

Mediante o tratamento dos dados empiricos, o algoritmo de estimacao isolou a
dindmica linear dominante do sistema. O procedimento permitiu estimar parametros fisicos
de dificil medi¢ao direta, como o momento de inércia da haste (I) e os coeficientes de

atrito viscoso.

A Tabela 3 compila os parametros nominais medidos e os parametros dindmicos

estimados, que compoOem a representacao em espaco de estados da planta fisica.
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Tabela 3 — Parametros consolidados do modelo do péndulo invertido.

Simbolo Descricao do Parametro Valor Unidade
M Massa do carro de impressao 0,152 kg

m Massa da haste do péndulo 0,1133 kg

l Distancia até o centro de massa 0,2774 m

R, Resisténcia de armadura 10,0 Q

L, Indutancia de armadura 12,8 mH
K, Constante de torque 0,085 N-m/A
K, Constante contra-eletromotriz 0,085 V-s/rad
1 Momento de inércia estimado 0.002907284 kg-m?
B, Atrito viscoso estimado (péndulo)  0,000497 N-s/m

Fonte: Elaborada pela autora.

Com os parametros validados, as matrizes de dindmica no tempo discreto (4,) e de

entrada (B,) foram instanciadas, viabilizando o projeto do Regulador Quadratico Linear
(DLQR).

5.2 Validacdo do Controle de Velocidade (VRFT)

Antes de submeter o sistema a estabilizacao da haste, avaliou-se isoladamente o
desempenho da malha interna. O objetivo deste ensaio consistiu em verificar se o controlador
PID de velocidade parametrizado via Virtual Reference Feedback Tuning (Kp = 9,201,
K, =5,399, K; = —0,439) forcaria o carro a rastrear o modelo de referéncia de primeira

ordem (7 = 80 ms).

Com o péndulo operando livremente (sem atuagao da malha externa de angulo),
aplicou-se uma referéncia de velocidade em onda quadrada com amplitude de £120 mm/s
(0,12 m/s) e periodo de inversdao de 1000 ms. Os dados de malha fechada coletados

encontram-se na Figura 8.
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Figura 8 — Resposta do sistema em malha fechada ao controle de velocidade projetado via
VRFT. Em destaque: rastreamento da velocidade (topo), oscilacao da posigao
(centro) e esforgo de controle aplicado a Ponte H (fundo).

Fonte: Elaborada pela autora.

Para melhor compreenséao do grafico superior da Figura 8, destaca-se que r(t) (linha
vermelha tracejada) representa o sinal de referéncia em onda quadrada aplicado, vy,,, ()
(linha preta pontilhada) é a resposta ideal ditada pelo modelo de referéncia virtual, e v(t)
(linha azul sélida) é a velocidade real medida no protétipo. A figura demonstra o excelente
rastreamento dessa referéncia. A velocidade medida (linha azul) acompanha a tendéncia
imposta, exibindo um sobressinal nas respostas transitorias subsequentes as inversoes de

sentido.

Esse fenomeno origina-se nas condigdes mecanicas do experimento. Durante o
ensaio, a haste do péndulo mantinha-se acoplada ao carro. As inversdes abruptas de
sentido induzem oscilagoes livres na haste, gerando perturbagoes inerciais transitorias

que afetam a translagdo do carro. Contudo, o ajuste data-driven assegura que o erro
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de rastreamento seja rapidamente mitigado, promovendo a convergéncia para o regime

permanente de £120 mm/s em aproximadamente 0,3 segundos.

O grafico de esfor¢o de controle (u) detalha a acdo de compensacdo: o sinal de
tensdo atinge picos transitérios (cerca de £10 V) para superar o atrito estatico e a inércia,
estabilizando na faixa de 4 a 5 V durante o deslocamento continuo. O registro da posicao
(gréfico central) indica que a translagdo permaneceu restrita a janela operacional de +80
mm, preservando os limites estruturais do trilho mecanico e validando a malha interna

para integracao.

5.3 Validacdo Simulada e Experimental da Arquitetura em Cascata

Com o modelo em espaco de estados validado e a malha interna operante, procedeu-
se ao projeto do Regulador Quadréatico Linear em tempo discreto (DLQR) para atuar

como malha externa na estabilizagdo do péndulo na posicao vertical (6 = 0).

A sintonia exigiu a calibracao das matrizes de ponderacao @) e R. Adotou-se uma ma-
triz de identidade para @), conferindo penalidades unitarias aos desvios de estado, e R =1
para limitar a amplitude da referéncia de velocidade gerada, prevenindo a exigéncia de dina-
micas inatingiveis pela malha interna. A resolucdo da Equacgao Algébrica de Riccati Discreta
(DARE) forneceu o vetor de realimentagao K = [—1.7004,—0.2724, —0.2186, —1.4009].

Antes da execucao em hardware, o algoritmo LQR foi avaliado computacionalmente.
A simulagao integrou as equagoes de movimento via método de Runge-Kutta de 4* ordem
(RK4) e incorporou efeitos fisicos como a quantiza¢ao dos sensores (2400 PPR para o
angulo e 23613 pulsos/m para a posigao). O resultado dessa etapa analitica ¢ apresentado

na Figura 9.
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Figura 9 — Desempenho da malha LQR simulada. Os subgraficos evidenciam o rastrea-
mento da referéncia e a estabilizagdo do angulo, contrapondo o comportamento
linear ideal (azul), o modelo com sensores quantizados (verde tracejado) e a
resposta nao linear hibrida (vermelho pontilhado).

Fonte: Elaborada pela autora.

A simulacao confirmou a convergéncia tedrica do projeto de controle, demonstrando
a capacidade da malha externa de manter a haste equilibrada rejeitando perturbacoes com
comandos suaves. A introdugao da resolugdo finita dos encoders (curva vermelha) resultou
em divergéncias pontuais em relagao ao modelo linear continuo, caracterizando-se como

uma representacao acurada do comportamento esperado para a bancada real.

Para validar o desempenho global e final da arquitetura de controle proposta, a
planta fisica operando com as malhas em cascata foi submetida a um ensaio de rejeicao
a disturbios. Com o sistema estabilizado em regime permanente, aplicaram-se impulsos
mecanicos externos diretamente a haste, forcando o deslocamento abrupto de seu centro

de gravidade. A dindmica de recuperagao da planta ¢ exibida na Figura 10.
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Figura 10 — Resposta experimental da planta fisica operando sob a arquitetura em cascata
(DLQR + VRFT), evidenciando a estabilizagdo e a rejeicao a perturbagoes
mecanicas (impulsos na haste).

Fonte: Elaborada pela autora.

A analise da Figura 10 evidencia a cooperagao entre as malhas. Diante do impacto
mecanico sobre a haste (6 # 0), a malha externa (DLQR) calcula imediatamente a
necessidade de movimentacao e comanda uma referéncia de velocidade. A malha interna
(VRFT) processa essa referéncia e aplica a tensdo corretiva (u) necessdria no motor,
induzindo o deslocamento do carro (x) no sentido da queda da haste. Essa ac¢do de controle
combinada promove o retorno ao ponto de equilibrio com atuacao restrita aos limites de
excursao do trilho, comprovando a funcionalidade pratica e robusta da técnica em cascata

frente as nao linearidades do hardware desenvolvido.

Analisando quantitativamente os resultados de recuperagao na Figura 10, observa-se
que o sistema apresenta um tempo de acomodagao de aproximadamente 1,5 a 2,0 segundos
para retornar a haste a posicao vertical apds sofrer o impacto mecanico. Em regime
permanente, o erro angular admissivel oscila em uma estreita faixa de 40,05 radianos,

enquanto a posicao do carro estabiliza-se com um desvio toleravel proximo a +10 mm.
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Essas pequenas oscilagoes residuais sao esperadas e justificam-se pela presenca da zona
morta residual do atuador, que impossibilita um ajuste fino estatico perfeito quando a

tensao de controle demandada pelo DLQR é muito baixa.

5.4  Anélise Comparativa: Abordagem Model-Based (LQR) vs. Data-
Driven (VRFT)

A implementacao de dois paradigmas distintos de controle no desenvolvimento da
planta fisica permite uma anélise critica de suas caracteristicas, justificando a adocao da

arquitetura em cascata.

A abordagem baseada em modelo, representada pelo LQR, apresenta adequado
desempenho em regime permanente e estabilidade multivaridvel. Contudo, seu fluxo de
projeto exige a deducao de leis fisicas analiticas e a execucao de rotinas de otimizacgao
para estimar parametros dindmicos, demandando esfor¢co matematico. Adicionalmente,
o desempenho do LQR ¢ estritamente dependente da precisao dessa modelagem prévia,

tornando-o sensivel a incertezas paramétricas e nao linearidades nao mapeadas do hardware.

Por outro lado, a abordagem baseada em dados, representada pelo VRFT, caracteriza-
se pela simplificacao da etapa de sintese. Ao dispensar a modelagem fenomenoldgica do
atuador, o VRF'T reduz o projeto do controlador a uma formulacao algébrica de minimos
quadrados, extraindo os parametros a partir dos dados de excitacaio PRBS. O VRFT
demonstra resiliéncia as nao linearidades do conjunto mecénico (zonas mortas e atrito de
Coulomb), uma vez que essas caracteristicas ja se encontram inerentes aos dados coletados

e sao compensadas matematicamente na sintese dos ganhos.

Conclui-se que a analise comparativa entre as técnicas fundamenta metodologica-
mente a arquitetura desenvolvida. A unido dos métodos mitiga as deficiéncias individuais
de cada um: o VRFT (data-driven) atua na malha interna operando como um abstrator
de hardware, absorvendo as nao linearidades e rastreando a velocidade, enquanto o LQR
(model-based) atua na malha externa provendo a lei de controle étimo necessaria para o

equilibrio cinematico da planta instavel.
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6 Conclusao e Trabalhos Futuros

6.1 Sintese dos Resultados e Conclusdes Finais

A elaboragao e a implementagao da planta do péndulo invertido atingiram o
propdsito de avaliar modelos matematicos de controle frente as restrigbes operacionais
de hardwares reais. A construcao do protétipo com componentes mecanicos e elétricos
reciclados de impressoras viabilizou uma plataforma de baixo custo para o ensino e a
pesquisa, provendo um sistema com caracteristicas nao lineares que fundamentam o estudo

pratico em engenharia.

Os resultados experimentais comprovaram a viabilidade da arquitetura em cascata
desenvolvida. A implementa¢ao do VRFT na malha interna confirmou a capacidade das
técnicas guiadas a dados de fornecer ganhos estabilizadores a partir de ensaios empiricos,
contornando a complexidade da modelagem analitica do motor e da transmissao mecanica.
Simultaneamente, o projeto do LQR discreto na malha externa validou a teoria de controle
em espago de estados, assegurando a rejeicao de perturbagoes e a manutencao da haste na

vertical a partir de comandos de referéncia de velocidade.

A avaliacao da topologia reforca a viabilidade da integracao de paradigmas de
controle para aplicagoes praticas. O rigor do modelo analitico confere estabilidade previsivel
a cinematica (LQR), enquanto a flexibilidade do controle via dados (VRFT) atenua os
efeitos de incertezas dinamicas do equipamento. O protdtipo consolida-se como uma
bancada didatica para exploragoes experimentais curriculares no curso de Engenharia de

Controle e Automagao da Universidade Federal de Ouro Preto.

6.2 Limitacoes do Trabalho e Sugestdes para Trabalhos Futuros

Apesar da estabilizagdo do sistema, registram-se limitacoes fisicas no equipamento
desenvolvido. A extensao tutil do trilho guia (aproximadamente 30 a 40 centimetros
operacionais) limita a excursao linear do carro. Essa restrigdo espacial impoe limitagoes
de atuacao ao controlador frente a grandes perturbagoes, mitigando ensaios em maiores
velocidades. Adicionalmente, a zona morta do médulo Ponte H impacta o desempenho em
regime permanente. Visto que o motor exige um nivel minimo de tensao para vencer o atrito
estatico, os sinais de controle de baixa amplitude gerados nas proximidades da origem de
equilibrio perdem eficacia. Essa nao linearidade dificulta o ajuste fino de posicionamento,
resultando em transientes oscilatorios de baixa amplitude durante a manutenc¢do da haste

na vertical.



47

Com base na estrutura fisica e algoritmica estabelecida, propoem-se as seguintes

frentes para a expansao desta pesquisa:

o Implementacao de Observadores de Estado: Para mitigar o ruido inerente
a derivagdo numérica dos sinais dos encoders e atenuar a oscilagdo em regime
permanente, sugere-se a implementacao de técnicas de filtragem estocastica, como
o Filtro de Kalman. A integracao desses algoritmos pode fornecer estimativas de

velocidade com maior relagdo sinal-ruido para a lei de controle.

« Exploracao de Estratégias Nao Lineares: A plataforma permite a implementacao
de controladores baseados em Légica Fuzzy ou Redes Neurais Artificiais (RNA), com
o intuito de investigar a compensacao do atrito mecanico por meio de algoritmos

adaptativos.

« Rotina de Swing-up: Atualmente, a malha de controle é ativada com a haste em
posigao vertical (préxima a origem). O desenvolvimento de uma técnica de controle
nao linear baseada em energia para realizar o levantamento (swing-up) auténomo da
haste ampliaria o escopo operacional do prototipo, integrando légicas de comutacao

entre a malha de elevacdo e a malha de estabilizagdo do LQR.
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