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Resumo

Esta monografia apresenta o desenvolvimento de uma ferramenta para a automacao da anélise
assintdtica de programas, motivada pela complexidade e pela possibilidade de erros inerentes
a andlise manual de algoritmos. O trabalho fundamenta-se na Ciéncia da Computacao tedrica,
unindo a Anélise de Algoritmos a Verificacdo Formal com o objetivo de fornecer uma solucao
confidvel e automatizada para o auxilio de profissionais e estudantes. Para atingir esse objetivo,
foram explorados os fundamentos da Légica de Hoare, incluindo conceitos de correcdo e comple-
tude, adaptando-a para a andlise de custos computacionais com base nos trabalhos de Silva (2022).
A metodologia proposta resultou na implementagdo de um Gerador de Condigdes de Verificacdo,
que utiliza o algoritmo de pré-condicao mais fraca de custo para traduzir especificacOes de
programas em metas de prova rigorosas. Os resultados demonstram a viabilidade e eficdcia da
abordagem. A ferramenta, validada através de exemplos praticos, mostrou-se capaz de garantir a
correcdo légica e validar limites superiores de custo de execucdo, permitindo a inferéncia segura
da complexidade assintética a partir de custos absolutos. Assim, o estudo estabelece o nucleo
pratico de uma ferramenta que integra verificagao formal e andlise de desempenho, mitigando a

necessidade de contagem manual de operagdes e elevando a precisio das andlises.

Palavras-chave: Andlise Assintética. Logica de Hoare. Automacao de Programas. Verificacao

Formal.



Abstract

This monograph presents the development of a tool for the automation of asymptotic analysis
of programs, motivated by the complexity and the possibility of errors inherent in the manual
analysis of algorithms. The work is based on theoretical Computer Science, uniting Algorithm
Analysis with Formal Verification with the goal of providing a reliable and automated solution
to assist professionals and students. To achieve this goal, the foundations of Hoare Logic were
explored, including concepts of correctness and completeness, adapting it for the analysis of
computational costs based on the work of Silva (2022). The proposed methodology resulted in the
implementation of a Verification Condition Generator, which uses the cost weakest precondition
algorithm to translate program specifications into rigorous proof goals. The results demonstrate
the feasibility and effectiveness of the approach. The tool, validated through practical examples,
proved capable of ensuring logical correctness and validating execution cost upper bounds,
allowing for the safe inference of asymptotic complexity from absolute costs. Thus, the study
establishes the practical core of a tool that integrates formal verification and performance analysis,

mitigating the need for manual operation counting and increasing the accuracy of the analyses.

Keywords: Asymptotic Analysis. Hoare Logic. Program Automation. Formal Verification.



Lista de Abreviaturas e Siglas

VC Condig¢des de Verificagao
VCG Gerador de Condicdes de Verificacao
wlp Pré-Condicao Liberal Mais Fraca

wpc Pré-Condicao Mais Fraca de Custo
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Lista de Simbolos

Conjungao logica (Operador "e")

Disjuncao l6gica (Operador "ou")

Equivaléncia 16gica (Operador "se e somente se")
Implicagdo l6gica (Operador "implica")

Negacdo légica (Operador "ndo")

Sequente (Simbolo de derivagao)

Uniao



1 Introducao

A Andlise de Algoritmos é uma drea fundamental da Ciéncia da Computacgdo, sendo
crucial para o projeto de solugdes eficientes. Um topico relevante é a Andlise de Complexidade,
que consiste na mensuracdo dos recursos de tempo e espaco consumidos durante a execugao
de programas Ziviani (2004). Essa andlise permite prever o comportamento de um algoritmo
para diferentes volumes de dados de entrada por meio da andlise assintética, que descreve o

desempenho do algoritmo quando o tamanho da entrada tende ao infinito.

Em geral, o processo de andlise de algoritmos € repetitivo e realizado de maneira predomi-
nantemente manual, exigindo um sélido conhecimento teérico do desenvolvedor. A auséncia de
ferramentas automatizadas e confidveis para essa finalidade pode acarretar em falhas, resultando
na identificacdo equivocada de gargalos de desempenho ou em comparagdes imprecisas entre

diferentes algoritmos.

Nesse contexto, surge a motivacao para este trabalho: desenvolver uma ferramenta capaz
de auxiliar desenvolvedores e estudantes na realiza¢do de operacdes de andlises assintéticas de
algoritmos. O objetivo do sistema € atuar como um verificador formal, capaz de receber uma
estimativa de complexidade proposta pelo usudrio e atestar, com rigor matematico, se a funcao
informada constitui um limite superior vélido e seguro para o tempo de execucdo do algoritmo

em questao.

1.1 Justificativa

A capacidade de prever o comportamento de um programa em relagdo ao volume de
dados processados permite a criacao de solucdes escaldveis, um requisito fundamental no cendrio
tecnoldgico atual. No entanto, a execu¢cao manual dessa andlise consome tempo considerdvel e esta

sujeita a falhas que impactam diretamente a eficiéncia e a qualidade dos sistemas desenvolvidos.

Este trabalho justifica-se pela busca em preencher essa lacuna, apresentando uma fer-
ramenta automatizada que amplie a precisdo, a confiabilidade e a acessibilidade da andlise
assintética atuando como um validador formal de limites assintéticos informados pelo usudrio.
Além de representar um avanco prético para desenvolvedores, tal ferramenta pode desempenhar
um papel relevante no ensino de algoritmos, facilitando a compreensdo de conceitos tedricos

que, por natureza, sdo abstratos.



1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma ferramenta capaz de validar se uma
andlise assintdtica passada pelo usudrio € um limite superior para um determinado trecho de

c6digo escrito em uma linguagem imperativa propria.

Como objetivos especificos, destacam-se:

* Investigar os fundamentos tedricos que sustentam a andlise assintdtica;
* Revisar a literatura e identificar abordagens correlatas para a automacao da anélise;

* Propor um modelo conceitual para a implementagdo da ferramenta;

Desenvolver a ferramenta validadora de limites superiores.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho estd dividido nos seguintes capitulos: o Capitulo 2 apresenta uma revisao
bibliografica detalhada, discutindo e analisando trabalhos relacionados e os conceitos essenciais
para a compreensao deste estudo; o Capitulo 3 detalha a metodologia e o desenvolvimento da
ferramenta proposta; no Capitulo 4, os resultados encontrados sdo apresentados e discutidos; e,
por fim, o Capitulo 5 traz as conclusdes obtidas e trabalhos futuros.



2 Revisao Bibliografica

O objetivo deste capitulo € apresentar os conceitos necessarios para o melhor entendi-
mento desta monografia, sendo constituido pelas seguintes secoes: a Secdo 2.1 apresenta os
principais conceitos abordados nesta monografia; a Secdo 2.2 apresenta os trabalhos de outros

autores que embasaram o desenvolvimento desta monografia.

2.1 Fundamentacao Teodrica

Nesta secdo, apresentaremos conceitos e defini¢des fundamentais para o para a compreen-
sdo do trabalho, onde cada subtépico serd direcionada para um tépico especifico. Inicialmente, na
Secdo 2.1.1 apresentado os conceitos referentes a Andlise Assintdtica; na Secao 2.1.2 apresentare-
mos a sintaxe da linguagem que utilizaremos para a ferramenta e para os exemplos presentes nesta
obra; na Secao 2.1.3 aprofundaremos na Logica de Hoare; na Secdo 2.1.4, serd apresentado a
definicdo de Correcao e Completude da Logica de Hoare; por fim, na Secdo 2.1.5 apresentaremos
uma adaptacdo feita na estrutura da l6gica de Hoare para realizarmos uma contagem de custos de

cada operacao.

2.1.1 Analise Assintotica

Como projetista, ao desenvolver algoritmos para dreas como otimizagao, teoria dos grafos,
pesquisa operacional, dentre outras, € extremamente importante considerar aspectos de tempo de

execugdo e espago ocupado.

Conforme Ziviani (2004), em muitas situacdes podem existir varios algoritmos para
resolver o mesmo problema, sendo pois necessario escolher aquele que é o melhor. Se a mesma
medida de custo € aplicada a diferentes algoritmos, entdo € possivel compara-los e escolher o

mais adequado para resolver o problema em questao.

Para realizar uma andlise mais assertiva e justa de um algoritmo, devemos executar o
estudo em um ambiente na qual ndo hé o favorecimento pela arquitetura de um compilador ou
que os resultados ndo sejam influenciados pela arquitetura de um hardware especifico. O intuito
¢ analisar um algoritmo observando apenas suas caracteristicas mais intrinsecas, sem depender
do local onde serd executado. Foi com essa intencao que o computador MIX foi proposto na obra
The Art of Computer Programming Knuth (1997).

O MIX ¢ uma idealizacao de um computador, feito para medir custos de algoritmos a
partir de modelos matematicos. Por meio dele, examinamos os conjuntos de operacdes e 0 custo

associado. Por costume, ignoramos os custos de algumas opera¢des com o intuito de analisar



apenas as mais significativas. Por exemplo, em algoritmos de ordenacdo, o foco recai no nimero

de comparagdes, desprezando operagdes aritméticas.

Definimos como fun¢@o de complexidade, frequentemente denotada como f(n), a opera-
¢ao responsdvel por analisar algoritmos. Esta funcao expressa a quantidade de memdria ou o
numero de operagdes resultante da execugao do algoritmo de tamanho n. A expressdo resultante
para cada algoritmo € derivada da contagem de vezes que um tipo de operacdo ocorre durante a

execucao do codigo.

A seguir, apresentamos um exemplo de andlise assintética para a fungdo fatorial, onde

determinaremos a sua complexidade de tempo.

Exemplo: Anilise assintética da funcao fatorial

Function fatorial(n):

x =1 // (1) atribuicdo

i=1 // (1) atribuigéo

while (i <= n): // (1) comparagdo que serd realizada (n + 1) vezes
X =x % i // (1) multiplicagdo que serd realizada (n) vezes
i=1+1 // (1) soma que serd realizada (n) vezes

return x // (1) retorno

As instrugdes sdo executadas da seguinte forma:

2 atribuicdes iniciais: x=1,i=1

O teste do while ocorre n+1 vezes

As multiplicagdes e somas ocorrem n vezes cada

1 instru¢do de retorno

Portanto, a fun¢do executa aproximadamente:

fn)=24+Mn+1)*x1)+n)*x(1+1)+1=3n+4

2.1.2 A linguagem considerada

Para definirmos de maneira rigorosa a anélise assintdtica de programas, vamos considerar
um fragmento de uma linguagem de programacgdo imperativa que contém construgcdes presentes

na maioria das linguagens de programac¢do imperativas atuais.

* Os simbolos V representam varidveis arbitrarias. Todas as varidveis possuem escopo global.



* Os simbolos E representam expressdes ou termos arbitrarios.

* Os simbolos S representam statements arbitrarios (operacdes booleanas).

* Os simbolos C representam comandos da nossa linguagem de programacao.

Possuimos as seguintes regras para a nossa gramatica:

prog
C

%
_>
|
|
|

E —
|
|
|
|

_)
|
|
|
|
|
|
|
|
|

2.1.3 Ldgica de Hoare

C

V=E

C; C

IF S THEN C ELSE ()
WHILE S DO C
v

E+E

E-E

E*E

()

E<E

E<E

E>E

E>E

EAE

EVE

E ==

E = E

- E

()

Segundo Aldrich (2006), o objetivo da l6gica de Hoare € fornecer um sistema formal

para o raciocinio sobre a correcao de um programa. A légica de Hoare baseia-se na ideia de

uma especificacdo como um contrato entre a implementacao de uma funcao e seus clientes.

A especificacdo é composta por uma pré-condi¢do e uma pds-condicdo. A pré-condicdo € um

predicado que descreve a condi¢do da qual a funcdo depende para operar corretamente; o cliente

deve atender a essa condicdo. A pds-condi¢do € um predicado que descreve a condi¢do que a

funcdo estabelece apds ser executada corretamente.



2.1.3.1 Notacao

C.A.R. Hoare introduziu a partir do paper An axiomatic basis for computer programming

Hoare (1969) o conceito denotado como Tripla de Hoare:

{P} C {Q}
Nesta tripla:

* P representa a pré-condicao, uma afirmacao que deve ser verdadeira antes da execugao

do programa.

» (' corresponde ao programa (ou comando) de uma linguagem de programagao (no nosso

caso, a pseudolinguagem definida na Sec¢do 2.1.2).

* () simboliza a pds-condicdo, uma afirmacdo que se espera que seja verdadeira apds a

execugao do programa, desde que a pré-condicao P fosse satisfeita.

As condi¢des P e () sdo expressas utilizando notagdes matemadticas em conjunto com

operadores 16gicos, tais como A, V, e —>.

E necessdrio as seguintes condi¢des para que uma tripla de Hoare seja verdadeira:

1. As condicdes de P devem satisfazer o estado de C', permitindo-o que execute.

2. Caso a execucdo de C' termine, o estado ap6s sua execucgdo deve satisfazer as condi¢des de
Q.
Exemplo: Anélise de uma tripla de Hoare valida
Considere a seguinte tripla de Hoare:
{X=1} X=X+2{X =3}

Neste caso, a tripla € considerada vélida. Se iniciarmos a execu¢do em um
estado na qual a pré-condicdo € valida (onde a varidvel X armazena o valor 1), a
operacgdo de atribuicdo incrementard 2 a este valor. Ao término da instru¢@o, o novo
estado do programa garantird que a pos-condicao seja verdadeira, com X assumindo o

valor 3.

Exemplo: Anédlise de uma tripla de Hoare invalida
Considere a seguinte tripla de Hoare:

(X=1AY=2X=Y:Y=X{X=2AY=1}



Neste caso, a tripla é considerada invalida pois o programa falha em realizar
a troca dos valores corretamente. Ao iniciar a execu¢do em um estado que satisfaz a
pré-condi¢do (X = 1e Y = 2), a primeira instru¢do (X = Y’) sobrescreve o valor
original de X, resultando em um estado intermedidrio onde ambas as varidveis valem
2 (X =2eY = 2). Consequentemente, a segunda instrucio (Y = X) apenas atribui a
Y o valor atual de X, que ja € 2. Ao término da execugdo, o estado final do programa é
X =2eY = 2,0 que ndo satisfaz a pés-condicdo exigida de que Y deveria ser igual

al.

Contudo, a tripla { P} C' {@)} é uma especificagdo de correc¢do parcial, pois nela pode
conter loops e por este motivo, C' pode ser executado, mas nao necessariamente ele ird parar e

chegar na pés-condicdo Q).

Um tipo mais forte de especificacdo € uma especificacdo de correcdo total. Iremos
representé-la da seguinte forma: [P] C' [@]. Uma especificagéo de corregdo total é verdadeira se,

e somente se, as duas condi¢Oes a seguir se aplicarem:

1. Se C for executado em um estado que satisfaca P, entdo C' termina.

2. Ap6s o término, () € valido.

A correcdo total € o que nos interessa, mas geralmente € mais fécil prové-la estabelecendo

a corre¢do parcial e o término separadamente.

2.1.3.2 Axiomas e Regras

Embora a seméantica das triplas de Hoare formalize a corretude de um programa, a verifi-
cacdo prética requer um método dedutivo sistemdtico para a derivacdo dessas propriedades. Para
isso, a Logica de Hoare utiliza um sistema dedutivo composto por axiomas e regras de inferéncia.
Esses mecanismos permitem que a verificacdo de um programa complexo seja decomposta na

verificacdo de seus comandos individuais, seguindo a estrutura sintdtica da linguagem.

Para realizar a prova formal de uma especificagdo { P} C' {Q}, utiliza-se um conjunto de
regras de inferéncia e axiomas que operam sobre a estrutura dos comandos. Formalmente, essas

regras sao apresentadas no formato:
premissas

conclusao
onde, se as premissas forem demonstradas, pode-se concluir a validade da tripla abaixo da linha.

Além desse formalismo, € necessdrio optar por um modelo de nota¢do para o cdlculo das
triplas. Dentre as abordagens existentes, destaca-se a notagdo cldssica de Hoare, fundamentada
no raciocinio de trds para frente, e a nota¢do de Floyd-Hoare, que acompanha o fluxo natural de

execugdo do programa. Como ambas sdo equivalentes na capacidade de provar a corretude de



um programa, a escolha da notacao torna-se uma decisio de projeto, guiada pela conveniéncia

do método de verificacdo que se deseja implementar.

Axioma de Atribuicao

F{P[E/V]}V = E{P} F{P}V = E{P[E/V]}
Notacdo de Hoare Notacdo de Floyd-Hoare

Na notacao classica de Hoare para garantir que uma determinada pds-condicdo P seja
verdadeira apds a execucdo do comando, a pré-condi¢ao necessaria deve ser a prépria formula P,

substituindo-se todas as ocorréncias livres da varidvel V' pela expressio .

Ja na notacdo de Floyd-Hoare, ao partir de um estado inicial onde a pré-condi¢cao P
€ verdadeira, a execucdo da instru¢do V' = FE modifica diretamente o estado da memoria.
Consequentemente, a pds-condicao reflete esse novo estado, indicando que a varidvel V' agora
detém o valor avaliado da expressdo E. Desta maneira, o pds-condi¢do € formalmente representada

pela expressdao P[FE/V]

Exemplo:

F{P} X = 1{P[1/X]}

Neste caso, a tripla é considerada valida pois o programa executa a atribuicao
do valor 1 a varidvel X. Ao iniciar a execu¢do com as propriedades 16gicas definidas
em P, o comando atualiza o estado da memoria. Assim, a pés-condicdo gerada reflete
exatamente o estado original P, com a propriedade recém-adquirida de que a varidvel
X foi substituida pelo valor 1, formalizando com rigor a transi¢do de estado promovida

pelo comando.
Fortalecimento de pré-condiciao

FP=P F{P}C{Q}
{PC{Q}

P é uma condig¢do que implica P’. Se P é verdadeira, P’ também deve ser verdadeira.

Portanto, se o programa C' garante () quando iniciado em um estado que satisfaz a condi¢do P/,
ele certamente garantird () quando iniciado em um estado que satisfaz a condi¢do P, pois todo

estado que satisfaz P também satisfaz P’.

Exemplo:

FX=2=X>0 F{X>0}X=X+1{X>0}
F{X=2}X=X+1{X>0}




Neste caso, sabemos previamente que se X for maior ou igual a zero (P’),
incrementaremos X em 1, garantindo que o resultado seja maior que zero (()). A
propriedade X = 2 (P) € uma condi¢cdo muito restrita. Como todo nimero igual
a 2 é, por definicdo, maior ou igual a zero (X = 2 = X > 0), podemos utilizar o
fortalecimento para deduzir que iniciar o programa com X = 2 também € perfeitamente

seguro e satisfard a pds-condi¢ao X > 0.

Enfraquecimento de p6s-condicao

F{py i@} FrQ'=Q
-{ry C{Q}

@ é uma condi¢do menos restritiva que ', ou seja, Q" implica ). Desta forma, se )’ é

verdadeira, () também deve ser verdadeira. Portanto, se o programa C' garante a condigdo )’
na terminagdo, ele certamente garantira a condi¢ao (), pois todo estado que satisfaz ()’ também
satisfaz Q).

Exemplo:

F{True} X =2{X =2} FX=2=X>0
F{True} X =2{X >0}

Neste caso, a operacado de atribui¢do garante uma pds-condi¢ao exata e mais
restrita: ao final da execuc¢do, independentemente do estado inicial, X serd exatamente
2 (Q)"). No entanto, para a légica de um programa maior, pode ser suficiente saber
apenas que o valor final € positivo. Como o estado de ser igual a 2 implica logicamente
em ser maior que zero (X = 2 = X > 0), aregra permite enfraquecer a especificacao.

Assim, a tripla inferior torna-se validamente provada, garantindo a pés-condi¢dao X > 0

(Q).

Conjuncao de Especificacao

F{P} C {1} F{P} C{Q:}
F{P AP} C{Q:1 NQ2}

Essa regra permite combinar duas especificacdes de correcao parcial para o mesmo

comando. Caso P, resulte em (); e P; resulte em ()5 sendo que ambos executam o comando C),
entdo quando C for executado em um estado que satisfaz P, A P, resultard em um estado que
satisfaz (1 A Q)s.

Exemplo:
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F{X>0X=X+1{X>1} F{Y=51X=X+1{y =5}
F{X>0AY =5} X=X+1{X>1AY =5}

Neste caso, a premissa a esquerda prova uma propriedade sobre a varidvel X.
A premissa a direita prova uma propriedade sobre a varidvel Y. A regra da conjun-
¢ao nos permite unir essas duas verdades independentes em uma udnica tripla valida,

demonstrando o comportamento do comando C' sobre o estado combinado de X e Y.

Disjuncao de Especificacao

F{P} C {1} F{P} C{Qs}
F{PV P} C{Q:1V Qs}

De forma semelhante a regra de conjuncao, a disjunc¢ao de especificacdo permite combinar

duas especifica¢des para o0 mesmo comando. Caso P resulte em (), ou P, resulte em ()5, onde
ambos utilizam o comando C, entdo € equivalente a dizer que quando C' for executado em um

estado que satisfaca P, V P, resultard em um estado que satisfaca ()1 V Q)s.

Exemplo:

F{IX=01X=X+1{X=1} F{X=5X=X+1{X=6}
F{IX=0VX=5}X=X+1{X=1VX=6}

Neste caso, o estado exato da varidvel X antes da instrucdo € incerto, mas
sabemos que ela s6 pode assumir o valor 0 ou o valor 5. A regra da disjun¢do avalia
os dois cendrios separadamente. Como X = O resultaem X = 1e X = 5 resulta
em X = 6, a conclusdo une as duas possibilidades de forma rigorosa. Ao final da
execucao, o estado de incerteza € propagado corretamente: a varidvel X valerd 1 ou 6,

dependendo de qual condicao inicial era verdadeira.

A regra de sequenciamento

H{r} i {Q}t H{Q} G {R}
FA{P} Cy;Cy {R}

Por meio desta regra, podemos derivar uma especificacdo para uma sequéncia de coman-

dos. Utilizamos de condi¢des intermedidrias para provar a validade de nossos comandos.

Exemplo:
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F{X=1}X=X+1{X=2} FH{X=2}Y=X{V=2}
F{X=1JX=X+1Y=X{Y =2}

Neste caso, queremos provar que a sequéncia de comandos resultard em Y = 2.
O primeiro comando incrementa X, garantindo a condi¢do intermedidria X = 2. O

segundo comando utiliza essa garantia como ponto de partida para atribuir o valor a Y.

A regra condicional

F{PAS}Ci{Q} F{PA-S}C{Q}
- {P} IF S THEN C; ELSE C, {Q}

A regra condicional € usada para provar a especificacdo de comandos de bifurcagdo
de fluxo. Para que a tripla completa seja vdlida, € necessario provar que ambos os caminhos
de execucdo convergem para a mesma pods-condicdo (). Se a condig¢do S for avaliada como
verdadeira, o estado inicial P € fortalecido para P A S e o comando (' é executado. Se for falsa,
o estado € fortalecido para P A =S5 e o comando (', é executado. Como o programa garante ()

independentemente do caminho tomado, a estrutura inteira € provada correta.

Exemplo:

F{TrueNX <0} Y ==-X{Y >0} F{Truen—(X<0)}Y =X{Y >0}
F{True} IF X <OTHENY = —X ELSEY = X {Y > 0}

Este exemplo ilustra o célculo do valor absoluto de X. A partir de um estado
desconhecido (T'rue), a ramificacao impde restricdes locais. No caminho verdadeiro,
sabemos que X ¢ negativo (X < 0), logo, inverté-lo (—X) resultard em um niimero
positivo para Y. No caminho falso, deduzimos que X ja € positivo ou zero (—(X < 0)),
entdo a atribuicao direta também garante que Y serd positivo. Como ambos 0s ramos

terminam satisfazendo Y > 0, a tripla do I F' inteiro € validada.

A regra while

- {IASYC {1}
- {I} WHILE SDO C {I A -5}

Esta regra é usada para comandos de loop. E necessario um predicado I que é verdadeiro
antes do loop comecar e permanece verdadeiro apds cada execucdo do corpo do loop C. A
regra afirma que, se / é um invariante do corpo do loop C' sempre que a condi¢do do teste .S for
verdadeira, entdo / também € um invariante do comando WHILE completo. Além disso, a regra
incorpora o fato de que, quando o loop termina, a condi¢@o de teste S deve ser falsa. Portanto, a

regra permite concluir que, se o comando WHILE termina, a pés-condi¢ao / A =S € verdadeira.
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Exemplo:

F{IX>0AX>0}X=X—-1{X>0}
F{X>0}WHILEX >0DOX =X — 1 {X > 0A (X >0)}

Neste exemplo, o objetivo € decrementar X até que ele zere. O invariante
escolhido € X > 0, afirmando que X nunca ficard negativo. A premissa prova que se
X ndo € negativo e é maior que zero, subtrair 1 dele manterd o valor maior ou igual a
zero, mantendo o invariante verdadeiro. Pela regra do lago, ao término da execugao,
teremos a certeza de que X > 0 por meio do invariante e X < 0 pela negacao da
condicdo X > (. Por meio da resolucao deste sistema matematico de conjuncao é

possivel determinar que o estado final do programa serd X = 0.

2.14 Correcao e Completude

A légica de Hoare € correta, no sentido de que, se a tripla de Hoare {P} C {Q} é
derivavel no sistema dedutivo, entao ela é semanticamente vélida: a execu¢do do comando C, em
qualquer estado que satisfaca P, ndo leva a um erro e resulta em um estado que satisfaz (). Esta
propriedade garante que nao sejam provadas propriedades falsas sobre programas, fornecendo

uma base confidvel para raciocinio formal.

Contudo, a completude de um sistema l6gico de Hoare refere-se a sua capacidade de
derivar todas as triplas semanticamente vélidas, ou seja, todas aquelas que sao verdadeiras em
todas as execucdes do programa. Devido as limita¢des impostas pela indecidibilidade do Problema
da Parada Turing (1936), é impossivel construir um sistema completamente automatizado que seja

ao mesmo tempo correto e completo para todas as linguagens de programacdo Turing-completas.

Exemplo: Dada a tripla {True} C {False}, a inica maneira dela ser verdadeira seria
caso o comando C' ndo terminasse. Contudo, realizar a prova de um problema que entra em

looping infinito € indecidivel, como demonstrado no Problema da Parada Turing (1936).

Para lidarmos com problemas que possuem esta condi¢ao, devemos utilizar do conceito
da completude relativa. Por meio dela abordamos as limitacdes inerentes de decidibilidade e
completude da Logica de Hoare. A ideia central € separar a "l6gica de programacao'da "légica
de especificacao". Qualquer tripla semanticamente vélida pode ser derivada no sistema, desde
que se tenha acesso a uma teoria de expressoes suficientemente poderosa para provar as pré e
p6s-condigdes necessdrias. Assim, a completude relativa desloca a dificuldade para o raciocinio
sobre as expressoes aritméticas e booleanas, o que € uma limitagcdo pratica, mas ndo tedrica, da

l6gica de Hoare.

Um conceito chave para essa prova € a pré-condicao liberal mais fraca (wlp), que € a

pré-condicdo mais fraca que garante que a pds-condi¢do () seja verdadeira se o comando C



13

terminar. O operador wip(C, ()) constréi uma declaragao sintética a partir de um comando e uma

pos-condicao. Ele tem as seguintes propriedades:

YP.({P} C {Q}) = (P = wip(C,Q))

= {wlp(C,Q)} € {Q}

A defini¢do de wip(C, Q) é feita recursivamente com base na estrutura do comando C":

* Para um comando de atribui¢do: wip((V = F), Q) = Q[E/V]
* Para uma sequéncia: wilp((C1;C2), Q) = wip(C1,wip(C2,Q))

* Para condicionais: wip((IF S THEN C'1 ELSE C2),Q) = (S A wlp(C1,Q)) V (=S A
wip(C2,Q))

Para comandos de repeti¢ao: wip((WHILE S DO C), Q) = A n.iterwlpn S C Q

Onde o iterwlp € uma fun¢do definida recursivamente que calcula a pré-condicdo para

um numero n de iteracdes do loop.

* Paran = 0, a pré-condicdo é —.S = (. Isso significa que se o loop ndo executa nenhuma

vez, pois a condicdo S € falsa, entdo a pds-condi¢do () deve ser verdadeira.

* Paran > 0, a pré-condi¢do € S = wip(C, (iterwlp (n—1) S C' Q)). Isso indica que, se a
condicdo S € verdadeira, o corpo do loop C' deve ser executado e a pré-condicdo resultante

para as n — 1 iteracOes restantes deve ser satisfeita.

A noc¢do de completude relativa, fundamentada na utilizacdo da wlp, permite contornar
essas limitacdes, garantindo que todo comportamento correto de um programa possa ser capturado
desde que se disponha de uma teoria expressiva o suficiente para manipular as expressoes

subjacentes.

2.1.5 Custo das expressoes

Com base na tese Silva (2022), € possivel desenvolver uma adaptacdo na Ldégica de
Hoare para estimar o custo total de um algoritmo. Esta extensdao ndo apenas nos permite provar a
corre¢do de um programa, mas também quantificar o tempo de sua execugdo. Ao adicionarmos
um componente de custo as triplas de Hoare, transformamos a semantica operacional do programa
para que ela ndo apenas avalie o significado de uma instru¢ao, mas também calcule o custo exato
de sua execucdo. Comecamos esta andlise formal definindo a semantica para o custo de avaliagcdo

de expressoes e, em seguida, estendemos esse conceito para as principais regras da légica.
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Nossa semantica nao apenas avaliard o significado de um programa, mas também calculard

o custo exato de sua execucdo. Para isso, comecamos definindo a semantica para o custo de

avaliacao de expressoes.

Para avaliar o custo de uma expressao, precisamos estabelecer o custo de operacoes
atdOmicas em nossa linguagem, como ler da memoria ou realizar operagdes aritméticas e 16gicas.

Para isso, definiremos a constante ¢y, para o custo de avaliacdo de uma varidvel.

Sendo assim, definimos as seguintes operagdes:

TIV]=cy
TZ] = ¢y
T[S (a)] = ¢,
TEL + Eo] = T[EA] 4 T{Es] + ¢
TIE — B = TIE) + TIEs] + .
TIE * Eo] = T[Er] + T[Es] + ¢
T[S1 < So] = T[S1] + T1Sa] + c<
T[S1 < So] =TIS1] + T[S2] + c<
T[S1 > So] = T[S1] + T[S2] + ¢>
T[Sy > So| =TI[S1] + T[S2] + ¢~
T[S1 A So] =T[S1]+ T[S2] + ca
T[S1V Ss) =TI[S1] + T[S2] + ¢y
T[S1 == So] = T[S1] + T[Sa] + c——
T[S1 = Sl =TS+ T[Ss] +c¢—
TS <= So] =T[S1] + T[] + c—
T[S1-8] = TIS1] + T[Ss] + -

Por motivo de simplificacdo, serd considerado todos os custos atdbmicos como 1.

Para definirmos estas operacdes no formato de tripla de Hoare, devemos utilizar do

formato { P}C{Q|T }. Sendo assim, podemos representar as seguintes operagoes:
Regra da Atribuicdo
{PITIE]/V]}V = E{P | TIE] + Cassign}
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Regra da Sequéncia

(PG Q| T} {Q) G AR| T}
{P} Cy; Co {R | Ty + T2}

Regra Condicional

{PAS}C{Q| T} {PA-SEC{Q| T}
{P} IF S THEN C; ELSE C, {Q | maz(T:, T2) + T[S]}

Regra do Enfraquecimento

{PFrc{Q |7}y P—= P Q=@ T<T
{PyC{Q|T}

Regra do Laco de Repeticao

{PANS} = f<N VE{PASANf=k}S{PANf>Fk|TIC] k}
{PAf>0} WHILE SDO C {PA-S | SNV " TIC] + (N +1)-T[S]}

Na regra do WHILE, as variaveis f, N e t(k) sdo valores fornecidos por um oréculo.

Estas varidveis representam:

* f & uma funcdo de término, que comega como um valor positivo e aumenta a cada iteragao,

mas permanecer menor que /V.
* N € o nimero maximo de iteragdes.

* k é responsdvel por indicar a quantidade de interacdes que o copo do while ird realizar.

Assim como na légica de Hoare, a completude do sistema depende de hipdteses externas.
No caso da andlise de custo, a introdu¢do de um ordculo € necessaria para guiar a defini¢ao
da funcao de término e da fun¢do de custo em lagos iterativos. Esse ordculo fornece limites
superiores tanto para o nimero de iteragdes quanto para o custo associado ao corpo do lago,

permitindo que a dedugdo prossiga de forma consistente.

Portanto, a légica de custo proposta deve ser entendida como relativamente completa,
onde todas as propriedades verdadeiras podem ser demonstradas, desde que as fungdes de término

e de custo sejam adequadamente fornecidas.

Dessa forma, para sequéncias de cddigo reconhecidas como corretas, torna-se possivel
correlacionar o tempo estimado de execu¢do de uma fungdo com a notacao assintética Big O,
possibilitando a realiza¢do de uma andlise automatizada de complexidade para esse conjunto de
algoritmos.

Exemplo: Algoritmo de Divisao
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Neste exemplo, demonstramos como a légica de verificagdo com custos pode ser aplicada
para provar a correcdo, a terminagdo e o limite superior de tempo de execu¢do de um programa.

Usaremos o algoritmo de divisdo para ilustrar este processo.
O objetivo € provar a seguinte asser¢do de correcao total:
{r=a2ANq=0ANy>0ANz>0}S{z=r+y-qgAr<y]|20x+ 10}

Onde S representa o lago de repeticdo while

while (y <=r) do
r=r-y
g=q+1
e 20z + 10 € o limite de tempo de execu¢do que queremos provar.

Para provar esta assercao, precisamos de informagdes adicionais, fornecidas por um
ordculo. Essas informacdes sao essenciais para a verificacao de lagos. Sendo assim, definimos as

seguintes varidveis:

* Ainvariante dolaco f comozrz =q-y+rAy>0Ar > 0.
* A fung@o de variante f como x — r.
* O Numero maximo de iteracdes N como .

* A fungdo de custo do corpo do lago ¢(k) como 10.

Passo 1: Prova do Corpo do Laco

Primeiro, aplicamos as regras de atribuicao e da sequéncia para provar a corre¢cdo e o

custo do corpo do laco, S,,. Assumindo que o custo de cada operagdo atdmica é 1.

Comegamos com a segunda atribuicao do corpo do lago: ¢ = ¢+ 1. A regra de atribui¢do
exige a substituicdo da pds-condicdo (I A f > k) pela expressdo atribuida (¢ + 1), resultando na
seguinte tripla:

F{UNf>k}q=q+1{UNf>k)g+1/q]|T[q+ 1] + Cassign}

O custo desta operacdo é o custo de avaliar a expressdo ¢ + 1 (que é 3, jaque T'[g + 1] =
Tlg)+T[1]+Cy =1+ 1+ 1 = 3), além da realizag@o da operacdo de atribui¢do. Assim,
obtemos:

F{UANf>R)a+1/dyg=q+1{INf>k]|3+1}

Agora, aplicamos 0 mesmo processo para a primeira atribui¢ao do corpo do lago, r = r—v,

usando a pré-condi¢do que acabamos de derivar como pds-condi¢do. A nova pés-condicao serd
(U N f>k)a+1/dr—y/r].
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O custo desta instrug@o € o custo de avaliar a expressao r —y (3) mais o custo da atribuicdo,

totalizando 4.

Com a regra de sequéncia, podemos combinar as duas provas parciais para obter a prova

do corpo do laco (5,,), somando os custos (4 + 4 = 8).

F{INF >k} Su{(INf>EK)g+1/q)lr—y/r]|8}

Passo 2: Verificacdo do Invariante e Variavel de Terminaciao

_

O préximo passo € verificar se o invariante e a fun¢do de variante sdo mantidos. E
preciso provar que a pré-condi¢@o do lago antes de uma iteracdo (I Ay < r A f = k) implica a

pré-condicdo do corpo do lago que acabamos de derivar.

IUNy<rAf=k) = INf>Ek)g+1/qlr—y/r]

Além disso, como o custo derivado (8) é menor que o custo que queremos provar (10),
podemos usar a regra do enfraquecimento para obter um limite mais relaxado para o corpo do
lago, de 10.

F{IANy<rANf=k}Su,{INf>k|10}

Passo 3: Aplicacao da Regra do Laco de Repeticao

Agora que o corpo do lago foi verificado, aplicamos a regra do Laco de Repeticdo para
provar a asser¢ao completa. Esta regra combina os custos de todas as iteracdes e a verificacao

final da condi¢do do lago.

O custo total do lago € a soma do custo do corpo do lago para cada iteragdo e o custo
de avaliar a condi¢@o do lago (y < r). Como o lago executa no maximo = vezes, a condic¢io é
avaliada z 4 1 vezes (sendo a ultima vez falsa). Assumindo que o custo de avaliar a expressao

booleana y < r € 3, o custo total é:

z—1

> 104 (z+1)-3=102+3x+3=13r+3
=0

Aplicando a regra do Laco de Repeticao, obtemos:

F{INf>0}S{IA=(y<r)13z+ 3}

Finalmente, a regra do enfraquecimento € usada novamente para provar que a pré-condicao
inicial e o custo desejado sdo vdlidos. A pré-condigdo inicial (r=xAg=0Ay >0Az > 0)

implica a pré-condi¢do do lago (I A f > 0). A pds-condi¢do final (z =r+y-qgAr <vy)é
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implicada pelo invariante e a nega¢éo da condigdo do lago. Por fim, o custo provado (13z + 3) é

menor que o custo desejado (20x + 10), o que valida a assercao final.

20 +10 > 13x + 3

Essa prova demonstra que a I6gica de verificacdo de custos € uma ferramenta poderosa para
garantir a correcao e analisar a complexidade de tempo de execucdo de programas, transformando

um processo intuitivo em uma prova matematicamente rigorosa.

2.2 Trabalhos Relacionados

Esta secdo apresenta uma andlise critica dos trabalhos que serviram como base tedrica e
metodolégica para o desenvolvimento desta monografia. O objetivo € posicionar esta pesquisa
no contexto académico existente, destacando as contribui¢des predecessoras e, simultaneamente,

explicitando o avango proposto.

A fundamentacao tedrica deste trabalho assenta-se em dois pilares principais: 1) os
principios cldssicos de verificagdao formal de programas e 2) as extensdes modernas para raciocinio

sobre custo computacional.

O artigo Background reading on Hoare Logic Gordon (2016) traz conceitos fundamentais
para esta monografia. Gordon nio apenas relembra os axiomas e regras de inferéncia da logica
de Hoare, mas também demonstra sua relevancia para a verificagao formal moderna. Um dos
aspectos mais valiosos deste trabalho para nossa pesquisa € a sua exploracao do refinamento de
programas, um processo que permite derivar sistematicamente uma implementagdo concreta a
partir de uma especificac@o abstrata, metodologia que inspira a nossa abordagem para a anélise

de custo.

Para lidar com a complexidade inerente a verificagcdo de programas que manipulam
estruturas de dados dindmicas e ponteiros, este trabalho recorre a Légica de Separacado. Esta
formulacao foi estabelecida por Reynolds (2002) no seminal Separation Logic: A Logic for Shared
Mutable Data Structures. A introducdo dos operadores de conjungdo separadora e de implicagao
separadora por Reynolds providencia um mecanismo para compor e decompor assercdes sobre a
heap, permitindo um raciocinio local e modular. E importante notar que as ideias fundamentais
da Légica de Separacdo t€m raizes em trabalhos anteriores, principalmente na obra de Burstall
(1972), que propds técnicas pioneiras para provar a correcao de programas que alteram estruturas

de dados, introduzindo a noc¢d@o de raciocinio sobre subestados independentes da memoria.

O trabalho mais diretamente relacionado a contribui¢do central desta monografia € a tese
de Silva (2022), chamada Formal Verification of Resource Usage. Este trabalho € fundamental
por propor uma estratégia formal de adaptacio da Légica de Hoare para incorporar a contagem

de operacoes e a derivagdo de custos relativos de execugdo de algoritmos. A tese estabelece as
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bases para uma andlise de complexidade mais precisa e integrada ao processo de verificacdao

formal, que é exatamente o ponto de partida que adotamos.

Embora a tese de Silva (2022) forne¢a o mecanismo bdsico para a contagem de passos,
ainda possui a lacuna da falta de uma metodologia formal e automatizdvel para inferir a comple-
xidade assintética a partir destes custos absolutos. Por esta razao, nosso objetivo nao € apenas
contar operagdes, mas construir os formalismos necessdrios para que uma ferramenta seja capaz
de, automaticamente, analisar o custo de um programa em relacao ao tamanho da entrada n e
derivar a sua classe de complexidade assint6tica. O formalismo desenvolvido nesta monografia
pretende ser o ndcleo de uma ferramenta que, integrando estes contributos histéricos, feche o
ciclo entre a verificagdo formal e a andlise de desempenho, automatizando a prova de que um

programa nao apenas estéd correto, mas também € eficiente.

Por fim, a estruturacio pratica deste trabalho foi significativamente influenciada pelo
tutorial de Sitnikovski (2021), que apresenta uma implementa¢do detalhada da l6gica de Hoare
utilizando a linguagem funcional Haskell. Esta obra foi fundamental para o delineamento da
linguagem imperativa base utilizada no problema, especialmente no desenvolvimento das rotinas
de avaliagdo de expressoes aritméticas e booleanas. Além disso, a abordagem de Sitnikovski para
representar o cdlculo proposicional e a teoria dos nimeros forneceu o modelo metodoldgico para
a representacdo da l6gica de Hoare em nivel de valores no Haskell, permitindo que as triplas e
regras de inferéncia fossem codificadas de forma a facilitar a deducao de fatos sobre programas

sem a necessidade de execu¢do plena.
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3 Desenvolvimento

Este capitulo tem como objetivo principal apresentar a metodologia, os formalismos
tedricos e especificar a ferramenta desenvolvida para a andlise da complexidade de programas
de maneira automatizada. Também sera apresentado a implementacao do cédigo em Haskell da

ferramenta desenvolvida, que estd presente no seguinte repositorio do Github: HoareCost.

Partindo dos conceitos fundamentais da L.ogica de Hoare, o capitulo detalha na Sec¢do 3.1 a
estruturacio da linguagem imperativa desenvolvida. A Se¢ao 3.2 descreve o nucleo da ferramenta:
o algoritmo de Pré-condi¢do Mais Fraca de Custo (wpc), responsavel por extrair simultaneamente
a corretude légica e o custo temporal. Para viabilizar a andlise de lagos, a Secdo 3.3 apresenta
o mecanismo de Oréculo, que fornece os metadados necessarios para superar problemas de
indecidibilidade. Na Secao 3.4, demonstra-se a Gera¢ao de Condi¢des de Verificagdao (VCG),
que traduz as andlises em metas de prova rigorosas submetidas ao provador SMT Z3. Por fim, a

Secao 3.5 sintetiza as consideragdes finais sobre o desenvolvimento realizado.

3.1 Desenvolvimento da Linguagem

Nesta secdo, serd apresentada a linguagem desenvolvida para a ferramenta proposta.

3.1.1 Sintaxe

A construcdo da linguagem fundamenta-se em estruturas basicas que estabelecem a base
l6gica da ferramenta. Por meio destas estruturas, serd possivel descrever triplas de Hoare para a

nossa linguagem.

A seguir, definem-se tais estruturas, seguindo as regras formais descritas previamente

neste trabalho.

Os operadores aritméticos sao representados pela seguinte estrutura gramatical:

Algoritmo 3.1: Estruturacao dos operadores aritméticos

data Arith a =

Var a

| Z

| S (Arith a)
| Plus (Arith a) (Arith a)
| Minus (Arith a) (Arith a)
| Mult (Arith a) (Arith a)
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Os operadores booleanos sdo definidos pela gramadtica:

Algoritmo 3.2: Estruturac¢do dos operadores booleanos

data PropCalc a =
PropVar a
| Not (PropCalc a)
| And (PropCalc a) (PropCalc a)
| Or (PropCalc a) (PropCalc a)
|

Imp (PropCalc a) (PropCalc a)

Adicionalmente, apresentam-se os componentes da l6gica de primeira ordem:

Algoritmo 3.3: Estrutura¢do dos componentes da l6gica de primeira ordem

data FOL a =
Eq (Arith a) (Arith a)
Lt (Arith a) (Arith a)
Gt (Arith a) (Arith a)
Le (Arith a) (Arith a)
Ge (Arith a) (Arith a)
ForAll a (PropCalc (FOL a))

|
|
|
|
|
| Exists a (PropCalc (FOL a))

Por fim, os comandos da linguagem sdo representados da seguinte forma:

Algoritmo 3.4: Estruturacdo dos comandos da linguagem

data Command a =
CAssign a (Arith a)
| CSequence (Command a) (Command a)
| CIfElse (PropCalc (FOL a)) (Command a) (Command a)
| CWhile String (PropCalc (FOL a)) (Command a)

3.2 Analise de custos de pré-condicoes

A partir da sintaxe e de conceitos definidos em capitulos anteriores, podemos desenvolver
uma estrutura responsdvel por analisar assintoticamente nossos programas de entrada. Para isso,
€ necessdrio desenvolver a funcao responsavel por analisar cada comando e atribuir um valor
correspondente.

Implementaremos o algoritmo de Pré-Condi¢ao Mais Fraca, que recebe um comando C' e
uma pés-condi¢do () e retorna uma tupla que contém a pré-condicdo mais fraca e uma expressiao

que representa o custo de execugdo do programa: (wp, tc).

Deste modo, os comandos da nossa linguagem pode ser representada da seguinte forma:
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Algoritmo 3.5: Algoritmo de Célculo da Pré-condi¢cdo Mais Fraca de Custo (wpc)

wpc :: Command String — PropCalc (FOL String) —
I0 (PropCalc (FOL String), Arith String)

wpc (CAssign v e) Q = (Qle/v], (costAExpr e) + (8 Z))

wpc (CSequence S1 S2) Q = (wpl, tl1 + t2)

where
(wp2, t2) = wpc S2 Q
(wpl, tl1) = wpc S1 wp2

wpc (CIfElse cond S1 S2) Q = (wp_if, cost_if)

where
(wpl, t1) = wpc S1 Q
(wp2, t2) = wpc S2 Q
wp_if = (cond = wpl) A (- cond = wp2)
cost_if = max(tl, t2) + T [cond]

wpc (CWhile nome cond S) Q = do
OracleData inv variant n costFun <- getOracle nome

let wp = And inv (PropVar (Ge variant Z))

(_, bodyCost) <- wpc S inv

let totalCondCost Mult (Plus (S Z) (costBExpr cond)) (Plus n (S Z))
let totalBodyCost Mult bodyCost n

let cost = Plus totalCondCost totalBodyCost

return (wp, cost)

Um detalhe presente neste trecho estd no operador W hile, onde hd a necessidade de
utilizarmos uma estrutura denominada de Ordculo. Esta estrutura fornecerd informacdes referente

a termos presentes nos lagcos de repeticdo. Esta estrutura serd melhor detalhada na préxima se¢ao.

3.3 Oraculo

O Oréculo consiste em um conjunto de funcgdes e estruturas auxiliares para os operadores
de laco de repetic@o. O conceito de Oréculo foi definido na tese Silva (2022), que apresenta este
operador responsdvel por informar varidveis de estado, invariantes e fungdes de custo que nao

podem ser trivialmente inferidas de forma estatica.

No contexto desta ferramenta, o Ordculo resolve o problema da andlise de lagos (CWhile)
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ao fornecer o suporte necessdrio para o calculo da Pré-condi¢do Mais Fraca e da complexidade
temporal. Sem o auxilio dessas informacdes, a automagao da andlise seria limitada pela indecidi-

bilidade do problema da parada e pela dificuldade de gerar invariantes validos automaticamente.

Abaixo, apresenta-se a estrutura de dados que define as informagdes providas pelo Ora-

culo:

Algoritmo 3.6: Estruturacio dos tipo de dado Oréculo

data OracleData = OracleData
{
invariant :: PropCalc (FOL String),
variant :: Arith String,
numIterations :: Arith String,
costFunction :: Arith String
3

Para a sua utilizacdo, hd a necessidade de utilizacdo de uma interface com o usudrio,
onde ele informara estes dados. Estes dados passados sdo repassados para 0 nosso mecanismo

principal, o wpc.

3.4 Geracao de Condicoes de Verificacao

Para automatizarmos as aplicacdes da l6gica de Hoare de custo, é necessdrio um meca-
nismo que converta as triplas em condi¢cdes matemadticas que podem ser provadas por um sistema
externo, como um provador de teoremas. Este processo € realizado por um Gerador de Condi¢coes
de Verificacdo (VC'G), que se baseia no algoritmo de pré-condicao mais fraca. O objetivo é
gerar uma série de metas de prova que, se validadas, garantem que a tripla de Hoare original seja

valida.

As principais condi¢des de verificacdo geradas sdo:

* P — wp: A pré-condic¢do inicial do programa deve implicar a pré-condi¢cao mais fraca
calculada pelo wpc. Se essa condi¢ao for verdadeira, a correcdo parcial do programa €

garantida.

* VC(C,Q): Esta fungdo lida com a prova de lagos de repeticdo. Para cada lago while, o
VG exige a prova de que o invariante de laco é mantido, que a funcdo de terminacao
diminui a cada iteracdo, garantindo a terminacao, e que a pés-condicao € satisfeita quando

o laco termina.

* P — T > te: O custo total do programa, fornecido pela anotagdo do usudrio (7°), deve ser

maior ou igual ao custo minimo necessdrio para executar o programa, derivado do célculo
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da pré-condi¢do mais fraca (t¢). Essa condi¢do garante que a anotagio de custo fornecida

¢ um limite superior vilido para a execu¢do do programa.

O processo do VG € semi-automatico. Para programas sem lacos, a geracdo das VCs é
direta. No entanto, para programas com lacos, o usudrio deve fornecer informagdes adicionais
que serdo capturadas pelo sistema do ordculo. Essas informagdes, que sdo dificeis de inferir
automaticamente, sdo essenciais para que o algoritmo gere condi¢des que possam ser provadas.
Uma vez que todas as VCs sdo geradas, elas podem ser enviadas para um provador de teoremas
automatico, como o EasyCrypt Barbosa et al. (2023) ou o Z3 Moura e Bjgrner (2008), para

validacao.

Ao aplicar este método, o V' C'G traduz a tripla de Hoare inicial em uma série de condi¢des
l6gicas, como as discutidas na se¢@o anterior. A prova de cada uma dessas condi¢des garante que
o programa nao sé funcione como esperado, mas também que sua complexidade de tempo de
execugdo esteja dentro do limite superior especificado. Isso transforma o processo de prova, que

seria manual e propenso a erros, em um procedimento mecanico e sistematico.
Exemplo:

Para ilustrar o funcionamento do V' C'GG, podemos analisar o algoritmo de divisao ja

discutido anteriormente.

A tripla de Hoare para o algoritmo é:
{r=2ANq=0Ay>0Ax>0}C{x=r+y-qAr<y|20z+ 10}

Para aplicar o VCG, a tripla é decomposta em um conjunto de condi¢des de prova. O VCG

utiliza do wpc para calcular a pré-condi¢@o e o custo do programa.

O VG gera trés tipos principais de condigdes de verificacao:

1. Condic¢ao de Corre¢ido: P — wp. A pré-condi¢do inicial, P, deve implicar a pré-condi¢io
mais fraca, wp, calculada para o programa C' e a pés-condicao (). Para o exemplo do

algoritmo de divisao, isso se traduz em:
(r=xzANq=0ANy>0Ax>0)—= (I ANx—r>0)
2. Condicao de Custo: P — T' > tg. Para o algoritmo de divisao, isso resulta em:
(r=xzANq=0Ay>0Ax2>0)— (20 + 10 > 13z + 3)

3. Condicdes Adicionais para Lacos (1/C(.S,@Q)): Como o algoritmo de divisdo contém
um lagco while, o VCG gera um conjunto adicional de VCs para garantir a correco e a

terminagdo do laco.
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* Invariante de Laco: A condi¢do (I Ay < r Az —r = k) — wpg garante que 0

invariante de laco (/) € mantido a cada iteracdo, e a fun¢do de variante f aumenta.

¢ Terminacio e Custo do Corpo: A condicdo (/ ANy <rAz—r==k)—t(k)>ts
verifica se o custo do corpo do lago, t(k), é um limite superior vdlido para o custo
real, tg.

* Pés-condicdo Final: A condi¢io (I A =(y < r)) — @ garante que o invariante e a

negacdo da condi¢do do lago (while) implicam a pés-condicdo desejada ().

* Limite de Iteracoes: A condi¢do (I Ay < r) — x —r < x assegura que a fungio

de variante estd limitada e o laco terminara.

Ao provar cada uma dessas VCs, € possivel demonstrar formalmente que o algoritmo de
divisdo ndo s6 estd correto, mas também que seu tempo de execugdo €, no maximo, o especificado
20z + 10. Este processo transforma uma prova manual e propensa a erros em um procedimento

sistematico € mecanico.

VG({P}; C{Q|T}) ={P = wp} U{P =T =1} U VC(C,Q)

3.4.1 Implementacao das condicoes de verificacao (VCs)

Na arquitetura da ferramenta, a geracao de VCs ocorre de forma integrada ao célculo
da andlise assintotica. Enquanto a fun¢ao wpc propaga as pré-condi¢des de trds para frente, a
funcao vc identifica as obrigacdes de prova, especialmente em estruturas onde a W' P ndo pode

ser calculada de forma puramente sintdtica sem auxilio externo, como nos lacos de repeticao.

Para um comando C, uma pré-condi¢ao P e uma pds-condicio (), a condicio de verifica-
cdo fundamental € expressa pela implicacdo: P —> WP (C, Q). A implementacao da coleta

dessas condicoes na ferramenta € apresentada a seguir:
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Algoritmo 3.7: Estruturacio da funcdo de Condigdes de verificagao (VCs)

vc :: Command String — PropCalc (FOL String) —
I0 [PropCalc (FOL String)]

vce (CAssign _ _) _ = pure []

vc (CSequence cl c2) q do
(wp2, _) <- wpc c2 q

vecsl <- vc cl wp2

vcs2 <- vc c2 q

pure (vcsl ++ vcs2)

vc (CIfElse b cl c2) q do
vecsl <- vc ¢l q
vcs2 <- vc c2 q

pure (vcsl ++ vcs2)

vc (CWhile loopId b ¢) q = do

OracleData inv variant n costFun <- getOracle loopld

let k = Var "k"
let postBody = And inv (PropVar (Gt variant k))
(wpS, tS) <- wpc c postBody

vcsBody <- vc ¢ inv

let
vcl = PropVar
(ForAll "k" (Imp (And (And inv b)
(PropVar (Eq variant k))) wpS))
vc2 = Imp (And inv (Not b)) q

ve3 Imp (And inv b) (PropVar (Le variant n))

vc4 PropVar
(ForAll "k" (Imp (And inv b)

(PropVar (Ge costFun tS))))

pure ([vcl, vc2, vc3, vc4] ++ vcsBody)

A complexidade do comando C'W hile destaca-se por exigir dados do Oraculo para funda-

mentar suas andlises. Além dos critérios cldssicos de Hoare, a ferramenta introduz verificagdes de

custo (ve3 e ved), assegurando que as estimativas temporais sejam consistentes com a execu¢ao

real do corpo do lago.



27

Dessa forma, a ferramenta nao apenas estima a complexidade temporal, mas também
assegura que o comportamento l6gico do algoritmo € consistente. Se todas as VCs geradas forem

tautologias, o algoritmo € considerado correto em relagdo as suas especificacoes.

3.4.2 Implementacao do Gerador de Condicoes de Verificacao (VCG)

A tltima etapa do processo de andlise 16gica e temporal € consolidada pelo Gerador de
Condicdes de Verificagao. Esta fungao é responsavel por unificar a pré-condicao inicial fornecida
pelo usudrio, o cdlculo da pré-condi¢do mais fraca e as obrigacdes de prova coletadas durante a

travessia do programa.

O VCG produz um conjunto de férmulas 16gicas que representam a corretude total do

algoritmo. A implementacao da funcio vcg € detalhada a seguir:

Algoritmo 3.8: Estruturacdo do Gerador de Condicoes de Verificacao (VCG)

vcg :: PropCalc (FOL String) — Command String —

PropCalc (FOL String) — Arith String — IO [PropCalc (FOL String)]

vcg p s q t = do
(wp, ts) <- wpc s q

ves <- vc s q

let

cl = Imp p wp

c2 = Imp p (PropVar (Ge t ts))
pure (cl : c¢c2 : vcs)

Nesta estrutura, as condi¢des cl e c2 garantem, respectivamente, que a especificacao
légica seja respeitada e que o limite superior de custo informado ou esperado seja consistente

com a complexidade extraida do cddigo.

Os dados produzidos pela func¢do vcg consistem em uma lista de férmulas da Logica de
Primeira Ordem. Para a validacao final, essas condi¢Oes sdo processadas por meio da biblioteca
SBYV (Symbolic Boolean Variables) Erkok (2015), que as traduz e as submete ao provador SMT
(Satisfiability Modulo Theories) Z3 Moura e Bjgrner (2008). O provador atua verificando a
validade de cada implicacao; caso todas as VCs sejam provadas satisfativeis, confirma-se que
o algoritmo atende tanto as restri¢cdes logicas de estado quanto aos requisitos de desempenho

assintético definidos pelo Oréculo.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, detalhou-se o processo de desenvolvimento da linguagem imperativa e

o funcionamento interno da ferramenta de andlise assintética. A estrutura apresentada partiu
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da definicao de uma sintaxe formal robusta, fundamentada em tipos algébricos de dados, que
permitiu a representacdo ndo apenas de comandos de fluxo, mas também de propriedades da

Loégica de Primeira Ordem.

A implementagdo do algoritmo de wpc demonstrou ser o nticleo da ferramenta, unificando
a verificacao de corretude 16gica com a extracao automadtica de expressdes de complexidade
temporal. A introdu¢do da figura do Ordculo revelou-se uma solucdo estratégica para contornar a
indecidibilidade inerente a anélise de lacos de repeticdo, permitindo que informacdes externas

(invariantes e variantes) guiem a geracdo de provas logicas sem comprometer o rigor formal.

Por fim, VC'G consolidou o pipeline de andlise ao transformar programas anotados em
obrigacOes de prova matemadticas. A integracdo com a biblioteca SBV e o provador SMT Z3
automatiza a etapa final de validag¢do, permitindo que o desenvolvedor tenha uma confirmacao
matemadtica de que seu algoritmo ndo apenas funciona conforme o esperado, mas também respeita

os limites assintdticos especificados.
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4 Resultados

Neste capitulo serdo apresentados alguns exemplos utilizados como testes e seus respecti-

vos resultados encontrados sobre sua execucdo na ferramenta desenvolvida.

Iremos analisar algumas implementagdes na nossa linguagem e suas respectivas condigcdes
geradas pelo VCG.

4.1 Troca

Nosso primeiro exemplo serd de um algoritmo de troca de valores entre varidveis. Sua

implementagdo serd apresentada a seguir:

Algoritmo 4.1: Troca de varidveis

Diferentemente de algoritmos iterativos, este programa ¢ composto puramente por co-
mandos sequenciais e de atribui¢do. Por ndo conter lacos de repeti¢do, a execucao dispensa
a interacdo com o componente Oriculo, dependendo inteiramente do cdlculo automético da

pré-condi¢do mais fraca por meio de substitui¢des sucessivas de baixo para cima.

Para este algoritmo, o V' C'G produziu duas VCs, as quais foram avaliadas com sucesso

pelo provador Z3:

1. VC #1 (Correcao Logica): Verifica se a pré-condi¢do declarada satisfaz a pré-condi¢do
mais fraca calculada a partir da p6s-condi¢do. Ao aplicar a regra de atribuic@o de tras
para frente, substituindo as varidveis (B por C, A por B e C por A), o sistema obteve uma
tautologia (1 == 1 A2 == 2 = 2 == 2 A1 == 1). O solver retornou Q.E.D.,

confirmando que as trocas de valores garantem o estado final exigido.

2. VC #2 (Validade do Custo Exato): Verifica se o custo alvo estabelecido na especificacio
(I' = 6) € suficiente para cobrir o custo sintdtico real das operacdes calculado pela
ferramenta. Como a linguagem atribui o custo de 2 unidades para cada operacdo de
atribuicdo de varidvel simples (1 para o comando e 1 para avaliar a varidvel), os trés
comandos totalizam um custo exato de 6. A ferramenta gerou a prova 6 > 6, retornando
Q.E.D..
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Este exemplo, embora simples, demonstra o correto funcionamento da ferramenta de

verificacdo conforme a semantica definida.

4.2 Divisao

Neste exemplo serd de um algoritmo de divisao por subtracdes sucessivas. Sua imple-

mentacao serd apresentada a seguir:

Algoritmo 4.2: Divisdo por subtra¢des sucessivas

{ ((R ==X and Q == 0) and (Y > 0 and X >= 0)) 1}
while "divLoop" (Y <= R) do
R =R - Y,
Q=Q+1
end
{ (X == R+ Y * Q and R < Y) | 20 * X + 10 }

Durante a execugao foi fornecido os seguintes dados para o oraculo:

Invariante (I): (X == QY + R)A (Y > 0) A (R > 0).

Variante (f): X — R.

Limite de Iteracoes (N): X.

Funcao de Custo do Corpo (k): 8.

Para este algoritmo, o V' C'G produziu seis VCs, as quais foram avaliadas com sucesso

pelo provador Z3:

1. VC #1 (Seguranca Logica Inicial): Verifica se a pré-condicao implica o invariante antes
da primeira iterag¢do. O resultado foi Q.E.D., confirmando que as inicializacbes R = X e

() = 0 satisfazem o invariante.

2. VC #2 (Validade do Custo Global): Verifica se o custo alvo 20X + 10 € suficiente para
cobrir o custo calculado pelo wpc (12X + 8 aproximadamente). O resultado foi Q.E.D.,

validando o limite superior de recursos.

3. VC #3 (Preservacao e Progressao): Garante que, para cada iteracdo, o invariante ¢ mantido
e o variante X — R cresce estritamente. Com o invariante estabelecendo Y > 0, o solver
provou (Q.ED.)que X — (R—-Y) > X — R.

4. VC #4 (Correcao Pés-Loop): Verifica se a saida do loop (/ A =(Y < R)) implica a
pOs-condicao logica. O Z3 confirmou que 1R < Y satisfaz a especificacio de corre¢do da

divisao.
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5. VC #5 (Limitacio do Variante): Verifica se o variante estd contido no limite de iteracdes
N. O resultado foi Q.E.D..

6. VC #6 (Validade do Custo do Oraculo): Verifica se o custo fornecido pelo especialista
para o corpo do loop (8) cobre o custo real das operacdes de atribuicao e aritmética. O
resultado foi Q.E.D..

A execuc¢do demonstrou que a ferramenta € capaz de integrar com sucesso os dados
passados pelo ordculo com a prova automdtica de limites de recursos, garantindo que o algoritmo

de divisao opera dentro dos limites de tempo e correcao logica especificados.

4.3 Somatorio

Este terceiro exemplo implementa um somatdrio utilizando uma estrutura condicional

presente dentro de um lago de repeticao.

Algoritmo 4.3: Somatério dos N primeiros nimeros

{ ((N > 0 and I == 1) and T == 0) 1}
while "sumLoop" (I <= N) do
if (I <= N) then

T =T+ I;
I =1+ 1
end
else
skip
end

end

{T<=N=xx N | 20 * N + 15 }

A andlise deste algoritmo € fundamental para demonstrar a capacidade da ferramenta de

lidar com o célculo do custo em estruturas que geram bifurcagdes no fluxo de controle.

Durante a execugao foi fornecido os seguintes dados para o oraculo:

Invariante (I): (T < (I — 1)« N)A(I >1)AN(I < N+1).

Variante (f): I.

Limite de Iteracoes (N): N.

Funcao de Custo do Corpo (k): 12.

Para este algoritmo, o VC'G produziu seis VCs, as quais foram avaliadas com sucesso

pelo provador Z3:



32

. VC #1 (Seguranca Légica Inicial): Verifica se o estado de inicializacdo (N > 0A [ ==
1 AT == 0) satisfaz o invariante estipulado. Como 0 < (1 — 1) % N, a proposicao é

trivialmente verdadeira, e o provador retornou Q.E.D..

. VC #2 (Validade do Custo Global): Confirma se o limite fornecido na especificacio
(20N + 15) cobre o custo real acumulado da execugao calculado pelo wpc. O retorno foi
Q.E.D..

. VC #3 (Preservacao e Progressao): Comprova que o corpo do laco (incluindo o desvio
condicional) mantém a validade do invariante de lago na transi¢cao de estados e que a

varidvel de variante [ progride estritamente (/5,0 > Iantigo). A prova obteve Q.E.D..

. VC #4 (Correcao Pds-Loop): O solver infere se a terminacdo do laco (ou seja, quando
I > N) combinada com o invariante implica logicamente a p6s-condi¢do 7' < N x N. A
prova foi validada com Q.E.D., garantindo que o algoritmo calcula um valor que satisfaz

sua especificagdo matemdtica de limite.

. VC #5 (Limitacao do Variante): Certifica que o crescimento da varidvel de controle do

variante estd confinado ao limite de iteracdes do laco (/V), resultando em Q.E.D..

. VC #6 (Validade do Custo do Oraculo): Verifica se a estimativa estatica (12) declarada
pelo especialista abstrai de forma segura o custo real do bloco interno, que contém o
comando C'I f Else. O resultado foi Q.E.D..

A obtenc¢do de validade de todas as condicdes demonstra a robustez da ferramenta.
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5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, na Secdo 5.1 serd feito um resumo geral do trabalho evidenciando os
resultados e objetivos alcancados. J4 na Se¢do 5.2 definird os caminhos a serem tracados para a

continuidade da pesquisa.

5.1 Conclusao

O objetivo geral deste trabalho foi estudar os formalismos e realizar a construcao de
uma ferramenta de andlise assintGtica automatizada de programas. Para atingir esse objetivo,
os fundamentos teéricos da Logica de Hoare, os conceitos de andlise assintética, e os trabalhos
relacionados foram investigados. E a partir de uma metodologia baseada na Logica de Hoare
de custo culminou na criagdo de um modelo conceitual para um Gerador de Condigdes de

Verificacao.

A automacio do processo consolidou o VUG proposto e desenvolvido. A ferramenta
demonstrou-se plenamente funcional ao traduzir as especificacdes de programas em um conjunto
de obrigacdes de prova estritas, que foram submetidas e validadas com sucesso pelo provador de

teoremas Z3, por meio da biblioteca SBV.

Os resultados obtidos na bateria de testes atestaram a viabilidade da ferramenta. O sistema
foi capaz de verificar e provar limites superiores de custo para algoritmos produzidos na linguagem
proposta. Ao obter a resposta de validade 16gica em todas as condicdes geradas, o trabalho atingiu
seu objetivo principal: integrar com €xito a verificacao formal de corretude funcional com a
andlise quantitativa de desempenho. Dessa forma, o estudo estabelece um nucleo tedrico e pratico
confidvel, superando a necessidade de contagem manual de operacgdes e elevando a precisao da

andlise de algoritmos.

5.2 Trabalhos Futuros

Embora a ferramenta desenvolvida tenha comprovado a viabilidade da verificagdo si-
multinea de custo e corretude, o campo da andlise formal oferece amplas oportunidades de

aprimoramento. Algumas das frentes possiveis para trabalhos futuros:

* Expansao da Linguagem e Estruturas de Dados: A linguagem imperativa base utilizada
neste estudo pode ser estendida para suportar chamadas de funcdes, recursao e tipos de

dados compostos, como arranjos (arrays) e ponteiros.
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» Uso de notacio assintdtica ao invés de custos exatos: Atualmente, a ferramenta exige que
o usudrio fornegca um polindmio limitante com constantes explicitas (como 20X 4 10) para
a verifica¢ao do custo. Uma evolucao natural para a ferramenta seria a incorporagdao de um
mecanismo algébrico capaz de abstrair automaticamente os coeficientes multiplicativos e
os termos de menor grau. [sso permitiria que a especificacdo e a validag¢do fossem realizadas
diretamente por meio da nota¢io Big-O (como O(N) ou O(N?)), consolidando o propésito

da analise assintotica.

* Desenvolvimento de Interface Grafica e Integracao: Para cumprir o objetivo de auxiliar
no ensino e no desenvolvimento prético, a criacao de uma interface amigavel (como um
plugin para IDEs ou uma aplica¢do web) facilitaria a interacdo do usudrio com a ferramenta
desenvolvida, abstraindo a necessidade de escrever formulas em Légica de Primeira Ordem

diretamente no cédigo-fonte.
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