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Resumo

Este trabalho ressalta a Algebra Linear como sua linguagem intrinseca para entender que
a Mecanica Quantica, utilizando conceitos matematicos como o Espaco de Hilbert para
descrever estados fisicos como vetores, e operadores Hermitianos para representar observa-
veis, cujos autovalores reais correspondem aos resultados mensuraveis. A aplicacao desses
conceitos, especificamente a andlise dos autovalores e autovetores do Hamiltoniano, foi
crucial para entender o acoplamento éxciton-cavidade e analisar a forca desse acoplamento.
Essa abordagem matematica precisa é fundamental para a caracterizacao e o avango da

computacao quantica.

Palavras-chaves: Algebra Linear, autovalores e autovetores, sistemas fisicos.
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1 Introducao

A base da tecnologia da informacado contemporanea reside no controle do fluxo
de cargas em dispositivos eletronicos. No entanto, um paradigma emergente propoe
uma mudanca radical: o processamento de informacgao fundamentado nos principios da
Mecénica Quantica' . Em contraste com o bit cldssico, restrito aos estados 0 ou 1, a unidade
fundamental da Computacao Quantica é o qubit. Esse sistema de dois niveis é capaz de
existir em uma superposicao de estados quanticos, permitindo a representacao desse novo
estado como uma combinacao linear de 0 e 1. A verdadeira poténcia dessa abordagem
se manifesta na interagdo e emaranhamento entre miltiplos qubits, um fenémeno que
habilita algoritmos quanticos com potencial para acelerar o processamento de dados em

niveis inatingiveis para computadores convencionais [1].

Um ponto quantico (PQ) é uma nanoestrutura semicondutora que confina portado-
res de carga em todas as trés dimensoes espaciais. Esse confinamento resulta em niveis
de energia discretos, andlogos aos observados em atomos isolados, o que lhes rendeu a
denominacao de “atomos artificiais” [2]. Essa analogia permite a exploracao de fenomenos
da “Fisica Atomica” em um ambiente de estado solido controldvel. A flexibilidade dos
pontos quanticos (PQs) reside na sua capacidade de ajustar a escala energética em uma
ampla faixa de parametros, tornando-os ferramentas ideais para investigacoes tedricas
e experimentais da interacao luz-matéria em um cenario controlado e com alto grau de
precisao. A eficiéncia e o controle desse acoplamento entre o emissor quantico e os modos
da cavidade sao pré-requisitos para que esses sistemas se tornem candidatos vidveis a

Computacao Quantica.

Em sua esséncia, nanocavidades s@o estruturas que confinam o campo eletromagné-
tico em volumes de escala nanométrica. A introducao intencional de defeitos ou auséncia
de furos durante o processo de fabricacao delimita a regiao de confinamento, embora essa

confinacao nao seja perfeita. Consequentemente, fétons inseridos na cavidade podem ser

L Teoria que descreve o comportamento fisico de sistemas microscépicos (elétrons, atomos e fétons, por

exemplo).
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perdidos a uma determinada taxa, que é inversamente proporcional ao fator de qualidade

da cavidade.

Quando um PQ é integrado a uma cavidade, os modos fotonicos podem interagir
com os éxcitons do PQ. Existem dois regimes distintos de interacao luz-matéria em
cavidade: o acoplamento fraco, onde os emissores excitados decaem irreversivelmente, e o
acoplamento forte, caracterizado por uma troca coerente de energia entre o emissor e um
unico modo do campo eletromagnético quantizado. A assinatura experimental unanime do
acoplamento forte nesses relatos é o anticruzamento entre o éxciton do PQ e os modos da
cavidade. A partir dessa conquista, inimeros outros progressos foram alcangados nessa
area, incluindo a localizagdo precisa dos PQs no interior das cavidades [3, 4] e o controle
de seus estados por meio de campos elétricos [5], o que, ao longo do tempo, consolidou o

campo da eletrodinamica quantica de cavidades.

A anélise completa do fenémeno de acoplamento luz-matéria é alcancada através
do estudo aprofundado do espectro de emissao, como o de Foto-Luminiscéncia, que revela
as complexidades introduzidas por processos dissipativos e de decoeréncia. No entanto,
uma analise mais direta, focada nos autovalores e autovetores do Hamiltoniano do sistema,
apesar de ser um modelo simplificado, é crucial. Esta abordagem oferece informacgoes
fundamentais sobre a assinatura intrinseca da for¢a de acoplamento, como a divisao de
energia dos polaritons ou estados vestidos, permitindo a distin¢do fundamental entre os

regimes de acoplamento forte e fraco [6, 7].

Um foco central na Otica Quantica tem sido a interacao entre emissores qudanticos?
e a luz. O presente estudo dedica-se a utilizar conceitos de autovalores e autovetores, da
Algebra Linear, para entender a interacéo radiacio-matéria em sistemas fisicos sintetizados
artificialmente em estado sélido, especificamente PQs integrados a cavidades fotonicas®.

Uma vantagem inerente aos sistemas de estado sélido é a capacidade de personalizar suas

caracteristicas épticas durante o processo de fabricacao.

A Mecanica Quantica é uma das principais teorias da Fisica Contemporanea. O

2 GSistemas que emitem luz em comprimentos de onda especificos, com potencial para aplicacdes em

tecnologias como comunicagdo quantica e telas de alta definigao.

3 Estruturas que confinam a luz, funcionando como ressonadores de luz.



estudo desta area da Fisica exige grande parte do conhecimento matematico baseado em
Algebra Linear. A Algebra Linear ndo ¢ apenas uma ferramenta auxiliar na MecAnica
Quantica, mas sim sua prépria linguagem matematica fundamental. Desde a descricao do
estado de um sistema quantico como um vetor em um espaco de Hilbert complexo, até
a representagao das grandezas fisicas observaveis, como energia, momento e posi¢ao —
por operadores lineares (ou matrizes), a estrutura da teoria é intrinsecamente linear. Os
possiveis resultados de uma medicao sao os autovalores desses operadores, e os estados
em que o sistema possui um valor bem definido de uma grandeza sao seus autovetores
correspondentes. Fenomenos essenciais como a superposi¢ao de estados, onde um sistema
pode existir simultaneamente em multiplos estados antes da medigdo, e o emaranhamento,
que descreve correlagoes quanticas profundas entre particulas, sdo expressos elegantemente
através de combinacoes lineares de vetores de estado, solidificando a Algebra Linear como

o pilar sobre o qual toda a Mecanica Quéntica é construida [8].

Este trabalho visa estudar a compreensao da interacao luz-matéria em sistemas de
ponto quantico acoplado a uma cavidade, explorando os regimes de acoplamento fraco e
forte, através das ferramentas da Algebra Linear, em particular a andlise de autovalores
e autovetores. Esta compreensao ¢é crucial para o avanco da eletrodinamica quantica de

cavidades no estado sélido e para o desenvolvimento de futuras tecnologias quénticas.

?2 Fundamentos Teodricos

A teoria quéntica se baseia em duas construcgoes: funcoes de onda e
operadores. O estado de um sistema é representado por sua funcdo de onda,
e as observdveis sdo representadas por operadores. Matematicamente, as
fungoes de onda satisfazem as condigoes que definem os vetores abstratos e
os operadores agem sobre eles como transformagoes lineares. Portanto,
a Linguagem natural da mecénica quantica é a algebra linear [8].

A Mecénica Quantica é baseada em conceitos e teorias matematicos com niveis de
compreensao medianos e mais avancados. Em particular, a Algebra Linear e a Probabilidade

sa0 requisitos nos quais estao contidos os postulados que fundamentam a teoria da Mecanica
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Quantica. A representacao de sistemas fisicos na Mecanica Quantica é feita através de
Espacos Vetoriais Complexos, denominados Espacos de Hilbert. O estado de um sistema
fisico é um vetor (abstrato) pertencente a um espago de Hilbert. Além desses conceitos
matematicos a Mecanica Quantica realiza uma associagao entre as grandezas fisicas e
operadores auto-adjuntos denominados Operadores Hermitianos e também associa os

valores que tais grandezas podem assumir com os autovalores desse operador.

Nesta secao, sao apresentados os conceitos matematicos necessarios para a compre-
ensao do comportamento da luz e sua interacdo com a matéria através dos principios da
Mecénica Quantica. Os conceitos mais basicos de Algebra linear, como espacos vetoriais,
base e dimensao e também transformagoes lineares nao serao apresentados e podem ser
vistos em [9, 10]. Em todos os conceitos e resultados apresentados, sdo considerados espagos

vetoriais de dimensio finita.

Inicialmente, é apresentada uma notagao especifica, introduzida por Paul Dirac,
chamada “bra-ket” considerada padrao na Mecanica Quantica, utilizada na maioria dos

textos didaticos para diferenciar os niimeros complexos e as funcoes de onda'.

Denota-se um vetor do espago dos estados de um sistema fisico pelo simbolo | )

denominado “ket”:

ai

a2

=
S~
I

Qn

E possivel verificar que o conjunto de todos os vetores la) € C™ forma um espago

vetorial complexo.

A notagdo ( | denominada “bra” representa uma fungao linear®: { | : V. — C.

*

*) (o asterisco

que corresponde a transposi¢ao complexa de um ket: (a| = (aj, a3, ..., a

representa o complexo conjugado).

L Utilizada para descrever o estado de um sistema, fornecendo uma distribuicdo de probabilidade para

encontrar a particula em varias posigoes (quando medida)[11].
Esta fungdo é chamada Funcional Linear pertencente ao espago dual V* (espago de todos os funcionais
lineares.
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Aplicando um bra (b] em um ket |a), obtém-se um produto escalar, também

chamado de produto interno.

Definicao 1. : Seja V' um espago vetorial complexo. Um produto interno em V' é uma

relagdo (| ):V x V — C tal que Y |a), |b),|c) € V e a, f € C tem-se:

L. (alb) = (bla)*
2. (al(Bb) + ale)) = B{alb) + afalc)

3. (ala) > 0e (ala) =0« |a) =0

A norma do vetor |a) é definida por: || |a)|| := +/(a|a)

Defini¢ao 2. : Uma sequencia |a,) em um espago vetorial V' converge para |a) € V se,

e somente se, || |a,) — |a)|| — 0.

Definicao 3. : Uma sequéncia |a,) em um espago vetorial V' é dita Sequéncia de Cauchy

se, para todo € > 0 existe N € N tal que para todos n,m > N, tem-se || |a,) — |am)|| < €.

Definicao 4. : Um espago vetorial complexo H é chamado Espaco de Hilbert se for

um espago vetorial com produto interno tal que toda sequéncia de Cauchy converge em H.

Definigao 5. : Consideremos um operador linear 7' : V' — V', sendo V' um espaco vetorial
complexo de dimensao finita. Dizemos que T' é operador auto adjunto ou Hermitiano se

vale (a|T|b)* = (b|T"|a) para quaisquer vetores |a), |[b) € V, ou seja, se T =T.
A notagao de adaga t é utilizada para denotar o operador adjunto.

Apesar de serem conceitos basicos da Algebra Linear, sdo apresentados aqui os
conceitos de autovalores e autovetores por representarem a parte mais importante deste

trabalho.

Definicao 6. : Dado um operador linear 7" : V' — V' sendo V um espago vetorial complexo,
definimos um autovalor de 7' como um niimero complexo A tal que T'|a) = A|a) para um

vetor nao nulo |a). Neste caso, |a) é chamo autovetor de T" associado ao autovalor A.

Também sao apresentados importantes resultados sobre operadores auto-adjuntos.
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Teorema 1. : Autovetores correspondentes a autovalores distintos de um operador

hermitiano sao ortogonais entre si.

Demonstragio. Para simplificar a notacao, usaremos 7T'|v) = Tv e A|v) = Av.

Seja T': V' — V um operador hermitiano e sejam \; e A; autovalores distintos de

T com autovetores correspondentes |a;) e |a;) respectivamente.
Tem-se (a;|Ta;) = (ai|Aja;) = Nj{aila;) e
(Talag) = (Aailaj) = (aj|Xiai)” = Aifaila;)
Como (a;|Ta;) = (Ta;|a;), segue que \j{a;|a;) = A;{a;]a;), o que implica
(Ai = Aj)(ailaj) = 0.
Logo (a;|a;) = 0. O

Teorema 2. : Os autovalores de um operador hermitiano sao reais. O que é consistente

com a ideia de que observaveis fisicos devem ter valores reais.

Demonstragao. Seja T': V — V um operador hermitiano e seja A um autovalor de 7.

Se |a) é um autovetor associado ao autovalor A e |b) € V' tem-se:

(Tbla) = (b[Ta) = (b|Aa) = Albla)

Como (Thla)* = (a|Tb) = (Ta|b) = (Aa|b) = \*(b|a), entdo A = \* e, portanto, A é

um numero real. OJ

Teorema 3. (Teorema Espectral): Seja T : V' — V um operador hermitiano em um espago
de Hilbert V' de dimensao finita. Existe uma base ortonormal® {|u;), [us), ..., |u,)} CV

constituida por autovetores de T .

O Teorema Espectral é um dos mais importantes na Mecanica Quantica. Sua
demonstracao pode ser realizada usando o método de Inducdo* e ndo serd apresentada.

Ela pode ser encontrada em diversos textos de Algebra Linear, em particular em [10].

Conjunto de vetores unitarios ortogonais entre si.

4 Técnica de demonstracio de afirmacdes envolvendo niimeros naturais.
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Na Mecanica Quantica, os operadores matematicos que agem sobre o espago de

® (como energia, momento, posi¢ao). E usual

Hilbert correspondem a observdveis fisicos
denotar com chapéu um operador que representa um observavel. Por exemplo, o Hamil-
toniano, que é o operador matematico que representa a energia total do sistema fisico
e governa sua evolucao temporal, geralmente é denotado por H. Ele encapsula todas as
interacoes e energias (cinética e potencial) presentes no sistema. Seus autovalores repre-
sentam os possiveis valores de energia que podem ser medidos, enquanto seus autovetores
correspondentes representam os estados estacionérios do sistema [8]. No contexto da
interacdo entre um ponto quantico e uma cavidade, o Hamiltoniano se manifesta como o
Hamiltoniano de Jaynes-Cummings. Este modelo descreve a ressonancia de um éxciton
(no ponto quantico) com um modo de féton (na cavidade), incorporando suas energias

individuais e, crucialmente, o termo de acoplamento que quantifica a forca da interacao

entre eles.

Para um Hamiltoniano H de um sistema, a equacao de Schrodinger independente

do tempo é:
Hlv) = Ely)

onde [¢) é um autovetor (estado proprio) do Hamiltoniano e E é o autovalor (energia)

correspondente.

3 Metodologia: Calculo de Autovalores e Au-

tovetores para um Ponto Quantico e Cavi-

dade

Para calcular os autovalores e autovetores de um sistema de PQ e cavidade,

utilizaremos o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings que descreve a parte coerente da

5 Grandezas fisicas que podem ser medidas ou observadas.
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interacao. Consideraremos o espaco de Hilbert de uma tunica excitagao, que é o mais

relevante para a formagao dos polaritons no regime de acoplamento forte.

3.1 Representacao Matricial do Hamiltoniano

A interacdo fundamental entre um éxciton em um PQ e um modo de cavidade pode
ser descrita por um Hamiltoniano do tipo Jaynes-Cummings, que é um modelo padrao na
Optica Quéntica. Para um sistema de PQ de dois niveis' acoplado a um tnico modo de

cavidade, o Hamiltoniano ¢ dado por:
H = hw,o'o + hwsa'a + hg(a'o + o'a)
onde:

o hw, ¢ a energia de transi¢ao do éxciton no ponto quantico, sendo h a constante de

Plank reduzida?

o of = |X)(G]? e 0 = |G){X] sdo os operadores de levantamento e abaixamento para o
éxciton, respectivamente. Os estados |G) e | X) representam os estados fundamental

e excitado do ponto quantico, respectivamente.

« |X): Estado em que o éxciton no ponto quantico esté excitado e nao ha fétons na
cavidade. Este estado ¢ o |0, e) na notacao padrao de nimero de fétons e estado do

atomo.

« |C): Estado em que o éxciton no ponto quantico estd no estado fundamental e ha

um féton na cavidade. Este estado é o |1, G) na mesma notagao.
o hw, é a energia do féton no modo da cavidade.

« a' e a sao os operadores de criacdo e destruicdo, respectivamente para fétons no

modo da cavidade.

Sistema cujo espago vetorial possui dimensao dois.
Abreviacdo de 2}—;, também denominada constante de Dirac.

3 A notagdo | ) { | é chamada produto externo.
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e hg é a forca de acoplamento dipolar entre o modo da cavidade e o éxciton. Este

termo descreve a taxa de troca de energia entre o éxciton e o foton.

Este Hamiltoniano descreve a parte coerente da dindmica do sistema. Em um
sistema ideal sem perdas, a diagonalizacao deste Hamiltoniano resultaria nos estados de

polariton, cujas energias se anticruzam a medida que a dessintonia é variada.

Para analisar a dinamica de uma unica excitacao, considera-se uma base de es-

tados que consiste em {|X),|C)}. A matriz do Hamiltoniano H ¢é construida nesta base
{1X),1C)}.

Sobre a a¢do de H no estado |X), como |X) representa o éxciton excitado e zero
fotons: ofo|X) = |X) (j4 que |X) é o estado excitado), a'a|X) = 0 (ndo ha fétons),
a'o|X) = a'|G) = |C) (cria um féton na cavidade, destréi o éxciton) e o'a|X) = 0 (ndo

hé fétons para a destruir). Portanto, H|X) = hw,|X) + hg|C).

Por sua vez, sobre a agdo de H no estado |C), como |C') representa o éxciton
no estado fundamental e um féton na cavidade: o'o|C) = 0 (j4 que o éxciton estd no
estado fundamental), a'a|C) = |C) (um féton), afa|C) = 0 (o éxciton ji estd no estado
fundamental) e o7a|C) = of|G) = |X) (cria um éxciton, destréi o féton). Portanto,
H|C) = —hw,|C) + hw,|C) + hg|X) = (hwa — hw,) |C) 4 hg|X). Assim, a matriz do
Hamiltoniano H na base {|X),|C)} (onde a primeira linha/coluna corresponde a | X) e a

segunda a |C')) é:

hw, h
7— g
hg  hw,

Na préxima secao, serao calculados os polaritons que sao os autovalores e os

autovetores deste hamiltoniano.

3.2 Célculo dos Autovalores (Energias dos Polaritons)

Para simplificar os calculos e as expressoes neste trabalho, sera adotada a convencao
de que a constante de Planck reduzida (%) é igual a 1. Essa escolha corresponde & utilizagao

de unidades naturais, onde as unidades de medida sao escaladas de forma que % (cujo
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valor usual é de aproximadamente 1,054 x 1072* joule-segundos) se torne adimensional e
unitaria. Tal abordagem simplifica consideravelmente as equagoes fundamentais da Meca-
nica Quantica, eliminando a necessidade de incluir essa constante em diversas formulagoes

e focando na inter-relagdo das quantidades fisicas.

A equagao caracteristica (polinémio caracteristico) para esta matriz é:
(We = A)(wa — A) — (9)2 =0

A — AMwy +w,) +2wewe =22 =0 (3.1)

As solucoes da equagao 3.1 sao:

(we +w,) £ \/(wx + we)? — 4(2w,w, —2 g?)
12 =
’ 2

(We + w,) £ \/(wg + 2w,w, + w2 — dw,w, + 49?)
12 =
' 2

Wy — Wy )2 + 442
WotWa 4 v frdg (3.2)
: 2 2

Esta expressao ¢é crucial para discernir o comportamento do sistema sob diferentes
condigoes. O termo sob a raiz quadrada determina a natureza das oscilacoes de Rabi:
se for real, indicam oscilagoes coerentes e minimamente amortecidas. Estes sao os dois

niveis de energia dos polaritons. A divisao de energia entre os dois estados de polariton,

também chamada de divisao de Rabi, é Q = \; — \y = \/ (wz — we)? + 4g%. Na ressonéncia

(we —w, = 0), a divisao é 2¢g, que é a conhecida frequéncia de Rabi no vacuo.
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3.3 Calculo dos Autovetores (Composicdo dos Polaritons)

Para cada autovalor, calculamos o autovetor correspondente. Um autovetor ¢ =

satisfaz (H — A\ )y = 0.
(2

Para A;:
Wy — A1 g (381 0

g W — A1 (D) 0

Considerando a primeira linha:

(Wz = A1)Y1 + g1Pa =0

(we — A1)
g

Py = — U

Usando a condi¢do de normalizacao [¢1|? + |1»]*> = 1, obtém-se

Y= — %9 (3.3)
\/492 + (wa — Wy + \/(wx - wa)Q + 492)2

_ \/492 + (wa - Wm)(wa — Wz + \/492 + (wa - Ww)2)

= 3.4
o NP (34)
Analogamente para As:
\/492 + (wy — we)(We — wz + \/492 + (wq — wy)?)
Po1 = (3.5)
ﬁ\/(wm - wa)Q + 492
Yoo = 2 (3.6)

\/492 + (wa — Wy + \/(wx - wa)Q + 492)2

Estes sao os autovetores do sistema acoplado.

3.4 Incorporando Defasamento e Perdas

E crucial reiterar que os calculos acima sao para um sistema ideal, sem dissipagao

ou bombeio. No calculo do espectro de emissao, quando os termos de perdas e ganhos
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(como I',, P,, I'c, P.) sao incluidos através da equacao mestre de Lindblad, o problema da
evolugao temporal e da fungdo espectral se torna mais complexo [12]. Nao é mais uma

simples diagonalizacao de um hamiltoniano hermitiano.

Porém, segundo Hennessy et al (2007), a determinagao da for¢a de acoplamento e
a caracterizacao dos regimes de operagao do sistema (forte ou fraco) pode ser realizada de
forma particularmente eficiente e direta através da analise dos autovalores e autovetores
da matriz M descrita na equacao 3.7, que representa o hamiltoniano, mas com perdas e
bombeios, observados experimentalmente, incluidos [4]. Os autovalores de M fornecem
intrinsecamente as frequéncias ressonantes e as taxas de decaimento associadas aos estados

acoplados do sistema.
we — I
M — a a g 7 (37)
g wy — 11y,

onde I', e I', representam as taxas de dissipacao inerentes a cada subsistema. I', denota a
taxa de decaimento do éxciton do ponto quantico para o ambiente, incluindo processos
radiativos e nao radiativos. I',, por sua vez, representa as perdas por falta de qualidade da
cavidade no aprisionamento da luz em seu interior. Na analise experimental do processo de
emissao, ambos 0s parametros sao cruciais pois caracterizam a prevaléncia dos processos
dissipativos sobre o acoplamento coerente, influenciando diretamente a dindmica e as
propriedades espectrais observadas no sistema [6]. Esta metodologia da Algebra Linear que
sera adotada aqui oferece uma alternativa computacionalmente mais leve e analiticamente

mais transparente em comparacao com o calculo completo do espectro de emissao do

sistema, que muitas vezes exige simulagoes extensivas.

Seguindo a metodologia do capitulo anterior nesta matriz M, sdao obtidos os

autovalores:

A . (Wa + Wx) - Z.(Fa + Fx) + \/((Wa - Woc) - i(ra - Fx))z + 492
1,2 — 9

(3.8)

O regime de acoplamento forte se estabelece quando g > (I';, — ') /4. Essa condigao
garante que o termo sob a raiz quadrada, na equacao 3.8, seja positivo, resultando em um
valor puramente real para a parte oscilatéria dos autovalores. Nesse regime, a transferéncia

de energia coerente entre o emissor e a cavidade é predominante, superando os canais
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de decaimento. A caracteristica espectral distintiva é um anticruzamento entre o modo
confinado na cavidade e o emissor quando ambos se encontram em ressonancia. A Fig.
3.1 mostra o anticruzamento resultante como funcao da dessintonia w, — w,, representado
pelas linhas cheias em vermelho. As linhas pontilhadas na figura representam os estados
desacoplados, que se cruzariam em w, = w,, enquanto as linhas sdlidas em vermelho,
que sao assintotas as linhas desacopladas, revelam a repulsao entre os estados acoplados,
os polaritons. A separacao minima de energia entre os estados polaritonicos ocorre na
ressonancia (w, = w,), e é conhecida como o splitting de Rabi, que, para as perdas

consideradas, é dado por:

Splpavi = A1 — A2 = 2\/92 — ([ = Ta)?/4, (3.9)

onde a separacao maxima possivel atinge 2g.

Energia

A

Figura 3.1 — Anticruzamento do sistema PQ-cavidade obtido com o modelo de Jaynes-
Cummings. A energia dos estados de polaritons (linhas sélidas em vermelho)
e os estados desacoplados (linhas tracejadas) é analisada como fungao da
diferenca entre as frequéncias do ponto quantico e da cavidade, A = w, — w,

Inversamente ao regime de acoplamento forte, no regime de acoplamento fraco, os
processos dissipativos prevalecem sobre o acoplamento coerente. Esse regime é categorizado
pela relagao g < (I'; — ') /2, que implica em um termo negativo sob a raiz quadrada da

equagao 3.8, levando a um quociente imaginario para os autovalores. Embora o emissor
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ainda esteja acoplado a cavidade, o principal efeito observado é um aumento em sua taxa

de emissao espontinea, conhecido como Efeito Purcell.

A interagdo entre luz e matéria em escalas nanométricas tem sido um campo de
intensa pesquisa, levando a avangos significativos na compreensao de fendmenos quéanticos
fundamentais e no desenvolvimento de novas tecnologias. Particularmente, sistemas com-
postos por pontos quanticos semicondutores acoplados a microcavidades oferecem uma
plataforma tnica para investigar a dindmica de acoplamento entre um emissor quantico
zero-dimensional e um modo de campo eletromagnético quantizado. A capacidade de con-
trolar e manipular essa interacao ¢ fundamental para aplicagoes em computacao quantica,

processamento de informacao quéantica e optoeletronica.

A divisdo de Rabi (que agora pode ser uma quantidade complexa) é entdo definida

como §) = \/92 — (Wy — @q)?/4, onde @, = w, —1I'; e W, = w, —il',. A parte real de A; 2, na
equagao 3.8, da as posigdes dos picos observados no espectro, enquanto a parte imaginaria
estd relacionada as larguras de linha. A anélise da fungao espectral S(w), observada na
referéncia [6] e ndo apresentada aqui, ¢ muito mais complexa e exige a solu¢do numérica
da equagao mestre ou o uso de formulagoes analiticas complexas que consideram o estado

estaciondrio da matriz densidade.

Apesar da complexidade do problema completo, o conceito dos autovalores e
autovetores do Hamiltoniano puramente coerente (como calculados acima) permanece
fundamental para entender a natureza das quasiparticulas (polaritons) e o fenémeno
de anticruzamento. A relagdo entre a constante de acoplamento g e as perdas efetivas
I', e I'y é 0 que dita a transicao entre o regime de acoplamento forte e o regime de
acoplamento fraco. A definicdo formal desses regimes, onde a frequéncia de Rabi na
ressonancia é puramente real ou puramente imaginaria, é diretamente inferivel da natureza
dos autovalores. Adicionalmente, a analise dos autovetores revela a composicao dos estados
acoplados (os polaritons), explicitando a proporc¢ao de cardter fotonico e excitdnico, e

como essa proporc¢ao evolui com a sintonia das frequéncias.
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4 Resultados e Discussao: Informacoes Extrai-

das do Comportamento dos Autovalores e

Autovetores

A anadlise dos autovalores e autovetores, considerando tanto os termos do Hamiltoni-
ano quanto os termos de perdas e bombeios, fornece informacgoes cruciais sobre a interacgao
entre o ponto quantico e a cavidade. Neste capitulo serao explorados os resultados obtidos

com a metodologia aplicada no capitulo anterior.

A principal assinatura do acoplamento forte é o anticruzamento no espectro de
emissao, que corresponde a divisao das energias dos poldritons (os autovalores) a medida
que a dessintonia entre o éxciton e a cavidade é variada. Esta situagao esta representada

na figura 4.1.

No caso, os autovalores A\; e Ay da equagao 3.8 demonstram claramente a divisao
de energia. Na ressonancia (§ = 0), a divisao é 2hg, a frequéncia de Rabi de vicuo. Esta
frequéncia 2hg representa a taxa maxima de troca de energia entre o éxciton e o féton.
Laucht et al. [6] extrairam um hg = 59 peV para o melhor ajuste de seus dados, que é a
metade da divisao de Rabi de vacuo. A presenca de defasamento e as taxas de bombeio
(P, P,) e decaimento (I';,T’,) podem fazer com que os picos no espectro de emissao
se fundam, mesmo que o sistema ainda esteja no regime de acoplamento forte. Isso é
claramente demonstrado nas Fig. 2c e Fig. 3¢ do artigo de Laucht et al. [6], onde a divisao
observada (circulos abertos) diminui significativamente com o aumento da poténcia de
excitagao ou da temperatura, enquanto a divisao teérica (quadrados pretos preenchidos)

permanece inalterada ou é afetada de forma diferente.

Ja os autovetores, ou autoestados, sao representados pelas curvas de probabilidade
de ocupagao dos autoestados em azul e em vermelho nas partes b) e ¢) da figura 4.1.

Tais curvas representam as projecoes de cada parte [¢11) e [i12) sobre o autovetor [i1).
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w/g

Figura 4.1 — (a) Comportamento dos autovalores e autovetores como fungao da dessintonia
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entre os componentes do sistema ponto quantico-cavidade. Em (a) temos

representados os autovalores e em b) e c) os respectivos autovetores. Pardme-

tros: I', = 0.5¢.I', = 0.02g, P, = 107%g, P, = 107°g.

Analogamente para o autovetor |i). Elas descrevem a mistura éxciton-féton nos estados

de polariton. Longe da ressonancia, os autovetores se aproximam dos estados puros de

éxciton ou féton. Na ressonancia, os autovetores indicam uma mistura igual (50% éxciton,

50% féton), o que significa que a energia é trocada eficientemente entre os dois subsistemas.

Essa mudanca na composicdo é o que permite a sintonizacao do carater do polariton de

“quase-féton” para “quase-éxciton”, impactando propriedades como a polarizacao e a vida
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Figura 4.2 — (a) Comportamento dos autovalores e autovetores como funcao da dessintonia
entre os componentes do sistema ponto quantico-cavidade. Em (a) temos
representados os autovalores e em b) e c) os respectivos autovetores. Pardme-
tros: I', = 59, I', = 0.02¢g, P, = 107°%g, P, = 107 °g.

util.

O grafico da figura 4.2 mostra que as energias dos autovalores se cruzam. Isso é
um indicativo claro de que o sistema se encontra no regime de acoplamento fraco. Neste
cendrio, os processos dissipativos, como as perdas de fétons na cavidade (I',) e o decaimento
do éxciton no ponto quantico (I',), dominam a interacdo coerente entre luz e matéria,
representada pela taxa de acoplamento g. Essencialmente, a energia é dissipada para o

ambiente mais rapidamente do que pode ser coerentemente trocada entre o éxciton e o



Capitulo 4. Resultados e Discussdo: Informagées Extraidas do Comportamento dos Autovalores e
Autovetores 23

foton. Em vez de formar as quasiparticulas hibridas de polaritons, que seriam uma mistura
dos estados de éxciton e féton, as excitagoes se comportam de forma mais independente,
passando uma pela outra na ressonancia sem uma hibridizacao significativa de energia.
Isso é confirmado observando os autovetores, ou autoestados, representados pelas curvas
de probabilidade de ocupagao dos autoestados em azul e em vermelho nas partes b) e ¢)
da figura 4.2. Tais curvas representam as projegoes de cada parte [¢)11) e |1)12) sobre o
autovetor |¢1). Analogamente para o autovetor [¢)5). Seja na ressonincia ou longe dela,
os autovetores se aproximam dos estados puros de éxciton ou féton indicando que o

acoplamento é muito fraco ou quase nulo.

Em um estudo mais aprofundado utilizando o espectro de emissdao, a principal
manifestacao do acoplamento fraco, mesmo que o emissor ainda esteja interagindo com a
cavidade, é o fenémeno conhecido como Efeito Purcell [6]. Nele, a cavidade atua otimizando
o ambiente fotonico para o éxciton, o que pode resultar em um aumento substancial na
sua taxa de emissao espontanea quando a cavidade e o éxciton estdo em ressonancia.
Diferente do acoplamento forte, onde dois picos espectrais distintos (os polaritons) seriam
observados e se anticruzariam com a variacao da dessintonia, no regime de acoplamento
fraco, tipicamente seria observado um tnico pico de emissao. Este pico central refletiria
a predominancia dos processos dissipativos sobre a formacao de estados coerentemente

mistos.

A extragao das propriedades dos autovalores (energias) e a analise da composi¢ao
dos autovetores (mistura éxciton-féton) a partir do ajuste de modelos teéricos completos
aos dados experimentais sao fundamentais para quantificar e compreender os mecanismos

de defasamento em sistemas de polaritons de ponto quantico-microcavidade.

O uso de autovalores e autovetores, embora nao substitua a analise completa do
espectro de emissao, emerge como uma ferramenta eficiente e complementar na caracteriza-
¢ao da forca de acoplamento entre pontos quanticos e cavidades. Essa abordagem baseada
na Algebra Linear permite quantificar diretamente os regimes de acoplamento forte e
fraco através da observacao do anticruzamento ou cruzamento de energias, fornecendo

informagoes cruciais sobre a taxa de troca de energia e a formacao de polaritons, o que é
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inestimavel para o avanco no controle e engenharia de dispositivos quanticos.

5 Conclusao e Perspectivas Futuras

Este trabalho reafirma a indispensével premissa de que a Algebra Linear constitui a
linguagem intrinseca da Mecanica Quantica. Conforme delineado, o estado de um sistema
fisico é elegantemente descrito por um vetor no Espaco de Hilbert, uma estrutura dotada
de produto interno onde toda sequéncia de Cauchy converge. As observaveis fisicas, por sua
vez, sao associadas a operadores Hermitianos, garantindo que os valores mensuraveis dessas
grandezas, que correspondem aos autovalores desses operadores, sejam intrinsecamente
reais. Esta fundamentacado matematica, que abrange conceitos desde a notagao bra-ket
até as propriedades dos operadores auto-adjuntos, provou ser o pilar essencial para a

investigacao da interacao luz-matéria.

Ao aplicarmos essas poderosas ferramentas ao sistema de ponto quantico-cavidade,
o operador Hamiltoniano revelou-se central. A analise de seus autovalores e autovetores
permitiu desvendar as complexidades do acoplamento entre o éxciton e o modo da cavidade.
A distinta assinatura de um anticruzamento nos autovalores forneceu a evidéncia crucial
do regime de acoplamento forte, quantificando a formagao de polaritons e a taxa de
troca coerente de energia. Em contraste, a auséncia de tal divisao de energia, ou um
comportamento de cruzamento, demarcou o regime de acoplamento fraco, onde a dissipagao

supera a coeréncia intrinseca.

Em sintese, a abordagem rigorosa baseada na Algebra Linear nio apenas forneceu
uma compreensao quantitativa e qualitativa dos regimes de acoplamento fraco e forte, mas
também validou a profundidade com que os conceitos matematicos abstratos se manifestam
em fendmenos fisicos concretos. A clareza e precisao oferecidas pela analise de autovalores
e autovetores sao, portanto, inestimaveis para a caracterizacao precisa desses sistemas,

pavimentando o caminho para o controle e a engenharia de dispositivos quanticos.
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