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Resumo

Neste trabalho serao introduzidas algumas nogoes elementares do estudo de sistemas dinamicos,
e sera discutido como este tema pode ser introduzido para alunos do ensino basico. A presente
monografia aborda os conceitos fundamentais sobre sistemas dindmicos, abordando o tema de
uma maneira didatica, e discute como estes conceitos podem ser explorados e serem acessiveis a
alunos da educagao basica. Foram utilizados recursos como software grafico para uma abordagem
mais didatica do conteido. Ao final do trabalho, é discutida e oferecida uma abordagem didatica

do contetdo para uma turma ao final do ensino médio, por meio de uma iniciagao cientifica por
exemplo.



Abstract

This project introduces some elementary notions in the study of dynamical systems and discusses
how this topic can be introduced to students in basic education. The present monograph addresses
the fundamental concepts of dynamical systems, approaching the subject in a didactic way, and
discusses how these concepts can be explored and made accessible to basic education students.
Graphic software resources were used to provide a more didactic approach to the content. At the
end of this project, a didactic approach to the content is discussed and proposed for a class at the
end of high school, through a scientific initiation, for example.
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Introducao

O estudo de sistemas dinamicos é uma area de grande importancia para o mundo hoje. As
aplicacoes deste tema sao diversas, podendo auxiliar no estudo de economia, de previsoes climaticas,
ou até mesmo no estudo e andlise de redes sociais. Os sistemas dinamicos descrevem fenémenos
que evoluem ao longo do tempo, e podem mostrar padroes complexos de fenémenos, como auxiliar
em uma analise mais aprofundada em dados sobre um crescimento populacional, por exemplo.

No ensino basico, a introducgao a esse tema oferece uma oportunidade para conectar os conteudos
estudados em matematica com problemas no mundo real, e esta aplicacao de conceitos nesses
problemas estimula o pensamento critico. Uma outra nocao valiosa a ser despertada nos alunos é a
noc¢ao da variacao dos dados de um problema com o tempo.

Apesar de serem comumente estudados no ensino superior, acredita-se que conceitos fundamentais
podem ser abordados ja nos anos finais do ensino fundamental ou no ensino médio, por meio de
situagoes contextualizadas e exploratérias.

Esta pesquisa tem como objetivo principal investigar como a introducao de ideias elementares
de sistemas dinamicos pode contribuir para tornar o ensino da matematica mais conectado com a
realidade dos estudantes. Além disso, busca-se identificar estratégias pedagbgicas que favorecam
o desenvolvimento do pensamento matematico por meio da observacao e analise de padroes e
variagoes ao longo do tempo.

A metodologia adotada é de carater qualitativo, com base em anélise de propostas didaticas.
A escolha do tema justifica-se pela necessidade de promover uma educacdo matematica mais
significativa, interdisciplinar e que dialogue com os desafios contemporaneos vivenciados pelos
estudantes e de despertar e melhorar diversas percepgoes matematicas e logicas em meio aos alunos.

Nos capitulos seguintes, serao apresentados os fundamentos tedricos sobre sistemas dinamicos,
suas possiveis aplicagoes no ensino basico, e uma proposta de abordagem pedagdgica.



Orbitas

Antes de adentrar este assunto, precisamos definir alguns conceitos necesséarios para o estudo de
sistemas dindmicos. Entre estes, estd o conceito de iteracdo de uma funcao. Iteragao se baseia no
processo de repetir uma ou um conjunto de a¢oes. Quando nos referimos a iteragdo de uma funcao,
na matematica, o processo de iteragao se baseia em aplicar novamente a funcao, onde apds calcular
o valor da func¢ao a partir de um ponto inicial, aplicamos novamente a funcao a partir do resultado
que obtemos anteriormente. Por exemplo, dada a funcao f(z) = bz — 7, se calcularmos o valor
desta fungao a partir de um valor inicial = 2, obtemos f(2) =5-2 -7 =10 — 7 = 3. Iterar esta
fungdo neste ponto se baseia em utilizar o nosso valor encontrado ao aplicar a fungao, agora como
o nosso valor inicial a ser aplicado na fun¢ao. Desse modo, realizando esse processo, calculamos
f(B)=5-3—-7=15—7=_8. Ao analisarmos o comportamento de uma fungao apds iteragoes,
abrimos um novo leque de possibilidades, onde podem aparecer padroes de comportamento nos
valores encontrados, ou a falta de padrdes e um comportamento cadtico.

O processo de iteracao de uma funcao se baseia, em outras palavras, em compor esta funcao com
ela mesma, repetidas vezes. Ainda utilizando o exemplo anterior, podemos escrever este processo
como f(2) = 3 sendo a primeira iteragao de f(x) utilizando o valor inicial 2, f(f(2)) =8 é a
segunda iteragao da fungao a partir do valor 2, e de maneira analoga, f(f(f(2))) = 33 seria sua
terceira iteragdao. Neste trabalho, representamos f(f(z)) como f2(x), f(f(f(z))) como f3(z), e
assim por diante, ou seja, representamos a n-ésima iteracao da fungao como f"(z). Isto nao se
relaciona com elevar uma fungdo a uma poténcia, e sim compor uma funcao com ela mesma n vezes,
a nao ser que o contrario seja explicitado.

Dado zy € R, podemos definir a sequéncia de pontos xg, 1, T2, ..., Tp, ..., sendo x1 = f(zg), T2 =
f(x1), 23 = f(22), .. ;&0 = f(Tn-1), ..., owainda, 21 = f(x0), 22 = f*(20), ... ,2n = f"(0), ...,
ou seja, o indice "'n" em x,, representando o nimero de aplicagoes da fungdo em um valor inicial z.
Entéo, definimos tal sequéncia a partir de iteragoes sucessivas de uma funcao f(x) sobre este ponto.
Chamamos entao esta sequéncia de orbita de zy sobre f.

Definicao 2.1. (Iteragdio). Seja f: R — R uma fungdo real. Dado x¢ € R, define-se a orbita de
xo sobre f como a sequéncia (x,)n>0 dada pela relagio

Tnr1 = flx,), n=0,1,2,..

A partir desta definicdo, vamos buscar estudar os comportamentos de algumas érbitas. Alguns
exemplos simples de orbitas sao:

Exemplo 2.1. Dado f(z) =2x — 1 e xg = 2, temos a sequinte orbita:



Ty = 2,

r, = 2-2—1 = 3,

To = 2-3—-1 = 5,

r3 = 2:5—1 =9,

ry = 2:-9—-1 = 17,
ry = 2-17—1 = 33,
xg = 2-33—1 = 65,
r7 = 2:-66—1 = 129,
rg = 2-129—-1 = 257,
T9g = 2-207T—1 = 513,
T = 2-513—1 = 1025.

Vale notar que os valores obtidos a partir desta orbita crescem a medida que aumentamos o
numero de iteracoes, para estas dez iteracoes.

Exemplo 2.2. Vamos observar agora a drbita da func¢io g(x) = \/x a partir do ponto inicial
To — 16:

To = 16,
r1 = V16 = 4,
Ty = \/Z - 2)

T3 =

V2,
$4=\/ﬁ=\4/§.

Note que neste caso, os valores observados desta orbita decrescem a medida que o niumero de
iteracoes cresce.

Exemplo 2.3. Por dltimo, vamos verificar o que acontece com a fungdo h(x) = x* — 2 partindo do
ponto inicial V2:

Ty = \/57

z, = (V2)P=2=2-2=0,
Ty = 02 —2= -2,

r3 = (=22 —2=4-2=2,
Ty = 22—-2=4-2=2,
rs = 22-2=4-2=2.



Note que neste exemplo, a 6rbita se mantém fixa apds assumir um valor 2 para x. Isto ocorre
porque uma solucao de 22 — 2 = z é x = 2, entdo quando esse valor surge em uma érbita desta
fungao, a 6rbita mantém esse valor, pois ao aplicarmos tal valor na fungao, temos que h(2) = 2.
Note ainda que o mesmo ocorre para x = —1, que é outra solucao da equagao acima

Uma ¢6rbita pode ter diversos comportamentos possiveis, a depender do ponto inicial e do
sistema que esta sendo trabalhado. Iremos explorar alguns dos principais comportamentos a seguir.
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Tipos de o6rbitas

3.1 Ponto fixo

Existem varios tipos diferentes de érbitas que descrevem o seu comportamento em um sistema.
Um destes tipos é o ponto fizo. Um ponto fixo xy é um ponto que satisfaz f(zg) = x¢. Note que
o valor obtido para ser utilizado na funcao na préxima iteracao é o préprio xg, ou seja, a partir
do momento que encontramos este valor, este se mantém constante na orbita, pois f(xg) = o,
?(z0) = f(f(x0)) = z0, e desse modo, tal que f"(zg) = x¢ para todo n natural. Para a funcao
f(x) = z*> — 2 por exemplo, o ponto x = 2 ¢ um ponto fixo, pois f(2) = 2, ou seja, a érbita desta
funcao a partir deste ponto é a sequéncia constante 2,2, 2,2, .... Generalizando, a 6rbita de um
ponto fixo zy é a sequéncia constante xq, Tg, Tg,.... Vamos definir esse conceito:

Definig¢ao 3.1. (Ponto Fizo). Um ponto x* é um ponto fixo de f: I — R se f(z*) = z*

Observacgao 3.1. Como foi mencionado, temos que f"(x*) = x*. Uma demonstragao disso é que,
dado um ponto fizo x*, temos que f(x*) = x*, e caso tenhamos f"~1(x*) = x*, por consequéncia,
fM(z*) = f(f"Yz*)) = f(z*) = x*. Portanto, reforcamos e definimos a nog¢io de ponto fizo, e a
orbita de um ponto fizo.

Exemplo 3.1. Para uma fungao f(x) = 2x, o seu unico ponto fixo é o ponto xo =0, que satisfaz
f(x) =z, ou ainda, 2x = x, pois f(0) = 0. A drbita deste ponto nesta fungdio é:

0,0,0,0,...

Exemplo 3.2. Para a fungio g(x) = x> — Tx + 15, temos dois pontos fizos, estes sio 3 e 5. Note
entdo que g(3) =3 —-7-3+15=9-214+15=3, eg(h) =5*—5-7+15=25—-35+ 15 = 5.
Note entdo que a orbita do ponto 5 é:

5,5,5,5, ...

De maneira analoga, a 6rbita do ponto inicial 3 nesta funcgao é 3,3, 3,3, .... Como comentado
anteriormente, podemos encontrar os pontos fixos desta fungao encontrando os valores que satisfazem
g(x) = x, em que subtraindo x em ambos os membros e analisando a fun¢ao g acima, encontramos a
equacio 22 — 8z + 15 = 0, ou seja, os pontos fixos de g(z) sdo as solugdes desta equagao quadratica,
em que podemos resolvé-la utilizando a férmula quadratica (férmula de Bhaskara) e encontrar as
raizes 3 e 5.

Uma maneira grafica de encontrar os pontos fixos de uma funcao, é observar a interse¢ao do
grafico da fungdo com a reta diagonal y = z, no plano (z,y). Na imagem abaixo, por exemplo,
vemos o grafico da fungdo f(z) = cosz, onde este intercepta a reta y = = aproximadamente no
ponto xy ~ 0.739085.
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Figura 1: Gréfico da fungao f(z) = cosz

No ponto de intersecao entre o grafico de f(z) = cosz, e da reta y = x, este ponto zy é um
ponto fixo da fungao, onde f(xy) = x.

3.2 Orbita periddica

Outro tipo importante de érbita é a drbita periddica, ou ciclo. Isto acontece quando, partindo
de um ponto x5 em uma funcao f(x), existe algum momento em sua 6rbita tal que f™(zg) = xo.
Em outras palavras, o valor de zy aparece novamente em sua 6rbita (ndo necessariamente a seguir,
como é o caso do ponto fixo). Um exemplo deste comportamento pode ser visto observando a
fungao f(x) = 2? — 1, a partir do ponto inicial 0. Note que f(0) = 0— 1 = —1. Tterando novamente
a fungao, temos que f(—1) =1 —1= 0. Note entdo que quando esta fungdo assume valor inicial 0,
f2(0) = 0. Por consequéncia, f3(0) = —1, e f4(0) = 0. Desse modo, a érbita de 0 nesta fungio é:

0,-1,0,—1,0, ...

Exemplo 3.3. Olhando para f(x) = 2x mod 1, esta fungao duplica o valor de sua entrada z, e
retorna apenas a parte fraciondria do resultado 2x. Nesta funcao, % forma um ciclo de periodo 2,
OIS f(%) = %, e f(%) = % (pois % L2 = %, e % mddulo 1 resulta em %, lembrando que o mddulo
equivale a tomar o resto da divisio por 1, neste caso). Entdo, a orbita de % nesta funcao é:

121212

37373333 "
12



Nesta mesma fungdo, um outro ponto inicial que também gera um ciclo é o ponto %, onde

1y _ 2 2\ 4 4y 1 : o 8 1 :
f(z)=73%, e f(3) ==, eporfim, f(3) =2 1(7"62527“@71610 a parte inteira de 7, temos = ). Assim, temos
um ciclo de periodo 3, em que a orbita de = neste caso é:

3 5 g oo

4
7

NI

41
T

=N

1
?7

Um ponto importante a se destacar é a repeticao que ocorre em uma Orbita, quando um valor
aparece novamente gerando um periodo. Generalizando esse conceito, quando temos f"(xg) = xo,
temos um perfodo n, e sabemos que [ (zg) = f(f™(x0)), e como f"(zy) = g, entdao [ (xg) =
f(f™"(x0)) = f(z0), ou seja, quando o ponto z, aparece novamente na érbita, sabemos que o termo

seguinte é o f(xzg), como anteriormente apareceu na 6rbita. Entao, exemplificando, tal 6rbita de
um ponto que gera um ciclo de periodo n é:

o, f(z0), f*(w0), .-y [ H(x0), o, f(0), ...

Defini¢do 3.2 (Orbita Periddica). Seja f : I — R. O ponto xo tem periodo n > 1 se f™(zq) = (o).

Desse modo, a érbita periddica de xq reinicia seu ciclo em f™(xg), e por consequéncia, reinicia
seu ciclo em f?"(zg), e também f3"(x(). Note entdo que se contarmos dois periodos como um s6,
teremos que a Orbita é periddica, porém, nao analisamos o menor periodo possivel desta 6rbita.
Podemos tomar como exemplo o caso apresentado anteriormente da funcio f(z) = 22 —1e o
ponto inicial 0. Nesta funcao, teremos uma orbita de periodo 4 no ponto 0, pois ao aplicarmos a
funcdo quatro vezes sob o ponto 0, notamos que f4(0) = 0, porém, o menor perfodo que podemos
encontrar é um periodo de tamanho 2. A este menor periodo que podemos encontrar de uma érbita,
chamaremos de periodo primo. Generalizando essa ideia, se temos uma funcido f em um ponto xg,
e neste ponto temos um ciclo de tamanho n, também teremos uma orbita periddica de tamanho 2n,
3n, e assim por diante, com todos os multiplos de n.

Observacao 3.2. Para encontrar orbitas periodicas, podemos realizar um processo semelhante ao
de encontrar um ponto fivo. Na fungio f(x) = x®> — 1 por exemplo, se quisermos encontrar um
ciclo de periodo 2, precisamos encontrar um valor de x que satisfaca f*(x) = (2> —1)> =1 ==z, ou
seja, f composta com ela mesma resultando em x. Isto resulta em f*(x) = 2* — 22° — 2 =0, uma
equacao de quarto grau. Para encontrar ciclos maiores, temos que resolver equacoes ainda mais
complezas, aumentando o nivel de dificuldade.

Observagao 3.3. Um ponto fixo também gera um ciclo periodico, por definicao, visto que a orbita
de um ponto fixo xg € sempre xg, xg, To, ..., entao f"(xg) sendo este um ponto fizo, resulta em xq, e
portanto, gerando sempre um ciclo de periodo n qualquer. Desse modo, um ponto fizo xy sempre
vai ser uma das solugoes de uma equacao que descreve um ciclo, ou seja, solugao de f™(xg) = xg.
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3.3 Orbitas eventualmente fixas ou periédicas

Até agora, vimos Orbitas fixas e peridédicas que iniciam sua érbita jé fixas, ou a partir de um
periodo. Porém, este ndo é o tnico caso possivel de se encontrar. Utilizamos como exemplo a funcao
f(x) = 22 — 2 para falar de pontos fixos, onde o ponto xy = 2 é um ponto fixo desta funcio. Agora,
vamos olhar para o ponto zo = —2, note que f(—2) = (=2)? — 2 = +4 — 2 = +2. Desse modo, a
imagem de —2 nesta funcao resulta em +2, e como a imagem de 42 nesta funcao é +2, pois este é
um ponto fixo, e solugdo de f(z) = z para esta funcao f, entdo a partir do momento em que +2
aparece na Orbita deste ponto x1, a sua orbita continua fixa a partir deste ponto. Exemplificando,
a Orbita de —2 nesta funcao seria a seguinte:

—2,2,2.2, ...

Observagao 3.4. Isto acontece pois a partir do momento em que um ponto fixo aparece em uma
orbita, o termo sequinte desta orbita € a imagem deste ponto pela fungdo, mas a imagem de um ponto
fizo na fungdo € o proprio ponto fixo. Assim, neste exemplo, nesta orbita que ndo se inicia a partir
de um ponto fixo e encontra um ponto fixo em sua orbita, chamamos tal orbita de eventualmente

fiza.

Definicdo 3.3. Orbita eventualmente periédica Seja f : I — R. O ponto x* tem uma drbita
eventualmente periédica se f*(x*) = f¥(a*), comn # k, em que x* # f(x*).

Exemplo 3.4. A partir desta mesma funcdo, os pontos /2 e /3 também sio eventualmente fizos,
onde suas respectivas orbitas sao:

V2,0,-2, -2, ... e V3,1,-1,-1, ...

De maneira analoga, érbitas que comegam um eventual ciclo a partir de um determinado ponto,
chamamos de eventualmente periodicas. Vamos observar no exemplo a seguir.

Exemplo 3.5. O ponto —1 na funcio —x* + 1 tem uma orbita eventualmente periédica, em que
f(=1)=—=((-1)*)+1=—1+1=0, iterando novamente a fungio, temos f(0) = —(0?) +1 =1,
e por fim, f(1) = —(1?) +1 = =1+ 1 = 0. Como reencontramos 0 na drbita do ponto —1, o
prozimo termo de sua orbita a partir do 0 é a imagem de 0 na funcao, ou seja, o ponto —1 aparece
novamente nesta orbita apos o 0. A orbita do ponto —1 nesta funcdo entao, é:

~1,0,1,0,1,0, ...

Note entao que esta orbita ndo se inicia em um ciclo de periodo 2, mas ao entrar em um ciclo
de periodo 2, se mantém no mesmo.

3.4 Outras Orbitas

Os comportamentos de 6rbitas vistas anteriormente possuem certa regularidade, e "simplicidade".
Nem sempre o comportamento de érbitas é facil de descrever. Tomando como exemplo a fun¢ao
f(z) = 2? — 2, olhamos para o ponto inicial xy = 0.5.
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Exemplo 3.6. Neste ponto, temos a sequinte orbita:

xo = 0.5,

ry = —1.7500,
re = 1.0625,
r3 = —0.8711,
ry = —1.2412,
rs; = —0.4594,
Tog = —1.5252,
Tgg = 0.3263,
T100 — —1.8935.

O comportamento desta orbita ndo se estabiliza como visto anteriormente, pois embora ela
aparente permanecer presa no intervalo (—2,2), esta tranzita neste intervalo sem um padrao de
comportamento.

Como foi apresentado anteriormente, o comportamento de orbitas depende do ponto inicial e do

sistema trabalhado. Vamos observar a sequir o comportamento de algumas orbitas em um sistema
bem caracteristico.
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Funcgao de duplicacdo (doubling function)

Uma funcao em especifico possui diversas caracteristicas que podemos estudar, A funcao de
duplicagao, que denotaremos como D(zx), possui dominio igual ao intervalo [0, 1), em outras palavras,
0 <z < 1. Esta fungao pode ser definida pela seguinte lei:

1
D(z) = )
20 — 1 §§1‘<1

Esta funcao possui diversas propriedades que podemos destacar e estudar. Note que seu conjunto
imagem é [0, 1), assim como seu dominio, desse modo, temos que D : [0,1) — [0,1). Nesta funcao,
o valor de x esta definido no intervalo citado, e caso x seja menor do que %, esta funcao nos retorna
2z duplicando assim o valor de entrada. Note que para 0 < x < %, temos que 2z € [0,1). Para o
caso % <z < 1, temos que 2z € [1,2), e portanto, 2z — 1 € [0,1). Assim, quando a fungao iria
nos retornar um valor com uma parcela inteira ao duplicar a entrada, esta parte inteira é retirada
Vamos dar dois exemplos de orbitas nesta funcao:

Exemplo 4.1. Para um valor inicial xg = 1/7, temos que D(1/7) = 2/7, e continuando, D(2/7) =
4/7, e D(4/7) = 1/7. Desse modo, essa érbitas seria:

Note entdo que essa orbita é uma orbita periodica.

Exemplo 4.2. Outro exemplo de uma orbita nesta fungio é a oérbita de 3/8, onde esta drbita,
partindo deste ponto inicial, é:

Note agora que a orbita de 3/8 € eventualmente fiza, pois estando o 0 presente nesta orbita, e
sendo f(0) =0, todos os pontos desta orbita a partir do 0 serdo 0.

5

Exemplo 4.3. Para um valor inicial v; = 3,

function:

vamos observar a orbita deste ponto na doubling

5 51248751

Podemos ver que o valor g se repete na orbita deste ponto, portanto, se trata de uma orbita

eventualmente periodica (de periodo primo 6).

Até este momento foram trabalhados alguns dos principais conceitos sobre sistemas dinamicos,
mas uma importante ferramenta para o estudo e o ensino deste tema é a analise grafica destes siste-
mas. Na sessao a seguir iremos explorar como podemos observar sistemas dindmicos graficamente,
bem como observar alguns exemplos ja trabalhados.
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Analise Grafica

5.1 Introducao

Ao longo desta sessao, iremos verificar como podemos estudar o comportamento de 6rbitas de
fungoes através de seus graficos. Suponha que noés tenhamos o grafico da func¢ao F e queremos
encontrar a 6rbita de um ponto zy. Noés podemos tragar a reta diagonal y = x no gréafico de F'.
Os pontos de intersecao desse grafico com a reta y = x nos dao os pontos fixos de F', pois nestes
pontos, F(x) = x.

Para encontrar a érbita de um ponto xg, nés partimos do ponto (xg, o) que esta na reta diagonal
y = x, esbocamos uma reta vertical a partir deste ponto e encontramos a intersecao do grafico com
esta reta. Ao marcarmos o ponto desta interse¢ao, temos um ponto de coordenadas (zg, F'(xg)).
Note que podemos encontrar este ponto apenas tragando uma reta vertical a partir do ponto (g, 0),
ou seja, encontrando o valor xy no eixo x, encontramos o valor da funcdo correspondente a este
valor de .

/ F(Xp)

Figura 2: Valor de F(z() no grafico de uma funcao F(z)

Agora, a partir deste ponto, esbocamos uma reta horizontal até a diagonal y = x. Ao fazermos
isso a partir do ponto (g, F'(x¢)), encontramos um ponto com a mesma ordenada F(xg), porém,
como este ponto estda na reta y = x, este ponto tera como valor da coordenada da abscissa o
mesmo valor de sua ordenada, ou seja, coordenadas (F'(xg), F'(xo)). A partir deste ponto, tragamos
novamente uma reta vertical e marcamos a intersecao desta reta com o grafico da funcao. A partir
de (F(xg), F(xg)), tracando esta reta vertical, encontramos um novo ponto onde sua ordenada vale

a aplicacao de F' em seu valor de abcissa, que é F(zg). Desse modo, as coordenadas desse novo
ponto obtido serdao (F(zg), F(F(xg))), ou, (F(zo), F*(x)).
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FFOC)

Eixoy

/ (FXg, FXg)

Eixox

Figura 3: Valor de F'(F(z¢)) no grafico de uma fungao F'(x)

Repetindo o mesmo processo de tracar uma reta horizontal a partir deste ponto, encontrar sua
intersecao com a reta y = x, e tracar uma vertical que intercepte o grafico, obteremos um ponto
de coordenadas (F?(xg), F3(x)), e repetindo este processo, observamos onde estao localizados os
pontos das iteragoes de xy em uma funcao F'(x).

Ao realizarmos este processo, estaremos observando graficamente a érbita de xy, enquanto
acabamos por formar uma espécie de escada ou teia de aranha com os segmentos criados durante o
processo.

E interessante observar como o grafico de fungoes se comporta quando tratamos de fungoes com
algumas peculiaridades, como o caso de uma orbita periddica.

Exemplo 5.1. Vamos observar o grifico da func¢io F(x) = 2* — 1. Quando consideramos o ponto
xo = 0, podemos observar que F(xy) = 0>°—1 = —1, e além disso, F(—1) = (—1)2—1 = 0. Portanto,
a orbita do ponto xy é uma orbita periodica de periodo 2. Observando esta orbita graficamente,
utilizando os meios anteriormente descritos, temos a sequinte imagem.:
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F(r)=a>—1

y=x

-3 -2 4

=
o
w
=

(—1,—1)

Figura 4: Valor de F(z() no grafico de uma func¢ao F(z)

De maneira simplificada, quando utilizamos os recursos anteriormente descritos para observar a
orbita do ponto xo = 0 nesta funcao, permanecemos transitando entre os valores 0 e —1.

Podemos olhar também para o grifico da "doubling function’, e analisar por exemplo a orbita de
um ponto xg = 0, 6.

Doubling Function
4 8

STRNT]

)

2r se 0<x< =

1
2r—1 se —<wz< 1
2 4 &6 2
STRNTI 10°10

04

Figura 5: Valor de F'(z() no grafico de uma funcao F(z)

O grifico da doubling function é representado por dois segmentos no plano cartesiano, dado que
sua lei € condicional. Como podemos ver, temos uma orbita de periodo primo 4 a partir do ponto
xo = 0,6, que transita entre as duas metades do dominio desta funcao.

Exemplo 5.2. Uma questao que surge ao observar pontos fixos e orbitas periodicas € a sequinte: O
que acontece com a orbita de um ponto proximo a um ponto fixo ou a uma orbita periodica? Vamos
observar um exemplo do que pode acontecer.
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Dada a fungio F(x) = x* — 1, vimos que ela tem uma orbita periddica de periodo 2 contendo os
pontos 0 e —1. Esta fungdo tem dois pontos fixos, que podem ser identificados resolvendo a equacao
2 — 1 =z, nos resultando em:

x1:%—§ 61’2:%+§
Dado que x1 =~ —0,618, vamos analisar o que acontece com a orbita de o = —0,7, que estd
entre o ponto —1 (orbita periddica) e x1 (ponto fizo).
02 / 02 / 02 /
/ , / . /
02 04 08 0% ) 2 Yﬁe 04 02 02 04 05 08 12 -2 \ Sl 0z 04 06 0B 2
/ 04 | / .4
/ 08 / 3
//
/ s / 12
Figura 6: Apods 2 iteragoes Figura 7: Apos 6 iteragoes Figura 8: Apos 13 iteragoes

Como podemos ver, utilizando o auxilio de um software, a orbita deste ponto se distancia do
ponto fixo da funcdo, e se aprorima cada vez mais da orbita pericdica —1 e 0. FEste comportamento
nao € padrdao, mas nos dd uma ideia de que o ponto fixo repeliu esta orbita, e os pontos da
orbita periodica atrairam esta orbita. FEste comportamento serd melhor analisado em um momento
posterior.

5.2 Exemplos anteriores

Vamos observar o grafico de algumas érbitas comentadas anteriormente.

Exemplo 5.3. Para a funcio f(x) = 2% — 2, partindo do ponto inicial o = /2, por exemplo,
vimos que a orbita deste ponto é (\/5, 0,—-2,2,2,...), e portanto, € uma orbita eventualmente fiza.

4

(=2,2) (2,2)

(72’ 72)

(0,—2)
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Figura 9: Orbita de 2o = v/2 na funcio f(z) = 2> — 2

Normalmente, marcamos no plano cartesiano um ponto de coordenadas (xq,0) para representar
xo, € em sequida, podemos encontrar um ponto que represente xy tracando uma reta vertical que
passa por xg, e toca o grifico da fungdo, encontrando assim um ponto de coordenadas (xg, f(zo))-
Entretanto, como a imagem de vy = \/2 nesta funcio € 0, este ponto inicial (v/2,0) representa
tanto nosso xy, como xi.

Em sequida, podemos repetir os passos descritos anteriormente neste trabalho para determinar
a orbita de /2 nesta funcio. Tracando wma reta horizontal a partir de (v/2,0), e encontrando a
reta y = x, e em sequida tracando uma reta vertical que encontra o grdafico de f, obtemos o ponto
(0, —2), como esperado, ja que f(0) = —2.

Repetindo o processo, encontramos o ponto (—2,2), e como f(2) = 2, podemos observar que
logo em sequida, somos direcionados no grifico a um ponto no grdafico que intercepta a reta y = x,
ou seja, f(x) = x. A partir deste ponto, as etapas de tragar uma reta vertical ou horizontal que
intercepte a diagonal y = x, e em sequida, o grifico da fungdo, respectivamente nao irao nos levar
a outro ponto, e sim ao mesmo lugar, o que ilustra a ideia de ponto fixo.

Exemplo 5.4. Um outro ezemplo que podemos analisar é da fungio f(x) = —x*+1. Iremos tomar
como ponto inicial To = /2.

(0,1)

+

W
(—1,0) p (v2,0)

-3 -2 1 0 . 2 3
(1,0)

«+

I~

(V2,-1)

-2

Figura 10: Orbita de 2y = v/2 na funcio f(z) = —22 + 1

Para este exemplo, podemos ver que a orbita deste ponto é (v/2,—1,0,1,0,...), ou seja, é uma
orbita eventualmente periodica, pois acaba caindo em meio aos pontos 0 e 1 que sdo periodicos
nesta funcao.

Exemplo 5.5. Abaizo, o grdfico da fungio f(x) = x* — 2, iterando 100 vezes o ponto inicial
xo = 0,5. Como podemos observar, a orbita deste ponto permanece nesta regidao.
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Figura 11: Orbita de 2 = 0,5 na funcio f(z) = —a? — 2

Exemplo 5.6. Vamos observar o grifico da doubling function, iterada a partir dos pontos iniciais

1/7 e 3/8, respectivamente:

=100

dloubling function

0.8

=l w

0.6

04

0.2

dloubling function

-04 -02

-02

0.4

Figura 12: Orbita de 1 /7 na doubling function

-04

-02

—0:2

~0.4

08 1 12 14

Figura 13: Orbita de 3/8 na doubling function

Na primeira figura (Figura 12), podemos agora observar graficamente uma érbita periddica da
doubling function, partindo do ponto inicial zo = 1/7. Na segunda figura (Figura 13), podemos
observar uma 6rbita eventualmente fixa partindo do ponto inicial zq = 3/8, e se fixando na origem,
que é uma interse¢ao do grafico da doubling function com a reta y = x do plano cartesiano.



Principais resultados

A partir de um estudo de sistemas dindmicos, devemos expor algumas defini¢oes, teoremas e
alguns dos principais resultados deste tema.

6.1 Teorema do valor intermediario

Enunciaremos o Teorema do Valor Intermedidrio cuja a demonstracao se encontra em (5)) na
pagina 27.

Teorema 6.1. Teorema do Valor Intermedidrio. Suponha F : [a,b] — R continua. Suponha
yo entre F(a) e F(b). Entao, existe um xy no intervalo [a,b] onde F (o) = yo.

Em outras palavras, o que esse teorema nos mostra é que uma fungao continua vai assumir
todos os valores entre F'(a) e F'(b) no intervalo [a, b].
Podemos partir deste teorema para outro resultado importante:

Teorema 6.2. Teorema do Ponto Fixo. Suponha F : [a,b] — [a,b] continua. Entao F tem
ponto fizo em |a, b

Demonstragcdo. A demonstracao do Teorema do Ponto Fixo parte diretamente do teorema do valor
intermediario. Seja H(z) = F(z) — « uma funcdo continua que satisfaz:

H(a)
H{(b)

F(a)—a>0
F(b)—-b<0

Aplicando o teorema do valor intermedidrio na fun¢ao H(z), temos que, como existe um 0 entre
dois valores H(a) e H(b), portanto existe um zy no intervalo [a, b] onde H(zg) = 0, e desse modo,
temos:

H(zo) = F(x0) — 20 =0 implica que F(z0) = xo

Portanto, F' tem ponto fixo no intervalo [a, b].

6.2 Atracao e Repulsao

De maneira intuitiva, vamos observar na pratica estes conceitos (que sdo, até certo ponto, auto
explicativos), para defini-los a rigor adiante. Observando a funcio f(x) = %, vemos que esta
funcao tem 2 pontos fixos, como esperado de uma funcao do segundo grau, com 2 solug¢oes para
f(z) = x, onde podemos resolver essa equagao da seguinte maneira:

¥r=xr = 2-xz=0 - z-(x—-1)=0

Assim, vemos claramente que as solugoes desta equacao sao x = 0 e x = 1. Vamos observar o
que ocorre com a fungdo proximo ao ponto fixo x = 0. Se considerarmos um xy = 0.5, o que ocorre
com a orbita deste ponto?
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zo = 0.5

1 = 0.25

xo = 0.0625

x3 = 0.00390625

~

Figura 14: Orbita de 2o = 0,5 na funcio f(z) = 2

Note que o valor de z cai a cada iteracao. Para valores de x no intervalo (0, 1), note que obteremos
uma Orbita decrescente, pois dado um niimero neste intervalo, o quadrado deste niimero serd um
nimero menor, também no intervalo (0, 1). Logo, para qualquer zy que tomarmos neste intervalo,
a Orbita deste xy ird decrescer a cada iteragao, mantendo-se neste intervalo, se aproximando cada
vez mais de 0.

Caso decidirmos tomar um z, como um nimero negativo, no intervalo (—1,0), o valor de x;
seré positivo, pois se tratando da fungdo f(z) = 22, caso z seja negativo, x? serd positivo, e a partir
deste ponto, a 6rbita se mantera positiva (e se mantera em (0, 1)).

Assim, vemos que caso tomemos um niimero entre —1 e 1, sabemos o que acontece com a 6rbita
desse niimero, pois ou a 6rbita ird se aproximar de 0, ou caso tomemos o proprio 0, sabemos que
ele é um ponto fixo. Com isso, podemos ver que ao redor do ponto fixo ¢y = 0, todos os pontos no
intervalo (—1,1) (com excessdao do préprio ponto 0) terdo dérbitas que se aproximarao de 0. Nesse
caso, dizemos que o ponto fixo 2o = 0 é um ponto fixo atrator. E importante destacar que atracio
e repulsdo nao sdo caracteristicas exclusivas de pontos fixos, outros pontos podem apresentar estas
caracteristicas.
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Podemos resumir o comportamento desta funcao da seguinte maneira: Para um z( inicial,
a oOrbita de x( ird "explodir', ou em melhores palavras, subir em mddulo indefinidamente para
qualquer zy com médulo maior do que 1 (caso |xg| > 1), obviamente para xy = 0 ou zy = 1,
teremos pontos fixos, e para |zrg| < 1, a drbita deste ponto ird tender a 0. Com isso, resta apenas a
possibilidade do g = —1, mas f(—1) = 1, e caimos assim em um ponto fixo, se tratando portanto
de uma Orbita eventualmente fixa.

Utilizando este exemplo, podemos introduzir de maneira mais precisa os conceitos de um ponto
fixo atrator ou repulsor, e observar melhor estes casos.

Antes de continuarmos, é importante apresentar o seguinte teorema (cuja demonstragao pode
ser encontrada em (5)), pag 36):

Teorema 6.3. (Teorema do Valor Médio). Suponha que F € uma fungio diferencidvel no intervalo
a < x <b. Entao existe c entre a e b tal qual a sequinte condigcdo é satisfeita:

F’(C) _ F(b):F(‘l)

- b—a

Este teorema ird ser necessario na demonstracao do proximo teorema. Agora, vamos definir de
maneira mais formal o que é um ponto fixo atrator ou repulsor.

Definicao 6.1. Seja xo um ponto fizo de F. Entdo, xo serd um ponto fixo atrator se |F'(xq)| < 1,
ou um ponto fixo repulsor se |F'(xo)| > 1. Caso |F'(zo)| = 1, dizemos que o ponto fixo é neutro.

Teorema 6.4. Seja ©o um ponto fixo atrator de F'. Entao, existe um intervalo I que contém xg
em seu interior, que satisfaz a sequinte condicao: Se x € I, entdo F"(x) € I para todo n, e além
disto, F™(x) — x¢ a medida que n — oo

Demonstragio. Pela continuidade de f’ em z e pelo fato de | f/(xg)| < 1, existe § > 0 e um ntimero
0 < m < 1 tais que, para todo = € (zg — 9,z + 0),

If'(x)] <m < 1.

Aplicagdo do Teorema do Valor Médio. Seja y € (g — 0,29 + 9) \ {zo}. Pelo Teorema do
Valor Médio, existe £ entre y e ¢ tal que

1f(y) = fzo)l = | (] |y — ol
Como |f'(€)] < m, segue que

1f(y) — ol = |f(y) — f(xo)] < mly— ol

Indugao para contragdo exponencial. Suponhamos que f"(z) permanega em (xg—d, 2o+ 0)
para todo n € N. Definamos
dn = [f"(x) — ol

Base (n=1):
di = [f(x) — x| < mlz—mz] = mdp.
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Passo indutivo: Suponha que d, < m"dy. Entao,
dppr = |f" (@) —@o| = [f(f"(2)) = x| < m[f*(x) = 20| = mdy < m(m"do) = m"* d.

Portanto, por inducao, para todo n,
dn S m' do.

Conclusao. Como 0 < m < 1, temos lim,,_,,, m"™ = 0. Logo,

A dn = i |fY(@) 2] <l mdo = 0.

Isso mostra que lim,,_,, f"(x) = o para todo x suficientemente proximo de xg. Assim, xg é um
ponto fixo atrator. O

Teorema 6.5. Seja xy um ponto fizo repulsor de F. Entao, existe um intervalo I que contém x
em seu interior, que satisfaz a sequinte condi¢ao: Se x € I, entdo F™(x) € I e x # xy, entao eziste
um inteiro n > 0 tal que F"(x)

Demonstra¢io. Vamos mostrar que |f'(x)| > 1 implica a expansao de sequéncias proximas a x.
Condicao de expansao local: Pela continuidade da derivada f’, existe § > 0 tal que para
todo x € (zg — d,z9 + 9):

|f'(x)] >m >1

Aplicacdo do teorema do valor médio: Seja y € (xo — d,z9 + 0)\{zo}. Pelo teorema do
valor médio, temos:

|f(z) = f(xo)| = |f'(§)] - |z — xo| para algum & entre x e xq.
Como |f'(&)| > m > 1, segue que:
[f(x) = ol = [f () = f(@0)| = m - & — x|

Suponhamos que para todo n natural, f*(z) € (zo — 0,29 + 0)
Indugao para expansao exponencial: Definimos d,, = | f™(z) — 0|
Base (n =1):

di =|f(x) —zo| >m- |z — 20| =m-dy
Passo indutivo: Suponha d,, > m" - dy. Entao:
dpg1 = |f"+1(33) —xol >m-d, > m™ - dy

Como m > 1, temos que lim,—,m" = 0o, portanto lim,—.d, = 00, 0 que nos da uma
contradigdo, uma vez que a hipétese f™(x) € (xg — d, 20 + ). O
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Vamos analisar mais um exemplo de atragao e repulsao. Olhando novamente para a funcao
f(x) = 22, podemos ver claramente que qualquer 6rbita em volta de z; = 1 é afastada deste ponto.

-1 -0& 06 04 02 02 0.4 06 08 1 12

Figura 15: Orbita de 2o = 1,1 Figura 16: Orbita de 2 = 0,6

Um detalhe importante que podemos destacar agora é o de que a derivada do ponto fixo z; =1
é positiva, e portanto, se trata de um ponto fixo repulsor.

Em contrapartida, para o ponto fixo x = 0, qualquer 6rbita suficientemente proxima a este
ponto ¢ atraida para ele, como pudemos ver inclusive na figura 12, onde para um ponto zy = 0,6, a
sua orbita se afasta de 1, e se aproxima de 0. Como nesta fun¢do, qualquer ponto inicial zo < 0 é
levado a um valor positivo ap6s uma iteragao, e mantido positivo (devido ao fato da fungao ser a
fungao quadrética cldssica), nossa atengao serda mais voltada para o comportamento a partir de um
ponto inicial positivo, ja que eventualmente todas as érbitas serao levadas a um valor maior ou
igual a 0 apds uma iteracdo. Nao iremos analisar aqui a fundo o caso do ponto fixo neutro, onde o
moédulo da derivada de f(xg) é igual a 1, pois neste comportamento néao é padronizado, mas vamos
apresentar alguns exemplos do que acontece em torno deste tipo de ponto fixo:

A fungdo f(x) = x — 2 possui um ponto fixo em z = 0, ja que f(0) = 0. Neste caso, f'(0) =1,

e como mostra o grafico abaixo, este ponto fixo é neutro, mas gera uma contracao em Orbitas
préximas a ele.
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Figura 17: Contracao em torno de um ponto fixo neutro

Quando observamos a funcgao f(r) = = + 23, o cendrio é diferente. Novamente teremos um
ponto fixo neutro em x = 0, mas este ponto ird afastar as 6rbitas préximas, como podemos ver nas
duas imagens abaixo:

2 |
2 B
11 /
1 4
%, g
T T T 2 T T T T -3 -2 -1 1 2 3
-3 -2 -1 1 2 3 4
-1 -1 1
2 2
/ /

Figura 18: Orbita de zo = 0,3 )
Figura 19: Orbita de zo = —0,3

28



6.3 Funcao logistica

Dentre os possiveis exemplos que podem contextualizar um crescimento populacional limitado
(como um exemplo anterior com a fungao f(x) = 2x — 0,052?), vale destacar que existem tipos
de modelos de crescimento populacional limitado chamados de fungoes logisticas. Assim como no
exemplo citado, estes modelos partem da ideia de um ambiente com recursos finitos (ou seja, a partir
de um determinado valor da populacao, esta tem seu crescimento interrompido, e eventualmente se
estabiliza em torno de um valor ou intervalo).

Um modelo simplificado da func¢ao logistica que é possivel de se trabalhar com alunos do ensino
médio é o seguinte:

f@) =ra(l —x)

onde r ¢ um parametro de crescimento, e  é a proporcao de ocupacao do ambiente, variando
entre 0 e 1 (de 0% até 100%). A proporgao de ocupagao é iterada na fungdo, e portanto, nos
gerando um novo valor de proporcao de ocupagdo apods a iteragao, que representa o "passo de
tempo"do contexto (por exemplo, 1 minuto, 1 dia, 1 ano).

Muito se pode analisar de uma fungao logistica simples como esta. Podem ser explorados com
os alunos varios conceitos, como o de iteracao, de pontos fixos, pontos fixos atratores ou repulsores.

Vale destacar que um ponto fixo é um valor de = que satisfaga f(x) = z, ou seja, rz(1 — x) = z.
Para satisfazer esta equacao, temos:

_ _ 1

rp=0emxy=1—1

Este segundo ponto fixo x5 s6 faz sentido quando r > 1, pois caso 0 < r < 1, o ponto fixo serd

negativo ou zero, e como x representa uma propor¢ao de ocupagao neste contexto, nao iremos

admitir um ponto fixo negativo. Sendo assim, caso r > 1, podemos considerar dois pontos fixos,
sendo eles descritos pelas equagoes acima.

Utilizar funcoes logisticas simples como estas pode agregar no aprendizado inicial dos alunos
sobre sistemas dinamicos. Uma possivel abordagem em meio a apresentacao do tema, pode ser
dividir a turma em grupos, e fornecer um valor de R para cada grupo trabalhar. Com todos
os grupos partindo de um valor inicial comum, como por exemplo xyg = 0,5, os grupos podem
compartilhar o que descobriram sobre o comportamento da 6rbita deste ponto. Abaixo, vemos o
que ocorre para r =3 e r = 4, com a érbita de o = 0, 5:
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Figura 20: Orbita de 0,5 em 3z(1 — )

Na primeira figura, vemos que esta 6rbita se aproxima lentamente do ponto fixo, enquanto que
na segunda figura, esta érbita transita no intervalo de 0 a 1 aparentemente de maneira randomica,
sem um padrao aparente. Com estes e possivelmente mais casos diferentes, o(a) professor(a)
pode mostrar aos alunos, com a exploragao compartilhada deles, varios comportamentos de orbitas
(inclusive em torno de um ponto fixo), como érbitas que sdo atraidas rapidamente para um ponto fixo,
orbitas que sao atraidas lentamente, um ponto fixo repelindo uma 6rbita, uma érbita transitando
por um intervalo de maneira randémica, ou estabilizada em torno de um valor, dentre outros
comportamentos.

Estas imagens mostram o comportamento destas orbitas em 30 iteragoes. Claramente nao é
viavel trabalhar com este niimero de iteragoes com alunos do ensino médio, por exemplo, mas em
uma atividade em grupo, o(a) professor(a) pode pedir aos alunos 6 ou 8 iteragoes, podendo variar
mais a depender da turma e do tempo que possuem para trabalhar.

Tendo em vista o que foi comentado, a fun¢ao logistica se mostra uma ferramenta bem 1til no
arsenal do(a) professor(a) em uma abordagem introdutéria de sistemas dindmicos para os alunos.
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Importancia do estudo de sistemas dinadmicos

O estudo de sistemas dindmicos vem se mostrado de grande importancia na Matemadtica,
principalmente com o fato de suas diversas aplicagoes em varias areas, tais como na fisica, na
biologia, em ciéncias sociais, na economia e em diversas areas da tecnologia. Quando paramos para
pensar, as aplicagoes deste tema nas areas de economia e tecnologia por exemplo provavelmente
irao crescer, ja que estes topicos estao em constante ascensao no mundo hoje.

A apresentacao deste tema na educacgao basica, bem como um estudo guiado, pode ajudar a
expandir a compreensao dos alunos para com a matematica. Alguns pontos positivos para os alunos
podem ser:

o Analise de estabilidade: A andlise de sistemas permite prever comportamentos futuros com
base em condigoes iniciais. O estudo do tema auxilia o aluno a desenvolver um olhar mais
analitico a fungoes e sistemas, podendo enxergar mais facilmente seu comportamento de
maneira um pouco mais aprofundada, ao invés de um olhar mais superficial.

o Compreensao de fendmenos naturais: Sistemas dindmicos descrevem fendémenos que mudam e
evoluem ao longo do tempo, como o movimento de planetas ou um crescimento populacional.
O estudo do tema nao s6é amplia o olhar do aluno a esses fendmenos, como o auxilia a
compreender melhor o comportamento destes fendomenos ao longo do tempo.

o Aplicagoes interdisciplinares: Como dito anteriormente, o conteido de sistemas dindmicos
possui aplicacao e se mostra presente em diversas areas do conhecimento, como na fisica
(movimento de um péndulo), na biologia (comportamentos da quantidade de populagoes) e
na economia (modelos de crescimento econémico) por exemplo. Podemos destacar além disto
que o estudo deste tema auxilia o aluno a notar as aplicagoes da mateméatica (bem como o
estudo deste tema) no mundo no geral, evitando que o aluno veja a matemdtica como uma
area distante do mundo material.

e Desenvolvimento do raciocinio matematico: O estudo do tema pode auxiliar no desenvolvi-
mento do raciocinio logico do aluno como um todo, melhorando sua capacidade de interpretar
e solucionar problemas, criar dedugoes mais complexas, simulagoes, e encarar situagoes da
vida como sistemas, afim de analisid-las com padroes l6gicos e ferramentas que a matemaética
pode oferecer.

Dado esse panorama sobre o estudo do tema, vamos observar uma possivel abordagem introdu-
toria deste tema para alunos do ensino béasico, em especifico para o segundo ano do ensino médio,
por meio de uma iniciagao cientifica.
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Roteiro de atividade

Antes de pensar em elaborar uma atividade de exploracao do tema com alunos da educacao
basica, deve ser pensado quais conceitos serao trabalhados com os alunos, quais conceitos eles
precisam saber e ferramentas que precisam ter para esta exploragao.

Esta atividade em especifico foi pensada para uma turma no final do segundo ano do ensino
médio, e necessitarda que os alunos tenham trabalhado alguns conceitos, sendo os principais:

manipulacoes de variaveis,
o resolugoes de equacao de 19 e 2° grau,
« sistemas de equagoes simples,

e mnocoes elementares de fungoes, como funcao afim, funcao quadratica, e interpretagao grafica
de funcgoes.

Observacio 8.1. E importante destacar aqui, antes de iniciar a discussio sobre uma possivel
introducao a estes conceitos a alunos do ensino médio, a diferenga entre a matemdtica escolar, e
a matemdtica académica docente. E evidente que, afim de introduzir este tema em tal ambiente,
teremos que abrir mao de algum rigor, em prol da diddtica para o ensino deste contetdo.

Levando em conta que ¢ de se esperar que os alunos do ensino basico em geral tenham um pouco
mais de dificultade em abstrair conceitos em relagao aos alunos do ensino superior, é importante
que conceitos mais avancados para eles sejam introduzidos de maneira concreta, visando a didatica
para os alunos desta faixa etaria. Um exemplo com um possivel contexto real pode auxiliar os
alunos a compreender os conceitos apresentados. Portanto, vamos observar um exemplo inicial que
pode ser muito explorado tanto como um possivel exemplo inicial, quanto um exemplo elaborado
para apresentar varios conceitos abordados neste trabalho. Inicialmente vamos observar e explorar
o conceito de iteracao.

O conceito de iteragao envolve um processo continuo em um sistema. Este conceito pode ser
introduzido aos alunos por meio de um exemplo inicial de uma funcao, que atua em um determinado
contexto. Um exemplo disto poderia ser um crescimento populacional, onde apoés 1 ano, a lei que
descreve o comportamento populacional dos individuos deste sistema ¢é a seguinte:

2z — 0, 0522

Esta funcao tem raizes em x1 = 0 e x5 = 40, e é positiva entre elas. Desse modo, iremos observar
apenas o que acontece neste intervalo, pela construcio do exemplo. E importante destacar que
como este exemplo aborda um nimero de individuos, vamos considerar que qualquer nimero obtido
que tenha parte decimal, iremos considerar apenas sua parte inteira.

Este exemplo inicial tem como objetivo apresentar e evidenciar aos estudantes a ideia central
de um sistema dindmico, que é o fato do processo ser continuo e se transformar ao longo do tempo.

Vamos considerar que temos uma populagao inicial de 2 individuos. Em seguida, podemos
perguntar aos alunos qual serd a populagdo de individuos apo6s 1 ano. O esperado é que os alunos
indiquem que devemos utilizar o valor da nossa populacao de 2 individuos e aplicar na lei que foi
apresentada. Obtemos assim:
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2:2-0,05-22=4-0,2=3,8

Como foi descrito acima, consideraremos apenas a parte inteira do resultado, e portanto, temos
que apos um ano, o nosso sistema tera 3 individuos. Vamos denotar o nosso valor inicial como
xo = 2, e o valor que encontramos como x; = 3. Podemos perguntar aos alunos novamente qual
sera nossa populagao no ano seguinte, e o cenario ideal é o de que os alunos compreendam que
utilizamos o ultimo valor obtido aplicado na lei da func¢ado, e com isso obteremos o niimero de
individuos apds 2 anos, que denotaremos de x5, e assim por diante. Vamos observar o que acontece:

2.3-0,05-32=6-0,45=5,5 — x5 =5,
2.5-0,05-52=10—1,25=8,75 — z3=23,
2.8-0,05-82=16—23,2=12,8 — 1z4=12,
2.12-0,05-122=24—3,2=16,8 — 5= 16,
2.16—0,05-162 =32 — 12,8 =19,2 — x4 =19,
2.19—-0,05-192 =38 — 18,05 = 19,95 — 7 = 10.

A partir deste exemplo inicial, podemos comentar sobre a ideia de um processo continuo, e
como observarmos o seu comportamento mediante as ferramentas previamente aprendidas pelos
alunos. Outra coisa que também pode ser comentada é sobre o valor de 19 individuos, que,
seguindo os parametros predeterminados, se mantém nele mesmo. O professor pode exemplificar
este comportamento em um possivel cenario real, como por exemplo uma escassez de recursos no
ambiente, devido ao crescimento populacional, que dificulta a populacao a crescer nesta faixa.

7
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Figura 22: Orbita de zy = 2 em f(z) = 2z — 0, 0522

IS

Seguido ao exemplo anterior, um outro ponto interessante que pode ser explorado é analisar o
que ocorre se tomarmos como populacao inicial, o valor zy = 30, por exemplo. Em resumo:

2:30—0,05-302=60—-45=15 — z; =15,
2:15—-0,05-152 =30 — 11,25 = 18,75 — x5 =18,
2-18—-0,05-18 =36 —16,2=19,8 — w3 =19.
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Neste caso, vemos que a populacao cai drasticamente do valor 30 para o valor 15, e volta a subir.
Este é um momento interessante para indagar os alunos sobre um possivel comportamento padrao
neste sistema. Algunas possiveis perguntas que podem surgir em meio aos alunos, ou fomentada
pelo professor para que eles pensem a respeito:

o O crescimento da populacao segue um padrao uniforme? Como uma PA ou uma PG?
o Os valores da populacdo pararam de crescer perto de algum valor? Se sim, qual?

o Tomamos como populagao inicial um valor acima do "limite'da populacao, e ela caiu imedia-
tamente pra um valor bem menor, isto acontece com outros valores acima do "limite"que nos
supomos?

Estes e outros questionamentos devem ser respondidos pelo professor na medida do possivel
neste momento inicial. A lei que descreve o sistema é descrita pela funcao f(z) = 2z — 0, 0522,
que por ser uma funcao quadratica, nao teremos uma mudanga populacional como uma progressao
aritmética ou uma progressao geométrica (pelo menos nao necessariamente). Os valores da fungao
no intervalo analisado tendem a se aproximar do valor de populacao 20, mas caso apenas tomemos
a parte inteira dos resultados para simular um sistema de crescimento populacional, entao havera
casos onde o valor da populacao se mantera em 19, como vimos no exemplo a partir de dois valores
iniciais diferentes.

Um aspecto importante a ser comentado com os alunos, é o de que quando encontramos um
valor ja encontrado antes, nés ja vimos entao o comportamento desta populacao a partir deste
valor. Exemplificando este pensamento, nés encontramos um valor de populagao igual a 19 no nosso
segundo exemplo, mas como ja encontramos este valor no primeiro exemplo, ja sabemos para onde
o valor da populacao ird a seguir, pois todos os calculos que faremos com o valor 19 se repetirao.
Isto abre portas para outro ponto a seguir.

Outro ponto interessante a se comentar com os alunos é: O que acontece quando tomamos
nossa populacdo inicial igual a 20 individuos? Nés teremos que f(20) = 2-20 — 0,05 - 20 =
40 —0,05-400 = 40 — 20 = 20, logo, x1 = 20. Ou seja, quando temos 20 individuos como populagao,
entdo apoés 1 ano teremos novamente 20 individuos. Como fazemos sempre os mesmos calculos
com valores iguais de populacao, nés vamos encontrar novamente 20 individuos depois de 1 ano, e
novamente 20 individuos depois de 2 anos, e assim por diante.

Apenas com este exemplo, portanto, pode ser introduzido de maneira informal os conceitos
de ponto fixo e atragao, dando uma nocao inicial destes conceitos pelo estudo do comportamento
das 6rbitas no contexto deste exemplo. Vamos continuar e abordar um pouco o coneito de érbita
periddica, mas é importante destacar que antes de abstrair os conceitos apresentados para alunos
que ainda estao no ensino basico, ¢ recomendado mais alguns exemplos contextualisados.

Um possivel exemplo para mostrar aos alunos uma 6rbita periddica, pode ser a fungio f(x) =
22 — 1, que possui uma Orbita periédica de periodo 2 nos pontos 0 e —1. Primeiro, podemos
apresentar esta funcao e deixar em aberto a questao de como é a érbita do ponto inicial zg = —1.
Apods a orbita voltar ao valor —1 para, por exemplo, o x5 = —1, talvez alguns alunos ja identifiquem
o padrao, mas para garantir que os alunos compreendam melhor o conceito de uma orbita periddica,
é recomendavel mostrar aos alunos como essa orbita é ciclica até a quinta iteragao, por exemplo.
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Outro exemplo simples para introduzir a ideia de atragao e repulsdao pode ser a fungdo f(z) = 22,
que é familiar aos alunos do ensino médio, possuindo pontos fixos tanto para xqg = 0 quanto para
xo = 1. Embora esta seja uma abordagem viavel, uma outra op¢ao mais simples, porém didatica,
pode ser de apresentar uma funcao ainda mais direta e de facil manipulacdo com um ponto fixo
atrator, e outra com um ponto fixo repulsor. Por exemplo, a funcdo de primeiro grau f(z) = 2x — 3
que possui um ponto fixo repulsor para z = 3, e a fungdo de primeiro grau f(x) = /2 + 1, que
possui um ponto fixo atrator em x = 2.

Tendo discutido algumas abordagens e como explora-las, serd apresentado abaixo um plano de
aula para uma exploracao e introducgao inicial de sistemas dindmicos para uma turma na segunda
metade do ensino médio. Vale destacar que quanto ao método avaliativo destas aulas, isto fica
totalmente a critério do professor responsavel como proceder, se estas aulas com carater de iniciagao
cientifica teriam parte na avaliacdo, e qual seria a pontuacgao distribuida nestas duas aulas. Portanto,
a avaliacao sugerida neste plano ¢ evidentemente uma sugestao genérica, com 10 pontos distribuidos
também simbolizando 100% dos pontos que o professor optar por distribuir ao longo destas aulas.
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Plano de Aula

Tema: Sistemas dindmicos, um primeiro contato
Professor(a): ——
Ano/Turma: 2° ano do ensino médio

Objetivos

e Obter uma nocao inicial de sistemas dindmicos, alguns de seus principais conceitos, e
sobre processos continuos.

Habilidades

« (EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungoes exponenciais nos quais seja
necessario compreender e interpretar a variacao das grandezas envolvidas, em contextos
como o da Matematica Financeira, entre outros.

« (EM13MAT306) Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fenémenos
periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos, entre outros) no plano
cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria. (adaptada)

Metodologia

As aulas serao aulas expositivas dialogadas. O(a) professor(a) ira utilizar de alguns exemplos
para introduzir uma nogao inicial dos conceitos a serem abordados, e em seguida, estes conceitos
serao definidos e trabalhados. Os exemplos dados em sala terao carater de experimentos.
Idealmente, sera utilizado um software para apresentar graficamente os conceitos estudados para
auxilio.

Recursos necessarios

Quadro/lousa, giz/pincel, computador e projetor.

Desenvolvimento da Aula

Foram planejadas 2 aulas de 50 minutos cada.

Aula 1:

10 minutos: Introducao a turma sobre o tema, o que serd realizado, e como sera a dinamica
das proximas aulas. Também esta incluso neste tempo inicial um possivel atraso na logistica de
chegar a sala de aula, e de preparar o ambiente de ensino.

10 minutos: Exemplos iniciais de um processo continuo. Neste trecho da aula, o(a) professor(a)
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ird evidenciar a diferenga de um processo continuo para as fun¢des matematicas trabalhadas.
Dois exemplos serao descritos para evidenciar este conceito:

Exemplo 1: Difusdo de um rumor em uma escola

Um boato se espalha em uma escola da seguinte forma: Ao longo de 1 dia, as pessoas que
sabem deste boato o comentam com outras 2 novas pessoas que ainda nao sabem deste boato.
Assim, ao final do dia, o triplo de pessoas esta sabendo desse boato.

Uma funcao que descreve o nimero de pessoas que ficaram sabendo do boato apés 1 dia é:

f(z) = 3.

Exemplo 2: Crescimento de seguidores em uma rede social
O nimero de seguidores de uma pessoa cresce em 20% a cada semana.
Uma funcao que descreve esse crescimento semanal é: f(x) =2 +0,2 - 2.

20

Figura 23: Orbita de o = 1 em fla) = Figura 24: Orbita de xp = 100 em
i flx)=2+0,2 2

O(a) professor(a) ird apresentar estes dois exemplos a turma, com a finalidade de introduzir a
nocao de iteracao de funcao, que significa repetir ou reaplicar a funcao.

30 minutos: Nesta parte da aula, sera abordado inicialmente um exemplo de um crescimento
populacional, dado pela seguinte lei (que nos d& o novo nimero de individuos apé6s 1 ano, a
partir de um valor z de individuos):

22 — 0, 0522

Este exemplo sera utilizado com um numero inicial de 2 individuos, considerando apenas a
parte inteira dos resultados, para representar o nimero de individuos. Neste exemplo, o(a)
professor(a) evidenciard novamente a ideia de um processo continuo, de iteragdo, e chamard
atencao aos alunos sobre o conceito de orbita, que representa o conjunto dos valores obtidos a
partir da iteragao de um valor/ponto inicial.
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Figura 25: Orbita de zy = 2 em f(z) = 2z — 0, 0522

Em seguida, o(a) professor(a) questionara os alunos sobre o valor da populacao anterior ter
'estagnado’, e levantara a questao em aberto para os alunos sobre o que ocorre se tomarmos como
valor inicial de populagao, 307 Observando em seguida com os alunos as primeiras iteragoes, o(a)
professor(a) ird comentar com a turma sobre este sistema, sobre um possivel comportamento
padrao, e sobre um possivel "limite de populagao'neste sistema.

Sera apresentado para os alunos o que ocorre quando toma-se como populacao inicial os valores
19 e 20 ainda no exemplo acima. Neste momento, o professor introduzira a nogao de ponto fixo
aos alunos, tangenciando também o conceito de ponto fixo atrator, indagando aos alunos se
todos os nimeros de populagao proximos aos valores 19 e 20 nos levam, com o tempo, a estes
valores.

Aula 2: 10 minutos: Neste momento, serao revisados os conceitos vistos na ultima aula, e os
principais resultados e conceitos abordados. Caso as duas aulas sejam realizadas em sequéncia
(ou com um intervalo pequeno de tempo), o(a) professor(a) pode optar por diminuir ou omitir
este momento.

20 minutos: Neste momento, serd apresentado aos alunos o seguinte contexto: Um tanque de
agua ¢ enchido com 200 litros a cada hora, mas possui um vazamento, que além de vazar agua,
vaza mais agua quanto mais agua o tanque possui, por causa da pressao da agua. A quantidade
de dgua no tanque apdés uma hora é descrita pela seguinte fungao:

f(x) = 2 4200 — 0,05z

Com esse exemplo, o(a) professor(a) ird mostrar algumas iteragoes partindo dos valores iniciais
de 500 litros, e 6000 litros. No primeiro valor, os valores irao aumentar, pois no contexto, o
tanque recebe mais agua do que perde pelo vazamento, aumentando os valores a cada iteragao.
Como os valores crescem cada vez menos a cada hora, pode-se perguntar aos alunos e levantar a
questao: Terd um momento onde a dgua do tanque nao ird mais aumentar de hora em hora? E
para o segundo valor a ser apresentado, isto ¢ parcialmente visualizado, onde para o valor inicial
de 6000 litros, a quantidade de dgua de hora em hora ira decair. Com isto, o professor devera
reforcar a ideia de atracao em torno de um ponto, e perguntar aos alunos se alguém consegue
pensar em um método de descobrir o ponto fixo deste sistema. Em seguida, o professor ira
realizar com os alunos o célculo x + 200 — 0, 05x = x, explicando como esta equacao descreve e
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encontra o ponto fixo desta funcdo, em que um certo valor x aplicado na fun¢ao deve resultar
neste mesmo valor. O valor encontrado sera x = 4000, que é o ponto fixo desta funcao.

10 minutos: Neste momento, o(a) professor(a) ird apresentar a funcao f(z) = 2% — 1 aos
alunos, e lhes trara a seguinte indagacao: O que acontece quando iteramos esta funcao partindo
do valor inicial xy = 17 Construindo este exemplo em conjunto com a sala, o(a) professor(a) ird
mostrar algumas iteragoes a partir deste valor inicial, mostrando que este valor inicial gera uma
érbita que passa a se repetir nos valores 0 e —1. Nesse momento, o(a) professor(a) ird introduzir
aos alunos a nocao inicial de "érbita peridédica’, mostrando neste exemplo como ocorre quando
o valor 0 aplicado nesta funcao, leva ao valor —1, que leva ao valor 0, e isto se repete, criando
um ciclo periodico.

10-20 minutos: Neste momento final, o(a) professor(a) ird apresentar uma atividade aos alunos.

Serd lhes apresentada a fungao quadritica f(z) = x2. Nesta atividade, o que é pedido aos alunos
¢é que encontrem os dois pontos fixos desta funcao, que podem ser encontrados resolvendo a
equacdo 22 = z, e para que testem o que acontece quando iteramos valores préximos a estes
pontos fixos. Para termos pardmetros, o(a) professor(a) pode pedir para que os alunos iterem 3
valores: Um valor logo antes do primeiro ponto fixo (um negativo logo antes de 0), um valor
entre os dois pontos fixos (um valor entre 0 e 1), e um valor logo apés segundo ponto fixo (um
pouco maior do que 1).

N

Avaliacao

Serao distribuidos 10 pontos ao longo destas duas aulas, onde 5 pontos serao distribuidos
para participagao e presenca, e outros 5 pontos para a atividade ao final da segunda aula. A
participacao sera avaliada pela disciplina em sala de aula, visto que a participagdo no quesito
responder perguntas nao ¢ viavel de ser pontuada. Dado o carater desta exploragao, os 5
pontos distribuidos na atividade visarao apenas na participagdo em realizar a atividade, e nao
necessariamente em obter uma resposta correta.
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Conclusao

O objetivo deste estudo é apresentar uma introducao a sistemas dindmicos, com uma abordagem
pedagogica voltada para o ensino béasico. Ao longo do trabalho, discutimos conceitos fundamentais
da area, exploramos aplicacoes didaticas e analisamos estratégias para tornar o tema acessivel aos
estudantes.

Dentre os principais resultados, destacamos que a utilizacao de exemplos praticos e tecnologias
podem facilitar a compreensao dos conceitos de sistemas dinamicos, permitindo que os alunos
visualizem e experimentem suas propriedades de maneira interativa e intuitiva. Além disso,
observamos que o ensino desse tema pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento
matematico, incentivando a modelagem e a analise de fendmenos naturais e sociais.

Apesar das contribui¢oes desta pesquisa, reconhecemos que ha desafios na implementacao
dessa abordagem no ensino bésico, como a necessidade de formacao adequada dos professores e a
adaptacao dos contetidos ao curriculo escolar. Nesse sentido, sugerimos futuras investigagoes sobre
metodologias especificas para a introdugao de sistemas dindmicos na educagao basica, bem como a
criagao de materiais didaticos que auxiliem docentes e discentes nesse processo.

Dessa forma, esperamos que este trabalho contribua para a ampliagao das discussoes sobre

o ensino de sistemas dinamicos e inspire novas abordagens para a sua aplicagdo na educagao
matematica, promovendo uma aprendizagem mais significativa e contextualizada para os alunos.
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