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RESUMO

Este trabalho investiga a otimizacéo intertemporal do consumo e da poupanca ao longo
da vida, utilizando modelos de otimizacao dindmica para compreender como um agente
econdmico pode maximizar sua utilidade ao longo do tempo. A formulacédo do problema
considera um fluxo de renda projetado e uma restricdo intertemporal de riqueza, esta-
belecendo o equilibrio entre consumo presente e acumulaciao de riqueza futura. A abor-
dagem metodoldgica baseia-se na modelagem do problema como um sistema de equacgoes
diferenciais resolvido numericamente como um Problema de Valor de Fronteira (PVF),
implementado em Python. A solucdo numérica permite identificar as trajetérias 6timas
de consumo e poupancga, além de analisar a sensibilidade dos resultados a diferentes pa-
rametros econdmicos, como taxa de juros, aversdo ao risco e crescimento da renda. A
implementaciao computacional é validada por meio da comparagio com um caso especial
de solucdo conhecida, assegurando a precisao do modelo. Os achados contribuem para
uma melhor compreensio do comportamento econémico ao longo do ciclo de vida e forne-
cem subsidios para o desenvolvimento de politicas que auxiliem na tomada de decisoes
financeiras individuais, promovendo maior eficiéncia na gestdo de recursos ao longo do

tempo.

Palavras chave: Otimizacdo Intertemporal; Consumo ao Longo da Vida; Problema de

Valor de Fronteira; Equacoes Diferenciais Ordinarias; Métodos Numéricos; Python.



ABSTRACT

This study investigates the intertemporal optimization of consumption and savings over
the life cycle using dynamic optimization models to understand how an economic agent
can maximize utility over time. The problem formulation considers a projected income
stream and an intertemporal wealth constraint, establishing the balance between pre-
sent consumption and future wealth accumulation. The methodological approach models
the problem as a system of differential equations solved numerically as a Boundary Value
Problem (BVP), implemented in Python. The numerical solution allows for the identifi-
cation of optimal consumption and savings trajectories, as well as an analysis of the
sensitivity of results to key economic parameters such as interest rates, risk aversion,
and income growth. The computational implementation is validated through comparison
with a known analytical solution, ensuring model accuracy. The findings contribute to
a better understanding of economic behavior over the life cycle and provide insights for
developing policies that support individual financial decision-making, promoting greater

efficiency in resource management over time.

Keywords: Intertemporal Optimization; Life-cycle consumption; Boundary Value Pro-

blem; Ordinary Differential Equations; Numerical Methods; Python.
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1 INTRODUCAO

O estudo da otimizacdo dindmica consolidou-se como um pilar fundamental na ana-
lise economica moderna, oferecendo um arcabouco teérico e metodolégico sofisticado para
a modelagem de decisdes intertemporais (ARROW, 1968; DORFMAN, 1969). Em um con-
texto de recursos escassos e escolhas que se estendem ao longo do tempo, a compreenséao
da alocacao de recursos pelos agentes econdmicos para maximizar sua utilidade torna-se
crucial tanto para a criacdo de politicas publicas eficazes quanto para o planejamento
financeiro individual (CHIANG, 1999).

Dentro desse campo, o problema do consumo ao longo da vida destaca-se, atraindo a
atencao de economistas e pesquisadores como Angus Deaton, Franco Modigliani e Milton
Friedman. A questao central é como os individuos devem distribuir consumo e poupanca
ao longo do tempo, considerando expectativas sobre renda futura, taxas de juros e outros

fatores relevantes num cenario econémico dinamico.

Em destaque, Modigliani, com a sua Hipétese do Ciclo de Vida (HCV), revolucionou
a forma como os economistas entendem as decisées de poupanca e consumo, ao enfati-
zar a importancia do planejamento intertemporal e da suavizacdo do consumo ao longo
da vida (MODIGLIANI, 1985). Deaton, por sua vez, ofereceu uma andlise abrangente
do comportamento do consumo, abordando desde os fundamentos tedricos até as aplica-
coes empiricas, e destacando a importancia de fatores como a incerteza, as restricoes de
liquidez e as preferéncias dos individuos (DEATON, 1992).

A hipotese de Modigliani (1985) postula que os individuos planejam suas decisoes
de consumo e poupanca ao longo de um longo periodo de tempo, geralmente pela extenséo
de toda a sua vida, buscando suavizar o seu padriao de consumo e maximizar a sua utili-
dade intertemporal. Tal hipotese fundamenta-se em premissas como a racionalidade dos
agentes, a informacéo perfeita acerca das perspectivas de renda futura e das condigoes de
mercado, e a existéncia de mercados de capitais perfeitos, nos quais os individuos podem
tomar e conceder empréstimos a uma taxa de juros constante, sem restricoes de liquidez
ou outras imperfeicoes (ANDO; MODIGLIANI, 1963)

Sob essas premissas, a HCV implica que os individuos tendem a poupar durante os
periodos de maior renda, tipicamente durante a vida ativa, e a "despoupar'nos periodos
de menor renda, comumente na aposentadoria, visando suavizar o consumo ao longo do

ciclo de vida. Essa suavizacéo reflete a preferéncia por um padrao de vida estavel e



previsivel, em detrimento de flutuacées abruptas no consumo (ANDO; MODIGLIANI,
1963).

Deaton (1991) aprofunda a anéalise do comportamento do consumo, reconhecendo
que os individuos podem enfrentar restricoes e imperfeicoes de mercado que limitam a
capacidade de suavizar o consumo. O autor enfatiza a relevancia de considerar a in-
certeza em relacédo a renda futura, a existéncia de restricoes de crédito e a presenca de

preferéncias ndo homotéticas na modelagem das decisoes de consumo.

Em que pese os avancos tedricos e empiricos na area, a implementacao de modelos
dinamicos de otimizagcdo do consumo ao longo da vida apresenta desafios metodolégi-
cos. A resolucéo analitica desses modelos revela-se, em geral, inviavel, demandando a
aplicacao de métodos numéricos para a obtencéo de solucées aproximadas (JUDD, 1998;
MIRANDA; FACKLER, 2004). Nesse contexto, a formulacdo computacional desses pro-
blemas, incluindo a discretizacdo de equacdes diferenciais e a aplicacdo de técnicas de
programacao dinamica, torna-se essencial para a obtencdo de previsdes quantitativas

mais confiaveis.

Nesse contexto, o presente trabalho investiga a aplicacdo de métodos numéricos na
resolucdo do problema de otimizacao do consumo ao longo da vida. Objetiva-se contribuir
para a compreenséo das decisdes de poupanca e consumo em um contexto intertempo-
ral, investigando o impacto de parametros como taxa de juros, aversio ao risco e taxa
de impaciéncia sobre as trajetérias de consumo e riqueza. Adicionalmente, avalia-se a
capacidade de métodos numéricos, como o método de colocacdo e o método de diferen-
cas finitas, em reproduzir os resultados teéricos esperados (JUDD, 1998; BOYCE et al.,
2020).

Para alcancar os objetivos propostos, o estudo adota um modelo matematico funda-
mentado em Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs), no qual a evolucao da riqueza do

agente econdémico é descrita por:

aw
— =rW+w(t)—c(t
a7 () —c(t)
onde W(t) representa a riqueza acumulada, r a taxa de retorno, w(¢) o fluxo de renda
esperado e c(#) o consumo. Esse tipo de modelagem é amplamente utilizado na literatura
econdmica para analisar decisoes intertemporais de consumo e poupanca, conforme dis-
cutido por Blanchard e Fischer (1989) e Deaton (1992).

A abordagem metodolégica emprega técnicas de solugdo numérica baseadas em mo-
delos de programacédo dinadmica e equacoes diferenciais, visando garantir a robustez e a
precisdo da trajetoria 6tima de consumo. Em particular, utiliza-se o método de colocacao,
o qual é parte da solucdo numérica de problemas de valor de contorno inserido por meio

da funcédo solve_bvp da biblioteca SciPy, implementada em Python. Essa funcao per-



mite a resolucdo de sistemas de equacoes diferenciais de contorno, proporcionando uma
solucdo numérica precisa para o modelo de otimizacgao intertemporal (JONES et al., 2001,
LINGE; LANGTANGEN, 2020).

Para assegurar a confiabilidade dos resultados, o modelo é validado com um pro-
blema de referéncia com solugao analitica conhecida, especificamente o problema de con-
sumo 6timo proposto por Sydsaeter, Hammond e Strgm (2008). Essa comparacao permite
verificar se o cédigo utilizado esta funcionando corretamente e se o método numeérico
escolhido é adequado para o problema em questdo. Além disso, a implementacédo compu-
tacional dessas técnicas possibilita o refinamento da modelagem econdmica, oferecendo
um arcabouco sdlido para a tomada de decisées em nivel individual e governamental
(MIRANDA; FACKLER, 2004; JUDD, 1998).

A literatura pertinente ao tema é igualmente considerada. O estudo fundamenta-se
em uma revisio bibliografica que abrange os principais trabalhos sobre otimizacao dina-
mica e decisoes intertemporais na economia. Destacam-se pesquisas que aplicam técni-
cas numéricas a analise do consumo e da poupanca ao longo da vida, fornecendo suporte
empirico e metodoldgico para o desenvolvimento do modelo proposto. Autores como Dea-
ton (1992) e Carroll (1997) introduziram elementos relevantes nessa area, demonstrando

como restricoes de crédito e incerteza afetam a trajetoria 6tima de consumo.

A escolha da linguagem de programacédo Python e das bibliotecas NumPy e SciPy
para a implementacédo computacional deste trabalho se justifica pela sua ampla utilizacéao
na area de computacéo cientifica e pela sua capacidade de oferecer ferramentas eficien-
tes e precisas para a resolugdo de problemas numéricos (LINGE; LANGTANGEN, 2020;
JONES et al., 2001). Em particular, o livro Programming for Computations - Python de
Linge e Langtangen (2020) forneceu um guia pratico para a implementacao dos algorit-
mos, enquanto a documentacéo da biblioteca SciPy (JONES et al., 2001) foi fundamental
para a compreensio e utilizacao das funcoes de resolucao de equacoes diferenciais e oti-

mizacao.

A contribuicdo deste trabalho reside na aplicacdo de métodos numeéricos para resol-
ver um problema classico da economia, o consumo ao longo da vida, de forma precisa e
eficiente. A implementacao em Python, com o uso da funcdo solve_bvp, torna o mo-
delo acessivel e flexivel, permitindo a analise de diferentes cenarios e a investigacao do
impacto de varios parametros econémicos. Os resultados obtidos podem auxiliar na com-
preensao das decisdes de consumo e poupanca dos individuos e fornecer subsidios para a
formulacéo de politicas publicas, contribuindo para o debate sobre planejamento finan-
ceiro e bem-estar econémico (BLANCHARD; FISCHER, 1989; DEATON, 1992)

Para além deste capitulo introdutério, o presente trabalho estrutura-se nos seguin-

tes capitulos:



O Capitulo 2 apresenta o referencial teérico, detalhando os fundamentos da otimi-

zacdo intertemporal e da teoria do consumo;

O Capitulo 3 descreve a metodologia empregada, incluindo a formulacdo matema-

tica do problema, o método numérico utilizado e a implementacio computacional,;

O Capitulo 4 apresenta e discute os resultados obtidos, com foco na validacédo do

modelo e na analise de sensibilidade;

* ¢, finalmente, o Capitulo 5 apresenta as conclusées do trabalho.

Dessa forma, busca-se contribuir para a literatura econémica ao aplicar técnicas
computacionais na andlise da otimizacdo intertemporal do consumo, oferecendo uma
abordagem pratica e acessivel para a solugao de problemas que tém impacto direto na

formulacao de politicas econémicas e financeiras.

Este trabalho tem por objetivo desenvolver, implementar e validar um modelo com-
putacional em Python para analisar o problema de otimizacao intertemporal do consumo
ao longo da vida de um agente representativo. O problema é formulado como um con-
trole 6timo em tempo continuo e resolvido numericamente como um Problema de Valor
de Fronteira (PVF), utilizando o método de colocacéo. O intuito é investigar a influéncia
de diferentes parametros econémicos nas decisoes de consumo e poupanca. Além disso,

espera-se:

1. Compreender e apresentar os fundamentos teéricos da otimizacéo intertemporal do

consumo, com énfase na Hipétese do Ciclo de Vida e suas extensoes.

2. Formular matematicamente o problema de consumo e poupanca ao longo da vida
como um problema de controle 6timo em tempo continuo, derivando as equacoes

diferenciais ordinarias que o governam.

3. Implementar um modelo computacional em Python, utilizando a biblioteca SciPy
(e sua funcédo solve_bvp), para resolver numericamente o Problema de Valor de

Fronteira resultante da formulacio do problema.

4. Validar a implementacdo numérica, comparando os resultados obtidos com a so-
lucéo analitica de um problema de referéncia (problema de consumo 6timo) para

garantir a preciséo e a confiabilidade do método.

5. Analisar a sensibilidade das trajetorias 6timas de consumo e riqueza a variacoes
em pardmetros econémicos chave, como taxa de juros, aversio ao risco, taxa de
impaciéncia e taxa de crescimento da renda projetada, e discutir as implicacoes

econdmicas dessas relagoes.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 MODELO DE CONSUMO E POUPANCA AO LONGO DO CICLO DE VIDA

A teoria do consumo é um pilar fundamental da macroeconomia, e o estudo das
decisdes intertemporais de consumo e poupanca € crucial para entender o comportamento
agregado da economia. Modelos de consumo buscam explicar como os individuos alocam
seus recursos ao longo do tempo, equilibrando o consumo presente com a poupanca para
o futuro. A otimizacédo intertemporal, processo de tomar decisdes que consideram as
consequéncias em diferentes pontos no tempo, é um elemento central desses modelos
(BLANCHARD; FISCHER, 1989).

A Hipétese do Ciclo de Vida (HCV), proposta por Modigliani e Brumberg (1954),
e a Hipétese da Renda Permanente (HRP), desenvolvida por Friedman (1957), sao dois
dos modelos mais influentes nesse campo. Ambos os modelos destacam a importéancia de
decisdes intertemporais na alocacio de recursos, considerando fatores como renda futura,
incerteza e preferéncias individuais (MODIGLIANI; BRUMBERG, 2005; FRIEDMAN,
1957).

A HCYV, representou um marco na compreensio das decisdoes de poupanca e con-
sumo entre os economistas, ao enfatizar a relevancia do planejamento intertemporal e
das expectativas concernentes a renda futura (MODIGLIANI; BRUMBERG, 2005). Ela
postula que os individuos planejam suas decisdes de consumo e poupanca ao longo de um
horizonte de longo prazo, tipicamente a vida inteira, buscando suavizar seu padréao de
consumo e maximizar sua utilidade intertemporal (MODIGLIANI, 1985). Essa hipétese

repousa sobre pressupostos fundamentais:

¢ Racionalidade: Assume-se que os individuos séo racionais e buscam maximizar
sua utilidade intertemporal, considerando suas expectativas em relacdo a renda
futura e a taxa de juros. Isso implica que os individuos tém preferéncias bem
definidas, sao capazes de formar expectativas consistentes e tomam decisées que
maximizam sua utilidade esperada ao longo da vida (MODIGLIANI; BRUMBERG,
2005). Este pressuposto é frequentemente debatido, e modelos comportamentais

exploram desvios da racionalidade perfeita.

* Informacao Perfeita: Pressupde-se que os individuos dispéem de informacoes
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perfeitas acerca de suas perspectivas de renda futura e das condi¢oes de mercado.
Na pratica, a incerteza sobre a renda futura e os retornos dos investimentos de-
sempenha um papel crucial nas decisdes de consumo e poupanca. Modelos mais

realistas incorporam a incerteza e a aprendizagem gradual (DEATON, 1992).

* Mercados de Capitais Perfeitos: Assume-se a existéncia de mercados de capitais
perfeitos, nos quais os individuos podem tomar e conceder empréstimos a uma taxa
de juros constante, sem restricées de liquidez ou outras imperfei¢coes de mercado,
o qual é um pressuposto muito forte. Na realidade, os individuos frequentemente
enfrentam restricoes de crédito, taxas de juros diferentes para empréstimos e pou-
panca, e custos de transacdo (DEATON, 1992; CARROLL, 1997). A relaxacao desse

pressuposto é um dos focos principais da pesquisa em modelos de consumo.

Com base nesses pressupostos, a Hipétese do Ciclo de Vida implica que os individuos
tendem a poupar durante os periodos de maior renda (comumente durante a vida ativa) e
a "despoupar'durante os periodos de menor renda (em geral, na aposentadoria), visando
suavizar seu consumo ao longo da vida (MODIGLIANI, 1985).
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INCOME, CONSUMPTION, SAVING AND WEALTH AS A FUNCTION OF AGE

Figura 1 — "RENDA, CONSUMO, POUPANCA E RIQUEZA EM FUNCAO DA IDADE"
Fonte: MODIGLIANT (1985)

A HCYV, apesar de seus pressupostos simplificadores, gerou uma série de previsoes
testaveis sobre o comportamento agregado de consumo e poupanca. Ando e Modigliani
(1963) testaram as implicacoes da hipétese usando dados agregados dos EUA e encontra-

ram evidéncias que, em geral, suportavam o modelo. No entanto, estudos subsequentes
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identificaram anomalias e desvios do comportamento previsto pela HCV, como o "excesso
de sensibilidade"do consumo a variacées de renda corrente (o consumo reage mais a va-
riacoes de renda do que o previsto pela HCV pura) e o "excesso de suavidade"(o consumo
reage menos a choques permanentes de renda do que o previsto). Essas anomalias le-
varam ao desenvolvimento de modelos mais sofisticados que incorporam, por exemplo,
restricoes de liquidez, incerteza e miopia dos consumidores como pode ser encontrado em
Deaton (1992) e Carroll (1997).

O trabalho de Modigliani exerceu um impacto profundo na teoria do consumo e na
macroeconomia, propiciando uma base tedrica sélida para a compreensio das decisoes
de poupanca e consumo, sendo empregada em diversos modelos macroecondémicos para
analisar o comportamento da economia como um todo (BLANCHARD; FISCHER, 1989).
Adicionalmente, a HCV influenciou significativamente a area de financas pessoais, ao
enfatizar a relevancia do planejamento financeiro de longo prazo e da diversificacdo de

investimentos para assegurar uma aposentadoria tranquila (BODIE et al., 2007).

O modelo matematico dessa hipétese pode ser formulado como:

T
maxUj = Z ,Btu(ct), 2.1)
€t =0
Sujeito a:
A1 =0 +rAs+yi—cy, (2.2)

com A dado, onde:

* Uj: Utilidade descontada ao longo da vida.
* ¢;: Nivel de consumo no periodo ¢.

s = ﬁ: Fator de desconto, com p representando a taxa de preferéncia intertempo-

ral.
* A;.1: Ativos no tempo ¢+ 1.
* r: Taxa de juros constante.
* y;: Renda no periodo ¢.

As condicgoes de primeira ordem para o problema de otimizacéo supracitado condu-

zem a Equacéo de Euler:

u'(cy) = BAA+rE[u'(cs+ ] (2.3)
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Esta equacao estabelece que a utilidade marginal do consumo no periodo ¢ deve
equivaler a utilidade marginal esperada do consumo no periodo ¢+ 1, descontada pela
taxa de preferéncia intertemporal (p) e ajustada pela taxa de juros (). Em outras pala-
vras, um individuo racional ajustara seu consumo até que o beneficio marginal de con-
sumir uma unidade adicional hoje seja igual ao beneficio marginal esperado de consumir
essa unidade no futuro, devidamente descontado (BLANCHARD; FISCHER, 1989). Se
a taxa de juros for igual a taxa de preferéncia intertemporal (r = p), a equacdo de Euler
simplifica-se para u/(c;) = E;[u/(ct41)], implicando que, na auséncia de incerteza, o con-
sumo marginal sera constante ao longo do tempo (SYDSZTER et al., 2008). A equacéao de
Euler é uma condicdo necessaria para a otimizacdo intertemporal e é central em muitos

modelos macroeconémicos.

A Hipétese da Renda Permanente, proposta por Friedman (1957), é outra teoria
influente sobre o consumo a qual postula que o consumo n&o depende da renda corrente,
mas sim da renda permanente, que é a renda média esperada ao longo da vida. A HRP
pode ser vista como um caso especial da HCV, na qual os individuos tém um horizonte
de planejamento infinito e enfrentam incerteza sobre sua renda futura. Sob certos pres-
supostos (como uma funcao de utilidade quadratica e uma taxa de juros constante), essa
hipétese implica que o consumo é uma fracdo constante da renda permanente (FRIED-
MAN, 1957).

O trabalho de Angus Deaton (1992) apresenta uma analise abrangente do compor-
tamento do consumo, desde os fundamentos tedricos até as aplicagoes empiricas. O autor
ressalta a importancia de considerar a incerteza, as restricoes de liquidez e as preferén-
cias dos individuos na modelagem do consumo, destacando a influéncia de fatores como a

suavizacgao do consumo e a resposta a choques de renda (DEATON, 1992).

Um dos conceitos centrais apresentados por Deaton é o de suavizacdo do consumo,
que postula que os individuos buscam manter um padrao de consumo estavel ao longo
do tempo, mesmo diante de flutuacdes na renda. Essa suavizacao é alcancada por meio
da poupanca e do endividamento, que permitem aos individuos transferir renda entre

diferentes periodos de suas vidas.

Deaton também examina a resposta dos individuos a choques de renda, como au-
mentos ou reducoes inesperadas na renda do trabalho ou nos retornos sobre investimen-
tos. O autor demonstra que a resposta do consumo a esses choques depende de diversos
fatores, incluindo a magnitude e a duracédo do choque, a capacidade dos individuos de

obter empréstimos e sua aversao ao risco (DEATON, 1992).

No seu trabalho, diferentes abordagens sdo exploradas para modelar o comporta-
mento do consumo, incluindo modelos de ciclo de vida, fundamentados na HCV de Mo-
digliani e Brumberg (1954), modelos de renda permanente, baseados na teoria da renda

permanente de Friedman (1957) e modelos com restricoes de liquidez. Estes ultimos
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incorporam a possibilidade de os individuos enfrentarem restri¢cées para obter emprésti-

mos, o que limita sua capacidade de suavizar o consumo.

As restrigoes de liquidez podem assumir diversas formas. Uma forma comum é um
limite de endividamento, onde os individuos nao podem tomar emprestado além de um
certo valor, independentemente de sua capacidade futura de pagamento. Outra forma
é uma taxa de juros mais alta para empréstimos do que para poupanca, o que cria um
spread que desencoraja o endividamento. Essas restricoes impedem que os individuos
suavizem perfeitamente seu consumo em resposta a choques de renda negativos, levando
a um comportamento de consumo mais sensivel a renda corrente (DEATON, 1992; CAR-
ROLL, 1997). Deaton argumenta que a escolha do modelo mais adequado é contingente
ao contexto especifico do problema e as caracteristicas dos individuos em analise (DEA-
TON, 1992; BLANCHARD; FISCHER, 1989).

Embora as obras de Modigliani e Deaton abordem o tema do consumo sob perspec-
tivas distintas, elas se complementam e se enriquecem mutuamente. Modigliani oferece
uma estrutura tedrica abrangente para a compreensao das decisées de poupanca e con-
sumo em um contexto intertemporal, enquanto Deaton proporciona uma andalise mais
detalhada do comportamento do consumo, considerando fatores como a incerteza, as res-
trigoes de liquidez e as preferéncias individuais (MODIGLIANI; BRUMBERG, 2005; DE-
ATON, 1992). A principal distin¢do entre os trabalhos reside no nivel de agregacdo da
analise: Modigliani foca em modelos macroeconémicos, agregando o comportamento de
todos os individuos, enquanto Deaton se direciona mais ao comportamento individual e

familiar, utilizando dados microecondmicos.

Uma importante contribuicdo para a literatura sobre consumo, que se baseia tanto
na HCV quanto no trabalho de Deaton, é o desenvolvimento dos modelos buffer-stock por
Carroll (1997). Esses modelos incorporam incerteza sobre a renda futura e restricées de
liquidez (ou, de forma mais geral, aversdo a ficar com baixos niveis de ativos) em um
contexto de otimizacdo intertemporal. Em um modelo buffer-stock tipico, os individuos
mantém um "estoque de seguranca'de ativos para se proteger contra choques de renda
negativos. O nivel 6timo desse estoque de seguranca depende da aversao ao risco do indi-
viduo, da taxa de juros, da taxa de desconto e das caracteristicas do processo estocastico
que governa a renda (CARROLL, 1997). Esses modelos de estoque de seguranca geram
previsoes que se ajustam melhor aos dados microeconémicos do que os modelos tradici-
onais da HCV ou da HRP, especialmente para familias com baixa riqueza (CARROLL,
1997; DEATON, 1992).

As contribuicoes de Modigliani e Deaton, juntamente com os avancos de Carroll com
os modelosbuffer-stock, fornecem a base tedrica para o desenvolvimento deste trabalho. A
investigacao da aplicacdo de métodos numéricos na resolucéo de problemas de otimizacéo

do consumo ao longo da vida, proposta neste trabalho, permite superar as limitacoes das
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solucdes analiticas e analisar o comportamento do consumo em cendrios mais realistas. A
consideracao da incerteza, das restricoes de liquidez e de outras imperfei¢oes de mercado,
bem como a andlise da sensibilidade dos resultados em relacdo aos parametros do modelo,
aprofundam a compreenséo das decisdes de poupanca e consumo em diferentes contextos
econdmicos e sociais, contribuindo para o desenvolvimento de estratégias de investimento

e planejamento financeiro mais eficazes.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

As Equacgées Diferenciais Ordinarias (EDOs) constituem uma classe fundamental
de equacoes que relacionam uma funcéo desconhecida de uma variavel independente (ge-
ralmente o tempo, denotado por ¢) com suas derivadas. Essas equacdes sdo ferramentas
indispensaveis na modelagem de sistemas dinamicos em uma ampla gama de discipli-
nas, incluindo fisica, biologia, economia e engenharia (BOYCE et al., 2020 ; MEDEI-
ROS;OLIVEIRA, 2006).

As Equacoes Diferenciais Ordinarias permitem descrever matematicamente como
as variaveis de um sistema mudam ao longo do tempo. Na fisica, por exemplo, as EDOs
séo usadas para modelar o movimento de projéteis sob a acéo da gravidade, a oscilacédo de
péndulos, o decaimento radioativo e o comportamento de circuitos elétricos (BOYCE et al.,
2020). Na biologia, elas podem descrever o crescimento de populacdes (como no modelo
logistico mencionado posteriormente), a propagacao de doencas infecciosas (modelos SIR)
e a dinamica de reacdes bioquimicas. Na engenharia, sdo usadas para analisar sistemas
mecanicos (como a vibracdo de estruturas), sistemas de controle e sistemas térmicos.
E, como veremos em detalhes neste trabalho, as EDOs sio cruciais na economia para
modelar o crescimento econémico, a acumulacgdo de capital, o consumo e a poupanca ao
longo do tempo, e muitos outros fendomenos dinadmicos (MEDEIROS; OLIVEIRA, 2006;
BLANCHARD; FISCHER, 1989).

Essa classe de equacoes admitem categorizacoes diversas, baseadas em critérios
como linearidade, dependéncia das variaveis e natureza das condicoes de contorno. As

principais classificacées a serem consideradas, séo:

Equacoes Diferenciais Lineares: Uma EDO é classificada como linear se a
funcédo desconhecida e suas derivadas manifestam-se exclusivamente de forma linear,
ou seja, ndo sao multiplicadas entre si nem elevadas a poténcias superiores a unidade
(BOYCE et al., 2020; MEDEIROS; OLIVEIRA, 2006). A forma genérica de uma EDO

linear de ordem n é expressa por:

an@®xP @)+ an 1O V@) + -+ a1 ()2 (@) + ao(B)x(t) = g(8), (2.4)
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onde a,(t),a,-1(t),...,a1(t),ao(t) representam funcoées dadas, e g(¢) é uma funcéo

conhecida.

Um exemplo simples de equacao linear de primeira ordem é:

a0 o =3. (2.5)

Nesta equacéo, a funcao desconhecida x(¢) e sua derivada aparecem linearmente.

Equacoes Diferenciais Nao Lineares: Uma EDO é considerada nao linear se
a funcao desconhecida ou suas derivadas se apresentam de forma néo linear, como em
multiplicacoes entre si ou elevacao a poténcias superiores a unidade (BOYCE et al., 2020;
MEDEIROS; OLIVEIRA, 2006). A titulo de exemplo:

(x'(9)” +x(t) = 0, (2.6)

em que a derivada de x(¢) figura elevada ao quadrado.

Outro exemplo de equacao néo linear, relevante em economia, é a equacéo que des-
creve a dinamica do consumo no modelo de ciclo de vida com utilidade de averséo ao risco

relativo constante ou CRRA (Constant Relative Risk Aversion):

dC@® __C)(r-p)

2.7
az T (2.7

onde C(¢) é o consumo, r é a taxa de juros, p é a taxa de impaciéncia, e 1 é o
coeficiente de averséo relativa ao risco. A nao linearidade, neste caso, surge se a utilidade

néo for logaritmica A # 1).

Equacoes Diferenciais Ordinarias: Caracterizam-se pela presenca de uma tnica

variavel independente ¢, como nos exemplos supracitados.

Equacoes Diferenciais Parciais (EDPs): Distinguem-se pela ocorréncia de mais
de uma variavel independente, como em problematicas envolvendo miltiplos parametros
temporais ou espaciais (BOYCE et al., 2020).

Problema de Valor Inicial (PVI): O problema é formulado com condicdes que es-
pecificam o valor da funcdo desconhecida em um ponto particular no dominio da variavel
independente (MEDEIROS; OLIVEIRA, 2006). A forma geral do PVI é:

x(tg) = xo, (2.8)

onde ¢(¢ designa o ponto inicial e x¢ representa o valor conhecido da funcéo nesse

ponto.
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Problemas de Valor de Fronteira (PVFs): Em contraposi¢do as condigdes inici-
ais, o problema é formulado com condi¢des impostas nos extremos do intervalo de solucéo.

Em um intervalo [Z¢,¢1], por exemplo, as condicoes de fronteira podem ser expressas por:

x(to) =xo0, x(t1)=x1. (2.9)

Este tipo de problema é recorrente em sistemas fisicos e de engenharia, a exemplo
da conducéo de calor em uma barra com temperaturas conhecidas em suas extremidades
(BOYCE et al., 2020; ASCHER et al., 1994).

Sistemas de EDOs: Muitas aplicacoes, especialmente em economia, envolvem sis-
temas de EDOs, nos quais varias variaveis interagem e suas taxas de variacdo dependem
umas das outras (BOYCE et al., 2020; MEDEIROS; OLIVEIRA, 2006). Um sistema de

EDOs de primeira ordem pode ser escrito na forma geral:

dxq1(t

9:;; ) = fl(t,.’JC]_(t),xZ(t),,xn(t))
dxg(t) _

dt fo(t,x1(t),x2(2),...,xn(2)) (2.10)
dx,(t

”;t( ) _ Fa(t,x1(),x2(2), ..., x5 (£))

onde x1(2),x2(t),...,x,(t) sao as funcoes desconhecidas, e f1, fo,..., [ sdo funcdes que
descrevem as interdependéncias. O modelo de ciclo de vida, quando formulado com equa-

¢des para o consumo e para os ativos, € um exemplo de um sistema de EDOs.

No que tange a solucéo, essa classe de equacoes podem admitir:

* Solucoes Exatas: Certas EDOs admitem resolugao analitica, resultando em so-
lucoes exatas que descrevem o comportamento da funcio desconhecida em termos
de outras funcdes conhecidas. A equacédo diferencial x'(¢) = kx(#), cuja solucédo é

kt

x(t) = xpe”", com k constante, ilustra um exemplo classico de solucédo exata (BOYCE

et al., 2020; MEDEIROS; OLIVEIRA, 2006).

* Solucoes Aproximadas: Em numerosos casos, as EDOs ndo comportam resolucéo
exata. Nessas situagoes, métodos numéricos, como o Método de Runge-Kutta ou o
Método de Diferencas Finitas, sdo empregados para determinar solug¢oes aproxima-
das (BOYCE et al., 2020; ALMEIDA et al., 2020).

A obtencéo de uma solucgéo analitica (ou exata) para uma EDO significa encontrar
uma expressao explicita para a funcdo desconhecida em termos de funcgoes elementares

(como polinomiais, exponenciais, trigonométricas, etc.). No entanto, muitas dessas EDOs,



2.2. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 17

especialmente as néo lineares, ndo possuem solucdes analiticas conhecidas. Nesses casos,
é necessario recorrer a métodos numéricos para obter solugoes aproximadas (BOYCE et
al., 2020; JUDD, 1998) .

Métodos numéricos discretizam o tempo (ou qualquer que seja a variavel indepen-
dente) e calculam valores aproximados da solucdo em pontos discretos (ASCHER et al.,
1994). A precisdo da solucdo numérica depende do método utilizado e do tamanho do
passo de discretizacdo. Em economia, modelos mais realistas (que incorporam diversas
variaveis) frequentemente exigem o uso de métodos numéricos, pois as solucoes analiticas
sdo, em geral, intrataveis (JUDD, 1998).

Diversas abordagens se apresentam para resolver EDOs, condicionadas as suas

caracteristicas intrinsecas. As principais sio:

Entre os Métodos Analiticos, destacam-se:

* Separacao de Variaveis: Aplicavel quando a EDO pode ser reescrita de forma
que todas as variaveis dependentes se situem em um lado da equacédo e todas as
variaveis independentes no outro, como em % = f(x(t)). Nesses casos, a solucao

pode ser obtida por integracéo direta (ASCHER et al., 1994).

* Método das Equacoes Lineares de 12 Ordem: Para EDOs lineares de primeira
ordem, a solucdo pode ser obtida por meio do fator integrante, que simplifica a

equacao e possibilita a determinacéo de uma solucao exata (BOYCE et al., 2020).

Considere a EDO linear de primeira ordem na forma padrao:

dx(t)
dt

+p@)x(t) = q(¢)
O fator integrante, u(t), é definido como:

() = e/ PO
Multiplicando ambos os lados da EDO por u(¢), obtemos:

dx(t)
dt

() + @) p@)x(t) = u(t)q(t)

O lado esquerdo da equacéo é agora a derivada do produto u(¢)x(¢):

d
%(,Lt(t)x(t)) = u(t)q(t)

Integrando ambos os lados em relacéo a ¢, obtemos a solucéo geral:
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W) = f W(Dg(Ddt +C

onde C é uma constante de integragao. A solucéo explicita para x(¢) é entéo:

1

x(t) = — (f u(t)qt)dt + C)
u(t)

Quando a obtencédo de uma solucao exata se revela inviavel ou impraticavel, Méto-

dos Numéricos oferecem uma via para aproximar a solucdao da EDO. Dentre os princi-

pais métodos, destacam-se:

* Método de Euler: O método de Euler é um dos métodos mais simples de discreti-
zacdo. A ideia principal é aproximar a solucédo da equacédo diferencial por meio de
uma expanséao de primeira ordem (LINGE;LANGTAGEN, 2020). A solugao em ¢;1

é obtida a partir de ¢; e do valor da funcéo f(¢;,x;) no ponto ¢;, utilizando a férmula:

Xiv1=x; + At f(t,x;).

Este método é direto e facil de implementar, mas pode nao ser suficientemente pre-
ciso em muitos casos, especialmente para sistemas com comportamento altamente

néo linear ou rapidos.

* Métodos de Runge-Kutta: Métodos mais sofisticados, como o de quarta ordem,

que proporcionam aproximacgdes mais precisas em comparacdo com o Método de

Euler (LINGE;LANGTAGEN, 2020).

O Método de Runge-Kutta é uma familia de métodos, e ndo um tnico método. O
Método de Euler pode ser considerado um método de Runge-Kutta de primeira or-
dem. Métodos de Runge-Kutta de ordem superior usam multiplas avalia¢oes da
funcéo f(¢,x(¢)) em pontos intermediarios dentro de cada passo de tempo para ob-
ter uma aproximacao mais precisa da solugao. O Método de Runge-Kutta de quarta
ordem (RK4), que é amplamente utilizado, calcula quatro valores intermediarios

(k1,k9,ks,k4) e usa uma média ponderada desses valores para atualizar a solucéo.

A férmula do RK4 para atualizar x de ¢; para ¢;,1 é dada por:

k1=At-f(t;,x;),

At k
kzzAt'f(ti+?7xi+El)>

At k
k3=At-f(ti+?,xi+?2),

ka=At-f(t; +At,x; +k3),
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1
Xi+1=%; + E(kl +2k2 +2k3 +k4).

Este método leva em consideracdo uma média ponderada de varias aproximacoes

intermediarias de f(¢,x(¢)), o que melhora significativamente a precisédo da solucao.

A maior precisao do RK4 (e de outros métodos de Runge-Kutta de ordem superior)

permite usar passos de tempo maiores do que os necessarios com o Método de Euler,
mantendo a mesma precisdo (LINGE;LANGTAGEN, 2020).

* Método de Diferencas Finitas: Predominantemente aplicado na resolucao de
EDPs, mas também adaptavel a EDOs, mediante discretizacdo do dominio temporal
(ALMEIDA et al., 2010).

No Método de Diferencas Finitas, a derivada da func¢édo desconhecida é aproximada
por diferencas entre valores da funcédo em pontos discretos. Por exemplo, a derivada

primeira x/(t) pode ser aproximada por:

Diferenca Finita Progressiva (Forward Difference):

x(t+At)—x(2)

/t:
x(®) At

Diferenca Finita Regressiva (Backward Difference):

x(2) — x(t — At)

!
)~
x'(t) Af

Diferenca Finita Central (Central Difference):

g x(t+ At)—x(t — At)

!/
t
x'(t) Y,

A diferenca finita central é geralmente mais precisa do que as diferencas progres-
siva e regressiva. Substituindo a derivada (ou derivadas) na EDO original por es-
sas aproximacoes de diferencas finitas, obtém-se um sistema de equacéoes algébricas
que pode ser resolvido para obter valores aproximados da solugao em pontos discre-
tos (ALMEIDA et al., 2010).

Para ilustrar a aplicacdo de um método numérico, considera-se o exemplo de EDO

de primeira ordem:

4y _

=—Fk 2.11
¢ Y, ( )

com condicédo inicial y(0) = yg. O Método de Euler pode ser empregado para aproxi-

mar a solugdo desta equacéo, cuja solucdo exata é expressa por:
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y(t) = ype *. (2.12)

Para a resolucdo numérica, o Método de Euler, fundamentado na aproximacéo da

derivada, apresenta a seguinte formulacao:

Yn+1=Yn +AL-f(tn,¥n), (2.13)

onde At representa o tamanho do passo, y, a solucdo aproximada no tempo ¢,, e
f(t,,yn) a funcao que descreve a equacao diferencial, sendo f(¢,,y,) = —ky, no caso em

questao.

A seguir, apresenta-se uma implementacao simplificada do Método de Euler para
resolver a EDO supracitada, utilizando as bibliotecas NumPy, para operacoes numeéricas,
e Matplotlib, para a representacao grafica (LINGE;LANGTAGEN, 2020):

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Pardmetros

k = 0.1 # Constante de decaimento
yo = 1 # Condig¢do inicial

t_max = 100 # Tempo final

dt = 1 # Tamanho do passo

# Vetores de tempo e solugdo

t_values np.arange (0, t_max, dt)
y_values = np.zeros (len(t_values))

y_values[0] = yO0

# Método de Euler
for i in range(l, len(t_values)):

y_values[i] = y_values[i-1] - k x y_values[i-1] x dt

# Solucdo exata

y_exact = y0 x np.exp(-k » t_values)

# Plotando os resultados

plt.plot (t_values, y_values, label='"Método de Euler’, color='blue’)

plt.plot (t_values, y_exact, label=’Solucao Exata’, color=’'red’,
linestyle="—--")

plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ("y (t)")
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plt.title(’Solucdo de uma EDO usando o Método de Euler’)
plt.legend()
plt.show ()

Listing 2.1 — Implementacéo do Método de Euler

* Curva Azul (Continua): Ilustra a solucdo aproximada obtida pelo Método de Eu-
ler. Apesar da simplicidade, o método proporciona uma aproximacio razoavel do

comportamento da solucédo ao longo do tempo.

* Curva Vermelha (Tracejada): Representa a solucio exata, expressa pela formula
y(t) = yoe *t. Conforme esperado, a solucdo exata descreve a evolucéo do sistema

de forma continua e precisa.

Solucao de uma EDO usando o Método de Euler

1.0 A —— Metodo de Euler
—==- Solugao Exata
0.8 4
0.6
=
0.4 4
0.2 4
0.0
0 20 40 60 80 100
Tempo t

Figura 2 — Grafico EDO com Método de Euler
Fonte: Elaboracéo prépria

O Método de Euler apresenta precisao condicionada ao tamanho do passo Atz. Em
cenarios com valores elevados de % ou intervalos de tempo extensos, a aproximacéo pode
divergir da solucao exata (LINGE; LANGTANGEN, 2020; BOYCE et al., 2020).

A estabilidade numérica é um conceito crucial na resolucdo numérica de EDOs.
Um método numérico é considerado estavel se pequenos erros (como erros de arredon-
damento) introduzidos em um passo da iteracdo ndo se amplificam exponencialmente
ao longo do tempo, levando a uma solucdo completamente erronea. O Método de Euler,

embora simples, pode ser numericamente instavel para certos tipos de EDOs e/ou para
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tamanhos de passo (A?) muito grandes. A estabilidade do Método de Euler depende da
rigidez (stiffness) da equacao (LINGE; LANGTANGEN, 2020).

Uma EDO é considerada rigida se ela possui solucées que variam em escalas de
tempo muito diferentes. Para EDOs rigidas, o Método de Euler pode exigir um At extre-
mamente pequeno para garantir a estabilidade, o que torna a simulacdo computacional-

mente inviavel (LINGE; LANGTANGEN, 2020).

Para aprimorar a precisdo da solugiao, métodos mais avancados e estaveis, como o
Método de Runge-Kutta de ordem superior e os métodos implicitos, podem ser empre-
gados, oferecendo maior exatiddo mesmo com o uso de passos de tempo maiores, mesmo
para EDOs rigidas. Este exemplo demonstra a aplicacdo de um método numérico ele-
mentar na resolucéo de uma equacéao diferencial ordinaria. Em problematicas mais com-
plexas, nas quais a solucdo analitica se mostra inviavel, os métodos numéricos como
revelam-se ferramentas cruciais para a obtencdo de solugoes aproximadas (JUDD, 1998;
ALMEIDA et al., 2020).

Tais métodos (analiticos e numéricos) encontram implementacdo em softwares de
programacao e modelagem como MATLAB, Fortran, Python (com bibliotecas como SciPy
(JONES et al., 2001)) e Mathematica, conferindo acessibilidade a resolugdo numérica de

EDOs a pesquisadores de diversas areas.

2.3 PROBLEMAS DE VALOR DE FRONTEIRA

Os Problemas de Valor de Fronteira (PVF's) constituem uma classe fundamental de
problemas em Equacgées Diferenciais Ordinarias e sistemas dinadmicos (SYDSZTER et
al., 2021), caracterizada pela necessidade de que a solugdo satisfaca condicoes especificas
nos limites de um intervalo. Esses problemas, que surgem na modelagem de fenome-
nos que dependem de condicoes de contorno, sido prevalentes em diversas areas, como
engenharia, fisica e, de forma particularmente relevante para este trabalho, economia
(JUDD, 1998). Esta secdo oferece uma introducéao abrangente aos PVF's, abordando defi-

nicoes formais, métodos de solucgéo e exemplos praticos.

Um Problema de Valor de Fronteira pode ser formalizado da seguinte maneira:

* Equacao Diferencial Ordinaria: Considere uma EDO de primeira ordem, ex-

pressa por:
dx(t)

rale f(t,x(@),x'(2)), (2.14)

onde x(¢) representa a funcao incégnita e f denota uma funcéo conhecida, depen-
dente de ¢, x(2) e x/(2).
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* Condicoes de Contorno: O problema incorpora, adicionalmente, condicoes a se-

rem satisfeitas nos extremos do intervalo [0,T'], especificadas por:
b(tp,x(tp),x () = 0, (2.15)

em que t; designam os pontos de borda (tipicamente, ¢, =0 e t, = T) e b representa

uma funcéo que define as condigdes nos pontos de contorno.

* Condicoes Iniciais e Finais: Frequentemente, as condi¢coes sdo estabelecidas em
t=0et=T. A titulo de ilustracao:

x(0)=x9 e x(T)=xp. (2.16)

A resolucdo de Problemas de Valor de Fronteira geralmente envolve a transforma-
cdo do problema continuo em um problema numérico, que pode ser solucionado por meio
de métodos algébricos e numéricos. Diversas técnicas sdo amplamente adotadas para
obter solucoes aproximadas para tais problemas, incluindo o Método dos Coeficientes de
Colocagao, o Método de Galerkin e 0 Método de Elementos Finitos (ASCHER et al., 1994,
BOYCE et al., 2020).

Em economia, os PVF's, surgem, muitas vezes, a partir de problemas de otimizacéo
dinamica, onde um agente econdmico (como um consumidor ou uma firma) busca maximi-
zar uma funcéo objetivo ao longo do tempo, sujeito a restricoes. Nesse contexto, Dorfman
(1969) apresenta uma interpretacéo econémica da teoria do controle 6timo, que frequen-
temente leva a PVFs. Arrow (1968) também discute aplica¢oes da teoria do controle em
problemas de crescimento econémico, que podem ser formulados como problemas de valor

de fronteira.

Para ilustrar a aplicacdo dos métodos de solucdo e a relevancia dos PVFs em eco-
nomia, considere o problema de otimizagao do consumo ao longo da vida, com formulacéo
retirada do livro Applied Computational Economics and Finance de Miranda e Fackler

(2004), e que serve como base para este trabalho:

* Funcao Objetivo: O agente busca maximizar a utilidade descontada ao longo da

vida, expressa por:

T
max f e PIU(C(t))d¢, (2.17)
0

onde U(C(t)) denota a funcéo de utilidade e C(¢) representa a taxa de consumo.

* Restricao de Riqueza: A restricdo intertemporal da riqueza é definida como:

cii_VtV =rW+w(t)-C(@), (2.18)

em que W(¢) corresponde a riqueza, w(t) ao fluxo de renda e C(¢) ao consumo
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* Condicoes de Contorno: Assume-se que o agente inicia sem riqueza e néo trans-
mite heranca (ou, de forma mais geral, que a riqueza final é um valor predetermi-
nado):

W(0)=0 e W(T)=0. (2.19)

Este exemplo demonstra como um problema econémico central, a otimizacédo do
consumo, pode ser formulado como um PVF (MIRANDA; FACKLER, 2004; JUDD, 1998).
A compreenséo e a aplicacdo apropriada das técnicas de resolucéao desse tipo de problema
viabilizam a abordagem de uma vasta gama de problemas reais e complexos em economia

e em outras areas.

Adicionalmente, para identificar um zero de uma funcéo nao linear f(x), com f :R —
Re f € Cl, pode-se empregar o Método de Newton. Este método iterativo busca aproxi-
mar a raiz por meio de retas tangentes a funcéo, utilizando sua derivada. O procedimento

desdobra-se nos seguintes passos:
Objetivo: Determinar um zero de f(x).

Inicializacao: Definir os critérios de parada € e §, e o ponto inicial xy. Inicializar
k=0.

Passo 1: Calcular a iteracdo subsequente:
f(xz)
f'xr)

Passo 2: Verificar o critério de parada: Se |x; —x3+1]| <€(1+ |xz+1]), prosseguir para

Xk+1 =Xk —

o Passo 3. Caso contrario, retornar ao Passo 1.

Passo 3: Registrar os resultados e interromper o processo: Se |f(xz+1)| <0, reportar

sucesso na identificacdo de um zero; caso contrario, reportar falha.

Mesmo ao identificar um ponto que satisfaca ambos os critérios € e 8, este pode néao
corresponder a um zero ou proximidade de um zero. Considere-se o caso de f(x) = x°.

Aplicando o Passo 1 a x5, obtém-se:

_ 5xp,
Xk+1 = ?7

o que resulta em uma iteracao de convergéncia lenta e linear. A problematica reside
no fato de x® apresentar-se "plano’em seu zero. De maneira mais geral, se uma funcéo
manifestar-se quase plana em um zero, a convergéncia pode tornar-se consideravelmente

lenta, e critérios de parada menos rigorosos podem conduzir a interrupcéo distante do
verdadeiro zero (JUDD, 1998; MIRANDA; FACKLER, 2004).

Questoes concernentes aos critérios de parada assumem maior relevancia no con-

texto de equacdes nao lineares, em comparagiao com problemas de otimizacao. Nesse tipo
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de problema, frequentemente considera-se satisfatério um ponto x que se aproxima do
6timo verdadeiro x* na otimizacédo do objetivo F(x). Nesses casos, a magnitude do erro
x—x" pode ser tolerada. Entretanto, ao resolver equacgoes ndo lineares, usualmente exige-
se que o erro x —x* seja minimo, tornando os critérios de parada mais criticos (JUDD,
1998; MIRANDA; FACKLER, 2004).

Essa distincdo entre a otimizacido de um objetivo e a resolucdo de equacdes néo
lineares se reflete nos métodos numéricos utilizados para resolver PVFs. Enquanto mé-
todos iterativos, como o de Newton, buscam refinar sucessivamente uma estimativa ini-
cial para minimizar o erro, os métodos espectrais, como o Método de Colocacéo, adotam
uma abordagem diferente: eles aproximam diretamente a solucdo ao expressa-la como
uma combinacao de funcoes conhecidas (BOYD, 2013). Essa técnica permite transformar
o problema diferencial original em um sistema algébrico mais tratavel, garantindo que
a solucao aproximada satisfaca a equacéo diferencial em pontos especificos do dominio
(ASCHER et al., 1994).

O Método de Colocacgao se baseia na ideia de aproximar a solucdo do PVF por uma
combinacao linear de fungdes conhecidas, chamadas fungées de base ou fungoes de inter-

polacao. A solucao aproximada, denotada por upy(x), é expressa como:

N
un() =) cjp;(x)

J=1

onde c; sdo coeficientes a serem determinados e ¢;(x) sdo as funcdes de base. No
Método de Colocacgao, esses coeficientes sdo determinados exigindo que a equacao dife-
rencial seja satisfeita exatamente em um conjunto especifico de pontos, chamados pontos

de colocagéo, no dominio do problema (BOYD, 2013).

Considerando um PVF genérico da forma:

Lu(x)=f(x), x¢€la,b]

sujeito as condi¢oes de contorno:

Bu(a)=a, Cu(b)=p
onde L é um operador diferencial linear, B e C sao operadores de contorno, e f(x) é

uma funcéao conhecida. Substituindo a solucao aproximada upy(x) na equacéo diferencial,

obtemos o residuo R(x):

R(x)=Lupn(x)— f(x)
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O Método de Colocacdo impde que o residuo seja zero nos pontos de colocacéo x;,
comi=1,2,... N:

R(x;)=Lun(x;)—f(x;)=0

Essa condicdo gera um sistema de N equacgodes algébricas para os N coeficientes
desconhecidos c;. A escolha dos pontos de colocacdo é crucial para a precisdo do mé-
todo. Pontos de colocacdo equidistantes sdo comuns, mas outras escolhas, como os noés
de Chebyshev, podem levar a uma convergéncia mais rapida (BOYD, 2013). Resolvendo
o sistema de equacdes, obtemos os coeficientes c; e, consequentemente, a solucéo aproxi-

mada upn(x).

Ja o Método de Galerkin, assim como o anterior, também aproxima a solucéo por
uma combinacio linear de funcoes de base. No entanto, em vez de impor que o residuo
seja zero em pontos especificos, esse método exige que o residuo seja ortogonal a cada
uma das funcoes de base (ASCHER et al., 1994). Matematicamente, isso se traduz nas

seguintes equacoes:

b b
f RG)$i(x)dx = f Lun@) - FE)pi)dx =0, i=1,2,..,N

Essas equacdes geram um sistema de N equacdes algébricas para os coeficientes c;.
A principal diferenca entre os Métodos de Colocagao e Galerkin reside na forma como os
coeficientes sdo determinados. Enquanto o Método de Colocacdo impde condicées pontu-
ais, o Método de Galerkin impde condigoes integrais. A escolha do método mais adequado
depende das caracteristicas do problema e das funcdes de base utilizadas. Esse método
geralmente leva a uma melhor aproximacao global da solugdo, enquanto o Método de

Colocacgao pode ser mais eficiente computacionalmente (ASCHER et al., 1994).

2.4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS: HORIZONTE FINITO E INFINITO

Em modelos dinamicos, o horizonte de tempo sobre o qual o sistema é analisado
pode ser finito ou infinito, o que leva a duas classes importantes de problemas em EDOs:
as EDOs com horizonte finito e as EDOs com horizonte infinito (CHIANG, 1992).

As EDOs com horizonte finito sdo utilizadas para modelar sistemas que evoluem ao
longo de um periodo de tempo limitado, como o problema de consumo ao longo da vida com
aposentadoria, em que o agente econdmico planeja o seu consumo até um determinado

momento no futuro (CHIANG, 1999; BLANCHARD; FISCHER, 1989).

Ja as EDOs com horizonte infinito sao utilizadas para modelar sistemas que evo-

luem indefinidamente no tempo, como o modelo de crescimento (SOLOW, 1988), em que
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o estoque de capital da economia converge para um estado estacionario no longo prazo.
A escolha entre um horizonte finito ou infinito depende da natureza do problema e dos
objetivos da analise (CHIANG, 1999).

2.4.1 EDOS coM HORIZONTE FINITO

As EDOs com horizonte finito representam uma classe de problemas matematicos
nos quais a solugdo é buscada até um ponto temporal especifico, denominado horizonte
finito (um tempo T definido). Essa categoria de problema é comum em diversos setores,
onde sistemas dinamicos sdo modelados e analisados em um intervalo de tempo delimi-
tado. O ponto final do horizonte finito configura-se como uma restricdo relevante, pois
define o limite temporal para a avaliacdo e analise das variaveis do sistema (CHIANG,
1999).

Em um problema tipico de EDO com horizonte finito, o sistema de equacées descreve
a evolucao de uma ou mais variaveis dependentes ao longo de um intervalo temporal,
sujeitas a condicoes iniciais e/ou de fronteira. A forma geral de uma EDO com horizonte

finito pode ser expressa como:

dy(t
%:f(y(t),t), t€lo,T], (2.20)

onde y(¢) representa a variavel dependente (por exemplo, consumo, riqueza ou outro
indicador do sistema), f(y(¢),t) é uma funcdo que descreve a dinamica do sistema, e ¢
e T correspondem, respectivamente, aos tempos inicial e final do intervalo considerado
(CHIANG, 1999; BOYCE et al., 2020).

Em problemas com horizonte finito, as condi¢oes de fronteira ou condicoes finais
sao fundamentais, pois descrevem o comportamento do sistema no ponto final T e deter-
minam a solucdo da equacéo diferencial. Em modelos econdomicos, por exemplo, pode-se
estabelecer uma condigao de fronteira que indique que a riqueza de um agente se esgota
ao final da fronteira. O horizonte finito inerente a esses modelos implica que sua aplica-
cdo nao se destina a descrever o comportamento do sistema indefinidamente (CHIANG,
1999; BOYCE et al., 2020).

Essa caracteristica assume relevancia em diversas situacoes praticas, nas quais o
comportamento do sistema é relevante apenas dentro de um intervalo de tempo especi-
fico, como em modelos de aposentadoria, sistemas com vida 1til limitada ou ciclo definido
(MIRANDA; FACKLER, 2004; JUDD, 1998). No contexto de modelos econdémicos, o ho-
rizonte finito representa a delimitacdo temporal para as decisdes de consumo, poupanca
ou investimento do agente. O modelo deve, portanto, capturar as escolhas otimizadas até
o término do horizonte, quando o agente ou sistema atinge um estado final (CHIANG,
1999).
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Modelos dessa natureza sédo frequentemente utilizados para prever o comporta-
mento de sistemas que exibem um ciclo ou que sédo intrinsecamente limitados em ¢. Em
um problema de EDO com horizonte finito, busca-se uma equacido que descreva a evo-
lucéo temporal de uma variavel x(¢) ao longo de um intervalo de tempo especifico [0, 7]
(JUDD, 1998).

O sistema é modelado pela seguinte equacao diferencial:

dx(t)
= f(t,x(2)), 2.21
d f(t,x(t)) ( )
onde x(¢) representa a funcdo desconhecida que descreve o comportamento do sis-
tema, e f(¢,x(¢)) € uma funcao conhecida que define a dinamica do sistema, em funcao do

tempo ¢ e da variavel x(z).

Adicionalmente a equacao diferencial, impéem-se condi¢des de contorno nos extre-
mos do intervalo [0, T'], que especificam os valores de x(¢) no inicio e no final do intervalo.

Tais condicdes de contorno sdo expressas por:

x(0)=x9 e x(T)=xr, (2.22)

onde xg denota o valor da variavel no instante inicial ¢ = 0, e x7 o valor da variavel
no instante final ¢ = T'. Essas condi¢oes revelam-se essenciais para determinar a solucéo

Unica da equacao diferencial.

Uma aplicacéo classica de EDO com horizonte finito reside no modelo de consumo
ao longo da vida, no qual o agente econémico toma decisdes econdmicas ao longo de um
periodo determinado (MIRANDA; FACKLER, 2004). Nesse contexto, a variavel x(¢) pode
representar a riqueza do agente ao longo do tempo, se esgota ao final do horizonte, e a
funcéo f(t,x(t)) pode modelar a influéncia de fatores como consumo, taxa de juros e fluxo
de renda sobre a riqueza (CHIANG, 1999; BOYCE et al., 2020).

A dinamica do consumo poderia ser modelada por uma EDO na forma dada pela

equacao (2.7):

dC® _ C@)(r-p)
dt A

Sendo esta, na verdade, uma simplificacdo. Em um modelo mais completo, a di-
namica do consumo seria derivada da equacédo de Euler, e a aversado ao risco entraria
através da curvatura da funcédo de utilidade (JUDD, 1998).

A dinamica da riqueza pode ser definida por uma EDO na forma dada pela equacéo

(2.18), onde as condi¢oes de contorno seriam W(0) = Wy e W(T') = 0, com Wy representando
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o valor da riqueza no inicio do intervalo.:

dW(t)
dt

=rW@®)+w()-C(),

A solucdo numérica dessas equacoes é obtida até o final do horizonte T, conside-

rando as condicoes de fronteira que determinam os valores de W(¢) e C(¢) no ponto final.

2.4.2 EDOS coM HORIZONTE INFINITO

As EDOs com horizonte infinito surgem em diversos contextos da matematica apli-
cada e da engenharia, especialmente quando se analisa o comportamento de sistemas ao
longo de um intervalo de tempo que se estende indefinidamente (JUDD, 1998). Modelos
com horizonte infinito sdo frequentemente utilizados quando se esta interessado no com-
portamento de longo prazo ou no estado estacionario de um sistema, onde as condigoes

iniciais se tornam menos relevantes (CHIANG, 1999).

Considere uma EDO que descreve o comportamento de um sistema em um intervalo
[0, 00):

dx(t)
dt

= f(t,x(2)), (2.23)

onde x(¢) é a funcao desconhecida e f(¢,x(¢)) é uma funcéo conhecida. Em problemas
com horizonte infinito, busca-se a solucdo da EDO para ¢ tendendo a infinito (¢ — co)
(CHIANG, 1999; BOYCE et al., 2020).

Além da EDO, condicées iniciais séo tipicamente impostas, mas, diferentemente dos
problemas com horizonte finito, ndo ha condi¢ées de contorno no "final"do intervalo, uma

vez que ele € infinito. A condicéo inicial é geralmente expressa como:

x(0) = xo. (2.24)

A resolucao de EDOs com horizonte infinito pode ser desafiadora devido a natureza

ilimitada do intervalo.

Uma EDO com horizonte infinito pode ser modelada de forma analoga a uma com
horizonte finito. A principal distincéo reside na extenséao do intervalo de tempo até ¢ — oo,

demandando métodos especificos para lidar com esse comportamento assintético.

A equacao geral pode ser expressa como na equacao (2.23), onde: x(¢) designa a
funcao desconhecida que descreve o comportamento do sistema ao longo do tempo e
f(t,x(t)) representa uma funcio conhecida que define a dinamica do sistema(CHIANG,
1999; BOYCE et al., 2020).
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Adicionalmente a equacédo diferencial, a condicdo de contorno para ¢t = 0 é usual-
mente especificada, mas a condi¢io para t — oo € definida de acordo com o comportamento
esperado da solucao (por exemplo, convergéncia para um estado estacionario) (CHIANG,
1999).

Na resolucédo de EDOs com horizonte infinito, é crucial considerar o comportamento

assintético da solucéo a medida que t — oco. A solugdo pode:

¢ Estabilizar-se: Convergir para um valor constante ou atingir um estado de equi-
librio. Este é o caso mais comum em modelos econémicos que buscam analisar o
estado estacionario (SOLOW, 1988; BLANCHARD; FISCHER, 1989).

* Divergir: Crescer ou decrescer ilimitadamente. Isso pode ocorrer em modelos de
crescimento, por exemplo (CHIANG, 1999).

* Oscilar: Apresentar um comportamento oscilatério indefinido. Este caso pode ocor-

rer em modelos com ciclos, por exemplo (CHIANG, 1999).

Exemplos de modelos que frequentemente utilizam equacées diferenciais com hori-

zonte infinito incluem:

* Crescimento Populacional: Um modelo de crescimento populacional pode ser
descrito por uma EDO com horizonte infinito. O modelo de crescimento logistico,

por exemplo, descreve a dindmica populacional como:

dP() _ _P@®
7—”’(”(1 K )

onde P(t) é a populacdo no tempo ¢, r é a taxa de crescimento intrinseca e K € a ca-
pacidade de suporte do ambiente. Neste modelo, a populacdo tende a se estabilizar
em K no longo prazo (BOYCE et al., 2020).

¢ Acumulo de Capital: Em modelos econémicos, como o modelo de Solow de cres-
cimento econdmico, o acimulo de capital ao longo do tempo pode ser modelado por

uma EDO com horizonte infinito:

dK®t)
7 = SY(t) 6K(t),

onde K(t) é o estoque de capital, s é a taxa de poupanca, Y (¢) é a producio (que

geralmente depende de K(¢)) e § é a taxa de depreciacao do capital.

Nesse modelo, que é amplamente utilizado para analisar o crescimento econémico
de longo prazo (SOLOW, 1988), o capital por trabalhador tende a um estado estaci-
onario no longo prazo (BLANCHARD; FISCHER, 1989).



2.4. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS: HORIZONTE FINITO E INFINITO 31

Outros exemplos de EDOs com horizonte infinito incluem:

Problema de Decaimento Exponencial:

dx(t)
; = —Ax(t), x(0)=xo,

onde A é uma constante positiva. Neste caso, a solucdo tende a zero a medida que ¢

tende a infinito.

Crescimento Populacional com Taxa de Crescimento Variavel:

# =r(®)P(t), P(0)= P,

onde r(t) representa a taxa de crescimento populacional variavel ao longo do tempo.

2.4.3 METODOS DE SOLUCAO

A resolucédo de EDOs com horizonte infinito ou finito exige a aplicacdo de métodos

numéricos e analiticos especificos.

Para EDOs com horizonte finito, uma abordagem comum é a discretizaciao tempo-
ral. O intervalo de tempo [0,7'] é subdividido em n subintervalos, e a solucdo da EDO é
aproximada em pontos discretos tg,%1,...,t,, onde ¢t; = iAt e At = % é o tamanho do passo.
A solucdo é entao aproximada por uma sequéncia de valores xg,x1,...,x, (BOYCE et al.,
2020).

* Método de Euler: Método elementar e direto para resolver EDOs, embora apre-

sente limitacoes em precisdo para equacgdoes complexas ou intervalos de tempo ex-

tensos (LINGE; LANGTANGEN, 2020).

* Método de Runge-Kutta: Uma familia de métodos mais avancados, sendo o de
quarta ordem (RK4) amplamente utilizado por sua maior precisdo (LINGE; LANG-
TAGEN,, 2020). A formula do RK4 é dada pelas equacdes ja apresentadas anterior-

mente.

¢ Método dos Elementos Finitos: Esse método, também conhecido como MEF,
pode ser adaptado para EDOS com horizonte finito. O intervalo é discretizado em
elementos, e a solugdo é aproximada por funcées polinomiais (fungdes de forma)
dentro de cada elemento. As equacdes diferenciais sdo multiplicadas por funcoes

de teste e integradas por partes, resultando em um sistema de equacoes algébricas
(ASCHER et al., 1994).
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Para resolver EDOs com horizonte infinito, as técnicas analiticas e numéricas que

podem ser empregadas sio:

* Método da Transformada de Laplace: Uma ferramenta poderosa, especial-
mente para EDOs lineares. A EDO é transformada para o dominio da frequéncia,
resolvida algebricamente e, em seguida, a transformada inversa é aplicada para
obter a solucéo no dominio do tempo. A Transformada de Laplace de uma funcéo
x(t) é definida como na equacao. Este método é particularmente 1util quando a EDO

possui coeficientes constantes.

A Transformada de Laplace de uma funcéo x(¢) é definida como:

(o]

X(s) = Llx(t)) = f e S'x(2)dt, (2.25)
0

onde s é a variavel complexa no dominio da frequéncia. Aplicando a Transformada
de Laplace na EDO original, a equacédo diferencial é convertida em uma equacéo
algébrica. A solucdo dessa equacdo algébrica é entdo transformada de volta ao

dominio do tempo usando a Transformada Inversa de Laplace:

x(t) = L X (s)). (2.26)

* Método de Analise Assintotica: Usado para obter solugdes aproximadas quando
t — o0o. A solugdo é expressa como uma série de termos que dominam o comporta-
mento para valores grandes de ¢. Este método busca caracterizar o comportamento
da solucao no longo prazo, mesmo que nio se consiga uma solucéo exata para todo
t (BOYCE et al., 2020).

* Método de Runge-Kutta Estendido: Uma variacdo do Método de Runge-Kutta
adaptada para intervalos longos (LINGE; LANGTANGEN, 2020).

* Método de Discretizacido Temporal com Truncamento: O intervalo infinito
é discretizado em pontos, mas com um ¢, suficientemente grande para capturar o
comportamento assintético. Métodos como Euler e Runge-Kutta siao aplicados até
t, (BOYCE et al., 2020).

¢ Método dos Elementos Finitos com Truncamento: O intervalo é truncado,
e a solucdo no intervalo finito é usada para extrapolar o comportamento para o
infinito. Em alguns casos, pode-se usar "elementos infinitos"'no MEF para lidar

com o comportamento assintético (ASCHER et al., 1994).

A escolha do método apropriado depende das caracteristicas especificas do problema
(linearidade, ordem, condi¢oes de contorno, comportamento assintético) e da preciséao de-

sejada. Em muitos casos, uma combinacédo de métodos analiticos e numéricos é utilizada.
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Por exemplo, pode-se usar analise assintética para entender o comportamento de longo
prazo e, em seguida, usar um método numérico para obter uma solucio mais precisa em
um intervalo finito, mas suficientemente longo (BOYCE et al., 2020; LINGE; LANGTAN-
GEN, 2020).

2.5 METODOS NUMERICOS EM ECONOMIA

A resolucdo de modelos econdmicos dindmicos, frequentemente expressos como EDOs
ou sistemas de EDOs, muitas vezes requer o uso de métodos numéricos. Esta secéo
aborda algumas das técnicas numéricas mais relevantes para a analise econémica, com
foco no Método de Tiro e suas variantes (JUDD, 1998).

Como ja enfatizado, modelos econdmicos que buscam representar a realidade de
forma mais precisa frequentemente levam a equacoes diferenciais néo lineares, para as
quais solucgoes analiticas sdo, em geral, desconhecidas. Portanto, o uso de métodos numé-

ricos é essencial para a andlise quantitativa desses modelos (JUDD, 1998).

Problemas de Valor Inicial (PVIs) em EDOS sio, em geral, mais simples de resolver
numericamente do que Problemas de Valor de Fronteira, pois a solucdo em cada ponto de-
pende apenas de condic¢des locais. Métodos como os procedimentos explicitos e implicitos
(como Euler e Runge-Kutta) sdo adequados para PVIs (BOYCE et al., 2020). No entanto,
PVF's impéem condigdes a solucdo em multiplos pontos, o que introduz uma complexidade

adicional e exige métodos numéricos de natureza global (JUDD, 1998).

Considere o seguinte problema de valor de contorno de dois pontos:

x=f(x,,1),
y=g(x,y,t), (2.27)
x(0)=x°, y(T)=9yT,

onde x € R*, y e R™, e x e y representam, respectivamente, dx/dt e dy/dt.

2.5.1 METODO DE TIRO

O Método de Tiro (Shooting Method) é uma abordagem fundamental para resolver
PVF's como o apresentado em (2.27). A ideia central é converter o PVF em um PVI ou
em uma sequéncia de PVIs. Como conhecemos apenas x(0) (e ndo y(0)), o Método de Tiro
"adivinha"(ou "chuta", do inglés shoot) o valor de y(0). Em seguida, um método numérico
para PVIs é empregado para resolver a EDO resultante, verificando se a solucéo obtida
satisfaz a condicéo de contorno em y(7T') (JUDD, 1998; BOYCE et al., 2020).
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Geralmente, o valor resultante de y(T') néo coincidird com a condicéo terminal y7,
exigindo que o processo seja iterativo: novas estimativas para y(0) sdo geradas até que

um valor consistente com a condicdo terminal seja encontrado.

Em detalhe, o algoritmo de tiro envolve duas etapas principais (JUDD, 1998; BOYCE
et al., 2020):

1. Estimativa Inicial: Para uma dada estimativa inicial y(0) = y°, resolve-se o se-
guinte PVI:

x=flx,y,0),
y=8(,y,%), (2.28)
x(0)=x°,  y(0)=5".

A solucédo deste PVI fornece um valor para y no tempo 7', que denotamos por
Y (T, y°) para enfatizar sua dependéncia da estimativa inicial y°. A primeira etapa,
portanto, consiste na aplicacdo de um método para PVIs (como os mencionados
anteriormente). A escolha do método e do tamanho do passo afeta a precisdo da
solucéao do PVF.

2. Ajuste da Estimativa: A segunda etapa envolve determinar o valor correto de
y%. Como a maioria das estimativas iniciais levard a um valor terminal Y (T,y°)
diferente de yT, o problema se resume a encontrar o valor de y° que satisfaz a

equacéo néo linear Y (T, y°) = y7.

Portanto, a segunda etapa envolve um método para resolver equagdes néo lineares.
O Método de Newton é uma escolha comum, mas outros métodos, como o Método
da Bissecdo ou o Método da Secante, também podem ser usados (MIRANDA; FAC-
KLER, 2004).

O Algoritmo 1 (JUDD, 1998) formaliza o Método de Tiro Genérico:
Algoritmo 1: Tiro Genérico
Objetivo: Resolver o Problema de Valor de Fronteira de dois pontos (2.27).

Inicializacdo: Escolher uma estimativa inicial y%! para y(0). Definir um critério
de parada € > 0.
i

Passo 1: Resolver o PVI (2.28) com a condicéo inicial y(0) = y%!, utilizando um

método numérico apropriado. Isso resulta em um valor y(T').

Passo 2: Verificar a condig¢do de contorno: Se |y(T)— yTl <€, a solucédo foi encontrada

0i+1 com base em yOi, y%i~1)

(PARE). Caso contrario, selecionar uma nova estimativa y
etc., utilizando um método para resolucao de equacées nao lineares (por exemplo, Método

de Newton), e retornar ao Passo 1.
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O Método de Tiro Genérico, portanto, € um algoritmo de duas camadas. A camada
interna (Passo 1) emprega um método para PVIs para calcular Y (T, y°) dado um valor
de y°. A precisdo desse procedimento interno depende do método PVI escolhido e do
tamanho do passo utilizado. A camada externa (Passo 2) resolve a equacéo néo linear
Y (T,y%) = yT. Na pratica, define-se uma sub-rotina para calcular Y (T, y%)— yT como uma
funcéo de y° e essa sub-rotina é passada para um algoritmo de busca de zeros (JUDD,
1998).

Devido a natureza numérica do procedimento interno, o erro inerente a ele pode
exigir um critério de parada menos rigoroso nos procedimentos externos. E importante
ressaltar que a convergéncia do Método de Tiro ndo é garantida para todos os PVFs. A
escolha da estimativa inicial y%* pode ser crucial para o sucesso do método (JUDD, 1998;
BOYCE et al., 2020).

Além do Método de Newton, abaixo estdo listados outros métodos para resolver a

equacdo nao linear:

* Método da Bissecao: Este método é mais robusto que o Método de Newton, mas
geralmente mais lento. Ele requer que se encontre um intervalo [a,b] tal que
Y(T,a)-yT e Y(T,b)— yT tenham sinais opostos. O método entdo repetidamente
divide o intervalo ao meio, verificando em qual subintervalo a raiz se encontra, até

que a raiz seja encontrada com a precisio desejada.

* Método da Secante: Este método é semelhante ao Método de Newton, mas apro-

xima a derivada da funcéo Y (T, y°) — T usando uma diferenca finita:

0,iy_ T
0i+1_ 0i_ YTy -y

YT yO)-Y(T,y% )
yO,i _yO,i—l

y

O Método da Secante nao requer o calculo da derivada, mas pode ter uma conver-

géncia mais vagarosa que o Método de Newton.

2.5.2 PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO DE HORIZONTE FINITO

Problemas de controle 6timo frequentemente levam a Problemas de Valor de Fron-
teira e sdo, portanto, passiveis de serem resolvidos por métodos numéricos, como tiro.

Considere um problema candnico de controle 6timo de horizonte finito (JUDD, 1998):

T
maxf e Pla(e,u, t)dt + W(x(T))
0

u(t)

s.t. x=f(x,u,t), (2.29)

x(0) = xo,
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onde x € R" sdo as variaveis de estado, u € R™ sdo os controles, p é a taxa de des-
conto, 7w é a funcéo de retorno instantaneo, W(x) é o valor do estado terminal e f é a lei
de movimento do sistema (JUDD, 1998; SYDSZATER et al., 2008).

O Hamiltoniano de valor atual é:

H(e,u, A8 = n(x,u,t) + AT fx,u,t), (2.30)

onde A € R" é o vetor de variaveis de co-estado (precos-sombra). As variaveis de co-
estado podem ser interpretadas como os precos sombra dindmicos das variaveis de estado
(SYDSZATER et al., 2008). Elas representam o valor marginal de ter um pouco mais (ou

um pouco menos) da variavel de estado em um determinado ponto no tempo.

As equacoes de co-estado sio:

A=pA—(me+ AT f). (2.31)

O principio do maximo de Pontryagin estabelece que:

u(t) e argmax H(x,u,A,t). (2.32)
u

Se H é C? e concava em u, a condicéo de primeira ordem:

0=H,(x,U(x,A,t),A,t). (2.33)

define implicitamente uma funcéo de controle 6tima u(¢) = U(x, A, ).

Substituindo u(¢) = U(x, A, t) no sistema, obtém-se um sistema de equacoes diferen-

ciais para x e A:

x=f(x,U(x,A,1),¢),

. T (2.34)
A=pA— (e, U(x, A, ), 8) + A" folx,U(x, A, t),1)),
com as condi¢oes de contorno:
x(0) =xo (2.35)
e a condicao de transversalidade:
MT) = W' (x(T)). (2.36)

Alternativamente, pode-se definir W(x(7')) = 0 e impor uma condicéo terminal x(7") =

xT, caso em que a condicéo de transversalidade é substituida por:
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o(T)=«T. (2.37)

O problema resultante é um PVF que pode ser resolvido numericamente, por exem-
plo, com o Método de Tiro (JUDD, 1998; SYDSZATER et al., 2008). A funcao U(x,A,t)
pode, em alguns casos, ser obtida analiticamente. No entanto, frequentemente é neces-
sario resolver numericamente a equacao (2.33) para u em cada passo da integracao das
equacoes (2.34). A formulacdo como um PVF destaca a natureza two-point do problema de
controle 6timo: temos condigdes iniciais para as variaveis de estado e condi¢ées terminais

(ou de transversalidade) para as variaveis de co-estado (JUDD, 1998).

O modelo de ciclo de vida (MIRANDA; FACKLER, 2004), conforme ja discutido, é

um exemplo de PVF relevante em economia. Uma formulacao simplificada é:

T
max[ e Plu(e)dt
¢ 0

st.  A=fA)+w®)-c@), (2.38)

A0)=A(T)=0,

onde u(c) é a funcao de utilidade, ¢ é o consumo, w(¢) é a taxa de salario, A(¢) sdo os

ativos, e f(A) é o retorno sobre os ativos.

O Hamiltoniano é H = u(c) + A(f(A) + w(t) — ¢), a equacdo de co-estado é A = pA —
Af'(A), e o principio do maximo implica u'(c) = A, definindo a funcéo de consumo ¢ = C(A)

(JUDD, 1998). O sistema de equacées diferenciais resultante é:

A=fA)+w-C),

. (2.39)
A=Mp - f'(A)),

com condicoes de contorno A(0) = A(T) = 0. Este sistema pode ser reescrito em

termos das variaveis observaveis c e A:

=~ ( wio) ) (f'(4) - p), (2.40)
u''(c)
A=fA)+w-c, (2.41)

mantendo as mesmas condicdes de contorno. A Figura 3 ilustra o diagrama de fase

deste sistema.

O Método de Tiro pode ser aplicado para resolver este problema. Se, para uma
estimativa inicial ¢(0) = ¢y, obtivermos A(T') <0, e para c(0) = ¢z, obtivermos A(T) > 0,
entao o valor correto de c(0) esta entre cy, e cy. O Método da Bissecdo pode ser usado

para encontrar o valor correto, como formalizado no Algoritmo 2 (JUDD, 1998).
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‘_I : c=f(A)

. b

Ag 0 AL

Figura 3 — Tiro em um problema de Ciclo de Vida
Fonte: JUDD (1998)

Algoritmo 2: Tiro de Ciclo de Vida
Objetivo: Resolver o sistema (2.39) com as condigoes de contorno A(0) = A(T) =0.

Inicializacao: Encontrar cy tal que ¢(0) = cy implique A(T) < 0, e cz, tal que

c(0) = ¢z, implique A(T) > 0. Definir uma tolerancia € > 0 e inicializar co = (¢, + cg)/2.

Passo 1: Resolver o PVI definido por (2.39) com condi¢des iniciais c(0) = co e A(0) =

0, usando um método numérico, para calcular ¢(T) e A(T).

Passo 2: Se |A(T)| <e¢, a solugao foi encontrada (PARE). Se A(T') > ¢, definir ¢z, = cy;

caso contrario, definir cg = co. Atualizar co =(cy, + cg)/2 e retornar ao Passo 1.

2.5.3 CONTROLE OTIMO DE HORIZONTE INFINITO E TIRO REVERSO

O problema candnico de controle 6timo auténomo de horizonte infinito é:

u

o0
maxf e Pla(e,u)dt
0

st &=flx,uw), (2.42)

x(0) = x9,

As condicées de primeira ordem sao semelhantes as do caso de horizonte finito
(JUDD, 1998) (equacgoes (2.31) a (2.33)), mas a condigao de transversalidade muda. Mantém-

se a condicao inicial x(0) = x9, mas a condicdo de Transversalidade no Infinito (TVCOO)

é:

lim ¢~ ‘A(t)Tx(t)‘ < oo. (2.43)
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Métodos de tiro convencionais enfrentam dificuldades em problemas de controle
6timo de horizonte infinito devido a sensibilidade da solugdo a pequenas variagoes nas
condigdes iniciais, especialmente para horizontes longos (JUDD, 1998). O Tiro Reverso

(Backward Shooting) é uma técnica mais adequada nesses casos.

A ideia central do Tiro Reverso é que, embora o estado terminal seja muito sensivel
a pequenas variacoes no "chute"inicial das variaveis de co-estado, o estado inicial é rela-
tivamente insensivel a pequenas variacoes no estado terminal (JUDD, 1998). Portanto,
em vez de "chutar"o valor das condicgoes iniciais nao especificadas e integrar para frente,
o Tiro Reverso "chuta'"o valor das condi¢des terminais néo especificadas (ou uma aproxi-

macdo do estado estacionario) e integra as equacdes diferenciais para tras no tempo.

A intuicao é que, se o sistema possui um estado estacionario estavel, trajetorias
proximas a esse estado estacionario tenderdo a convergir para ele a medida que o tempo
avanca. Ao integrar para tras a partir do estado estacionario (ou de uma aproximacéao
dele), estamos, de certa forma, "reconstruindoa trajetoria que levaria a esse estado esta-
cionario (JUDD, 1998).

Como exemplo, considere o problema de crescimento 6timo em tempo continuo com

um bem e um estoque de capital:

o0
maxf e Plue)dt
¢ Jo

st.  Ek=fk)—c, (2.44)
£(0) = ko,

onde % é o capital, ¢ é o consumo, e f(k) é a funcdo de producdo. As equacoes que

governam a dinamica de c(t) e k(t) sao:

. u(e)

!/
- - (k) )
(o) P~ ®) (2.45)
E=f(k)-c,
com condi¢oes de contorno:
k(0)=Fky, O0< tlim k()] < co. (2.46)
—00

O estado estacionario (k*,c*) é um ponto de sela, com um manifold estavel (Mg)
e um manifold instavel (My) (ver Figura 4). O diagrama de fase a seguir ilustra a di-
ficuldade de usar o Tiro "para frente"para encontrar a trajetéria que converge para o
estado estacionario: qualquer pequeno desvio do manifold estavel é amplificado ao longo
do tempo (JUDD, 1998).

No Tiro Reverso, a direcao do tempo é invertida:
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Mg

»k
k‘

Figura 4 — Tiro em um problema de ponto de sela
Fonte: JUDD (1998)

u'(c)

s — _ /k ,

¢ u'(c) (o=7'®) (2.47)
kE=—(f(k)-c).

Isso inverte as setas no diagrama de fase (Figura 5), tornando o manifold estavel
instavel e vice-versa. Comecando préoximo ao estado estacionario e integrando para tras
no tempo (usando, por exemplo, Runge-Kutta), pode-se tracar a trajetéria que, no tempo

original, convergiria para o estado estacionario (JUDD, 1998).

Na pratica, escolhe-se um tempo 7' grande e um ponto préximo ao estado estacio-
nério, (k*e,c*8), onde € e § sdo pequenas perturbacdes. Em seguida, integra-se nume-
ricamente as equacoes de tempo reverso de T' até 0. A trajetoria resultante aproxima o

manifold estavel.

O manifold estavel, obtido com o Tiro Reverso, representa a funcao de politica de
consumo, ¢ = C(k). A derivada desta funcdo no estado estaciondrio, C'(k*), pode ser
calculada usando a regra de L'Hopital, resultando em uma equacédo quadratica. A raiz
positiva desta equacéo € selecionada, pois o consumo aumenta com o capital. A funcéo
de politica C(k) pode ser aproximada numericamente integrando-se a equacéo diferencial

que a define, tanto para k£ > k* quanto para k£ < k*, usando o Tiro Reverso (JUDD, 1998).

A Figura 6 mostra os resultados do Tiro Reverso aplicado ao calculo da funcéo de

politica para um exemplo especifico.

Os pontos obtidos com o Tiro Reverso podem ser usados para construir uma aproxi-

macéo da funcao de politica C(k) usando, por exemplo, minimos quadrados.

O Tiro Reverso também pode ser estendido para problemas multidimensionais, tal

como o problema de maximizacgao de lucro multidimensional a seguir:
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c 4
Figura 5 — Tiro Reverso em um problema de ponto de sela
Fonte: JUDD (1998)
Errors
k ¢ h=0.1 h = 0.01 h =0.001
02 0.10272 0.00034 3.1(-8) 3.1(-12)
0.5 0.1478 0.000025 3.5(-9) 4.1(-13)
09 0.19069 —0.001 —-3.5(—8) 1.8(-13)
1. 0.2 0 0 0
11 0.20893 —0.00086 —-5.3(-8) ~1.2{=12)
1.5 0.24179 —0.000034 ~1.8(-9) ~2.1(-14)
2, 0.2784 —9.8(—6) —5.0(-10) 3.6(—15)
5 0.31178 —5.0(—6) -2.6(-10) -1.3(—14)
28 0.33068 —3.8(—6) ~1.9(-10) —1.2(—14)
Figura 6 — Tabela de crescimento 6timo com Tiro Reverso
Fonte: JUDD (1998)
0o n n YiIz
maxf e "t n(k) - Zli - Lldt, (2.48)
0 i=1 -1 2
sujeito a:
ki=1;, i=1,.,n, (2.49)
(0)=E°, (2.50)

onde k& é um vetor de estoques de capital, n(k) é o lucro, r é a taxa de juros, e I; sdo os

investimentos. As equacoes de co-estado sdo 1; =rA; —;, e o principio do maximo leva
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Ai—1

o O sistema resultante é:
12

as regras de investimento I; =

Yi (2.51)

com condicéo inicial £(0) = %°.

No Tiro Reverso, fixa-se k(T') = k* (o estado estaciondrio) e busca-se um vetor de co-
estados AT que seja consistente com a condicéo inicial £(0) = k° (JUDD, 1998). Integra-se

o sistema de tempo reverso:

ki=-=Dy;h, i=1..,m,

. (2.52)
Ai=-rA; +7l',;(k), 1=1,...,n,

para tras no tempo, a partir de 2(T) = k* e M(T) = AT. Encontrar AT envolve resolver a
equacéo nao linear K(0,AT)—£% =0, onde K(0,A7) é o valor de %(0) obtido pela integracéo
reversa. Aumenta-se progressivamente o valor de T até que a solucéo AT convirja para o
valor desejado. Este processo de aumentar T é analogo a se aproximar cada vez mais do

estado estacionario no problema de tempo continuo original (JUDD, 1998).

O Tiro Reverso, embora mais estavel que o Tiro "para frente"em muitos problemas
de controle 6timo de horizonte infinito, ndo é garantidamente superior em todos os casos.
A escolha entre os métodos depende da natureza especifica do problema e da estrutura
de estabilidade do estado estacionario (JUDD, 1998). Em particular, a estabilidade do
estado estacionario (se ele é um ponto de sela, um né estavel, etc.) determina se o Tiro

Reverso sera eficaz.



3 METODOLOGIA

Este capitulo detalha a metodologia empregada na resolucéo do problema de otimi-
zacao intertemporal do consumo ao longo da vida, apresentado no capitulo anterior. Seréao
apresentados, em sequéncia, a formulacdo matematica do problema, a justificativa para
a escolha do método numérico de resolucio (com énfase na funcao solve_bvp da bibli-
oteca SciPy), a implementacédo computacional em Python e, por fim, os procedimentos de
validacéo dos resultados (LINGE;LANGTANGEN, 2020).

O problema central deste trabalho, conforme introduzido até aqui, consiste na oti-
mizacao intertemporal do consumo. Um agente econémico racional busca maximizar sua
utilidade ao longo da vida, estando sujeito a uma restricdo orcamentaria. A modela-
gem matematica deste problema, que sera detalhada a seguir, envolve a definicdo das
equacoes diferenciais que descrevem a dinamica do consumo e da riqueza, bem como as
condi¢des de contorno (JONES et al., 2001). Este foi um modelo proposto por Miranda e
Fackler (2004) no livro Applied Computational Economics and Finance.

O modelo de consumo ao longo da vida é formulado como um problema de controle
6timo. O agente econdmico busca maximizar a utilidade descontada ao longo do tempo, o
que é matematicamente expresso por (MIRANDA;FACKLER, 2004):

T
max f e PIUC))dt (3.1)
c@ Jo

Esta maximizacéo, no entanto, néo € irrestrita. O agente esta sujeito a uma restri-

cao intertemporal de riqueza, que limita suas escolhas de consumo:

W' = % =rW+w(t)-C(@?), (3.2)

onde, conforme definido anteriormente:

W(t) representa a riqueza do agente no tempo ¢;

* r designa a taxa de retorno sobre investimentos;

w(t) corresponde ao fluxo de renda ao longo do tempo;

C(t) denota o consumo do agente;
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* p representa a taxa de impaciéncia (ou taxa subjetiva de desconto);

* U(C) indica a funcao de utilidade do consumo.

Para representar as preferéncias do agente, adota-se, neste estudo, a funcdo de
utilidade com coeficiente de aversao ao risco absoluto ou CARA (Constant Absolute Risk

Aversion):

~ (Cl—/l _ 1)
U= 1 (3.3)

onde A representa o coeficiente de aversdo absoluta ao risco (e seu inverso, 1/A,
representa o coeficiente de aversido relativa ao risco) (MIRANDA;FACKLER, 2004). A
funcéo de utilidade CARA é amplamente utilizada em modelos econémicos devido a sua
tratabilidade matematica e as suas propriedades desejaveis (como aversao ao risco cons-

tante).

A funcédo de consumo é descrita pela equacao diferencial:

, U©)
C = U"(C)

(r—p), (3.4)

Essa equacao indica que a trajetéria do consumo depende da relacio entre a taxa de
juros e a taxa de impaciéncia do agente econdmico, onde C’ representa a taxa de variacéo
do consumo ao longo do tempo (MIRANDA;FACKLER, 2004).

Além das equagdes que governam a dindmica do sistema, a resolucdo numérica do
modelo requer a definicdo de condigdoes de contorno. Neste caso, sdo consideradas as

seguintes:

w@©0)=0, W(T)=0, (3.5)

Essas condigoes expressam a auséncia de riqueza inicial e final do agente, ou seja, o
agente comeca sem riqueza e ndo deixa heranca (ou, de forma equivalente, consome toda
a sua riqueza até o final do horizonte de planejamento) (MIRANDA;FACKLER, 2004).

E importante ressaltar que a modelagem do problema de consumo ao longo da vida,
como apresentada, incorpora algumas hipéteses simplificadoras (MODIGLIANI, 1985).
Assume-se, por exemplo, que o agente econéomico dispoe de informacoes perfeitas acerca
de seu fluxo de renda futuro e da taxa de retorno sobre investimentos. Além disso, a fun-
cdo de utilidade CARA pressupoe que a averséo ao risco do agente permanece constante
ao longo do tempo (MIRANDA;FACKLER, 2004).

O modelo também n&o contempla a possibilidade de ocorréncia de eventos inespe-

rados, como choques de renda ou desemprego. Apesar dessas simplificacées, o modelo
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oferece um arcabouco 1util para analisar as decisdoes de consumo e poupanca em um con-
texto intertemporal, e a utilizacdo de métodos numéricos permite flexibilizar algumas

dessas hipéteses em futuras extensoes.

3.1 ESCOLHA DO METODO NUMERICO PARA RESOLUCAO DO PVF

A formulacao do problema de consumo e poupanca resulta em um Problema de Valor
de Fronteira. Para a resolucdo numérica deste PVF, optou-se pela utilizacdo da funcéo
solve_bvp da biblioteca SciPy (LINGE;LANGTANGEN, 2020; JONES et al., 2001).
Essa funcdo implementa um método de colocacdo, que aproxima a solucdo por meio de
uma combinacédo de funcées de base e impde que a equacio diferencial seja satisfeita em
pontos especificos do dominio (BOYD, 2013; ASCHER et al., 1994).

O método acima aproxima a solucdo da equacéo diferencial, y(¢), por uma combina-

cao linear de funcoes base, ¢;(?):

n

y@) =) cigi(), (3.6)
i=1
onde c¢; sdo os coeficientes a serem determinados. As funcdes base séo, geralmente,
polindémios, como polinémios de Lagrange ou splines ctubicos. A fungdo solve_bvp uti-
liza, por padréo, polinomios de grau até quatro (JONES et al., 2001). A escolha das fun-
coes base afeta a preciséo e a estabilidade da solucao (LINGE; LANGTANGEN, 2020).

Os coeficientes c; sdo determinados de modo que a solugdo aproximada satisfaca:

1. As condic¢oes de contorno: A solugao aproximada deve ter os valores especifica-
dos nos extremos do intervalo (BOYD, 2013; ASCHER et al., 1994).

2. A equacao diferencial em um conjunto de pontos de colocacdao: Em vez
de exigir que a equacédo diferencial seja satisfeita em todos os pontos do intervalo
(o que seria praticamente impossivel para uma solucdo aproximada polinomial), o
método de colocacdo exige que ela seja satisfeita em um ndmero finito de pontos,

t1,t9,...,tm, dentro do intervalo. Esses pontos sdo os pontos de colocacdo (BOYD,
2013; LINGE; LANGTANGEN, 2020).

A escolha dos pontos de colocacao também é importante. Uma distribuicdo uni-
forme dos pontos é uma opcéo, mas outras escolhas, como os pontos de Chebyshev, podem
levar a uma melhor precisdo e estabilidade numérica. A funcdo solve_bvp usa, in-
ternamente, uma estratégia adaptativa para selecionar os pontos de colocacido (LINGE;
LANGTANGEN, 2020; JONES et al., 2001).
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Ao impor que a solucdo aproximada satisfaca a equacéo diferencial nos pontos de
colocacgdo e as condicdes de contorno, obtém-se um sistema de equacdes néo lineares para
os coeficientes c¢;. A funcdo solve_bvp resolve esse sistema de equacdes nédo lineares
de forma iterativa, utilizando um algoritmo baseado no Método de Newton. Em cada
iteracdo, o0 Método de Newton lineariza o sistema de equacdes em torno da estimativa
atual da solucéo e resolve o sistema linearizado resultante para obter uma nova estima-
tiva. Esse processo é repetido até que a solugdo convirja (ou seja, até que a diferenca
entre duas iteracdes sucessivas seja menor do que uma tolerdncia especificada) (LINGE,;
LANGTANGEN, 2020; JONES et al., 2001).

A escolha do método de colocacgao e da funcéo solve_bvp foi motivada por diversos

fatores:

O solve_bvp é uma ferramenta adequada para lidar com PVFs néo lineares, como
o problema de consumo em questdo, uma vez que a equacéo para ¢ apresenta néo lineari-
dade. A biblioteca SciPy implementa esse método de forma eficiente e robusta, garantindo
sua aplicabilidade em diversos contextos (LINGE; LANGTANGEN, 2020; JONES et al.,
2001). Além disso, o método de colocacao utilizado permite obter solucdes precisas, espe-
cialmente em problemas com solucoes suaves, que sao frequentes em analises econdmicas
(BOYD, 2013; ASCHER et al., 1994).

Em particular, o método de colocacdo de quarta ordem, empregado pela funcéo,
possui uma taxa de convergéncia mais rapida em comparacao com métodos de diferen-
cas finitas de ordem inferior, para um mesmo nimero de pontos de discretizacdo. Essa
caracteristica melhora a eficiéncia computacional sem comprometer a precisao dos resul-
tados. Quando bem implementado, esse método garante uma boa taxa de convergéncia,
tornando-se uma abordagem confiavel para a resolucdo de problemas de valor de fron-
teira ndo lineares (BOYD, 2013; LINGE; LANGTANGEN, 2020).

Embora existam outros métodos numéricos para resolver PVFs, como o método das
diferencas finitas e o método dos elementos finitos, o método de colocacédo, implementado
na funcdo solve_bvp, mostrou-se mais adequado para este problema especifico (JONES
et al., 2001). O método das diferencas finitas, apesar de sua simplicidade conceitual, pode
exigir um nimero maior de pontos de discretizacdo para alcancar a mesma precisdo do
método de colocacio, especialmente em solucées com variacoes rapidas ou derivadas de
alta ordem (ASCHER et al., 1994).

Por outro lado, o método dos elementos finitos é mais geral e flexivel, sendo parti-
cularmente ttil para problemas com geometrias complexas, o que nao se aplica ao caso
em questdo. No entanto, sua implementacio é mais complexa e pode ser computacio-
nalmente mais custosa para problemas unidimensionais simples, tornando o método de
colocacdo uma alternativa mais eficiente e pratica para a abordagem adotada (BOYD,
2013; LINGE; LANGTANGEN, 2020.
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Para garantir a convergéncia do método numérico, é crucial monitorar os residuos
das equacdes diferenciais e das condi¢des de contorno (MIRANDA;FACKLER, 2004). Os
residuos, R(¢), representam o "erro"da solucdo aproximada em relacao a equacéo diferen-
cial e as condicoes de contorno. Por exemplo, para a equacio diferencial x = f(x,y,t), o

residuo em um ponto ¢; seria dado por:

R(t;) = x(t;) — f(x(2:), y(¢:),¢1), (3.7)

onde x(¢;), x(t;) e y(t;) sdo os valores da solugdo aproximada (e suas derivadas) no
ponto ¢;. Idealmente, o residuo seria zero em todos os pontos, no entanto, como estamos
usando uma solugdo aproximada, havera um pequeno erro MIRANDA;FACKLER, 2004).
Espera-se que esses residuos diminuam a medida que a solu¢gdo numeérica se aproxima
da solucao exata (ou, em termos praticos, a medida que o nimero de pontos de colocacéo
aumenta ou que o algoritmo iterativo interno do solve_bvp converge) (JONES et al.,
2001). O algoritmo é interrompido quando os residuos (ou a diferenca entre iteracoes
sucessivas da solucdo) ficam abaixo de uma tolerancia pré-especificada (LINGE; LANG-
TANGEN, 2020; JONES et al., 2001).

3.2 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL EM PYTHON

A implementacdo computacional do modelo foi realizada em Python, uma lingua-
gem de programacdo amplamente utilizada em computacio cientifica devido a sua sin-
taxe clara, a sua vasta colecéo de bibliotecas e a sua facilidade de uso (LINGE; LANTAN-
GEN, 2020).

As principais bibliotecas empregadas foram:

* NumPy (Numerical Python): Utilizada como base para todas as operagoes numé-
ricas, fornecendo estruturas de dados eficientes (arrays) e funcées matematicas oti-

mizadas.

* SciPy (Scientific Python): Utilizada para a resolucdo numérica do problema de va-
lor de fronteira. Especificamente, a funcdo solve_bvp domédulo scipy.integrate

foi empregada.

* Matplotlib: Utilizada para a visualizacéo grafica dos resultados.

A Listagem 3.1 apresenta a importacao dessas bibliotecas no codigo.

1 |import numpy as np
2 |from scipy.integrate import solve_bvp

3 |import matplotlib.pyplot as plt
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Listing 3.1 — Bibliotecas

O codigo foi estruturado de forma modular, com fungdes separadas para cada etapa
do processo, facilitando a leitura, manutencdo e modificacdo (LINGE; LANTANGEN,
2020). As principais funcées implementadas sdo: definicdo das funcoes de utilidade e
renda, definicdo do sistema de equacoes diferenciais, definicdo das condi¢des de contorno,
definicdo dos valores de chute inicial, resolu¢cdo numérica do PVF e visualizacéo dos re-

sultados.

As funcoes que representam a utilidade do agente e o fluxo de renda ao longo do

tempo sdo apresentadas nas Listagens 3.2 e 3.3, respectivamente.

def U(C):
return (Cxx (1 - lambda ) - 1) / (1 - lambda_)

def U_prime(C, epsilon=le-6):
C = np.maximum(C, epsilon)

return (C + epsilon) *x*(—lambda_)

def U_double_prime (C, epsilon=le-6):

Listing 3.2 — Funcgoes de Utilidade

# Parte A: Fluxo de renda antes da aposentadoria

Listing 3.3 — Funcao da Renda

® U (C):Implementa a funcdo de utilidade com aversao absoluta ao risco constante.

* U_prime (C): Calcula a utilidade marginal, correspondendo a primeira derivada

da funcéo de utilidade.

U_double_prime (C): Determina a segunda derivada da funcao de utilidade, re-

fletindo a variacao da utilidade marginal.

w(t): Modela o fluxo de renda do agente ao longo do tempo, especificando sua

evolucéo dinamica.

As equacoes diferenciais que governam a dinamica do consumo e da riqueza, jun-
tamente com as condi¢des de contorno, sdo definidas nas Listagens 3.4 e 3.5, respectiva-

mente.
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# Parte A: Equacgcdes diferenciais

def odes_al(t, vy):

C, W=y # C(t): Consumo; W(t): Riqueza
dC_dt = - (U_prime(C) / U_double_prime(C)) * (r — rho) # Dindmica

"""Equagbes diferencialis para a parte A."""

do consumo

Listing 3.4 — Equacdes Diferenciais

# Parte A: Condigbes de contorno

def bc_al(ya, yb):

Listing 3.5 — Condic¢des de Contorno

odes_a (t, v): Defineosistema de equacoes diferenciais, onde y = [C(¢), W(¢)Ilrepresenta
o vetor de estado. Essa fun¢do recebe o tempo ¢ e o vetor y como entrada, retornando

as derivadas temporais do consumo e da riqueza.

bc_a (ya, yb): Especifica as condi¢oes de contorno do problema. A funcéo re-
cebe os valores do vetor de estado nos extremos do intervalo, ya (ponto inicial) e
yb (ponto final), e retorna os residuos que representam as restrigoes impostas as

condicbdes de contorno.

A definicdo dos parametros do modelo é realizada conforme a Listagem 3.6.

T = 45 # Horizonte temporal até a aposentadoria
T_ret = T + 20 # Periodo adicional apds aposentadoria
r = 0.2 # Taxa de juros

lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco

rho = 0.6 # Taxa de impaciéncia

w0 = 1 # Renda inicial maxima

alpha = 0.15 # Taxa de crescimento da renda

Listing 3.6 — Definicdo dos Parametros do Modelo

T': Horizonte temporal total do problema.
T,.;: Horizonte temporal ajustado para incluir a fase de aposentadoria.
r: Taxa de juros, representando o retorno sobre o capital ao longo do tempo.

A: Coeficiente de averséo ao risco, indicando a sensibilidade do agente a incerteza.
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* p: Taxa de impaciéncia, refletindo a preferéncia temporal do agente pelo consumo

presente em relacéo ao futuro.

* wy: Nivel inicial da renda, determinando a base do fluxo de receitas ao longo do

tempo.

* a: Taxa de crescimento da renda, representando a evolucdo da renda ao longo do

tempo.

Para a resolugao numérica do PVF, é necessario fornecer um chute inicial para a
solucdo (JONES et al., 2001). A qualidade desse chute inicial pode influenciar a con-
vergéncia do método numérico. No presente trabalho, o chute inicial para o consumo foi
um vetor constante de valor 0.1, e o chute inicial para a riqueza foi um vetor de zeros
(Listagem 3.7).

# Valores iniciais aproximados para a solugdo numérica
t_a = np.linspace (0, T, 100)
y_a = np.zeros((2, t_a.size))

y_a[0] = 0.1 # Consumo inicial aproximado

t_b = np.linspace (0, T_ret, 100)

Listing 3.7 — Valores Iniciais Aproximados

A resolucédo numérica propriamente dita é realizada pela funcdo solve_bvp da bi-
blioteca SciPy (Listagem 3.8). Essa funcéo recebe como entrada as equacéoes diferenciais,
as condicoes de contorno, o vetor de tempo e o chute inicial, retornando um objeto que

contém a solucdo aproximada.

# Resolver o problema de valor de contorno para a parte A

Listing 3.8 — Resolu¢ao Numérica do BVP

Finalmente, a biblioteca Matplotlib é utilizada para a visualizacédo grafica dos re-
sultados (Listagem 3.9). Os graficos gerados incluem as trajetérias de consumo e riqueza
ao longo do tempo, bem como os residuos das equacoes diferenciais (para avaliacdo da

precisao).

sol_b = solve_bvp(odes_b, bc_b, t_b, y_b)




9

10

11

12

3.3. VALIDACAO E ANALISE DOS RESULTADOS 51

plt.figure(figsize=(12, 12))

# Parte A: Solucdo

plt.subplot (3, 2, 1)

plt.plot (sol_a.x, sol_a.y[0], label=’"Consumo C(t)’, color="blue’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel (' Consumo C(t) ")

Listing 3.9 — Visualizacéo dos Resultados - Plot Parte A

A estrutura modular do cédigo, juntamente com os comentarios detalhados, torna
sua compreensao mais intuitiva e facilita tanto a modificacdo quanto a adaptaciao do mo-
delo para diferentes cenarios e objetivos de pesquisa. Essa organizacio permite ajustes
eficientes nos parametros e funcoes, favorecendo a exploracdo de novas hipéteses e a ex-
tensao do modelo para aplicacdes mais abrangentes (LINGE; LANTANGEN, 2020).

3.3 VALIDACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

A validacédo dos resultados numéricos é uma etapa crucial para garantir a confiabi-

lidade das conclusdes do trabalho. Essa validacdo envolveu os seguintes procedimentos:

* Analise dos Residuos: Verificar se os residuos das equacoes diferenciais e das
condicoes de contorno sio suficientemente pequenos (MIRANDA;FACKLER, 2004).
Os residuos sdo calculados substituindo a solu¢do numeérica nas equagdes originais

e verificando o quéo proximo de zero o resultado se encontra.

* Analise de Sensibilidade: Isso envolve variar os parametros do modelo (como
a taxa de juros, o coeficiente de aversao ao risco, etc.) e observar como a solucdo

numérica (as trajetorias de consumo e riqueza) se altera.

* Validacao com Sydsater: Como forma de validacéo adicional, e para demonstrar
a correcio da implementacdo numérica, o cédigo foi testado em um problema de
referéncia com solucdo analitica conhecida: o problema de consumo 6timo proposto
por Sydseater et al. (2008).

O problema proposto no livro Further Mathematics for Economic Analysis aborda
um agente econdmico que busca maximizar a utilidade intertemporal do consumo, sujeito
a uma restricao orcamentaria. Em contraste com o modelo com aposentadoria, o exercicio
em questao considera um horizonte temporal infinito e uma taxa de juros constante. A so-
lucéo para este problema, conforme demonstrado por Sydsater et al. (2008), é conhecida
analiticamente e possui um cenario especial no qual consiste em um nivel de consumo

constante ao longo do tempo, a depender de algumas condicées.
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Foram realizados dois testes em relacao ao problema do consumo 6timo, utilizado

como modelo de referéncia. O primeiro teste envolveu a adaptacédo do cédigo original,

enquanto o segundo consistiu na implementacéo direta no cédigo original.

O codigo adaptado para o teste de validacéo, apresentado na Listagem A.2, passou

por adaptacoes para garantir sua aderéncia as hipéteses do problema de consumo 6timo.

Essas alteracdes visaram simplificar a estrutura do modelo, tornando-o mais compati-

vel com o problema de referéncia, ao mesmo tempo em que asseguram a fidelidade dos

resultados obtidos na solugdo numérica:

9

Parametros: Foram redefinidos para alinhar o modelo ao cenario descrito no exer-

cicio, garantindo consisténcia com a formulacéo teérica.

T = 20 # Horizonte temporal

r = 0.15 # Taxa de juros

rho = 0.1 # Taxa de impaciéncia

wO =1 # Renda inicial maxima
lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco

alpha = 5 # Pardmetro da fung¢do de renda

Listing 3.10 — Validacgéo - Definicdo de Parametros

Funcao de renda: Modificada para representar um fluxo de renda constante ao

longo do tempo, conforme estipulado pelo problema de referéncia.

def w(t):
mn "Renda' mmn

return w0 * np.ones_like (t) # Renda constante

Listing 3.11 — Validacéo - Funcao de Renda

Equacoes diferenciais: Reformuladas para incorporar a funcéao de preco sombra,
elemento essencial na resolucéo do problema conforme a abordagem de Sydsaeter
et al. (2008).

def equations(t, y):

""rsistema de equagbes diferenciais."""

C, W=y
# Equacdo de estado (riqueza)
dWwdt = r « W + w(t) - C

# Equacdo de co-estado (multiplicador de Lagrange) - da
condig¢do de primeira ordem

p = np.exp(-rho « t) x U_prime (C)

dpdt = -p * r
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10 # Como estamos resolvendo para C e W, e ndo para p,
11 # usamos a condicdo de primeira ordem para expressar C em

termos de \rho:

12 # dcdt = (r - rho) % C

13

14 dCdt = - (U_prime(C) / U_double_prime(C)) * (r — rho)
15

16 return np.vstack ((dCdt, dwdt))

Listing 3.12 — Validacao - Funcao de Renda

* Condicoes de contorno: Ajustadas para garantir coeréncia com o modelo de re-
feréncia, assegurando que a riqueza inicial e final respeitem as restricoes impostas

pelo problema.

1 |def boundary_conditions(ya, yb):

2 """Condigcbes de contorno."""

3 WO = 1 # Alterar aqui a riqueza inicial

4 WT = 0 # Alterar aqui a riqueza final

5 return np.array([yal[l] - WO, yb[1]]) # W(0) = w0, W(T) = 0

Listing 3.13 — Validacgéo - Funcido de Renda

* Remocao da aposentadoria: O codigo referente a aposentadoria foi eliminado,

visto que o problema de referéncia nédo possui essa restricao.

Similarmente a validacdo do modelo, a analise de sensibilidade teve como objetivo
avaliar o impacto de variacoes nos parametros-chave do modelo, especificamente a taxa
de juros (r) e a taxa de impaciéncia (p), sobre as trajetérias de consumo e riqueza do
agente (DEATON, 1992). Através da modificacdo sistematica desses parametros, foi pos-
sivel observar como o comportamento 6timo do agente se altera em diferentes cenarios

econdmicos.

Primeiramente, o cédigo foi executado com os paradmetros originais (r =0.1 e p =
0.6), estabelecendo uma linha de base para comparacido. Em seguida, a taxa de juros
foi elevada para r = 0.2, simulando um ambiente econémico mais favoravel ao investi-
mento. Posteriormente, a taxa de impaciéncia foi reduzida para p = 0.1, representando
um agente com maior preferéncia pelo consumo futuro. Essas alteracées permitiram ex-
plorar como as decisdes 6timas de consumo e poupanca respondem a mudancgas no retorno

dos investimentos e nas preferéncias intertemporais do agente.

T = 45 # Horizonte temporal até a aposentadoria
T ret = T + 20 # Periodo adicional apds aposentadoria

r = 0.2 # Taxa de juros
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lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco

rho = 0.1 # Taxa de impaciéncia

w0 = 1 # Renda inicial maxima

alpha = 0.15 # Taxa de crescimento da renda

Listing 3.14 — Parametros Alterados - Taxa de Juros e Impaciéncia

Complementando a analise de sensibilidade, a validacao do modelo numérico foi re-
alizada através da comparacéo como caso especial do problema de consumo 6timo (SYDSZE-
TER et al.,2008). O cédigo original foi adaptado para simular esse cenario, igualando p
e r e avaliando a preciséo e capacidade do modelo em chegar nos resultados tedricos co-

nhecidos sem a necessidade de adaptacao significativa.

T = 45 # Horizonte temporal até a aposentadoria
T ret = T + 20 # Periodo adicional apds aposentadoria
r = 0.1 # Taxa de juros

lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco

rho = 0.1 # Taxa de impaciéncia

w0 = 1 # Renda inicial maxima

alpha = 0.15 # Taxa de crescimento da renda

Listing 3.15 — Parametros Alterados - Consumo Constante

Os procedimentos adotados na implementacéo do cédigo e do modelo foram cuida-
dosamente planejados para garantir uma solucdo numérica eficiente, conciliando preci-
sdo e viabilidade computacional. Além disso, a escolha de ferramentas e bibliotecas de
software livre permitiu a replicacdo e a acessibilidade do modelo, assegurando que sua

implementacao seja sustentavel e amplamente utilizavel sem custos adicionais.



4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta e discute os resultados obtidos com a implementacédo nu-
mérica do modelo de consumo ao longo da vida, descrito em detalhes no Capitulo 3 (Me-
todologia). O foco principal é analisar a reprodutibilidade e a resolucéo de problemas de
valor de fronteira utilizando o cédigo desenvolvido e, em segunda instancia, avaliar como
as trajetorias 6timas de consumo e riqueza de um agente econdomico sao afetadas por va-
riacoes em parametros-chave do modelo, como a taxa de juros, a aversao ao risco, a taxa
de impaciéncia e a renda projetada. Antes de apresentar os resultados das simulacoes, é

crucial validar o modelo.

Os resultados obtidos com o cédigo modificado corroboram a previsdo tedrica de
Sydseeter et al. (2008). Ao igualar a taxa de juros a taxa de impaciéncia, observou-se
que o nivel de consumo se mantém constante ao longo do tempo, indicando que o agente

otimiza sua utilidade intertemporal ao suavizar seu consumo.

A condicdo de consumo constante emerge no problema do consumo 6timo quando
a taxa de juros r se iguala a taxa de preferéncia intertemporal p. Nessa situacéo, o
agente se torna indiferente entre consumir no presente ou no futuro, resultando em uma

trajetéria de consumo uniforme ao longo do tempo.

Ao implementar essa condicdo no codigo e executar a simulacdo sob essa premissa,
a solucdo numérica converge para um nivel de consumo constante, demonstrando coerén-
cia com a teoria (SYDSZTER et al.,2008). Além disso, a trajetéria da riqueza segue um
padrao esperado: inicialmente crescente, atingindo um pico e, posteriormente, decres-
cendo até zero no horizonte temporal, o que esta em conformidade com as condigdes de

contorno do problema.

A Figura 7 ilustra as trajetorias de consumo e riqueza obtidas com o cédigo adap-

tado, confirmando a validacdo do modelo.

A validacdo do cédigo com o problema do consumo 6timo permitiu verificar a cor-
recido da implementacdo numeérica e a capacidade do cédigo em reproduzir resultados
teoricos conhecidos (LINGE; LANTANGEN, 2020; SYDSZATER et al.,2008). Essa etapa
se revelou fundamental para aumentar a confianca nos resultados obtidos com o modelo
original (com aposentadoria) e assegurar sua validade para a analise do problema de

consumo ao longo da vida.
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Figura 7 — Consumo Otimo: Trajetérias de Consumo e Riqueza
Fonte: Elaboracéo prépria

A Figura 8 apresenta os resultados da validacdo, que demonstrou, como esperado,
que o consumo permanece constante, corroborando a previsio tedrica e evidenciando a
precisdo da implementagio numérica. Ao igualar a taxa de juros a taxa de impaciéncia,
observa-se que o nivel de consumo se mantém inalterado ao longo do tempo, indicando

que o agente otimiza sua utilidade intertemporal ao suavizar seu consumo.

A condiciao de consumo constante no problema de Sydsaeter surge quando a taxa de
juros r se iguala a taxa de preferéncia intertemporal p. Nesse cenério, o agente se torna
indiferente entre consumir no presente ou no futuro, resultando em uma trajetéria de

consumo uniforme ao longo do tempo.

Caso especial: rho = r. Consumo constante.

Consumo (p = 0.15, r = 0.15) Evolugao da Riqueza
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Figura 8 — Consumo Otimo: Trajetérias de Consumo e Riqueza - Caso Especial:
Consumo Constante
Fonte: Elaboracio prépria
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A reproducéo precisa desse resultado analitico confere confianca a implementacéo
numérica e permite prosseguir com a analise de cenarios mais complexos, com a variacédo

de parametros, com a seguranca de que o modelo esta funcionando corretamente.

4.1 CONSUMO E RIQUEZA ANTES DA APOSENTADORIA

A parte A do modelo descreve o comportamento do agente antes da aposentadoria,
quando ele ainda possui um fluxo de renda crescente, modelado por uma funcéo logistica
w(t) = %, que captura a dindmica de aumento de renda ao longo da carreira profissi-
onal até a estabilizacdo em um patamar wg. O objetivo do agente é maximizar sua uti-
lidade ao longo da vida, decidindo quanto consumir e quanto poupar em cada periodo. A
funcéo utilidade CARA, U(C) = %, implica uma averséao absoluta ao risco constante,

representando a preferéncia do agente por suavizar o consumo ao longo do tempo.

plt.figure (figsize=(12, 12))

# Parte A: Solucdo

plt.subplot (3, 2, 1)

plt.plot(sol_a.x, sol_a.y[0], label=’"Consumo C(t)’, color='"blue’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel (' Consumo C(t) ")

plt.title('Parte A: Consumo antes da aposentadoria’)

plt.legend()

plt.subplot (3, 2, 2)

plt.plot(sol_a.x, sol_a.y[l], label="Riqueza W(t)’, color='"green’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ('Riqueza W(t)")

Listing 4.1 — Consumo - Antes da Aposentadoria

A Figura 9 ilustra as trajetorias 6timas de consumo e riqueza antes da aposentado-

ria.

O gréafico do consumo C(¢) (curva azul) exibe um comportamento decrescente ao
longo do tempo. Este resultado, aparentemente contraintuitivo dada a funcao logistica
e a expectativa de aumento da renda, decorre da combinacéo da funcao utilidade CARA
com uma taxa de impaciéncia p maior que a taxa de juros r. A alta impaciéncia, refletida
em p >r, leva o agente a dar um peso significativamente maior a utilidade do consumo
presente em relagdo ao consumo futuro. Assim, mesmo com a renda crescendo, o agente
opta por consumir mais no inicio e reduzir o consumo gradualmente ao longo do tempo,

priorizando a satisfacdo imediata.
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Parte A: Consumo antes da aposentadoria Parte A: Rigueza antes da aposentadoria

—— Consumo C(t) 04

—4

Consumo C(t)
Riqueza W(t)

o4 —— Riqueza W(t)

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Tempo t Tempo t

Figura 9 — Trajetorias de Consumo e Riqueza Antes da Aposentadoria.
Fonte: Elaboracéo prépria

O grafico da riqueza W(t) (curva verde) inicia em zero, conforme a condicéo de con-
torno W(0) = 0, atinge um valor minimo negativo e entfdo cresce até retornar a zero no
momento da aposentadoria 7', cumprindo a condicdo W(T') = 0. A riqueza negativa na pri-
meira parte da vida indica um provavel endividamento, justificado pela alta impaciéncia
do agente, que prefere antecipar o consumo futuro tomando empréstimos. A medida que
a renda aumenta, o agente, mesmo em déficit, comeca a poupar reduzindo o seu endi-
vidamento. Essa poupanca, mesmo em um contexto de riqueza inicialmente negativa,
é essencial para garantir a suavizagao do consumo ao longo do tempo e para cumprir a

restricdo de riqueza nula ao final do periodo de trabalho.

plt.legend()

# Parte A: Residuos

res_c_a, res_w_a = residuals_a(sol_a.x, sol_a.y)
plt.subplot (3, 2, 3)

plt.plot (sol_a.x, res_c_a, label="Residuo C(t)’, color="blue’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ('Residuo de C(t)’)

plt.title('Parte A: Residuo do Consumo’)

plt.legend()

plt.subplot (3, 2, 4)

plt.plot (sol_a.x, res_w_a, label='Residuo W(t)’, color=’'green’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ('Residuo de W(t)')

Listing 4.2 — Residuos - Consumo e Riqueza

A Figura 10 apresenta os residuos das equacdes diferenciais para consumo e ri-
queza. Os residuos préoximos de zero indicam uma boa convergéncia numérica do método

solve_bvp, validando a precisdo das solugdes encontradas.
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Parte A: Residuo do Consumo Parte A: Residuo da Riqueza
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Figura 10 — Residuos das Equacoes Diferenciais Antes da Aposentadoria.
Fonte: Elaboracao proépria

4.2 CONSUMO E RIQUEZA APOS A APOSENTADORIA

A Parte B incorpora a aposentadoria no modelo, introduzindo um periodo adicional
de R = 20 anos sem renda (w(f) = 0 para ¢t > T'). O agente continua a maximizar sua
utilidade, agora considerando a restri¢do de renda nula apés a aposentadoria. A condicéo

de contorno W(T + R) = 0 impde que o agente esgote sua riqueza ao final de sua vida.

plt.legend()

# Parte B: Solucdo

plt.subplot (3, 2, 5)

plt.plot(sol_b.x, sol_b.y[0], label='"Consumo C(t)’, color='"blue’)
plt.axvline (T, color="red’, linestyle=’'--', label='Aposentadoria’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel (' Consumo C(t) ")

plt.title ('Parte B: Consumo apds aposentadoria’)

plt.legend()

plt.subplot (3, 2, 6)

plt.plot (sol_b.x, sol_b.y[l], label="Riqueza W(t)’, color="green")
plt.axvline (T, color="red’, linestyle=’'--', label=’'Aposentadoria’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ('Riqueza W(t)')

Listing 4.3 — Consumo - Ap6s a Aposentadoria

A Figura 11 ilustra as trajetérias de consumo e riqueza apés a inclusio da aposen-

tadoria.

O consumo C(¢) segue um padrao decrescente, acentuando-se apés a aposentadoria
(linha tracejada vermelha em 7' = 45). N&o ha uma queda abrupta no consumo em 7'

como seria esperado pela racionalidade da interrupcéo de renda do agente. A partir
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Parte B: Consumo apos aposentadoria Parte B: Riqueza apds aposentadoria
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Figura 11 — Trajetorias de Consumo e Riqueza Apés a Aposentadoria.
Fonte: Elaboracao prépria

desse ponto, o consumo continua constante como no grafico do modelo pré aposentadoria.
A riqueza W(t) segue a mesma trajetoria inicial da Parte A, acumulando-se até um pico
W(T) =0 préximo ao momento da aposentadoria. Apés T', a riqueza decresce se mantém
constante no zero até o final do horizonte de vida T + R, ainda cumprindo a condicdo de

contorno.

4.3 ANALISE DE SENSIBILIDADE COM VARIACAO DOS PARAMETROS

Para avaliar a versatilidade e funcionamento do modelo e 0 impacto de mudancas
em variaveis-chave, foi conduzida uma analise de sensibilidade alterando a taxa de juros
r e a taxa de impaciéncia p. Os valores originais r =0.1 e p = 0.6 foram modificados para
r=0.2 e p=0.1, respectivamente. Essa alteracdo representa um cenario onde a taxa de

retorno dos investimentos é maior e o agente da mais valor ao consumo futuro.

T = 45 # Horizonte temporal até a aposentadoria
T _ret = T + 20 # Periodo adicional apds aposentadoria
r = 0.2 # Taxa de juros

lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco

rho = 0.1 # Taxa de impaciéncia

wO =1 # Renda inicial maxima

alpha = 0.15 # Taxa de crescimento da renda

Listing 4.4 — Parametros Alterados - Taxa de Juros e Impaciéncia

A Figura 12 apresenta as trajetérias de consumo e riqueza antes da aposentadoria
com os parametros alterados. Observa-se um comportamento significativamente dife-
rente em comparacio com os resultados anteriores. O consumo C(¢) agora exibe uma
trajetoria crescente, refletindo o incentivo a poupanca proporcionado pela maior taxa de
juros e a menor impaciéncia do agente. A riqueza W(¢) acumula-se mais rapidamente,

atingindo valores consideravelmente maiores.




4.3. ANALISE DE SENSIBILIDADE COM VARIACAO DOS PARAMETROS 61

Parte A: Consumo antes da aposentadoria Parte A: Riqueza antes da aposentadoria
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Figura 12 — Trajetorias de Consumo e Riqueza Antes da Aposentadoria (Parametros
Alterados).

Fonte: Elaboracéo prépria

A Figura 13 mostra os residuos das equacdes diferenciais para o cenario com pa-
rametros alterados. Apesar das mudancas significativas nas trajetérias de consumo e
riqueza, os residuos permanecem préximos de zero, indicando que a solucdo numérica

continua precisa e consistente com o modelo.

Parte A: Residuo do Consumo Parte A: Residuo da Riqueza
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Figura 13 — Residuos das Equacoes Diferenciais Antes da Aposentadoria (Parametros
Alterados).

Fonte: Elaboracao prépria

A Figura 14 apresenta as trajetérias de consumo e riqueza apds a aposentadoria
com os parametros alterados. Aqui o consumo continua crescendo exponencialmente apés
a aposentadoria, o qual se inicia antes da aposentadoria, € mantido (e até acelerado) apos
T, refletindo provavelmente a forte preferéncia do agente pelo consumo futuro, devido a
baixa taxa de desconto rho em comparacéo com a alta taxa de retorno r. Portanto, devido
a maior acumulacio de riqueza, o nivel de consumo durante a aposentadoria é substan-
cialmente maior. A riqueza acumulada permite que o agente mantenha um padrao de
consumo mais elevado mesmo sem renda adicional. Porém, ndo ha mais acumulacao li-
quida de riqueza apés o pico, no qual o agente passa a consumir parte de sua riqueza

para financiar o consumo crescente.
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Figura 14 — Trajetorias de Consumo e Riqueza Apéds a Aposentadoria (Parametros
Alterados).
Fonte: Elaboracéo prépria

4.3.1 VALIDACAO DO MODELO: CASO ESPECIAL p=r

Para validar a implementacio computacional do modelo, foi testado o caso especial
do problema de consumo 6timo (SYDSZTER et al.,2008), onde a taxa de impaciéncia p
é igual a taxa de juros r, diretamente no cédigo original. Conforme ja foi visto, nesse

cenario, o consumo deve ser constante ao longo do tempo.

Ajustando os parametros do modelo para p = r = 0.1, mantendo os demais para-
metros inalterados, foram obtidas as trajetérias de consumo e riqueza apresentadas nas
Figuras 15 e 16.

Parte A: Consumo antes da aposentadoria Parte A: Riqueza antes da aposentadoria

0.78 = Consumo C(t) 0.0 4
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Figura 15 — Trajetérias de Consumo e Riqueza Antes da Aposentadoria (p =r).
Fonte: Elaboracao prépria

Como podemos observar nos graficos, o consumo se mantém constante ao longo do
tempo, tanto antes quanto depois da aposentadoria, confirmando a previséao tedrica. Essa
constancia reflete a auséncia de preferéncia temporal entre consumo presente e futuro;
o agente é indiferente entre consumir uma unidade adicional hoje ou no futuro. Esse
resultado valida a implementacdo do modelo e reforca a confiabilidade dos resultados

obtidos em outros cendarios, além de ilustrar um principio fundamental do modelo de ciclo
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Parte B: Consumo ap6s aposentadoria Parte B: Rigueza ap6s aposentadoria
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Figura 16 — Trajetérias de Consumo e Riqueza Apdés a Aposentadoria (p =r).
Fonte: Elaboracéo prépria

de vida: a suavizacédo do consumo ao longo do tempo.

A riqueza W(¢), no cenario sem aposentadoria, se inicia em zero (condigao inicial),
torna-se negativa (o agente se endivida para financiar o consumo constante, dado que
sua renda inicial é menor do que o consumo) e, entao, cresce a medida que a renda do
trabalho aumenta, eventualmente atingindo zero no momento da aposentadoria 7. No
cenario com aposentadoria, a renda do trabalho cessa (w(¢) =0 para ¢t > T). O consumo
constante, agora, passa a ser inicialmente financiado por um aumento da poupancga, e
depois por uma "despoupanca’da riqueza acumulada. A riqueza, atinge um pico, e logo

depois, comeca a decair, até chegar a zero em T

Adicionalmente, os residuos para consumo e riqueza, exibidos na Figura 17, perma-

neceram proximos de zero, comprovando a precisdo numérica da solucéio.

Observe que a escala do eixo y para o residuo do consumo é da ordem de 10716,
indicando valores muito préximos de zero. A pequena oscilacdo observada nos residuos
é tipica de solucdes numéricas e, dada a sua magnitude extremamente reduzida, néao
compromete a precisio dos resultados. Os residuos para a riqueza também se mantém

préximos de zero, confirmando a convergéncia da solu¢do numérica.

le-16 Parte A: Residuo do Consumo Parte A: Residuo da Riqueza
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Figura 17 — Residuos das Equacoes Diferenciais Antes da Aposentadoria (p =r).
Fonte: Elaboracio prépria
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A validacdo demonstra que o modelo ndo apenas tem a capacidade de resolver o
problema numericamente, mas também captura corretamente o comportamento previsto

pela teoria em um caso especifico com solucéo analitica conhecida.

Essa analise de sensibilidade demonstra como a mudanca nos parametros impacta
as decisoes do agente. Com uma taxa de juros maior e menor impaciéncia, o agente é
incentivado a poupar mais, resultando em maior acumulacio de riqueza e um nivel de
consumo mais elevado, tanto antes quanto depois da aposentadoria. Trazendo para a
realidade, um aumento na taxa de juros pode representar um cenario econdémico mais
favoravel ao investimento, enquanto uma menor impaciéncia reflete uma maior preocu-
pacao com o bem-estar futuro. Esse teste reforca a importéancia de considerar o contexto
econdmico e as preferéncias individuais ao analisar as decisées de consumo e poupanca

ao longo da vida.

4.4 INTERPRETACAO DOS GRAFICOS E RESULTADOS

Os resultados obtidos através da implementacao computacional do modelo de con-
sumo ao longo da vida, nos elucidam em alguns pontos interessantes sobre o compor-
tamento do agente em diferentes cenarios. A analise dos graficos gerados, tanto para
o cendario base quanto para o cenario com parametros alterados, permite uma compre-
ensao aprofundada das decisdes intertemporais de consumo e poupanca, considerando a

dinamica da renda, a taxa de juros, a impaciéncia e a aversao ao risco.

Primeiramente, o c6digo se mostrou eficaz na resolucdo do problema de otimizacao,
convergindo para solucées numeéricas precisas, como evidenciado pelos residuos proximos
de zero em todos os cenarios analisados. A estrutura do cédigo, utilizando a biblioteca
SciPy, demonstrou ser flexivel e adaptavel, permitindo a modificacdo de parametros e
a simulacdo de diferentes cenarios com facilidade. Essa caracteristica é crucial para
explorar a sensibilidade do modelo e entender como as variaveis-chave influenciam o

comportamento do agente.

No cenério base, com r = 0.1 e p = 0.6, 0 agente exibe uma trajetéria de consumo de-
crescente antes da aposentadoria, mesmo com a renda tendendo ao crescimento. Esse
comportamento, aparentemente contraintuitivo, é explicado pela alta impaciéncia do
agente, que prioriza o consumo presente em detrimento do consumo futuro. A riqueza,
por sua vez, inicialmente negativa devido ao possivel endividamento, aumenta gradu-
almente até atingir zero no momento da aposentadoria, cumprindo a restricdo imposta
pelo modelo. Apéds a aposentadoria, a constancia observada no consumo e a riqueza man-
tida em zero divergem do comportamento teoricamente esperado. Em vez de uma queda
abrupta seguida por um declinio gradual do consumo, e uma desacumulacédo continua

da riqueza, a solugdo numérica apresenta um consumo constante e uma riqueza que néo
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se altera. Isso sugere limitac6es na solucdo numérica, podendo mostrar um ponto de

imprecisdo da modelagem ou do método.

A anaélise de sensibilidade, com r = 0.2 e p = 0.1, revela uma mudanca drastica
no comportamento do agente. Com uma taxa de juros maior e menor impaciéncia, o
agente passa a poupar mais, resultando em uma trajetéria de consumo crescente antes da
aposentadoria e um nivel de consumo significativamente maior durante a aposentadoria.
A riqueza acumulada atinge valores muito mais altos, refletindo o incentivo a poupanca

proporcionado pela maior taxa de retorno e pela maior valorizacdo do consumo futuro.

A comparacédo entre os cenarios demonstra a importancia da taxa de juros e da im-
paciéncia nas decisdes intertemporais. Uma taxa de juros mais alta incentiva a poupanca,
enquanto uma menor impaciéncia leva o agente a postergar o consumo para desfrutar de
um padréao de vida mais elevado no futuro. Esses resultados corroboram a teoria econ6-
mica do consumo 6timo, que prevé que os agentes ajustam suas decisdes de consumo e

poupanca em resposta a mudancas nas taxas de juros e nas preferéncias intertemporais.

Além disso, os resultados obtidos validam a eficacia do método solve_bvp na re-
solucdo de problemas de valor de contorno em economia. A convergéncia das solugoes
numéricas e os baixos residuos demonstram a precisdo e a confiabilidade do método, re-
forcando sua aplicabilidade em problemas similares. A implementacéao em Python oferece
uma alternativa acessivel e flexivel a softwares proprietarios, democratizando o acesso a

ferramentas computacionais para analise econémica.

Em resumo, o cédigo desenvolvido se mostrou uma ferramenta robusta e versatil
para simular e analisar o problema de consumo ao longo da vida. A analise dos graficos
gerados permitiu uma compreensio clara do impacto das variaveis-chave no comporta-
mento do agente, corroborando a teoria econdmica e validando o método numérico utili-
zado. A flexibilidade do codigo e a possibilidade de realizar analises de sensibilidade o
tornam uma ferramenta valiosa para pesquisadores, educadores e profissionais da area
econémica. A abordagem computacional utilizada reforca a importancia da modelagem e
simulacdo na analise de problemas econdmicos complexos, permitindo explorar diferentes
cendrios e aprofundar a compreensido dos mecanismos subjacentes as decisdes intertem-

porais de consumo e poupanca.






5 CONCLUSAO

Este trabalho investigou a aplicacao de métodos numeéricos na resolucéo de proble-
mas de otimizacao intertemporal do consumo, especificamente no contexto do modelo de
ciclo de vida. O objetivo principal foi desenvolver e validar um modelo computacional
capaz de simular as trajetorias 6timas de consumo e poupanca de um agente econémico
ao longo de sua vida, considerando diferentes cenarios paramétricos. A escolha da lin-
guagem de programacdo bem como suas ferramentas para a implementacdo numérica
se justificaram pela sua flexibilidade, eficiéncia computacional e amplo acesso na comu-
nidade cientifica, permitindo a reprodutibilidade e a adaptacao do cédigo para futuras

pesquisas.

Para atingir o objetivo proposto, foi implementado um modelo matemaéatico baseado
em Equacoes Diferenciais Ordinarias, cuja solucdo numérica foi obtida por meio do mé-
todo de colocacao, utilizando a fun¢éo solve_bvp da biblioteca SciPy (Jones et al., 2001).
O modelo foi calibrado com parametros que refletem as preferéncias do agente (aversao
ao risco, taxa de impaciéncia) e as condicdes do mercado (taxa de juros, renda projetada)

considerando diferentes cenarios paramétricos.

Os resultados obtidos, em consonincia com a Hipétese do Ciclo de Vida (MODI-
GLIANI; BRUMBERG, 1954) e com as analises subsequentes de Deaton (1992) e Carroll
(1997), confirmam que os agentes econdmicos buscam suavizar seu consumo ao longo do
tempo. A analise de sensibilidade revelou que a taxa de juros (ARROW, 1968) e a aver-
sao ao risco (DIXIT, 1976) sao fatores cruciais que influenciam as decisoes de poupanca e

consumo.

A validacgao do codigo, realizada por meio da comparacéio com a solugdo analitica do
problema de Sydsater et al. (2008) e da analise dos residuos, com valores préximos de
zero em todos os cenarios simulados, demonstrou concordancia entre os resultados nu-
méricos e a solucdo analitica, tanto para a trajetéria de consumo quanto para a trajetéria
de riqueza. Isso reforca a validade do modelo e sua capacidade de reproduzir resultados

tedricos conhecidos.

Esses testes confirmaram a acuréacia da solugdo numeérica e a convergéncia do mé-
todo de colocacao e das ferramentas do software empregado, corroborando a construcéo

de um cédigo preciso e flexivel o suficiente para ser adaptado a diferentes cenarios, como
nas analises de sensibilidade (LINGE; LANGTANGEN, 2020; JONES et al., 2001).
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A contribuicao principal deste trabalho reside no desenvolvimento e disponibiliza-
cdo de uma ferramenta computacional sélida, acessivel e flexivel para a analise do pro-

blema de consumo ao longo da vida e problemas similares.

Essa ferramenta pode ser utilizada por pesquisadores, educadores e profissionais
da area econdmica com potencial para ser aplicada em diferentes contextos. O modelo
implementado permite simular e analisar diferentes cenarios econémicos, variando pa-
rametros e incorporando diversos aspectos relevantes para as decisdes intertemporais de

consumo e poupanca.

A compreensado de como os agentes tomam decisées de consumo e poupancga pode
subsidiar o desenho de politicas publicas que promovam o bem-estar econémico, incenti-
vem o planejamento financeiro de longo prazo e contribuam para a seguranca financeira
na aposentadoria. O modelo permite simular o impacto de diferentes politicas, como im-
postos, subsidios e programas de transferéncia de renda, auxiliando na avaliagcao de sua

efetividade e na escolha das melhores estratégias a serem aplicadas.

O modelo pode ser adaptado para auxiliar na criagdo de estratégias de investimento
personalizadas, considerando o perfil de risco e as preferéncias intertemporais dos clien-
tes, bem como ser aplicado pelo préprio agente a fim de estudar os possiveis cenarios aos
quais ele pode estar inserido e planejar seu consumo e poupanca de maneira mais eficaz

e embasada.

Academicamente, o modelo oferece uma ferramenta robusta e acessivel para o en-
sino e a pesquisa em economia, permitindo explorar conceitos tedricos e métodos numé-
ricos de forma pratica, bem como a validacéo e replicabilidade dos modelos analiticos ja

conhecidos.

Apesar dos resultados promissores, é importante reconhecer as limitacées do mo-
delo. As hipéteses simplificadoras, como a racionalidade perfeita, a informacéo perfeita e
a auséncia de restri¢coes de liquidez, podem néo se verificar em todos os contextos reais.
Além disso, a funcao de utilidade CARA, embora conveniente, assume uma aversao ao

risco constante, o que pode nio refletir o comportamento de todos os agentes.

Em resumo, este trabalho atingiu seus objetivos propostos, desenvolvendo e vali-
dando um modelo computacional em Python para simular as trajetérias 6timas de con-
sumo e poupanca de um agente econémico ao longo da vida. O modelo, baseado em EDOs
e resolvido numericamente pelo método de colocacdo com a funcio solve_bvp, permitiu
investigar a influéncia de parametros econémicos como taxa de juros e averséo ao risco,
corroborando a Hipétese do Ciclo de Vida e demonstrando a busca do agente pela sua-
vizacdo do consumo. A validacido, por meio da comparacido com a solucdo analitica do
problema de consumo 6timo e da anélise de residuos, confirmou a preciséo e a flexibili-
dade do modelo.
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Assim, o trabalho cumpriu seu objetivo geral de fornecer uma ferramenta compu-
tacional robusta para analise de otimizacéo intertemporal do consumo e seus objetivos
especificos de compreender os fundamentos tedricos, implementar métodos numéricos,

analisar o impacto dos parametros econémicos e validar o modelo computacional.

Como sugestoes para trabalhos futuros, destacam-se:

* Incorporacao de incerteza: Modelar a incerteza tanto na renda futura do agente
quanto nos retornos dos investimentos, considerando diferentes distribuicées de
probabilidade e seus impactos nas decisoes 6timas de consumo e poupanca. Inves-
tigar como a volatilidade da renda e dos retornos afeta a propensio a poupar e o

bem-estar do agente ao longo do tempo.

* Restricoes de liquidez: Introduzir restricoes de liquidez que limitem a capaci-
dade do agente de tomar empréstimos ou impor custos para a obtencéo de crédito.
Analisar como essas restricoes afetam as trajetorias de consumo e riqueza, especi-

almente em momentos de dificuldades financeiras ou incerteza econémica.

* Funcoes utilidade alternativas: Explorar fungoes utilidade mais gerais, como a
CRRA, que permitem modelar diferentes perfis de aversao ao risco e suas implica-
coes nas decisoes intertemporais. Comparar os resultados obtidos com diferentes

funcoes utilidade e avaliar a sensibilidade do modelo a essa escolha.

e Impacto de politicas publicas: Investigar o impacto de diferentes politicas pu-
blicas, como impostos sobre a renda e o consumo, subsidios e transferéncias gover-
namentais, sobre as decisoes de consumo e poupanca dos agentes. Analisar como

essas politicas afetam o bem-estar e a distribuicao de renda na economia.

* Métodos numéricos alternativos: Explorar outros métodos numéricos para a
resolucdo do problema de otimizacgdo, como métodos de elementos finitos, métodos
espectrais e métodos de diferencas finitas. Comparar a eficiéncia e a precisdo desses

métodos com o método de colocagao utilizado neste trabalho.

* Heterogeneidade dos agentes: Expandir o modelo para considerar a heteroge-
neidade entre os agentes econémicos, incorporando diferencas em termos de renda,
preferéncias, aversio ao risco e horizonte de planejamento. Analisar como a hete-

rogeneidade afeta a dinamica agregada do consumo e da riqueza na economia.

¢ Calibracao com dados reais: Calibrar o modelo com dados reais da economia
brasileira, utilizando séries temporais de consumo, renda, taxa de juros e outros
indicadores economicos relevantes. Comparar os resultados da simulacdo com os
dados observados e avaliar a capacidade do modelo de reproduzir a dindmica da

economia brasileira.
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* Inclusao de heranca: Modelar a possibilidade de deixar heranca para as geracoes
futuras e analisar como essa perspectiva afeta as decisdes de consumo e poupanca
ao longo da vida do agente. Investigar como a inclusdo da heranca altera a dindmica

da riqueza e a distribuicdo intergeracional de recursos.

* Consideracao de custos de transacao: Incorporar custos de transagdo na com-
pra e venda de ativos financeiros, analisando como esses custos afetam a frequéncia
e o volume das transacoes realizadas pelo agente e suas implicacdes para a acumu-

lacéo de riqueza.

* Anadlise de cenarios macroecondomicos: Simular diferentes cenarios macroe-
condmicos, como crescimento econdmico, recessio, inflacdo e mudangas nas taxas
de juros, e avaliar o impacto desses cenarios nas decisoes de consumo e poupanca

dos agentes.

Finalmente, a aplicacdo empirica do modelo, utilizando dados reais da economia
brasileira, poderia fornecer um arcabouco de informacées pautado na realidade sobre
o comportamento de consumo e poupanca no contexto nacional, permitindo uma analise
mais aprofundada das implicacoes de politica economica. A comparacgao dos resultados da
simulacao com dados empiricos permitiria avaliar a capacidade do modelo de reproduzir
a dindmica observada na economia brasileira e identificar possiveis discrepancias entre o
modelo tedrico e a realidade, contribuindo para a validacdo do modelo e para a formulacéo

de politicas econdomicas mais eficazes e direcionadas a realidade brasileira.
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A APENDICE

A.1 CONSUMO AO LONGO DA VIDA*

Um modelo simples de escolha de poupanc¢a/consumo ao longo da vida considera um
agente com um fluxo de renda projetado dado por w(t), que deve escolher uma taxa de

consumo c(¢) para maximizar a utilidade ao longo da vida descontada:

T
max f e PIU(C(1))dt
c@ Jo

sujeito a uma restricdo intertemporal de riqueza ‘fZ—VtV =rW+w(t)-C, onde r é a taxa

de retorno sobre investimentos (ou a taxa de juros sobre fundos emprestados, se W <0). A
solucéo para este problema de controle 6timo pode ser expressa como o seguinte sistema

de equacdes diferenciais:

o U©

- U"(C)(r - p)

W' =rW +w(t)-C.

Assume-se que o agente comeca sem riqueza (W(0) = 0) e ndo deixa heranca (W(T') =
0).

a) Use BVPSOLVE para resolver este PVC usando a funcéo utilidade CARA U(C) =

1-1
(Czl_;)l) e os valores dos parametros T =45,r=0.1, p = 0.6, A = 0.5 e w(¢) = (1:2—90“)’ com

wo=1e a=0.15. Plote a fun¢ao solucéo e as fungoes residuais.

b) Na parte (a), o agente trabalha até o tempo T' e entdo morre. Suponha, em vez
disso, que o agente se aposenta no tempo T e vive por mais R = 20 anos de aposentadoria
sem renda adicional (w(¢) =0 para T' <t < T +R). Resolva o problema com essa suposicao.

Qual problema adicional é encontrado? Como o problema pode ser resolvido?

Esse problema pode ser encontrado no livro Applied Computational Economics and Finance,
escrito por Miranda e Fackler, publicado em 2004 pela MIT Press. O exercicio em questio é o
6.6, localizado na pagina 173-174 da obra.
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A.2 PROBLEMA DE OTIMIZACAO DO CONSUMO*

Considere um consumidor que espera viver do presente (£ = 0) até o tempo final T'.
Seja c(t) seu gasto com consumo no tempo ¢ e y(¢) sua renda prevista. Seja w(¢) a riqueza

do consumidor no tempo ¢. Entéo:

w(t) =r@w@) + y() - c(?) (A.1)

onde r(¢) é a taxa de juros instantianea no tempo ¢. Suponha que o consumidor

queira maximizar a funcdo utilidade intertemporal ao longo da vida:

T
f e “u(e(d)dt
0

onde a >0, u/(c) >0, u”(c) <0 para todo ¢ > 0. A equacio dinimica é dada acima.
Além disso, w(0) = wq é dado e existe a restricdo terminal w(7') = 0, prevenindo o consu-

midor de terminar com divida.

Este é um problema de controle 6timo, onde w(¢) é a variavel de estado e c(¢) a
variavel de controle. Assumimos que c(¢) > 0, de modo que a regido de controle seja
(0,00). Primeiramente, caracterizamos a trajetoria 6tima do consumo em geral e depois

encontramos uma solucéo explicita para alguns casos especificos instrutivos.

O Hamiltoniano para este problema é dado por:

Hw,c,p)=e “ulc)+ plrw)+y—--cl,
com po = 1. Seja ¢* = ¢*(¢) uma solucdo 6tima. Entéo, a condicéo de primeira ordem
H! =0 implica que:
e "u'(c*(t) = p(t)

Ou seja, a variavel adjunta é igual a utilidade marginal descontada. Além disso,

p(t)=—H,;, = —p)r(t)

De modo que a variavel adjunta decresce a uma taxa proporcional a taxa de juros.

Note que a equacio acima é uma equacao diferencial separavel, cuja solucao é:

t

p(t) = p(0)exp (—fo r(s)ds)
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A.2.1 CASO ESPECIAL: CONSUMO CONSTANTE

Suponha que r(f) = r, independente do tempo, e @ = r. Entéo (ii) reduz-se a p(¢) =
p(0)e™", e (i) torna-se e "u'(c*(¢t)) = p(0)e™ ", ou u'(c*(t)) = p(0). Segue que c*(¢) é uma

constante, ¢*(¢) = ¢, independente do tempo.

Agora (A.1) torna-se w’ = rw + y(t) — ¢, cuja solucéo é:

(1-e™)

t
wt)=e"" w0+f e Py(s)ds—¢c—=| (iv)
0 r

Devido a (7)(b), a restri¢do terminal w*(7T") = 0 implica que

p(T)=0, com p(T)=0 se w*(T)>0

Segue que se w*(T') > 0, entdao p(T) =0, o que contradiz (i). Assim, w*(T) =0, entédo
é 6timo para o consumidor nédo deixar heranca apés o tempo 7. A condicdo w*(T) =0

determina o nivel 6timo de ¢, que é:

r

€= 1—e T

T
wo + f e Py(s)ds
0

Este modelo foi retirado do livro Further Mathematics for Economic Analysis, de autoria de
Sydsaeter et al., publicado em 2008 pela Financial Times Prentice Hall (22 edicéo). O exemplo
2 esta localizado nas paginas 317-318 da obra.
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A.3 CODIGO ORIGINAL: PROBLEMA DO CONSUMO AO LONGO DA VIDA

#!/usr/bin/env python
# coding: utf-8

# In[3]:

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_bvp

import matplotlib.pyplot as plt

# mmm=mmmmmmmmmm— e

# Definir pardmetros

# ommmmmmmmmmmm e

T = 45 # Horizonte temporal até a aposentadoria
T_ret = T + 20 # Periodo adicional apds aposentadoria
r = 0.2 # Taxa de juros

lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco

rho = 0.6 # Taxa de impaciéncia

wO =1 # Renda inicial maxima

alpha = 0.15 # Taxa de crescimento da renda

# Funcdo de utilidade CARA e suas derivadas
def U(C):
return (Cx* (1 — lambda_) - 1) / (1 - lambda_)

def U_prime(C, epsilon=le-6):
C = np.maximum(C, epsilon)

return (C + epsilon)*x*(—lambda_)

def U_double_prime (C, epsilon=le-6):

C = np.maximum(C, epsilon)

return -lambda_ * (C + epsilon)*x(—-lambda_ - 1)
# mmmmmmmmmmmmmm e e
# Parte A: Fluxo de renda antes da aposentadoria
e
def w(t):

"""Fluxo de renda antes da aposentadoria."""

return w0 / (1 + np.exp(-alpha * t))
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def odes_a(t, y):
"""Equacdes diferencials para a parte A."""
C, W=y # C(t): Consumo; W(t): Riqueza
dC_dt = - (U_prime(C) / U_double_prime(C)) * (r — rho) # Dindmica
do consumo
dWw_dt = r « W + w(t) - C # Dindmica da riqueza
return [dC_dt, dw_dt]

def residuals_a(t, vy):

"""Residuos das equagdes diferenciais da parte A."""

C, W=y

dC_dt, dWw_dt = odes_a(t, vy)

return np.gradient (C, t) - dC_dt, np.gradient (W, t) - dwW_dt
# S==========mmm=em—o oo oo o oo
# Parte A: Condig¢bes de contorno
# S=======mmmmmmee e e e

def bc_a(ya, yb):

"""Condi¢bes de contorno para a parte A."""

return [yall], ybI[l]l] # w(0) = 0, W(T) = 0
O g
# Parte B: Fluxo de renda apos aposentadoria
# mmmmmm—mm—mm— e — e —

def w_ret (t):
""U"Eluxo de renda com aposentadoria."""

return np.where(t <= T, w(t), O0)

def odes_b(t, y):
"""Equagbes diferencialis para a parte B."""
C, W=y
dC_dt = - (U_prime(C) / U_double_prime(C)) = (r — rho)
dWw_dt = r * W + w_ret(t) - C
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return [dC_dt, dw_dt]

def residuals_b(t, vy):
"""Residuos das equacdes diferenciais da parte B."""
C, W=y
dC_dt, dw_dt = odes_b(t, vy)
return np.gradient (C, t) - dC_dt, np.gradient (W, t) - dW_dt

def bc_b(ya, yb):
"""Condi¢bdes de contorno para a parte B."""

return [ya[l], yb[1l]] # W(0) = 0, W(T+R) = 0

t_a = np.linspace(0, T, 100)

y_a = np.zeros((2, t_a.size))

y_a[0] = 0.1 # Consumo inicial aproximado
t_b = np.linspace (0, T_ret, 100)

y_b = np.zeros((2, t_b.size))

y_b[0] = 0.1 # Consumo inicial aproximado

# Resolver o problema de valor de contorno para a parte A

sol_a = solve_bvp(odes_a, bc_a, t_a, y_a)

# Resolver o problema de valor de contorno para a parte B
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plt

.figure(figsize=(12, 12))

# Parte A: Solucdo

plt
plt
plt
plt
plt

plt.

plt.

plt

plt.

plt
plt

plt.

.subplot (3, 2, 1)

.plot (sol_a.x, sol_a.y[0], label='Consumo C(t)’, color="blue’)
.xlabel (' Tempo t’)

.ylabel (' Consumo C(t) ")

.title('Parte A: Consumo antes da aposentadoria’)

legend ()

subplot (3, 2, 2)

.plot (sol_a.x, sol_a.y[l], label='Riqueza W(t)’, color=’'green’)
xlabel (' Tempo t')

.ylabel ('Riqueza W(t)"')

.title('Parte A: Riqueza antes da aposentadoria’)

legend ()

# Parte A: Residuos

res_c_a, res_w_a = residuals_a(sol_a.x, sol_a.y)
plt.subplot (3, 2, 3)

plt.plot (sol_a.x, res_c_a, label="Residuo C(t)’, color='blue’)
plt.xlabel (' Tempo t’)

plt.ylabel ('Residuo de C(t)’)

plt.title('Parte A: Residuo do Consumo’)

plt.legend()

plt.subplot (3, 2, 4)

plt.plot (sol_a.x, res_w_a, label='"Residuo W(t)’, color=’'green’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ("Residuo de W(t)')

plt.title(’Parte A: Residuo da Riqueza’)

plt.legend()

# Parte B: Solugdo

plt
plt

plt.

plt
plt
plt

plt.

.subplot (3, 2, 5)

.plot (sol_b.x, sol_b.y[0], label='Consumo C(t)’, color='"blue’)
axvline (T, color=’'red’, linestyle=’'--', label='Aposentadoria’)
.xlabel (' Tempo t')

.ylabel (' Consumo C(t) ')

.title ('Parte B: Consumo apds aposentadoria’)

legend ()
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plt.subplot (3, 2, 6)

plt.plot(sol_b.x, sol_b.y[l], label="Riqueza W(t)’, color="green")
plt.axvline (T, color=’'red’, linestyle=’"--’, label=’Aposentadoria’)
plt.xlabel (' Tempo t’)

plt.ylabel ('Riqueza W(t)")

plt.title ('Parte B: Riqueza apds aposentadoria’)

plt.legend()

plt.tight_layout ()

plt.show ()

# In[ ]:

Listing A.1 — Implementacéo do Cédigo
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A.4 CODIGO DE VALIDACAO: PROBLEMA DO CONSUMO OTIMO

#!/usr/bin/env python
# coding: utf-8

# In[8]:

import numpy as np

from scipy.integrate import solve_bvp

import matplotlib.pyplot as plt

# mmm=mmmmmmmmmm— e
# Definir pardmetros para o problema
# ommmmmmmmmmmm e
T = 20 # Horizonte temporal
r = 0.15 # Taxa de juros
rho = 0.1 # Taxa de impaciéncia
wO = 1 # Renda inicial maxima
lambda_ = 0.5 # Aversdo ao risco
alpha = 5 # Pardmetro da fungdo de renda
H# mm—————————————————————————————————————
# Funcdo de utilidade CARA e suas derivadas
e
def U(C):
"""Euncdo de utilidade CARA."""
return (Cxx (1 — lambda_) - 1) / (1 - lambda_)

def U_prime(C) :
"""primeira derivada da fungcdo de utilidade CARA."""

return Cxx (—lambda_)

def U_double_prime (C) :
"""Segunda derivada da funcdo de utilidade CARA."""

return -lambda_ * Cx*x (-lambda_ - 1)
e
# Funcdo de renda
# m=—————————————————————————————————=—=—=—=
def w(t):

mmn "Renda R mrmn
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return wO » np.ones_like (t) # Renda constante
B o e e e e e e e e e e e e e e e e e e
# Hamiltoniano
M e

def hamiltonian(C, W, p, t):
"""Hamiltoniano."""

return np.exp(-rho » t) = U(C) + p » (r » W + w(t) - C)

def equations(t, y):

"rrnsistema de equagdes diferenciais."""

C, W=y

# Equagdo de estado (riqueza)

dwdt = r *+ W + w(t) - C

# Equacdo de co—-estado (multiplicador de Lagrange) - da condig¢do

de primeira ordem
p = np.exp(-rho * t) * U_prime (C)
dpdt = -p * r

# Como estamos resolvendo para C e W, e ndo para p,

# usamos a condicdo de primeira ordem para expressar C em termos
de \rho:

# dcdt = (r - rho) = C

dCdt = - (U_prime(C) / U_double_prime(C)) * (r — rho)

return np.vstack ((dCdt, dwWdt))

def boundary_conditions (ya, yb):

"""Condigbes de contorno."""

WO = 1 # Alterar aqui a riqueza inicial
WT = 0 # Alterar aqui a riqueza final
return np.array([yal[l]l] - W0, yb([1]]) # W(0) = w0, W(T) = 0

# Grade de tempo e chute inicial
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# m=mmm————mm————————

t_values = np.linspace (0, T, 100)

y_guess = np.zeros((2, t_values.size))

y_guess[0] = 0.1 # Chute inicial para consumo
y_guess[1l] = 0.1 # Chute inicial para riqueza

# S=======mmmmmmee e

# Resolver o problema de valor de contorno

# mmmmmmmmmmmmmmm e

sol = solve_bvp(equations, boundary_conditions, t_values, y_guess)
R

# Plotagem dos resultados
R

if sol.success:
# Resultado consumo constante
if abs(r - rho) < le-5:

print ("Caso especial: rho = r. Consumo constante.")

plt.figure (figsize=(10, 5))

# Consumo Otimo

plt.subplot (1, 2, 1)

plt.plot(sol.x, sol.y[0], label='"Consumo C(t)’, color="blue’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel (' Consumo C(t) ")

plt.title(f’Consumo (\rho = {rho}, r = {r})’)

plt.legend()

# Riqueza

plt.subplot (1, 2, 2)

plt.plot(sol.x, sol.y[l], label="Riqueza W(t)’, color='green’)
plt.xlabel (' Tempo t')

plt.ylabel ('Riqueza W(t) ")

plt.title ('Evolugao da Riqueza')

plt.legend ()

plt.tight_layout ()
plt.show ()
else:

print ("Falha na solugédo do problema de valor de contorno.")




A.4. CODIGO DE VALIDACAO: PROBLEMA DO CONSUMO OTIMO

86

123
124 |# In[ ]:

Listing A.2 — Validacdo do Cédigo
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