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RESUMO

Este trabalho explora a teoria do equilibrio geral, uma area fundamental da microeco-
nomia que analisa a interagdo entre multiplos mercados e agentes econémicos, buscando
identificar precos e alocacdes que satisfacam simultaneamente oferta e demanda. O ob-
jetivo principal é aplicar e comparar estratégias numéricas para resolver problemas de
equilibrio geral em um modelo simples, com dois bens e dois individuos, inspirado no
exemplo classico de SHAPLEY; SHUBIK, 1977. A importancia do estudo reside na com-
plexidade inerente ao equilibrio geral, onde as inter-relacées entre mercados tornam in-
viavel a solucao manual de equacgdes nao lineares. Utilizando métodos computacionais,
é possivel modelar e resolver problemas de maneira precisa e eficiente, fornecendo pers-
pectivas praticas sobre o comportamento econémico. O trabalho contribui para a analise
de como algumas estratégias de solucdo para métodos numéricos reagem a um caso es-
pecifico de estudo, com funcoes de utilidade e consequentemente de demandas um pouco
mais complexas. Ao explorar métodos numéricos para resolver problemas de equilibrio
geral, o trabalho ndo apenas demonstra a aplicabilidade pratica desses métodos, mas
também ressalta sua relevancia na analise econdomica contemporanea. A modelagem de
equilibrio geral é apresentada como uma ferramenta essencial para entender problemas
complexos. A comparacao de estratégias numéricas reforca a aplicabilidade pratica dos

métodos estudados, tornando-os mais acessiveis a analises econémicas contemporaneas.

Palavras chave: Equilibrio Geral; Modelagem Numérica; Otimizacao; Python.



ABSTRACT

This work explores the theory of general equilibrium, a fundamental area of microeco-
nomics that analyzes the interaction between multiple markets and economic agents,
aiming to identify prices and allocations that simultaneously satisfy supply and demand.
The primary objective is to apply and compare numerical strategies to solve general equi-
librium problems in a simple model with two goods and two individuals, inspired by
the classic example of SHAPLEY; SHUBIK, 1977. The importance of this study lies in
the inherent complexity of general equilibrium, where the interrelations between mar-
kets make it unfeasible to manually solve nonlinear equations. By using computational
methods, it becomes possible to model and solve problems with precision and efficiency,
providing practical insights into economic behavior. The work contributes to the analysis
of how certain numerical solution strategies perform in a specific case study, involving
slightly more complex utility and demand functions. By exploring numerical methods to
solve general equilibrium problems, this work not only demonstrates the practical appli-
cability of these methods but also highlights their relevance in contemporary economic
analysis. General equilibrium modeling is presented as an essential tool for understan-
ding complex problems. The comparison of numerical strategies underscores the practical
applicability of the studied methods, making them more accessible for modern economic

analyses.

Keywords: general Equilibrium; Numerical Modeling; Optimization; Python.
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1 INTRODUCAO

A teoria de Equilibrio Geral compée uma importante area da microeconomia.
Nela, busca-se explicar o comportamento de varios mercados em uma economia, anali-
sando a oferta, a demanda e os precos de equilibrio de cada um, afim de chegar em um

ponto em que tudo estara em equilibrio.

A historia da teoria do equilibrio geral é uma narrativa de evolugédo intelectual que
comeca com os economistas classicos, que ja possuiam uma nocéo intuitiva de equilibrio.
Para eles, o equilibrio representava o ponto em que a economia tendia a se estabilizar ao
longo do tempo, retornando a esse estado ap6s perturbacoes. Essa ideia foi expressa por
Adam Smith na metéafora da "mao invisivel", que descrevia um mecanismo de alocacéo

orientado pelas interacoes de mercado.

No século XIX, economistas como Ricardo, Mill, Marx e Jevons reconheceram ten-
déncias de equilibrio estaveis e a importancia das interacoes entre mercados, mas néao
formalizaram essas ideias matematicamente. O primeiro avanco significativo nesse sen-
tido veio com Augustin Cournot, em 1838, que articulou e apresentou matematicamente o
conceito de equilibrio parcial. Embora seu trabalho tenha precedido o de Alfred Marshall,
foi este, que em 1890, quem popularizou o diagrama de oferta e demanda. Cournot, no
entanto, entendia que a andlise de equilibrio parcial era um caso especial dentro de um

contexto maior de interacoes de mercado.

A formalizacdo do equilibrio geral surgiu com Léon Walras, que, em 1874, pu-
blicou "Elementos de Economia Pura". Walras desenvolveu o primeiro modelo completo
de equilibrio geral, estabelecendo um sistema de equacgoes que relacionava as deman-
das e ofertas de varias mercadorias, além de apontar a necessidade de igualdade entre o
numero de equacdes e incognitas. Apesar do grande avancgo proporcionado, seu método
havia uma falha, pois ndo resolvia completamente os desafios impostos pela natureza néao

linear das equacoes e pelas restricoes.

No final do século XIX, F. Y. Edgeworth contribuiu com novos conceitos de negoci-
acéo e ferramentas analiticas em "Mathematical Psychics"(1881), influenciando futuras
discussoes sobre o equilibrio geral. Esse trabalho foi aprofundado décadas depois, com
estudos de Debreu e Scarf. Nos anos 1930, o cenario politico e intelectual de Viena pro-

porcionou outro avanco, com Karl Menger presidindo seminarios que reuniram Abraham
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Wald, um matematico hiingaro, e Karl Schlesinger, um banqueiro vienense. Schlesinger
apresentou a Wald o problema da existéncia do equilibrio geral, levando Wald a elaborar

provas matematicas que representavam diferentes modelos de equilibrio.

Nos anos 1950, Kenneth Arrow, Gerard Debreu e Lionel McKenzie impulsionaram
o campo. Trabalhando inicialmente de forma independente, Arrow e Debreu eventual-
mente colaboraram, apresentando, em 1954, com McKenzie, os resultados fundamentais
da teoria do equilibrio geral a Econometric Society. Eles introduziram o uso de teoremas
de ponto fixo, inspirados pelo trabalho de John Nash em teoria dos jogos, para demons-
trar matematicamente a existéncia de equilibrios econdomicos. Este periodo consolidou a
teoria, com contribuicdes adicionais de Arrow sobre bem-estar econémico e alocacio sob

incerteza, e de Debreu, que sintetizou o progresso no livro Theory of Value (1959).

A conexao entre o modelo de Edgeworth e o equilibrio competitivo foi formalizada
por Debreu e Scarf em 1963, que demonstraram como, em economias suficientemente
grandes, os resultados de negociacoes coletivas convergiam para o equilibrio de tomado-
res de precos. Arrow e Debreu foram reconhecidos por suas contribuicées com prémios

Nobel em 1972 e 1983, respectivamente.

A teoria do equilibrio geral continuou a se expandir em campos como incerteza,
organizacdo industrial, economia monetaria e macroeconomia, com sua base conceitual
firmemente ancorada no modelo Arrow-Debreu. Essa evolucéao reflete um esforcgo coletivo
que atravessou séculos, combinando intuic¢des iniciais com rigor matematico e permitindo

novas fronteiras para a analise econdomica.

Com a evolucgao nessa area, surgiu a modelagem de equilibrio geral. Ela é uma
abordagem que considera simultaneamente todos os mercados e agentes econdmicos em
uma economia. Em contraste, a modelagem de equilibrio parcial examina um mercado
especifico, mantendo constantes as condicoes fora desse mercado. A expansiao do uso da
modelagem de equilibrio geral reflete sua capacidade de lidar com questées complexas e
inter-relacionadas, como incidéncia tributaria, regulamentacao ambiental, comércio in-
ternacional e desastres naturais. No entanto, apesar dessa crescente importancia na
pesquisa economica aplicada, os cursos de microeconomia muitas vezes dedicam pouco
tempo a compreenséo dos conceitos de equilibrio geral. Embora os conceitos classicos,
como otimizacdo de Pareto, eficiéncia na producao e troca, e o "primeiro teorema fun-
damental"da economia do bem-estar sejam abordados, a modelagem de equilibrio geral
contemporanea muitas vezes é negligenciada NICHOLSON; SNYDER, 2019.

Essa falta de atencao deixa os estudantes mal preparados para entender e ana-
lisar pesquisas econémicas modernas. A modelagem de equilibrio geral ndo é apenas
uma extensao técnica, mas sim uma abordagem que revela aspectos fundamentais dos
principios economicos. Portanto, a falta de cobertura adequada desses tépicos pode obs-

curecer o entendimento de importantes conceitos econdmicos pelos alunos. A importancia
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da modelagem de equilibrio geral deveria ter mais énfase, pois ela pode melhorar a com-
preensio dos estudantes sobre questdes econdmicas contemporineas e prepara-los para

uma analise mais aprofundada e critica.

Como sabemos, em uma economia existem varios bens e varios mercados diferen-
tes, que possuem uma inter-relacéo e estdo suscetiveis a choques que interferem em seus
equilibrios, tornando a tarefa de chegar em um ponto de equilibrio geral dificil e desa-
fiadora. Além disso, o grande volume de dados e de calculos a serem feitos torna quase
impossivel de ser feito a mao, podendo incorrer em falhas e muitas horas de trabalho

cansativo e exaustivo.

Nos dias atuais, conseguimos por meio de programacéo em linguagens computaci-
onais fazer o trabalho volumoso de calculos e de modelagem, obtendo resultados precisos
em questao de segundos. Assim, resolver um problema que envolva encontrar precos de

equilibrio (por exemplo) em equilibrio geral se torna algo mais preciso e rapido.

Para fazer isso, deve-se fazer uso de equacées nao lineares para realizar o calculo
de equilibrio competitivo. Existe uma complexidade inerente a analise de equilibrio ge-
ral, principalmente quando se trata de uma analise das equacoes de demanda e oferta
para os bens e insumos. Um modo de contornar essa dificuldade é utilizar a abordagem de
simulacédo utilizando resultados numéricos. Desta forma, pode-se aplicar principios qua-
litativos béasicos da andlise microeconémica para entender as mudancgas nos precgos de
equilibrio, permitindo visualizar e compreender as consequéncias de diferentes eventos,
nio somente para um bem ou insumo, mas para os varios que existem em uma economia.
Essa metodologia de simulacéo proporciona uma compreensio pratica e intuitiva das in-
teracoes complexas que ocorrem em uma economia de equilibrio geral. Assim, pode-se ob-
servar e analisar numericamente como as mudancas em um setor afetam todo o sistema

econdmico, sem a necessidade de se perderem em detalhes matematicos complicados.

A especificacdo de qualquer modelo de equilibrio geral comeca ao determinar a
quantidade de bens a serem incluidos no modelo. Os bens abrangem né&o apenas produ-
tos de consumo, como também os bens intermediarios utilizados na producéo de outros
produtos, insumos produtivos como méo de obra ou recursos naturais, e bens que devem
ser produzidos pelo governo (bens publicos). A proposta do modelo é resolver os precos de
equilibrio para todos esses bens e analisar como esses precos variam diante de condigoes

diversas e choques econdomicos.

No contexto de um modelo de equilibrio geral, alguns bens sdo gerados por empre-
sas, cuja capacidade produtiva é especificada por funcoes especificas de producio. Neste
trabalho, ndo iremos considerar o sistema de producéo, partindo de uma analise de um

modelo simples, com dois bens e dois individuos.

Em seu livro, JUDD, 2023 apresenta estratégias utilizando métodos numéricos
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para solucionar problemas simples de equilibrio geral. Mais adiante no presente traba-
lho, iremos abordar essas estratégias, bem como suas aplicacdes. Para verificarmos como
se comportam algumas dessas estratégias, utilizaremos o trabalho de SHAPLEY; SHU-
BIK, 1977 como base, principalmente as utilidades utilizadas. O objetivo é observar qual

estratégia se comporta melhor e se mostra mais eficiente diante do cenario apresentado.

SHAPLEY; SHUBIK, 1977 em seu trabalho, buscou representar de forma conve-
niente, segundo ele, "'um exemplo numeérico real de uma economia comercial tranquila
com equilibrio multiplo parece quando representado em uma caixa de Edgeworth". Para
isso, Shapley utilizou uma economia simples, com somente 2 turistas (Ivan e John) e 2
bens monetarios (rublos e délares) para efetuarem as trocas entre si; se tratando de um
exemplo bem robusto, em que pequenas perturbacdes nos dados nao afetariam as carac-

teristicas qualitativas do modelo.

O presente trabalho tera 6 capitulos. No capitulo 2, abordaremos as concepgoes da
teoria do equilibrio geral. Entenderemos como se chega a um ponto de equilibrio em um
modelo, baseando-se em conceitos da caixa de Edgeworth, da lei de Walras, os teoremas
de bem-estar e as preferéncias individuais. Além disso, sera apresentado as formulacgoes
matematicas para se chegar a um equilibrio em um modelo simples, que sera utilizado

no trabalho.

No capitulo 3, apresentaremos as caracteristicas gerais de um modelo genérico.
Posteriormente, sera demonstrado as estratégias de solucoes numéricas. No capitulo 4,
especificaremos como funcionam os métodos numeéricos que serido aplicados. No capitulo
5, iremos especificar o nosso modelo de estudo, baseado em SHAPLEY; SHUBIK, 1977
e aplicaremos 3 estratégias de solucdo, apresentando os resultados de cada uma. Por
fim, no capitulo 6, concluiremos o trabalho apresentando quais foram os resultados e

comparando as estratégias.



2 O MODELO DE EQUILIBRIO GERAL DE TROCA PURA

Sendo a oferta e a demanda especificadas, o modelo de equilibrio geral sera resol-
vido para encontrar as quantidades e precos de equilibrio. Encontrar a solucio as vezes
pode ser um trabalho dificil, como dito anteriormente, as vezes o niimero de bens e fa-
milias é grande, por isso recorre-se a ajuda computacional. Primeiramente, uma solucéo
inicial é especificada, posteriormente os precos sdo aumentados em mercados que se iden-
tifica um excesso de demanda e diminuidos em outros que possuem excesso de oferta até

chegar a um ponto de equilibrio. Neste ponto o excesso de demanda é igual a zero.

Um ponto de partida para fazer uma analise de equilibrio geral é definindo a
quantidade de individuos e de bens que havera em um mercado. A partir disso, podemos
analisar como serao feitas as trocas e o comportamento tanto dos bens, quanto dos in-
dividuos neste mercado. Primeiro, define-se como sera a alocacdo destes bens, por meio
das cestas de consumo, onde se quantidade total de bens consumidos for igual a quanti-
dade de bens total disponivel no mercado, teremos um caso de alocacao factivel, o que nos
permite uma boa analise de como ocorrera as trocas entre os individuos deste mercado.
Um tipo interessante de alocacao factivel é a alocacdo dos bens por meio de uma dotacéo
inicial de cada consumidor presente no mercado, consistindo em uma quantidade de cada
bem que cada individuo ira trazer ao mercado. Somando-se todas as dotagdes iniciais de
cada individuo, teremos o total de bens e suas respectivas quantidades neste mercado,

assim, os consumidores trocarao os bens entre si até chegar em uma alocacéo final.

2.1 O MODELO DE TROCA PURA

Dada as preferéncias de cada consumidor, as trocas ocorreréo até um ponto em que
néo ocorrera melhora para um individuo sem que piore o outro individuo, portanto néo
havendo trocas que beneficiem os dois individuos. Neste ponto, ocorrera uma alocacéo
eficiente no sentido de Pareto, a qual cada pessoa situa-se em sua curva de indiferenca
mais alta possivel, dada a curva de indiferenca da outra pessoa. Nesta alocacéo, ocorre

que:

1. Nao ha como fazer com que todas as pessoas envolvidas fiquem em situagao melhor;

ou
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14 2.1. O MODELO DE TROCA PURA

2. nao ha trocas mutuamente vantajosas para serem efetuadas, e assim por diante.

O equilibrio competitivo em uma economia com dois bens, como utilizaremos neste
trabalho, pode ser entendido a partir de conceitos fundamentais de alocacéo eficiente e da
interacdo entre agentes econdmicos. Um dos instrumentos mais usados para representar
essas trocas é a caixa de Edgeworth, que permite visualizar as alocacgoes iniciais de bens,
as preferéncias dos agentes e as possiveis trocas mutuamente vantajosas. A curva de
contrato dentro da caixa representa o conjunto de todas as alocacgoes eficientes de Pareto,
ou seja, as alocagdes em que nao é possivel melhorar a situacdo de um agente sem piorar

a de outro.

Figura 1 — Caixa de Edgeworth

Fonte: STARR, 2011 pag. 33.

No contexto de uma troca bilateral entre dois agentes com preferéncias distintas
sobre dois bens, representado graficamente pela caixa de Edgeworth, o ponto inicial de
analise é a dotacdo inicial E. A partir desse ponto, os agentes podem realizar trocas
mutuamente vantajosas movendo-se para o noroeste da area delimitada pelas curvas de
indiferenca de ambos. Nessa regido, cada agente troca um bem que valoriza menos por
outro que valoriza mais,ou seja, que tenha mais utilidade para ele, resultando em ganhos

mutuos.

Ao longo desse processo, os agentes podem alcancar diferentes pontos, como A, B
ou C. Inicialmente, em E, as curvas de indiferenca dos agentes se cruzam, indicando taxas
marginais de substituicio MRS diferentes. Isso sugere que ha espago para trocas que
beneficiem ambos. A troca para A melhora a utilidade de ambos, mas ainda deixa espaco
para novos acordos. Movendo-se para B, as curvas de indiferenca tornam-se tangentes,
o que significa que as MRS dos agentes se igualam. Nesse ponto, ndo ha mais trocas

mutuamente vantajosas possiveis.
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O ponto B é eficiente no sentido de Pareto, pois ndo existem mais realocacées que
possam melhorar a situacdo de um agente sem prejudicar o outro. Em contrapartida, os
pontos E, A e C sao ineficientes, pois ainda permitem ganhos mutuos. A eficiéncia de
Pareto no ponto B reflete o uso 6timo dos recursos disponiveis, sem desperdicio. Além
disso, o ponto B também atende ao critério de racionalidade individual, pois ambos os
agentes estdo em uma posi¢ao ao menos tdo boa quanto na dotacéo inicial. Essa combi-
nacao de eficiéncia e racionalidade caracteriza a solucdo ideal de negociacdo entre os dois

individuos.

Embora uma curva de contrato mostre os pontos de eficiéncia de Pareto, ela néao
indica como os agentes chegam a uma alocacéo especifica dentro dessa curva. Para re-
solver essa ambiguidade, podemos introduzir o conceito de equilibrio competitivo, que
descreve um processo de formacao de precos em mercados descentralizados. Nesse mo-
delo, assume-se a presenca de um leiloeiro walrasiano, responsavel por ajustar os precos

de dois bens, p, e p,, até que a oferta se iguale 2 demanda em todos os mercados.

Os agentes economicos, ao receberem os precos p, e p,, avaliam sua dotacéo ini-
cial de bens e decidem quanto desejam consumir de cada bem, respeitando suas restrigoes
orcamentarias. A maximizacdo da utilidade de cada agente ocorre quando a taxa margi-

nal de substituicao (TMS) entre os dois bens é igual a razao dos precos, ou seja:

TMS, =TMSp =21,

b2

Esse processo leva a uma alocacdo em que a soma das demandas liquidas dos agentes é

zero para cada bem.

Um importante conceito da teoria do equilibrio geral é a lei de Walras. De acordo
com ela, se a demanda se igualar a uma oferta em um mercado, significa que necessa-
riamente em outro mercado também ocorrera o mesmo. Além disso, essa condi¢do tem
de valer para todos os precos, ja que cada agente tem de satisfazer sua restricdo orca-
mentaria para cada um deles. Se encontrarmos um conjunto de precos (p1, p2) onde
a demanda pelo bem 1 seja igual a oferta do bem 1, podemos garantir que a demanda
pelo bem 2 também sera igual a oferta do bem 2. Da mesma forma, se encontrarmos um
conjunto de precos onde a demanda pelo bem 2 seja igual a oferta do bem 2, podemos
assegurar que o mercado do bem 1 estara em equilibrio. De maneira geral, se houver
mercados para k bens, precisaremos encontrar apenas um conjunto de precos onde k — 1
mercados estejam em equilibrio. A lei de Walras implica que, nesse caso, o mercado do

bem k automaticamente tera sua demanda igual a oferta.

A existéncia de um equilibrio competitivo depende de certas condi¢coes matemati-
cas, como a continuidade da funcdo de demanda agregada e a convexidade das preferén-
cias dos agentes. Essas condicoes garantem que pequenas variagdes nos pregos resultem

em pequenas variacoes na demanda, facilitando o ajuste de precos pelo chamado leiloeiro
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até alcancar o equilibrio.

Além da existéncia, o equilibrio competitivo também é eficiente no sentido de Pa-
reto. No ponto de equilibrio, as curvas de indiferenca dos agentes tangenciam a linha
orcamentaria comum, indicando que nédo h4 trocas adicionais que sejam mutuamente
vantajosas. Assim, o equilibrio competitivo satisfaz o Primeiro Teorema do Bem-Estar
Econdmico, que afirma que qualquer equilibrio competitivo é eficiente no sentido de Pa-

reto.

2.2 EFICIENCIA E EQUILIBRIO

O Primeiro Teorema do Bem-Estar estabelece que um mercado competitivo ma-
ximiza todos os ganhos de troca, garantindo que a alocacéo de equilibrio alcancada sera
necessariamente eficiente no sentido de Pareto. Isso significa que nao sera possivel me-
lhorar a situacdo de alguém sem prejudicar a de outro, no entanto, essa alocacdo pode

nao possuir outras propriedades desejaveis mesmo sendo eficiente.

O teorema nao aborda a distribuicdo dos beneficios econémicos. O equilibrio de
mercado pode resultar em uma alocacdo desigual - se a pessoa A possuia tudo inicial-
mente, ela poderia continuar possuindo tudo apés as trocas,o que pode pode néo ser justo.
Apesar disso, sabe-se que um mecanismo de mercado simples pode alcancar uma alocacao

eficiente, ainda que nédo garanta equidade.

Analisemos agora uma situagiao de monopoélio. Vamos considerar um cenario onde
nédo ha leiloeiro e o agente A define os precos para o agente B, que decide quanto deseja
trocar com base nesses precos. Suponha também que A conhece a “curva de demanda” de

B e escolhe os precos para maximizar o préprio bem-estar, considerando a demanda de B.

Para entender o equilibrio nesse processo, precisamos lembrar da definiciao de
curva prego-consumo de um consumidor, que representa todas as escolhas 6timas dos
consumidores aos diferentes precos. A curva preco-consumo de B mostra as cestas que ele
comprara aos diferentes precos, descrevendo seu comportamento de demanda. O ponto
onde a reta orcamentaria de B intercepta a curva preco-consumo representa o consumo

otimo de B.

Para que A escolha os precos que maximizem seu bem-estar, ele deve encontrar
o ponto na curva preco-consumo de B onde A obtém a maior utilidade. Essa escolha
6tima é caracterizada por uma condicdo de tangéncia: a curva de indiferenca de A deve
tangenciar a curva preco-consumo de B. Se a curva preco-consumo de B cortasse a curva
de indiferenca de A, haveria outro ponto preferido por A, indicando que néao estamos
no ponto 6timo para A. A alocagdo de monopélio é ineficiente no sentido de Pareto. Na

margem, A gostaria de vender mais aos precos de equilibrio, mas s6 conseguiria fazer
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isso reduzindo os pregos de venda, o que resultaria em uma diminuicédo da renda obtida

de todas as suas vendas anteriores que estavam acima desse novo preco.

O Primeiro Teorema do Bem-Estar afirma que qualquer equilibrio competitivo em
um mercado de bens é eficiente no sentido de Pareto. Isso significa que, em um mercado
competitivo, onde os agentes buscam maximizar sua utilidade dentro de suas restrigcoes
orcamentarias e os precos refletem adequadamente a escassez relativa dos bens, a alo-
cacdo resultante nao pode ser melhorada sem prejudicar pelo menos um dos agentes. A
eficiéncia de Pareto, nesse contexto, refere-se a impossibilidade de melhorar o bem-estar

de um individuo sem reduzir o bem-estar de outro.

Este teorema é notavel porque demonstra que, sob certas condi¢oes, mercados des-
centralizados e competitivos conduzem automaticamente a resultados eficientes. Essa
eficiéncia ocorre sem a necessidade de intervencéo externa, desde que algumas condicoes
sejam atendidas. Entre elas, destacam-se que os agentes se preocupam apenas com seu
proprio consumo de bens, e ndo com o consumo de outros agentes. Caso contrario, sur-
giriam externalidades no consumo, que poderiam comprometer a eficiéncia do equilibrio
competitivo. Além disso, o equilibrio s6 é garantido se os agentes se comportarem de ma-
neira competitiva, ou seja, sem reconhecer ou explorar seu poder de mercado, algo que
tende a ser viavel apenas em mercados com muitos agentes, onde nenhum deles conse-
gue individualmente influenciar os precos. O teorema pressupode ainda que o equilibrio
competitivo exista, o que geralmente ocorre em mercados suficientemente grandes e di-

versificados.

Um exemplo que ilustra uma falha no Primeiro Teorema do Bem-Estar ocorre
quando ha externalidades no consumo. Imagine que o agente A se importe com o consumo
de charutos pelo agente B. Nessa situacéo, a escolha de consumo de cada agente baseada
apenas em precos de mercado pode levar a uma alocacgao ineficiente. Ainda que ambos
maximizem suas utilidades individuais, é possivel haver alternativas que melhorem a
situacdo de ambos, como A pagar B para consumir menos charutos. Assim, a eficiéncia

no sentido de Pareto pode nao ser alcancada.

Outro ponto importante é que, para mercados muito pequenos (como no exemplo
da caixa de Edgeworth com dois agentes), o comportamento competitivo também pode
néao se sustentar, pois cada agente tem poder de mercado suficiente para influenciar pre-
cos. Portanto, embora o Primeiro Teorema do Bem-Estar seja poderoso, ele depende de

condicdes especificas para se aplicar.

O Segundo Teorema do Bem-Estar expande a anélise, afirmando que qualquer
alocacao eficiente no sentido de Pareto pode ser alcancada como um equilibrio competi-
tivo, desde que as dotacdes iniciais sejam redistribuidas de forma adequada. Em outras
palavras, questoes de eficiéncia e de distribuicio podem ser tratadas separadamente. En-

quanto o Primeiro Teorema assegura que mercados competitivos sio eficientes, o Segundo
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Teorema mostra que esses mesmos mercados podem alcancar qualquer alocacéo eficiente

desejada, bastando ajustar as dotacdes iniciais.

O resultado depende da convexidade das preferéncias e das tecnologias de produ-
cao. Se as preferéncias de todos os agentes forem convexas, é sempre possivel encontrar
precos que resultem em um equilibrio competitivo correspondente a uma alocagao efi-
ciente no sentido de Pareto. A convexidade das preferéncias garante que as curvas de
indiferenca dos agentes ndo se cruzem mais de uma vez, permitindo que uma linha reta
—representando os precos relativos — separe os conjuntos de cestas preferidas pelos agen-

tes.

Além disso, o segundo Teorema também revela um ponto importante sobre o papel
dos precos nos mercados. Os precos tém duas funcoes principais: a funcéo alocativa, na
qual refletem a escassez relativa dos bens, orientando os agentes a fazer escolhas que
maximizem sua utilidade dentro das restricoes orcamentarias; e a funcéo distributiva,
na qual determinam o poder de compra dos agentes, influenciando o acesso de cada um

aos bens disponiveis.

A distincao entre esses dois papéis é fundamental. Para alcancar resultados efi-
cientes, os precos devem refletir os custos marginais reais, permitindo que os agentes
tomem decisdes corretas em termos de consumo. Questdes de distribuicdo, por outro
lado, podem ser resolvidas por meio de redistribuicdes das dotacdes iniciais. Essas redis-
tribuicoes podem ser feitas, por exemplo, através de transferéncias fixas de riqueza entre

os agentes, sem interferir nos precos de mercado.

Na pratica, o Segundo Teorema do Bem-Estar é util para fundamentar politicas
de redistribuicdo de renda. Ele sugere que, em vez de manipular precos (por exemplo,
reduzindo precos para certos grupos), o governo deve atuar redistribuindo diretamente
poder de compra. Manipulacoes de precos frequentemente introduzem ineficiéncias, en-
quanto transferéncias fixas permitem que os mercados continuem alocando recursos de

forma eficiente.

Contudo, implementar o Segundo Teorema enfrenta desafios praticos, como medir
com precisao as dotacdes iniciais e determinar métodos de redistribuicdo que néo distor-
cam os incentivos dos agentes. Por exemplo, tributar diretamente a dotacédo de trabalho
(quantidade de trabalho que o agente pode oferecer) seria ideal para evitar distorcoes,

mas essa abordagem é complexa e politicamente controversa.

Os dois teoremas fundamentais do bem-estar destacam o papel dos mercados com-
petitivos como mecanismos eficientes para alocacdo de recursos. O Primeiro Teorema
assegura que mercados competitivos conduzem a uma eficiéncia no sentido de Pareto, en-
quanto o Segundo Teorema demonstra que é possivel alcancar qualquer alocacéo eficiente

por meio de ajustes nas dotagdes iniciais. Ambos os teoremas sao essenciais para compre-
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ender o funcionamento dos mercados e suas implicacoes para a formulacdo de politicas

econdmicas.

2.3 CARACTERISTICAS

Por meio dos modelos de equilibrio geral, conseguimos observar varias caracteris-
ticas e como opera uma economia. Nicholson(2019, pag. 342) lista algumas importantes

percepgoes que conseguimos através de um modelo de equilibrio geral:

1. Nesses modelos, todos os precos sdo endogenos. Os elementos exégenos

dos modelos de equilibrio geral sdo preferéncias e tecnologias produtivas.

2. Qualquer modelo com um setor publico estda incompleto se ele néo espe-

cificar como as receitas fiscais sdo utilizadas.

3. O “resultado final” em qualquer avaliacdo de politica é a utilidade das
familias. As empresas e os governos sido apenas intermediarios para

chegar a esta contabilidade final.

4. Todos os tributos distorcem as decisdes econdmicas ao longo de alguma
dimensao. Os custos de bem-estar de tais distor¢oes devem ser sempre
ponderados em relacéo aos beneficios desses tributos (em termos de pro-

ducédo de bem publico ou transferéncias que valorizam a equidade)."






3 O MODELO DE PURA TROCA VERSAO GERAL E METODOS DE SOLUCAO

A modelagem de equilibrio em economia pode ser generalizada usando a notacéo
vetorial, que permite maior flexibilidade ao lidar com modelos que envolvem multiplos
bens ou individuos. Um vetor é um arranjo ordenado de variaveis, onde cada variavel
pode assumir valores especificos. Nessa abordagem, costuma-se adotar a convencao de
representar esses vetores como vetores coluna. Isso facilita a manipulacdo matematica e
a representacdo de varias dimensdes nos modelos econémicos, tornando-os mais robustos

e adaptaveis a diferentes cenarios.

Em um vetor de x, sua representacéo se baseia em x = [x1,x2,...,%,], sendo que
cada x; é uma variavel que pode assumir qualquer valor. Relembrando as propriedades
matematicas vetoriais, é importante verificar se os vetores que serdo utilizados tém o

mesmo comprimento, para que faca sentido a equacao vetorial.

Em um modelo de trocas, cada individuo ganha utilidade a partir do vetor de bens
que ele consome u!(x'), em que i = 1,...,m. Os individuos tém a liberdade de trocar os
recursos iniciais que possuem com outros ou de manter parte ou todos esses recursos para
si mesmos. Durante essas trocas, assumimos que os individuos aceitam os precos como
dados — ou seja, eles encontram um vetor de precos (p) que define o preco de mercado
para cada um dos n bens. Cada individuo busca maximizar sua satisfacdo ou utilidade,
mas esta limitado por uma restricdo orcamentaria que exige que o valor total gasto no

consumo seja igual ao valor total de seus recursos iniciais.

A partir do vetor de precos e das rendas de cada individuo, podemos obter o con-
junto de funcoes de demandas individuais, sendo uma para cada bem. Essas funcdes de
demanda séo continuas e sdo homogéneas de grau zero em todos os precos e rendas. Es-
sas propriedades nos permite adotar um esquema de normalizacdo conveniente para os
precos, pois nédo altera os precos relativos, o que faz com que as quantidades de demanda

fiquem inalteradas.

O equilibrio nesse modelo de troca simples ocorre quando a quantidade total de
cada bem demandado pelos individuos é igual a quantidade total disponivel desse bem no
mercado. A partir disso, podemos chegar ao equilibrio Walrasiano, em que uma alocacéo

de recursos e um vetor de preco associado (p*) de modo que :

21
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m . . m .
Y xX(p',p'x)=) % (3.1
i=1 =1

3.1 CARACTERISTICAS GERAIS DO MODELO GENERICO

O modelo apresentado a seguir é um modelo de troca para onde 2 ou mais in-
dividuos dividem as dotacoes inicias assegurando eficiéncia no sentido de Pareto, e um
sistema de precos. Suponha que essa economia possua m bens e n agentes, com o in-
dividuo i tendo uma funcéo utilidade u'(x), em que x € R™. Suponha também que e;.
seja referente a dotacao do individuo i referente ao bem j, e e' é o vetor de dotacao do
individuo i.

Assim, de maneira classica podemos definir a demanda como o resultado de ma-
ximizacgao de utilidade para um conjunto de precos dados p:

d’'(p) =argmaxu'(x)

) (3.2)
sa.p-x—-e)=0

Se o vetor de precos representado por p € R™, a representacido do excesso de de-

manda se da pela seguinte formula:
n . .
E(p)=) (d'(p)-e€") (3.3)
i

O equilibrio se da em qualquer ponto p € R™ em que o excesso de demanda E(p) = 0. Como
as funcoes de demanda sao homogéneas de grau 0 no vetor de precos, basta encontrarmos

uma solugéo no simplex S™ ! ={p | ™ pj=1

Para comprovar a existéncia de um vetor de pregos de equilibrio, o procedimento
é formular um mapa g(p) no simplex S™ !, sendo que em cada ponto fixo de g(p), p*, nés

teremos que E(p) = 0 o que define um equilibrio Walrasiano, assim a funcao sera:

(3.4)

g,(p) = Dj J’;max(O,Ej(P))

1+ ) max(0,E (p))
j=1

3.2 ESTRATEGIA DE SOLUCAO NUMERICA

3.2.1 INTERACAO DE PONTO FIXO

O primeiro método € a interacéo de ponto fixo, que pode ser usada para calcular o

preco de equilibrio. Como visto na equacio anterior, qualquer ponto no mapa g(p) pode
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ser considerado um preco de equilibrio, sendo assim, todos os equilibrios sdo solucoes

para o ponto fixo p = g(p). Tendo isso em vista, pode-se executar a interacido na qual
Pr+1 = 8(Pr)-

Se lidarmos com uma expresséao algébrica fechada para cada demanda dos indivi-
duos, serda um caso facil de lidar e evitaremos complica¢des computacionais. Porque g(p)
tem posto no simplex unitario (como explicado anteriormente), ndo ha como fazer com
que a interacio p;, esteja fora da faixa de precos permitida, mas também nao é garantida

a convergéncia dos precos.

3.2.2 E(p)=0COMO UM SISTEMA NAO LINEAR

Sendo assim, consideremos E(p) = 0 como um sistemar de equacgdes nédo lineares
para p, sendo que para resolver analiticamente as demandas individuais, da para calcu-
lar, por meio da funcédo de excesso de demanda, a solu¢do computacional para o sistema
de equacoes nao lineares. Porém, deve-se levar em conta a homogeneidade de grau zero
referente ao excesso de demanda E(p), se existe uma solucéo, existe um continuo de so-
lucées. Para corrigir isso, pode-se adicionar uma equaciao que force com que os precos
figuem no simplex, . ; p; = 1. Segundo a lei de Walras, se p satisfaz E(p) =0 para m —1

componentes do excesso de demanda, entdo o uiltimo componente de E(p) também é zero.

Assim o sistema de equacoes que deve ser resolvido sera:
E1(p) =0,

Em-1(p) =0, (3.5)

m
Zpi=1
l

Desta forma, pode-se usar o método de Newton ou o método de homotopia para se

chegar ao equilibrio, conforme JUDD, 2023

3.2.3 METODOS NUMERICOS HIERARQUICOS

Anteriormente, assumimos que E(p) pode ser expressada de forma fechada. Caso
nédo haja expressoes fechadas, a solucdo é optar por resolver o problema utilizando os
métodos numéricos para as demandas individuais. Para isso, se produz uma estrutura
hierarquica em cima do algoritmo resultante, com cada preco p tendo uma solucéo 6tima
para cada agente analisado. Para exemplo, suponha que o método utilizado foi o de inte-
racdo de ponto fixo para encontrar g(p). Como mostrado, a cada interacéo de p;, precisa-

se achar o ponto g(pz) no mapa e encontrar o vetor de excesso de demanda e, para isso, o
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algoritmo ira buscar o ponto 6timo para cada individuo com precos p, afim de resolver o
problema de demanda, ou seja, E(p) = 0, utilizando as solucées de otimizagao para calcu-
lar E(p) e o ponto no mapa g(pz). Posteriormente, o algoritmo solucionador de equagoes
néo lineares definido ira chamar E(p) , que por sua vez como mostrado anteriormente,
ira utilizar as solucdes de otimizacédo encontrados para cada individuo, est4 montada a

estrutura hierarquica.

Entendida a hierarquia do algoritmo, chegamos a alguns problemas. A precisido
da solucdo dos problemas de demanda individual influenciara diretamente na conver-
géncia de qualquer método para a solucdo da equacio linear aplicada para encontrar o
excesso de demanda E(p). Além disso, a préopria solucdo das demandas individuais sera
determinada por meio de um algoritmo de otimizacéo escolhido. Para que tudo saia cor-
retamente e os resultados sejam satisfatérios, € de suma importancia que a convergéncia
do algoritmo que soluciona as equacées néo lineares, juntamente com o solucionador de
pontos 6timos (sendo este de maneira bem rigida, pois ela advém de uma representacéo
analitica para encontra a utilidade de x, ou seja, u(x)), seja consistente, para ndo gerar

erros muito grandes.

Fatalmente, a otimizacdo do individuo tera um erro que ird além da precisédo da
maquina. Com isso, o excesso de demandada E(p) ira conter algum erro também, sendo
que o critério de convergéncia para a equacio nao linear dependera desso erro inicial. Por-
tanto, o critério de convergéncia devera ser mais flexivel para o solucionador de equacgoes
néo lineares e mais rigido para o algoritmo que ird encontrar a otimizacéo dos individuos

para calcular o excesso de demanda E(p).

3.2.4 CONDICOES DE PRIMEIRA ORDEM E EQUILIBRIO DE MERCADO

Para resolver um grande sistema néo linear, pode-se usar uma abordagem alter-
nativa afim de encontrar o equilibrio e as demandas de cada individuo. Para isso, deve-se
listar as equacoes, combinando as condi¢oes do problema de otimizacdo com suas respec-
tivas restricoes orcamentarias e as condicoes para chegar ao equilibrio. Tendo m bens e n
individuos, isso resulta nas condi¢ées de primeira ordem para cada bem e cada individuo,
assim temos:

u'(x')=p;A,i=1,...,n,j=1,..,m. (3.6)
Seguindo, a restricdo orcamentaria para cada individuo i sera:
p-x*—-e)=0,i=1,...,n (3.7)

A oferta é igual as condicoes de demanda para os bens até m — 1, sendo assim:

n . .
Z(x}—e}):o,jzl,...,m—l. (3.8)

i
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Por dltimo a condicao de precos que sera:
Y pi=1 (3.9)
J

isto produz um sistema de equacées nao lineares com p, X; e A;, com i = 1,...,n como
incégnitas. Todas as equacdes listadas acima (3.6 até 3.9) podem ser resolvidas por mé-

todos de equacdes nao lineares, onde como resultado ira retornar os equilibrios de p, X; e
A.

A vantagem de utilizar esta abordagem é a facil programacéo do cédigo que ira
retornar os resultados de equilibrio em problemas faceis. Porém, pode ser ineficiente por

conta do nimero de incégnitas e equacoes.

3.2.5 O METODO DE NEGISHI

Como vimos, o equilibrio competitivo em um sistema Arrow-Debreu é Pareto efi-
ciente. Isso quer dizer que para qualquer equilibrio existe um conjunto de pesos de bem-
estar social ndo negativos A’, com i = 1,...,n; tal que a alocacdo de equilibrio, x;, com

i=1,...,n, é a solucdo para o problema do bem estar social:

x!x2 .. i

n . . .
max Z)L‘u‘(x‘)
il (3.10)
s.t.Z(e’—xl):O
i=1

Na abordagem de Negishi, para calcular o equilibrio geral, procuramos os valores
A, i=1,...,n; de forma que a solucéo de (3.10) é uma alocacéo de equilibrio . Sendo os

precos proporcionais as utilidades marginais, a condicéao de equilibrio é:

dulE)l-e)=0,i=1,...,n,j=1,...,m (3.11)
J

Seguiremos os seguintes pacos

1. Para qualquer vetor de pesos A, calculamos a alocacio X(1) € R™*™, o qual resolve
o problema (3.10).

2. Depois, os pregos de equilibrio sdo calculados no simplex unitario, em consequéncia

de X(A). Os precos entiao serdo definidos a partir de:

ul,(X'(2)
pj=—"—=P;1) (3.12)
Y u}cll<x1m»
=1
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3. Verifica-se para cada individuo i se sua restricdo orcamentaria condiz com X*(1) aos

precos P(1), calculando o excedente de riqueza

W, (1) =P(1)- (e’ —X'(1)) (3.13)

4. Se W;(1) ndo é negativo, o individuo i podera pagar, dada sua restrigcdo orcamenta-
ria, X*(1) ao preco P(1), com o valor de W;(1) representando a riqueza restante do
individuo. Caso W;(A) seja igual a 0 para cada individuo i, chegaremos ao equilibrio

de precos de P(A) e a alocacgao final de equilibrio X(A).

A abordagem de Negishi, portanto, ira buscar resolver o sistema de equacoes néao
lineares:
W;(1)=0,i=1,...,n (3.14)

A partir dai, calcula-se P(1) , o vetor de precos de equilibrio.



4 METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES NAO LINE-
ARES

4.1 O METODO DE NEWTON

O método de Newton, também chamado de método de Newton-Raphson, é um mé-
todo amplamente utilizado quando se trata de resolucoes de equacdes nao lineares. Este
método é uma abordagem robusta o suficiente para lidar ndo apenas com uma equacéo
nédo linear, mas também com sistemas inteiros dessas equacgoes, que sdo comuns em di-
versas aplicacoes matematicas e fisicas. Comparado com outros métodos, ele costuma ser
o mais rapido, frequentemente muito mais rapido mas, no entanto, o método ndo garante

que uma solucéo existente sera encontrada.

A ideia fundamental por tras dos métodos numéricos para equacdes néo lineares é
criar uma série de equacoes lineares. Isso é feito porque sabemos como resolver equacoes
lineares, e a esperanca é que as solucdes dessas equacoes lineares nos conduzam a uma

solucédo da equacéo néo linear original.

Para exemplificar melhor, suponha que temos n equacoes nao lineares, escritas na

seguinte forma abstrata:

F()(x(),xl,. xn) =0
Fl(xo,xl,. xn) =0
4.1)

Fn(xo,xl,...xn) =0

Podemos assim, introduzir uma notacéo vetorial para x:

F=(Fo, - ,Fy)

X:(x(),"' ,xn)

Assim, o sistema podera ter F(x) = 0. Um bom exemplo é o utilizado em LINGE;
LANGTANGEN, 2016:
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x% = y —xcos(mx) 4.2)
yx+e v =x"1 (4.3)

Introduzindo x¢ = x e x; = y, temos:

Folxg,x1,...x2,) = x? —y+xcos(nmx)=0

Fi(x0,%1,...xp) =yx+e ¥ —x1=0

Para uma equacédo nao linear com uma tnica variavel, o método de Newton apro-
xima a funcéo nao linear f por uma funcao linear e encontra a raiz dessa funcéo linear.
Em termos simples, vocé usa uma linha tangente para fazer uma aproximacéo iterativa
da solucdo. Quando vocé tem um sistema de equacdes nao lineares com n variaveis, o
conceito é semelhante, mas em vez de uma linha tangente, vocé usa uma funcéo linear
que é uma aproximacio da funcéo vetorial F(x), sendo esta funcéo linear F = Jx+c¢, onde

J é uma matriz n x n, e ¢ é um vetor de comprimento 7.

Para aproximar a fun¢ao F por uma funcio linear, usamos a expanséo em série de
Taylor. Especificamente, usamos os primeiros dois termos da expansao. Se vocé conhece
o valor de F e suas derivadas parciais em um ponto x;, pode-se aproximar F em um ponto

x;+1 usando a formula:

F(x;11) = F(x;) + VF(x;)(x; 41 — x;) (4.4)

Sendo que VF representa uma matriz de derivadas parciais de F, em que cada
elemento da matriz é a derivada parcial de uma func¢éo com relacdo a uma variavel. Sua

composicdo se baseia em:

OF;
ox j

Assim, a matriz VF, também conhecida como jacobiana e denotada por </, apli-

cando ao exemplo fica:

0Fg  0Fy _ _
VR |ow om | 2x0 + cos(mxg) — mxg sen(mwxg) 1 A5
(4.5)
0F1 O0F; x +x—2 —e X1
0xo 0x1 1 0

O método de Newton comega com uma aproximacio inicial x; para a raiz de um
sistema de equacdes néo lineares. A ideia é encontrar uma nova aproximacgio x;+1 que

esteja mais préoxima da raiz real. Para melhorar a aproximacio, o método de Newton
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lineariza o problema néo linear, isso significa que a funcao néo linear F(x) é aproximada

por uma funcéo linear em torno do ponto x;, utilizando a expansao da série de Taylor.

A aproximacéo linear do problema néo linear F(x;,1) leva ao sistema:

F(x;)+ J(xi)xi11—x;)=0 (4.6)

onde J(x;) é a matriz Jacobiana de F no ponto x;. A matriz Jacobiana contém
todas as derivadas parciais das func¢oes do sistema e é usada para criar uma aproximacao

linear da funcao F(x;). Portanto, esse sistema nada mais é que :

J(x;)0 = —F(x;)

Do qual 6 é o vetor desconhecido que representa a diferenca entre a nova aproxi-

macdo x;+1 e a aproximacao atual x;. Assim, 6 =x;,1 —x;.

Portanto, o método de Newton para sistemas de equacoes algébricas consiste em

dois passos principais:

1. Resolver o sistema linear J(x;)6 = —F(x;) para encontrar §, por meio de resolver um

sistema de equacdes lineares usando a matriz Jacobiana

2. Atualizar a aproximacéo x; para a raiz, sabendo que x;.1 =x; +0

Resolver sistemas de equacdes lineares geralmente requer o uso de software apro-
priado. O método mais comum e robusto para resolver tais sistemas é por meio da elimi-
nacdo de Gauss. No Python, o pacote numpy oferece o médulo linalg, que inclui funcoes
para resolver sistemas lineares, como numpy.linalg.solve(A, b), utilizando métodos base-

ados na eliminacido de Gauss.

Quando lidamos com sistemas néo lineares que surgem da discretizacao de equa-
coes diferenciais parciais, a matriz Jacobiana associada a esses sistemas frequentemente
é esparsa. Isso significa que a maioria dos elementos da matriz é zero. Assim, é impor-
tante usar algoritmos especializados que podem tirar proveito dos muitos zeros na ma-
triz.A eliminacédo de Gauss pode ser lenta para sistemas com matrizes esparsas. Nesse

contexto, métodos iterativos sdo mais eficazes e rapidos.

Graficamente, em LINGE; LANGTANGEN, 2016 (pagina 231) temos um bom

exemplo para visualizarmos as tangentes e o comportamento do método:
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“0 10 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Figura 2 — Ilustracéo da ideia do método de Newton com f(x) =x?—9 =0, resolvendo
repetidamente a intersecéo das linhas tangentes com o eixo x

4.2 O METODO DA INTERACAO DE PONTO FIXO

Um ponto fixo de uma funcéo é um valor especial p que, quando aplicado na fun-
cao, retorna o proprio valor p. Formalmente, se temos uma funcéao g, dizemos que p é um
ponto fixo se:

gp)=p

Essa propriedade implica que, ao calcularmos g(p), obtemos exatamente p, sem qualquer
alteracdo. Este método se mostra interessante pois muitas vezes problemas complexos
podem ser reformulados em termos de encontrar pontos fixos. Os problemas de raiz e de
ponto fixo sdo, em muitos casos, classes equivalentes. O problema de determinacio de

raiz consiste em encontrar um valor p tal que uma funcéo f seja nula em p, isto é:

f(p)=0.

Encontrar esse valor p é equivalente, em certas circunstancias, a encontrar um ponto fixo

de uma outra funcéo g associada a f.

Dado o problema de raiz f(p) =0, é possivel definir uma funcéo g(x) de tal forma
que o ponto fixo de g coincida com a raiz de f. Duas maneiras comuns de definir g(x) sdo:

1. glx)=x—f(x), 2. glx)=x+c- f(x), onde c é uma constante.

Com essas definicoes, temos que, se p é uma raiz de f, entdo f(p) = 0 e, por
consequéncia, g(p) = p, fazendo de p um ponto fixo de g. Reciprocamente, se sabemos
que p é um ponto fixo de uma funcéo g, podemos construir uma funcéo f(x) = x — g(x) que

tera uma raiz em p (pois f(p)=p —g(p)=0).

Essa equivaléncia é muito util, pois problemas de ponto fixo frequentemente sao
mais faceis de analisar e resolver. O método de ponto fixo é amplamente utilizado na
resolucdo de problemas numeéricos de raizes, pois, sob certas condicdes, a sequéncia de

valores {x,} gerada pela iteracao x,.1 = g(x,) converge para o ponto fixo desejado. Como
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dito por BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016, "os pontos fixos ocorrem em muitas areas
da matematica e sdo uma das principais ferramentas utilizadas pelos economistas para

demonstrar resultados relativos ao equilibrio".

Para aplicar o método de ponto fixo com seguranca, é necessario que o ponto fixo
de g exista e seja tinico no intervalo considerado. O teorema a seguir estabelece condigoes

suficientes para a existéncia e a unicidade de um ponto fixo:

1. Se g é continua em um intervalo fechado [a,b] e mapeia [a,b] em si mesmo (ou seja,

g(x)€la,b] para todo x € [a,b]), entdo g possui pelo menos um ponto fixo em [a,b].

2. Para garantir a unicidade, supde-se adicionalmente que a funcéo g seja diferencia-
vel em (a,b) e que exista uma constante & < 1 tal que |g'(x)| < k& para todo x € (a, b).
Essa condicdo garante que g é uma construcdo contraente, ou seja, ao aplicar g

repetidamente, os valores de g(x) convergem para o ponto fixo p.

O teorema estabelece que, sob essas condigoes, existe exatamente um ponto fixo
de g no intervalo [a, b], e 0 método de ponto fixo, iniciado com qualquer valor x¢ em [a,b],

convergira para esse ponto fixo.

YA
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p=2gp T
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o

Figura 3 — Representacao grafica das condi¢ées de ponto fixo
BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016

Primeiramente, se g(a) = a ou g(b) = b, entdo g possui um ponto fixo nas ex-
tremidades do intervalo [a,b]. Caso contrario, se g(a) > a e g(b) < b, a funcio auxiliar
h(x) = g(x)— x é continua em [a,b], com A(a) >0 e h(b) < 0. Pelo Teorema do Valor Inter-
medidrio, existe um ponto p € (a,b) onde A(p) = 0. Isso significa que g(p) = p, entdo p é

um ponto fixo de g.

Suponha agora que a derivada |g'(x)| <k <1 em (a,b). Se p e q fossem dois pontos

fixos distintos, aplicando o Teorema do Valor Médio, existe um ponto j entre p e g tal que:
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g(p)—g(q) _

g'(e).

Isso implica que |p —q| = 1g(p)—g(@)| = 1g’DIlp —q| < klp —ql, o que leva a uma
contradicao, pois £ < 1. Portanto, a suposicio de que p # g é falsa, mostrando que o ponto

fixo em [a, b] é tnico.

Portanto, o método de ponto fixo é robusto em situacoes onde a funcéo g satisfaz
as condicdes do teorema, mas tem limitacdes. Em casos onde |g'(x)| = 1 em alguma parte
do intervalo, o método pode falhar em convergir, tornando necessario o ajuste da funcéo

g ou a adogao de outros métodos numeéricos.

Para determinar uma solugdo para p = g(p), dada uma aproximacao inicial py,

seguimos o seguinte algoritmo:

1. Entrada: Aproximacao inicial pg; tolerancia TOL; nimero maximo de iteragoes
Ny.

2. Saida: Solucéo aproximada p ou mensagem de erro.
3. Inicialize i = 1.
4. Enquanto i < Ny, faca:

a) Calcule p = g(po).
b) Se |p — pol < TOL, entéo:

i. Saida: p (solugdo aproximada);

ii. Pare.

¢) Caso contrario, incremente i =i + 1 e atualize poy = p.

5. Saida: "O método falhou apés Ny iteracoes sem sucesso."



5 APLICACAO A UM MODELO PARTICULAR DE ESTUDO

5.1 UM MODELO DE PURAS TROCAS COM EQUILIBRIOS

Consideraremos as seguintes especificacoes baseadas em SHAPLEY; SHUBIK,
1977, nesta economia de troca pura existem 2 individuos Ivan (individuo 1) e John (in-
dividuo 2), e dois bens (rublos x e délares y). as especificacoes das preferencias destes

individuos estao dadas pelas suas funcoes de utilidade:

ulxl,yt) = 21 +100(1 — e 10 (5.1)
u2(x2,y%) = y2 + 110(1 — e 710) (5.2)

Ambas as utilidades sdo concavas, além de cada bem ser tratado separadamente,

com um de cada bem entrando de maneira linear em cada funcao, o que facilita a analise.

A dotacéo inicial de Ivan é 40 rublos (x! = 40, 3! = 0) e ele pretende trocar seu bem
monetdrio por délares. Por sua vez, John possui 50 délares (%% = 0,72 = 50) e pretende

adquirir rublos.

Em muitos textos de economia, ha a noc¢édo de que o equilibrio competitivo (onde
a oferta e a demanda se igualam) é tnico sob certas condicées. Shapley destaca que, se
um bem é tratado de maneira linear e separavel em todas as funcgoes de utilidade, e se
ha oferta suficiente desse bem, entdo o equilibrio competitivo deve ser unico. Para que
essa unicidade ocorra, as preferéncias dos consumidores também precisam ser suaves e

estritamente convexas.

O exemplo trazido pelo autor busca explicitar que a "utilidade transferivel", que
refere-se a ideia de que podemos mover utilidade entre os individuos sem perder eficién-
cia; pequenas alteracdes podem levar a situacoes onde a unicidade do equilibrio competi-
tivo ndo se mantém. Para isso, mostrou utilizando uma caixa de Edgeworth que poderiam

ter 3 equilibrios competitivos considerando as utilidades mencionadas acima:
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Figura 4 — Trés equilibrios competitivos
SHAPLEY; SHUBIK, 1977

As solugoes de equilibrio encontradas por SHAPLEY; SHUBIK, 1977 séo os pontos

W, W e W”. Referindo-se as alocacdes de John, as quantidades de equilibrio foram:

1. W: 7,74 Rublos e 10,74 Délares
2. W': 26,83 Rublos e 29,82 Délares

3. W”: 36,78 Rublos e 39,77 Délares

O autor analisa a estabilidade dinamica dos precos de equilibrio associados a di-
ferentes solucdbes em um mercado, representadas por W, W' e W”. A ideia central é
que, dependendo das condigoes iniciais e do comportamento das fungoes de excesso de

demanda, certos pontos de equilibrio podem ser estaveis ou instaveis.

Ele argumenta que a direcdo da tangéncia comum, representada pela linha trace-
jada, reflete como as preferéncias dos agentes no mercado se alinham com o ponto inicial
I. Quando a tangéncia entre W e W’ passa acima de I, sugere-se que qualquer ajuste nos

precos tende a estabilizar o sistema, direcionando-o ao equilibrio estavel. Em contraste,
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quando a tangéncia entre W' e W” passa abaixo de I, o equilibrio associado a W' torna-se

dinamicamente instavel.

A instabilidade dindmica em W' implica que, se o preco de um bem aumentar le-
vemente, isso criarda um excesso de demanda positivo para o mesmo bem. Esse excesso de
demanda impulsionara um aumento adicional no precgo, levando a um processo de retro-
alimentacéo que afasta o sistema desse ponto de equilibrio. Por outro lado, os equilibrios
em W e W” sdo considerados dinamicamente estdveis, pois pequenas perturbacdes nos
precos nesses pontos tendem a ser corrigidas, conduzindo o mercado de volta ao equili-

brio.

5.2 CALCULO DA DEMANDA, EXCESSO DE DEMANDA E OUTRAS FUNCOES IMPOR-
TANTES

Primeiramente, calcularemos as fungdes de demanda, assim, precisamos maximi-
zar as utilidades de cada individuo. Lembrando que a dotagao inicial do individuo 1 é de
40 rublos (e'! = 40) e 0 délares (e'? = 0), enquanto a dotacéo inicial do individuo 2 é de 0
rublos (2! = 40) e 50 délares (e2? = 40).

Para o individuo 1, teremos:

maxul(x!, y!) = 2! +100(1 - e_yl/lo)
xl,y1 (5.3)
s.a pxx1 +pyy1 =40p,

Para resolvermos o problema de maximizacédo, montaremos a equacédo Lagrangi-
ana
Ll=x'+10001- e_yl/lo) —AM(pyat +pyy1 —40p,)

Aplicando as derivadas para encontramos as condi¢ées de primeira ordem, tere-

mos:

0.L1
0.1
oyl 10(e™"1%) — A1p, =0 (5.5)

Substituindo 5.4 em 5.5, teremos:

10e~Y710 = Py
Dx

Isolando y!, teremos a funcéo de demanda do individuo 1 para o bem y:
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y'= —101n(1§;x) (5.6)

Substituindo a equacéo de y! na restricdo orcamentéaria do individuo 1,

Dy
Opx

pxx1+py(—101n(1 )):40px

Resolvendo para teremos a funcéo de demanda do individuo 1 para o bem x, x:

X! :40+10’ﬁ1n( Dy ) (5.7)
Px 10p,

Portanto as fungoes de demanda do individuo 1 para os bens x e y sao:

xl(px,py):40+10?ln(1§; ) (5.8)
X X

1 _ Py

Yy (px,py)— 101n(10px) (5.9)

Para o individuo 2 sera:

maxu?(x?,y%) = y2 +110(1 - e_xQ/lo)

xlyl (5.10)
s.a pxac2 +pyy2 =50p,

o que produz o Lagrangiano :

L?=y2+110(1- e x7/10y _ A2(pox® +pyy2 -50p,)

Aplicando as derivadas para encontramos as condicoes de primeira ordem, tere-

mos:

0.%2 w21

=110(=e 10 ) (-—)—A%p, =0 5.11
— (—e10)(=75) = A°px (5.11)
0L2 9
_6y2 =1-A°p,=0 (5.12)

Para o individuo 2, o processo serd o mesmo. Para iniciar, isolaremos A% na equa-

cdo 5.12, assim teremos que:

2= (5.13)
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Substituindo em 5.11, teremos:

2
1170 = 22

by

Isolando x2, teremos a funcéo de demanda do individuo 2 para o bem x:

x2:—101n( P )

11p,

Substituindo a equacéo de x? na restricdo orcamentaria do individuo 2, teremos a

funcédo de demanda do individuo 2 para o bem y:

px(— 101n(1§);y)) +pyy2 =50p,

Resolvendo para y?:

y2:50+10&1n( D )
Dy 11py

Portanto as fun¢oes de demanda do individuo 2 para os bens x e y sao:

2 _ Dx
2Dy, Dy) = 1Oln(11py) (5.14)
2 Px Dx
—50+102%1 5.15
Y(ps,py) o “(upy) (5.15)

Com as funcdes de demanda para cada bem definidas para cada um dos consu-
midores, conseguimos formular a funcao excesso de demanda. O excesso de demanda
é definido como a diferenca entre a quantidade demandada de um bem e a quantidade
disponivel desse bem. No caso de dois individuos, o excesso de demanda para cada bem
sera a soma das demandas individuais de ambos menos a quantidade disponivel de cada
bem. Em nosso caso de estudo, isto fica facil de ser evidenciado, ja que temos somente 2

consumidores e 2 bens.

Como foi apresentado no capitulo 2, a funcéo excesso de demanda é representada
pela equacéao 2.11. Agora que ja temos os termos necessarios, vamos defini-la para os bens
x e y. O termo E(p) diz respeito ao excesso de demanda em fungéo do prego, que equivale
a um somatdério, de acordo com n (nimero de bens) e i (nimero de consumidores), das
demandas em funcéo dos precos de cada consumidor (d?(p)) menos a quantidade total
disponivel do bem na economia (e’). Lembrando que o equilibrio se d4 em qualquer ponto

p € R™ em que o excesso de demanda E(p) =0



38 5.3. IMPLEMENTACAO E TESTE DOS METODOS NUMERICOS

A quantidade de cada bem na economia se da pela soma das dotacoes iniciais dos
individuos 1 e 2 para cada um deles. O individuo 1 possui #! =40 e y! = 0, enquanto o

individuo 2 possui #2 =0 e 32 = 50. Assim teremos:

%=+
(5.16)

x =40

S

y=y +y
(5.17)

y=50

A quantidade total disponivel do bem x (¥) nesta economia é igual a 40 e a do bem

y (¥) é igual a 50.

As fungoes de demanda para o bem x dos consumidores 1 e 2 sdo, respectivamente,
as equacoes 5.8 e 5.14 e . Substituindo-as na formula de excesso de demanda, teremos

que:

E.(p)= (40+1O§—Zln(1§;x)) +(—101n(1§’;y))—40

(5.18)

Dy Dy Dx
E(p)=10—"1n (2] - 10In(
() Dx 10py 11py)
Para o bem y, as funcées de demanda dos consumidores 1 e 2 sdo, respectivamente,
as equacoes e 5.15. Assim como feito para o bem x, substituiremos estas equacdes, além

da quantidade total disponivel do bem ¥ , na férmula de excesso de demanda:

Ey(p)=- 101n(1§;x)) + (50+10§—zln(1§);y)) ~50

(5.19)

E,(p)= —1014%) + 105;—;1n(1i’;y)

5.3 IMPLEMENTACAO E TESTE DOS METODOS NUMERICOS

Utilizaremos o valioso exemplo desenvolvido por SHAPLEY; SHUBIK, 1977, para

implementar e testar os métodos numéricos descritos no capitulo 3.

Com a nossa funcéo de excesso de demanda pelo bem x, utilizaremos ela para
calcular os precos de equilibrio nas duas primeiras estratégias que serdo apresentadas.

Para visualizarmos melhor o que buscamos por meio delas, vejamos o grafico a seguir:
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Valores de e Ex(py, py)

Px

Figura 5 — Grafico de E,(p) para p,

Para construir este grafico, criamos um vetor de precos para o bem x (p,) e para
o bem y (p,), aliado a condicéo do simplex Y, p; = 1. A partir dos valores dessas duas
variaveis, calculou-se o excesso de demanda para o bem x e tracou (por meio da linha
continua da cor azul) o caminho que E, percorre. A linha tracejada em vermelho facilita

a visualizacido de quando a linha de E, chega ao valor igual a zero.

O excesso de demanda, em termos econémicos, é a diferenca entre a quantidade
demandada e a quantidade ofertada de um bem. Se o excesso de demanda é positivo
(acima da linha vermelha tracejada), ha mais demanda do que oferta, enquanto um valor
negativo (abaixo da linha vermelha tracejada) indica que ha mais oferta do que demanda.
Quando o excesso de demanda é zero, o mercado esta em equilibrio, ou seja, a quantidade

demandada iguala a quantidade ofertada.

Neste exemplo que estamos utilizando, a funcéo de excesso de demanda tanto para
o bem x, quanto para o bem y contém componentes logaritmicos que capturam a relacéo
néao linear entre os precos dos bens e o comportamento da demanda. A presenca desses
logaritmos indica que pequenas mudancas nos precos relativos podem causar variacoes

significativas no excesso de demanda.

A funcéo E.(p,,p,) mostra uma oscilacdo & medida que p, aumenta. Isso de-
monstra que a resposta da demanda ao prego do bem x néo é constante e que o impacto
de uma variacao no preco depende de sua magnitude e da relacdo com o preco do bem y.
A oscilacéo pode ser atribuida a estrutura logaritmica da funcéo, que amplifica ou reduz

a sensibilidade da demanda dependendo da relacéao 2—;.
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Em alguns pontos de p,, a funcdo assume valores positivos, indicando excesso
de demanda, enquanto em outras faixas a funcédo é negativa, representando excesso de
oferta, como ja falado anteriormente. A alternincia entre esses estados reflete a sensibi-
lidade da demanda as variacdes de preco e destaca a complexidade do ajuste do mercado.
Essa estrutura sugere que, mesmo pequenas mudancas no preco do bem x, podem alterar
significativamente a posicido de mercado (excesso de demanda ou oferta) devido a forma

como os dois consumidores do modelo reagem a diferentes combinacoes de precos.

Os pontos em que a curva cruza a linha horizontal E, = 0 sdo os pontos de equili-
brio de mercado. Nesses pontos, a quantidade demandada do bem x iguala a quantidade
ofertada. No grafico, podemos observar que ha trés pontos em que isso ocorre, o que

representa que ha mais de um ponto de equilibrio possivel.

A multiplicidade de equilibrios sugere que o sistema é altamente sensivel as con-
digdes de preco, o que pode indicar a presenca de mais de um estado de equilibrio estavel
no mercado, o que é comum em cenarios onde bens substitutos ou complementares in-
teragem de maneira significativa. A economia desses equilibrios multiplos pode estar
relacionada a elasticidade-preco da demanda. Para diferentes intervalos de precos, a
elasticidade da demanda pode mudar de tal forma que o mercado alterna entre equilibrio

de excesso de oferta e excesso de demanda.

Arelacdo entre p, e p,, definida como p,+p, = 1, modela um cenario onde hd uma
dependéncia inversa entre os precos dos bens x e y. Isso pode representar uma substi-
tutibilidade direta entre os dois bens, onde um aumento no preco de x reduz a demanda
por x e, consequentemente, o preco de y, se eles forem bens substitutos imperfeitos. A
oscilacdo da curva mostra como mudancas na razdo entre p, e p, afetam o excesso de

demanda de x, sugerindo uma forte interacdo entre os mercados de ambos os bens.

A estrutura logaritmica sugere que, conforme a razio entre os precos se aproxima
de certos valores criticos, ha grandes variacées no comportamento da demanda. Esses
pontos criticos podem estar relacionados a mudancas nas preferéncias dos consumidores,
onde eles passam a preferir um bem em detrimento do outro a medida que a relacédo de
precos se altera. Isso também pode indicar que o sistema é muito sensivel a pequenas

variacdes de preco, o que pode causar flutuagoes consideraveis no excesso de demanda.

Aplicaremos os métodos numéricos para encontrarmos os pontos de equilibrio no
modelo de equilibrio geral, identificando os trés possiveis pontos de equilibrio para o sis-
tema. Neste processo, come¢amos com um valor inicial de p, e utilizamos incrementos
regulares de 0,1, variando p, de 0,1 até 0,9. Essa abordagem permite uma exploracéo
sistematica do espaco de solucoes, com o objetivo de identificar os valores de p, que satis-
fazem as condigoes de equilibrio. Esses métodos nos ajudam a localizar as condigdes sob
as quais o mercado atinge equilibrio, considerando as interacdes entre variaveis econo-

micas e adaptando o valor de p, para garantir precisdo na identificacdo dos pontos de
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equilibrio.

Como demonstrado nos graficos anteriores, podemos identificar os trés pontos de
equilibrio no ponto em que E, = 0. As primeiras duas estratégias de solucdo procuram
encontrar os pontos de equilibrio por meio da equacédo de excesso de demanda do bem
x. Espera-se que fornecendo o p, inicial, o método numérico consiga convergir, em x
numeros de interacées, para o p, de equilibrio, onde E, = 0. Para efeito comparativo,
iremos demonstrar o numero de interacoes em que cada método convergiu ao resultado

para cada p, informado.

Para todos as estratégias que seréo utilizadas, sera adotado um limite de toleran-
cia de 1x 107, Além disso, para um controle maior, haverd um limite de interacdes para
cada método, afim de nao ocasionar em loops infinitos. Estas aplicacées nos permitirao
verificar como cada uma das estratégias para solucédo de equilibrio geral se comportam
com a existéncia dos 3 pontos de equilibrio, além do comportamento com relacéo as equa-

coes nao tao triviais que serio fornecidas (como as logaritmicas).

5.3.1 ITERACAO DE PONTO FIXO

A primeira estratégia de solucdo numérica a ser utilizada é por meio da intera-
cdo de ponto fixo. Como visto, primeiramente deve-se definir o mapa g(p), que sera o

seguinte:

Dx+ maX(O,Ex(p))

1+max(0,E (p)) + max(0,E ,(p)) (5.20)

gx(px,py) =

Neste caso, precisaremos fazer o mapa g(p) somente para o bem x. Lembrando
que se um mercado estiver em equilibrio, m — 1 mercados também estarédo em equilibrio,
podendo achar o p, a partir do p, encontrado. Assim sendo, o programa ira buscar o

ponto fixo em g(p).

Utilizaremos as funcoes de excesso de demanda para os bens x e y definidas ante-
riormente como mostrado na funcio g,(px,py). Este ajuste leva o preco ao ponto onde o

excesso de demanda é minimizado, direcionando p, ao equilibrio.

O método de ponto fixo é uma técnica iterativa em que assumimos uma aproxima-
cao inicial para o preco p, (digamos, pg). Em cada py informado, vamos utilizar a funcéo

gy, de forma que a préxima iteracédo no algoritmo seja dada por:

Pr+1=8x(pr)

A cada iteracao, calculamos pj1 utilizando a funcéo g, que por sua vez, utiliza

os excessos de demanda dos bens x e y. Apés esse calculo, o algoritmo verifica a diferenca
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entre pr.1 e pr. Se essa diferenca for menor que a tolerancia informada ( o que indica
que os valores estédo suficientemente préximos), assume-se que o equilibrio foi atingido.
Se néo for atingido, o algoritmo ira executar as préximas iteragoes e, se ndo atingirmos
a tolerancia dentro de um nimero maximo de iteracées, o método é interrompido, néo

chegando a um ponto de equilibrio.

Inicialmente, utilizaremos py = 0,1. A tabela a seguir mostra o nimero de itera-
coes feitas pelo algoritmo, bem como os valores de p, e p, alcancados em cada iteracao

feita.

Tabela 1 — Resultados da iteracdo do método de ponto fixo

Iteracao Px Dy

1 0.97598 | 0.02402
2 0.00165 | 0.99835
3 0.99996 | 0.00004
4 0.00000 | 1.00000
5 1.00000 | 0.00000
6 0.00000 | 1.00000
7 1.00000 | 0.00000
8 0.00000 | 1.00000
9 1.00000 | 0.00000
10 0.00000 | 1.00000

11 nan nan

100 nan nan

Podemos observar, por meio da tabela, que ndao houve convergéncia ao equilibrio.
Nas primeiras iteracdes, ha grandes variacdes entre os valores de p, e p,. Por exem-
plo, na segunda iteracéo, p, cai para aproximadamente 0,00165 enquanto p, sobe para
0,99835, ocorrendo o contrario na terceira iteragdo, indicando uma grande instabilidade

no processo de convergéncia.

A partir da quarta iteracdo, os valores de p, e p, alternam repetidamente entre
1 e 0, sugerindo que o método esta preso em um ciclo e ndo consegue convergir para um
ponto de equilibrio estavel. A partir da décima primeira iteracdo, os valores de p, e p,
se tornam nan (Not a Number). Isso indica que o método falhou devido a uma operacéo
invalida, possivelmente causada pelo comportamento oscilatério que resultou em divisoes

por zero ou logaritmos de valores negativos/invalidos na funcéo.

Todos os testes obtiveram praticamente o mesmo comportamento. Utilizamos
po =0,2;0,3;---;0,9 e nenhum convergiu a um ponto de equilibrio apés 100 iteracoes
feitas, sendo que os resultados e o comportamento do programa foram muito parecidos
ao teste anterior com pg =0,1. A tabela a seguir demonstra as saidas do algoritmo para

cada py.
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Tabela 2 — Resultados da iteracdo do método de ponto fixo para pg =0,2;---;0,9.

po | Iteracdes | pr | py

0,2 100 nan | nan
0,3 100 nan | nan
0,4 100 nan | nan
0,5 100 nan | nan
0,6 100 nan | nan
0,7 100 nan | nan
0,8 100 nan | nan
0,9 100 nan | nan

Esse comportamento sugere que o método de ponto fixo, com a funcdo g(p) e as
condicoes especificadas, nao é adequado para encontrar um ponto de equilibrio estavel
para esses precos. Em particular, o método pode estar violando os critérios necessarios
para convergéncia, tendo em vista as grandes oscilac¢des, se mostrando néo eficaz para o

nosso caso de estudo, com 3 pontos de equilibrio e fungées logaritmicas.

5.3.2 E(p)=0 COMO UM SISTEMA NAO LINEAR

Para resolver o problema de encontrar os equilibrios de mercado considerando o
excesso de demanda E(p) = 0 como um sistema de equacdes néo lineares, come¢camos por
definir o sistema que queremos resolver. A funcdo E(p) representa o vetor de excesso
de demanda para cada bem em um mercado com m bens, onde cada componente E;(p)

corresponde ao excesso de demanda do bem i, dado o vetor de precos p.

Segundo a Lei de Walras, se o vetor de precos p satisfaz E(p) = 0 para m—1 compo-
nentes do excesso de demanda, entéo o ultimo componente de E(p) sera automaticamente
zero. Isso nos permite reduzir o sistema para m — 1 equacoes de excesso de demanda. Em
nosso caso particular de estudo, temos somente dois bens e, consequentemente, dois mer-
cados. Sendo assim, se encontrarmos os precos de equilibrio para o bem x, o mercado de
y também estara em equilibrio, sendo seus precos de equilibrio definidos de acordo com a

condicdo de que py +p, =1.

Relembrando, nossa funcéo excesso de demanda para o bem x ja esta definida:

E.(p)= 10&111( Py | - 101 (2=
px  ‘10py 11p,

Para resolver esse sistema, aplicaremos o método de Newton, um método itera-
tivo apropriado para sistemas de equacoes néo lineares. O método de Newton exige que
tenhamos uma aproximacéio inicial para os precos, e para o caso especifico que estamos
estudando, vamos variar essa aproximacao inicial ao definir p, variando de 0,1 em 0,1

até 0,9, onde p, representa o preco inicial de um dos bens. Dessa forma, teremos uma
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série de pontos de partida distintos para verificar a convergéncia e, assim, explorar a

possibilidade de multiplos equilibrios.

Essa abordagem é 1util para determinar se o sistema apresenta até trés equili-
brios distintos, como esperado no caso em analise. Cada valor inicial de p, fornecera
uma trajetoria de iteragdo que pode convergir para um equilibrio particular, possibili-
tando verificar a existéncia de multiplos equilibrios no sistema. O sistema de equilibrio
é encontrado ao satisfazer a condicao E(p) =0, que indica que a quantidade demandada

iguala a quantidade ofertada para cada bem.

Porem para utilizar o metodo de newton precisamos da primeira derivada escre-

vendo E,(p) pois px+p, =1, temos que

E,=10rIn(1/10r)-101n(r/11) = =10rIn(10) — 10rIn(r) — 10In(r) + 101n(11)

assim calculamos

dE d
* —(=101n10—-10ln7— 10— 10/r)—~

e como

dr 1
dpx (1_px)2

Assim temos a derivada, e a usamos no método de newton, com um limite de 1000

iteracoes.

O primeiro teste é feito com p, inicial igual a 0.1. A tabela a seguir demonstra os
resultados obtidos a partir da aplicacdo do método de Newton simples, ja que ha somente
uma funcao de interesse, no caso, a de excesso de demanda especificada acima. As colunas
de resultados representam o nimero de iterages realizadas pelo algoritmo até chegar ao
equilibrio, os valores de p, e p, ao longo da iteracéo, bem como a quantidade demandada
do bem x pelo individuo 2 (Demanda x9), além da quantidade demandada pelo bem y,
pelo mesmo individuo (Demanda ys), como demonstrado nos resultados encontrados por
SHAPLEY; SHUBIK, 1977 para fins de comparacéo.
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Tabela 3 — Resultados das Iteracées para p, inicial = 0,1

‘ Iteracéao ‘ Px ‘ Dy ‘ Demanda xo ‘ Demanda ys ‘
0 | 0.100000 | 0.900000 45.951199 44.894311
1| 0.392317 | 0.607683 28.354783 31.694297
2 | 0.387855 | 0.612145 28.542325 31.915580
3| 0.382802 | 0.617198 28.755686 32.165012
4 | 0.377069 | 0.622931 28.999009 32.446454
5| 0.370558 | 0.629442 29.277179 32.764250
6 | 0.363155 | 0.636845 29.595917 33.123198
7 | 0.354735 | 0.645265 29.961846 33.528437
8 | 0.345168 | 0.654832 30.382435 33.985150
9 | 0.334328 | 0.665672 30.865688 34.497960

10 | 0.322122 | 0.677878 31.419308 35.069784
33 | 0.217555 | 0.782445 36.778679 39.773875

Neste primeiro teste, podemos observar que houve convergéncia ao equilibrio.

Apés 33 iteragdes, o algoritmo chegou ao ponto em que p, =0,217555 e p, = 0,782445, o

mesmo encontrado por Shapley em seu trabalho. As quantidades demandadas do indivi-

duo 2 foram de aproximadamente x = 36,78 e y = 39.77, os mesmos nimeros encontrados
por SHAPLEY; SHUBIK, 1977 no primeiro ponto de equilibrio.

Tabela 4 — Resultados do método Newton para diferentes valores iniciais de p,.

Py Inicial | Iteracgoes ‘ Resultado Encontrado ‘
0.100000 33 0.217555
0.200000 15 0.217555
0.300000 21 0.217555
0.400000 34 0.217555
0.500000 921 0.835324
0.600000 906 0.835324
0.700000 888 0.835324
0.800000 833 0.835324
0.900000 926 0.835324

Os resultados apresentados na Tabela 4 mostram o desempenho do método de

Newton para encontrar a solucdo do nosso modelo, utilizando diferentes valores iniciais

de p, (preco inicial de um bem). A andlise revela algumas caracteristicas do método

de Newton, particularmente sua sensibilidade aos valores iniciais e a convergéncia para

diferentes solucoes.

Inicialmente, observa-se que, para valores iniciais de p, entre 0,1 e 0,4, o método

converge para o mesmo resultado p, = 0,217555 com um ndmero moderado de iteragoes
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(variando entre 15 e 34). Isso sugere que a regido préxima a esses valores iniciais esta
associada a um ponto de equilibrio estavel, no qual o método rapidamente encontra a so-
lucdo devido a proximidade do valor inicial ao ponto de equilibrio. Como podemos obser-
var, quando p, iniciou-se com o valor de 0,2 (o valor mais préximo ao ponto de equilibrio),

em 15 iteracdes convergiu a ele.

No entanto, para valores iniciais mais altos (p, de 0,5 a 0,9), 0o método de Newton
converge para um segundo ponto de equilibrio p, = 0,835324. Nesse caso, o0 numero de
iteracdes necessario para a convergéncia é significativamente maior, variando de 833 a

926 iteracoes.

Outro aspecto interessante é que os dois pontos de equilibrio encontrados (p, =
0.217555 e p, = 0.835324) indicam a existéncia de multiplos equilibrios no sistema. Essa
multiplicidade reflete os resultados encontrados por SHAPLEY; SHUBIK, 1977, mos-
trando que a estratégia conseguiu identificar mais de um ponto. O numero elevado de
iteracoes necessario para p, > 0.5 pode ser interpretado como uma indicacio de que a

solucdo encontrada estd em uma regido menos estavel.

O grafico a seguir ilustra os resultados encontrados a partir de cada p, inicial. Os
resultados se encontram no eixo vertical, enquanto os valores de p, que iniciaram o teste,

se encontram no eixo horizontal.

Px Inicial vs Resultado Encontrado
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o o o o o ) o o o
Dy Inicial

Figura 6 — Resultados de E, para cada p, inicial

O grafico apresenta a relacédo entre o valor inicial de p, e o resultado final en-

contrado pelo método de Newton aplicado a funcéo de excesso de demanda E,. No eixo
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horizontal, estao os valores iniciais de p,, variando de 0.1 a 0.9, enquanto o eixo vertical

exibe os valores de p, obtidos como resultado apés a convergéncia do método.

A analise do grafico revela a presenca dos dois pontos distintos de equilibrio no
sistema. Para valores iniciais de p, entre 0,1 e 0,4, o método converge para um mesmo
equilibrio, localizado em aproximadamente p, = 0,217. Esse comportamento sugere que,

nessa faixa de valores iniciais, o sistema é atraido por um ponto fixo mais préximo.

Por outro lado, para valores iniciais de p, entre 0,5 e 0,9, o0 método de Newton
converge para um segundo ponto de equilibrio, situado em aproximadamente p, = 0,835.
Isso indica a existéncia do outro ponto fixo no sistema, ao qual os valores iniciais mais
altos tendem a se aproximar. A divisdo entre as regides de convergéncia demonstra que
o sistema possui miltiplos equilibrios estaveis, com o valor inicial de p, determinando

para qual deles o método converge.

Adiante temos uma nova ilustracdo grafica para analise dos resultados. Nela
conseguimos comparar o numero de iteracées que ocorreram, dado cada p, inicial, para

a convergéncia.

Px Inicial vs nam. de iteragtes

8O0

Z
=

lteragoes

g

200

0 T = T T

tn v A ¢
o o o’ ) o7 o Q o® Ce
Dy Inicial

Figura 7 — Numero de iteragoes para cada p, inicial

Como demonstrado no grafico acima, analisamos a relacédo entre o valor inicial de
Ppx € o numero de iteracoes necessarias para que o método de Newton convergisse a uma
solucéo para a funcédo de excesso de demanda E,. No grafico, o eixo horizontal representa
os valores iniciais de p,, variando de 0.1 a 0.9, enquanto o eixo vertical indica o nimero

de iteracoes necessarias para a convergéncia.
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Os resultados evidenciam que, para valores iniciais de p, entre 0.1 e 0.4, o nu-
mero de iteracdes é moderado, variando entre 15 e 34. Isso sugere que, nessas regioes, a
funcéo E, apresenta um comportamento mais linear ou estavel, permitindo que o método
de Newton encontre rapidamente uma solucdo. Esses valores iniciais convergem consis-
tentemente para o mesmo ponto de equilibrio, indicando a presenca de uma solucéo bem

definida nesta faixa.

Por outro lado, para valores iniciais de p, superiores a 0.5, observa-se um au-
mento expressivo no numero de iteracoes, atingindo valores proximos a 900. Esse com-
portamento pode ser atribuido a maior complexidade da funcéo E, nessas regioes, possi-
velmente devido a caracteristicas como maior curvatura ou presenca de pontos de infle-

xd0. Além disso, esses valores iniciais estdo associados a um segundo ponto de equilibrio.

5.4 CONDICOES DE PRIMEIRA ORDEM

Usando as condicoes das equacdes 3.6 a 3.9, construiremos um sistema de equa-
coes derivado das condigdes de primeira ordem assim, calculando as derivadas da equacéo

3.6 acima encontraremos 4 equacgoes que representam a maximizacao dos individuos:

1=A'p, (5.21)
. |
10e10 = Alp, (5.22)
2
11e0 = A%p, (5.23)
1=12p, (5.24)

Além disso, temos que satisfazer a restricao orcamentaria de cada consumidor.
Ela diz que a alocacdo de bens (x!,y') para este consumidor deve ser tal que o valor
(preco vezes quantidade) das trocas que o agente realiza é igual ao valor da sua dotacéo

inicial de bens, que é ¥' =40 e 3! =0, isto vem da equacéo 3.7.

(Pa,py) - =z, y 51 =0
(P, py) - (x1 —40,y1) =0 (5.25)
Pt —40p, +pyyt =0

De forma analoga, temos a restricdo orcamentdaria para o agente 2:

(Pa,py) (2 -7, y2 - 5%)=0
(Px,Py) (6%, y*=50)=0 (5.26)
pxx2 -50p, +pyy2 =0
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Aqui, %% =0 e % =50 séo as dotacdes iniciais do agente 2. Essas equacdes repre-
sentam as trocas que os agentes podem realizar, onde o valor das trocas liquidas de cada
agente, dado pelos precos de mercado p, e p,, deve ser igual a soma do valor das suas

dotacoes iniciais.

A condicao de equilibrio de mercado para o bem x (em m — 1 mercados pela lei de
Walras). Ela indica que a quantidade total demandada pelos dois agentes (x! + x?) deve
ser igual a quantidade total disponivel no mercado, que representa as somas de &1 + 2,

que em nosso caso de estudo, é igual a 40.

l+x2-xl-x2=0 (5.27)

xl+x2-40=0

Para os precos, teremos a equacao 3.9. Aqui, a soma dos precos é igual a 1. Isso
é comum para simplificar a analise de precos relativos, onde o preco de um bem pode ser

expresso em termos do outro.

DPxtDy= 1 (5.28)

As equacoes 5.21 a 5.28 obtidas das condicdes de primeira ordem definem um

ponto de equilibrio.

Definidas as equagoes, partiremos para a aplicacdo da estratégia. O nosso algo-
ritmo implementara o método de Newton para resolver o sistema de equacgoes nio line-
ares descritos acima. Nesse modelo, sdo consideradas oito varidveis principais: py e py,
que representam os precos dos bens x e y; x1 e x2, que representam as quantidades de
x consumidas pelos dois individuos; y; e y2, que sdo as quantidades de y consumidas
pelos mesmos individuos; e, finalmente, 11 e A2, que sdo os multiplicadores de Lagrange

associados as restri¢oes orcamentarias de cada individuo.

O sistema de equacoes é definido com base nas condicées de equilibrio de mer-
cado, que garantem que a oferta seja igual a demanda para cada bem, nas restrigoes
orcamentarias dos individuos e na normalizagio dos pregos, assumindo que a soma de p,
e p, deve ser igual a 1. A Jacobiana, que é a matriz de derivadas parciais das equacdes
com relacéo as variaveis, é calculada para possibilitar a aplicacdo do método de Newton.
Essa matriz é fundamental para determinar os incrementos iterativos que ajustam as

variaveis em direcéo a solucéo.

A resolucéo do sistema ocorre iterativamente. Inicialmente, o vetor de variaveis

é avaliado no sistema de equacdes. Em seguida, o método de Newton calcula um incre-
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mento resolvendo o sistema linear
J-Avars = —F,

onde J é a Jacobiana e F' é o vetor de equacdes avaliadas no ponto atual. As variaveis
sdo entdo atualizadas e o processo se repete até que o erro, medido pela norma de F, seja
menor que um limite de tolerancia (107%) ou que o nimero maximo de iteracées (1000)

seja alcancado.

Aplicaremos o método com trés diferentes condigées iniciais para as variaveis,
afim de conseguir chegar aos trés pontos de equilibrio encontrados no trabalho de SHA-
PLEY; SHUBIK, 1977. Para cada teste, o nimero de iteracdes necessarias para alcancar
a convergéncia é registrado, assim como a solucédo final, que inclui os valores das varia-

veis de equilibrio: precos, consumos e multiplicadores de Lagrange.

A tabela a seguir demonstra os valores informados como iniciais para cada varia-

vel para o primeiro teste.

Tabela 5 — Valor inicial teste 1

‘ Variavel ‘ Valores ‘

Px 0.8
Dy 0.2
X1 10
X9 30
Y1 25
¥2 25
A1 1
Ag 3

Os precos iniciais dos bens (p, e p,) foram definidos como 0.8 e 0.2, respecti-
vamente. As quantidades iniciais de consumo para os individuos (x1, x9, y1, y2) foram
ajustadas em 10, 30, 25, e 25, enquanto os multiplicadores de Lagrange (11, Ag)foram

configurados como 1 e 3.

A seguir temos a tabela de resultados. Ela apresenta as soluc¢des encontradas
pelo método de Newton, que convergiu apés 6 iteracoes. Os precos de equilibrio ajustados
sdo p, =~ 0.429237 e p, = 0.570763, confirmando que a soma dos precos totaliza 1, em
conformidade com a restricao de normalizacdo. As quantidades de consumo ajustadas
indicam que o individuo 1 consome aproximadamente x; = 13.171409 e y; = 20.176213,
enquanto o individuo 2 consome x9 = 26.828591 e yo =~ 29.823787. Os multiplicadores de
Lagrange resultantes, 1; = 2.329714 e A9 = 1.752041.

Esses resultados demonstram a convergéncia do método de Newton para o equili-
brio do sistema, a partir das condi¢des iniciais definidas. A precisédo obtida em 6 iteracoes

também sugere que o método foi eficiente para esse conjunto especifico de valores iniciais.
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Tabela 6 — Resultados do Teste 1

‘ Variavel ‘ Resultado ‘

Iteracoes 6
Dx 0.429237
Dy 0.570763
X1 13.171409
X9 26.828591
Y1 20.176213
Yo 29.823787
A 2.329714
Ag 1.752041

Da mesma forma, partiremos para o segundo teste em busca de outro ponto de
equilibrio. A tabela 5.7 demonstra os valores inicias utilizados para a aplicacido da estra-

tégia.

Tabela 7 — Valor inicial teste 2

Variavel | Valores

Px 0.8
Dy 0.2
X1 30
X9 10
1 10
Y2 40
M -1
Ao -4

Para os precos iniciais, p, e p,, foram atribuidos os valores 0.8 e 0.2, respecti-
vamente. As quantidades de bens consumidas inicialmente pelos individuos foram con-
figuradas de forma assimétrica: x; = 30 e x9 = 10, enquanto y; = 10 e yo = 40. Ja os

multiplicadores de Lagrange (11 e A3) receberam valores negativos, —1 e —4.
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Tabela 8 — Resultados do Teste 2

‘ Variavel ‘ Resultado ‘

Iteracoes 7
Px 0.835324
Dy 0.164676
X1 32.259422
X9 7.740578
Y1 39.264226
¥ 10.735774
A 1.197141
Ao 6.072519

Nesta tabela 5.8, sdo apresentados os valores finais encontrados apés a execucédo
do método de Newton, que convergiu em 7 iteracées. Os precos ajustados do equilibrio
sdo p, =~ 0.835324 e p, =~ 0.164676, também encontrado no trabalho de SHAPLEY; SHU-
BIK, 1977. As quantidades de consumo ajustadas indicam que o individuo 1 consome
x1 = 32.259422 e y; = 39.264226, enquanto o individuo 2 consome xg = 7.740578 e ys =
10.735774. Os multiplicadores de Lagrange no equilibrio, 11 = 1.197141 e 12 = 6.072519,

agora apresentam valores positivos.

Os resultados evidenciam que, mesmo partindo de condigoes iniciais desbalancea-
das e com variaveis fora do intervalo esperado, o método de Newton conseguiu encontrar

uma solucao estavel para chegar ao segundo ponto de equilibrio.

Por dltimo temos o terceiro teste. A seguir temos os valores utilizados para iniciar

o algoritmo.

Tabela 9 — Valor inicial teste 3

‘ Variavel ‘ Valores ‘

Px 0.9
Py 0.1
X1 20
X9 20
Y1 25
y2 25
M -1
A9 -2

Na tabela 5.9, observa-se que os precos iniciais atribuidos aos bens foram p, =0.9
e py =0.1. As quantidades iniciais consumidas pelos individuos foram configuradas de
forma igualitaria, com x; = 20, x9 = 20, y1 =25 e yo = 25. Contudo, os multiplicadores de

Lagrange, 11 e 19, foram inicializados com valores negativos, —1 e —2, respectivamente.
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Tabela 10 — Resultados do Teste 3

‘ Variavel ‘ Resultado ‘

Iteracoes 46
Dx 0.217555
Dy 0.782445
X1 3.221313
X9 36.778687
Y1 10.226112
Yo 39.773888
A 4.596546
Ao 1.278044

A tabela 5.10 apresenta os valores encontrados apds a execucdo do método, que
convergiu em 46 iteracoes. Este numero elevado de iteracdes indica que a configuracéo
inicial estava relativamente mais distante do equilibrio, exigindo mais passos para al-
cancar a solucdo. Os precos ajustados no equilibrio sdo p, = 0.217555 e p, = 0.782445,
também encontrado por SHAPLEY; SHUBIK, 1977. As quantidades ajustadas revelam
que o individuo 1 consome x71 = 3.221313 e y; = 10.226112, enquanto o individuo 2 con-
some xg = 36.778687 e ygy =~ 39.773888.

Por fim, os multiplicadores de Lagrange ajustados no equilibrio sdo 11 = 4.596546
e A3 = 1.278044. O resultado final demonstra que, apesar da complexidade e da distancia

inicial do equilibrio, o método de Newton conseguiu alcancar uma solucédo estavel.

E importante destacar que foram realizados outros testes além destes. Alguns
ndo conseguiram retornar resultados, e outros convergiram para o mesmo ponto de equi-
librio. Para nio ficar muito extenso, ndo apresentamos todos, focando nos testes em que

resultaram em pontos de equilibrio, além de valores diferentes para tais pontos.

Outro ponto a se destacar é que estes valores sédo fornecidos a partir de chutes
para todas as variaveis. Para convergir a um ponto de equilibrio especifico, os chutes
iniciais tém de ser bom para todas as variaveis. Em alguns casos, mesmo variando
somente o valor de p, (consequentemente p,) e mantendo as outras varidveis constantes,

o resultado encontrado era o mesmo.






6 CONCLUSOES

O presente trabalho procurou utilizar estratégias de solucées para problemas de
equilibrio geral e compara-las. Todas essas estratégias se encontram no livro de JUDD,
2023 e utilizam métodos numéricos para chegarem aos resultados de equilibrio. Aplica-
mos essas estratégias utilizando o problema mostrado por SHAPLEY; SHUBIK, 1977,
onde ele encontrou 3 solucées de equilibrio a partir das utilidades fornecidas para 2 in-
dividuos em um mercado de somente 2 bens. Um modelo simples, mas que conta com
funcgoes utilidades um pouco mais complexas. A partir disso, verificamos como cada mé-

todo se comportou com tais condicoes e iremos comparar seus resultados.

A primeira estratégia a ser utilizada foi a do método do ponto fixo. Um dos pontos
positivos dela foi a facil programacao, ja que se trata de um método relativamente simples
de se implementar. Foram executados os testes utilizando o algoritmo, mas em cada uma
dessas tentativas, os valores de p, e p, resultaram em nan (Not a Number) apés 100
iteracoes, o que indica que o método falhou em convergir para um ponto de equilibrio

estavel.

Esses resultados sugerem que, independentemente do ponto de partida pg, o mé-
todo de ponto fixo com a funcéo g(p) ndo é adequado para encontrar um equilibrio neste
contexto. A presenca de nan sugere que a funcéo iterativa g(p) gera operacoes invalidas
durante o processo, possivelmente devido a instabilidades como divisdes por zero ou loga-
ritmos de valores néo definidos (valores negativos ou zero), especialmente a medida que

as iteragdes avancam.

Como dito por JUDD, 2023, ndo ha garantia que essa estratégia chegue a conver-
géncia, e consequentemente ao equilibrio. Em nosso caso especifico de estudo, o método se
mostrou ineficaz e de mal funcionamento, nao conseguindo chegar a nenhum dos pontos

de equilibrio e néo ocorrendo de maneira correta, como demonstrado.

A estratégia de E(p) = 0 como um sistema néo linear se comportou bem. A aplica-
cao do método de Newton para encontrar o ponto de equilibrio entre as demandas de bens
x e y mostrou-se eficaz e de facil programacdo, embora com algumas limitacdes. Como

observado, o método depende fortemente da escolha do valor inicial de p,.

Para valores iniciais de p, entre 0.1 e 0.4, o método converge para o equilibrio

em p, = 0.217555 com um nimero moderado de iteracdes, variando de 15 a 34. Ja para
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valores iniciais superiores a 0.5, o método converge para o equilibrio em p, =~ 0.835324,
mas com um numero significativamente maior de iteracoes, chegando a até 926. Esse
comportamento reflete a presenca de duas bacias de atracédo associadas aos equilibrios e

a complexidade da funcao de excesso de demanda.

Em nosso caso de estudo especifico, esta estratégia nao conseguiu obter todos os
pontos de equilibrio. Como foi informado durante o trabalho, havia 3 pontos de equilibrio
a serem encontrados. Os resultados indicaram que o método conseguiu identificar dois
pontos de equilibrio distintos: p, = 0.217555 e p, =~ 0.835324. A convergéncia para cada
ponto depende da regido em que o valor inicial de p, se encontra. O outro ponto, como
informado por SHAPLEY; SHUBIK, 1977 em seu trabalho, é considerado dinamicamente
instavel. Assim, em alguns casos, ndo é possivel chegar a ele dependendo da estratégia

utilizada.

Por dltimo e ndo menos importante, utilizamos a estratégia das condigoes de pri-
meira ordem. O método de Newton se mostrou uma ferramenta poderosa para a solucéo
do sistema de equacgoes néo lineares que representam o equilibrio geral do modelo econ6-
mico em analise. Sua eficiéncia é evidente nos casos testados, uma vez que ele conseguiu
convergir para solucdes de equilibrio em trés cenarios distintos, mesmo quando as condi-

coes iniciais variavam amplamente.

Apesar disso, o método de Newton é sensivel as condigoes iniciais escolhidas para
as variaveis. Como observado, diferentes valores iniciais podem levar a pontos de equi-
librio distintos ou, em alguns casos, a ndo convergéncia. Isso indica que o método exige

boas aproximacdes iniciais para aumentar a probabilidade de sucesso.

Nos testes realizados, o método demonstrou eficiéncia ao alcancar a convergéncia
em um numero relativamente baixo de iteracdes quando as condigdes iniciais estavam
razoavelmente préoximas do ponto de equilibrio. Por exemplo, no primeiro teste, o método
convergiu em apenas seis iteragdes, enquanto no terceiro teste, com condigdes iniciais

mais distantes, o numero de iteragdes subiu para 46.

O método também foi capaz de resolver um sistema com multiplas variaveis e res-
trigdes, mostrando sua robustez. Além disso, a precisédo dos resultados obtidos demonstra

que a aplicacao da Jacobiana e das condicées de equilibrio foi feita de maneira eficaz.

Apesar de sua eficacia, o método apresenta limitacées praticas. Em particular, a
necessidade de uma boa aproximacao inicial para todas as variaveis pode ser um desafio
em aplica¢des mais gerais, onde tais aproximacdes nao sdo conhecidas. Além disso, houve
casos em que o método nio conseguiu retornar resultados, destacando sua dependéncia

de uma configuracéo inicial adequada.

Uma caracteristica interessante é a capacidade do método de identificar multiplos

pontos de equilibrio, dependendo das condicdes iniciais. Nos testes realizados, ele conse-
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guiu captar os 3 pontos de equilibrio existente em nosso modelo, com um nimero baixo

de iteracdes.

Portanto, as trés estratégias analisadas — o método do ponto fixo, a abordagem
de resolucéo de um sistema néo linear E(p) =0, e a aplicacdo das condi¢des de primeira
ordem — apresentam caracteristicas distintas em termos de implementacio, eficiéncia,

robustez e limitacoes.

O método do ponto fixo, embora simples, mostrou-se inadequado para o problema
em questao devido a sua incapacidade de lidar com instabilidades numeéricas. A aborda-
gem E(p) = 0 foi eficaz para identificar dois equilibrios, mas sua dependéncia das condi-
¢oes iniciais limitou seu alcance. Por fim, a estratégia baseada nas condic¢des de primeira
ordem se destacou como a mais eficaz e robusta, sendo capaz de identificar todos os pon-
tos de equilibrio do modelo com um desempenho consistente em termos de nimero de
iteracoes. Portanto, em problemas de equilibrio geral mais complexos, esta ultima estra-
tégia se apresenta como a escolha mais adequada, apesar de sua maior complexidade de

implementacéio.

No capitulo 3, foram apresentados as estratégias de solucoes para problemas de
equilibrio geral. Além das trés utilizadas em nosso trabalho, foram demonstradas ou-
tras estratégias que também sao indicadas para casos de func¢des nao lineares. Posterior-
mente, se mostra interessante aplicar estas estratégias para verificar como se comportam

em casos especificos, como o utilizado neste trabalho.
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CODIGO PYTHON

Abaixo esta o c6digo implementado para resolver o problea a

A.1 CODIGO PARA A ITERACAO DO PONTO FIXO

# —x— coding: utf-8 —*-—

Created on Sat Sep 7 14:36:10 2024

Qauthor: Paulo

mman

" Intera o de ponto fixo"

import numpy as np

import pandas as pd

def E_x(p_x, p_y):

terml = 10 x (p_y / p_x) * np.log(p_y /

term2 = -10 * np.log(p_x / (11 * p_y))

return terml + term2

def E_y(p_x, p_y):

terml = -10 x np.log(p_y / (10 x p_x))

term2 = 10 * (p_x / p_y) * np.log(p_x /

return terml + term?2

def g_x(p_x):
p_y =1 - p_x
numerator = p_x + max (0, E_x(p_x,
denominator = 1 + max (0, E_x(p_x,

return numerator / denominator

def ponto_fixo_g(p0, TOL, NO):

P_vy))
P_vy))

(10 » p_x))

(11 * p_y))

+ max (0,

E_v(p_x,

P_y))
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62 A.2. E(p)=0COMO UM SISTEMA NAO-LINEAR

i=1
resultados = [] # Lista para armazenar os resultados de cada

itera o

while i <= NO:
p_next = g_x(p0) # Pr xima itera o usando g_x
p_y = 1 - p_next # Calcula p_y baseado em p_x + p_y = 1
resultados.append( (i, p_next, p_y)) # Armazena o n mero da

itera o, p_.x e p_y

if abs (p_next - p0) < TOL:

break

p0 = p_next # Atualiza p0 para a pr xima itera o

i+=1

return resultados

# Parmetros iniciais
p0 = 0.2 # Valor inicial de p_x
TOL = le-6 # Toler ncia para o erro

NO = 100 # N mero m ximo de i1tera es

# Chamada ao m todo do ponto fixo

resultados = ponto_fixo_g(p0, TOL, NO)

# Cria o de um DataFrame para exibir a tabela de resultados

df_resultados = pd.DataFrame (resultados, columns=["TItera o', "p_x'

r 'y’ 1)

# Exibir a tabela

print (df_resultados.to_string(index=False))

A.2 E(p)=0COMO UM SISTEMA NAO-LINEAR

# —%x— coding: utf-8 —*-

mmww

Created on Tue Sep 10 20:44:18 2024

@Qauthor: Paulo

mmwn
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import numpy as np

import pandas as pd

def naive_Newton (E_x, dfdx2, p_x, eps):

iteration_counter = 0
max_iterations = 1000
results = []

while True:

p,y =1 - p_x
f val = E_x(p_x, pP_V)

# Calcula as demandas em cada itera o

x1_demand = demandaxl (p_x, p_V)
x2_demand = demandax?2 (p_x, pP_V)
vyl _demand = demandayl (p_x, p_V)
yv2_demand = demanday2 (p_x, P_VY)

# Armazena os resultados da itera o na lista
results.append([iteration_counter, p_x, p_y, x1_demand,

x2_demand, yl_demand, y2_demand])

if abs(f_val) <= eps:

break

p.x = p_x — float (f_val) / dfdpx(p_x)

iteration_counter += 1

if iteration_counter > max_iterations:
print ("O m todo n o convergiu.")

break

# Converte a lista de resultados em um DataFrame
df = pd.DataFrame (results, columns=[’'Itera o', 'p.x', "p_y’', '
Demanda x1’, ’'Demanda x2’, ’'Demanda yl’, ’'Demanda y2'])

return df

def E_x(p_x, p_y):
return demandaxl (p_x, p_y) t+ demandax2 (p_x, p_y) - 40

def dfdx(p_x, p_Vy):
terml_derivative = 10 * ((-p_y / p_x**2) * np.log(p_y / (10 * p_x
)) + (p_y / p_x) x (-1 / py + 1 / p_x))




46

47

48

49

60

61

62

63

64

66

67

68

69

70

71

72

73

74

76

77

78

79

80

81

82

83

84

86

87

64 A.2. E(p)=0 COMO UM SISTEMA NAO-LINEAR

term2_derivative = -10 * (1 / p.x + 1 / p_y)

return terml_derivative + term2_derivative

def dfdpx(p_x):
r =p.x / (1 - p_x)
termA = -10*np.log(10) — 10xnp.log(r) -10 -10.0/r
return termdA / (l-p_x) **2

def demandaxl (p_x, p_Vy):
return 40 + 10 » (p_y / p_x) * np.log(p_y / (10 * p_x))

def demandax2 (p_x, p_Vy):
return -10 % np.log(p_x / (11 * p_y))

def demandayl (p_x, p_Vy):
return -10 » np.log(p_y / (10 * p_x))

def demanday2 (p_x, p_Vy):
return 50 + 10 » (p_x / p_y) * np.log(p_x / (11 = p_y))

# Inicializa valores
p.x = 0.4
eps = 0.000001

# Executa o m todo de Newton e gera a tabela de resultados
df_results = naive_Newton (E_x, dfdx, p_x, eps)

print (df_results[-1:])

P_X 0.2
eps = 0.000001

# Executa o m todo de Newton e gera a tabela de resultados
df_results = naive_Newton (E_x, dfdx, p_x, eps)

print (df_results[-1:])

p.x = 0.9
0.000001

eps

# Executa o m todo de Newton e gera a tabela de resultados

df_results = naive_Newton (E_x, dfdx, p_x, eps)
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65

print (df_results[-1:])

A.3 CODIGO PARA CONDICOES DE PRIMEIRA ORDEM

# —x— coding: utf-8 —*-—

mmnn

Created on Sun Sep 8 09:15:03 2024

Qauthor: Paulo

mmn

import numpy as np

# Definindo o sistema de equa es F
def F (vars) :
# vari veis

p_x, p_y, x1, x2, yl, y2, lambdal, lambda?2 = wvars

# Equa es de equil brio

egl = 1 - lambdal * p_x
eq2 = 10 * np.exp(-yl / 10) - lambdal % p_y
egq3 = 11 x np.exp(-x2 / 10) - lambda2 * p_x

eg4d = 1 - lambda2 x p_y

egb = p_x » x1 - 40 x p_.x + p_y * vyl
egb = p_x * x2 — 50 x p_y + p_y * y2
eq’7 = x1 + x2 - 40

eg8 = p_.x + p_.y — 1

return np.array(leql, eqg2, eq3, eqgd4, eqgb5, eqg6, eq’,
# Definindo a Jacobiana J
def J(wvars) :

p_x, p_y, x1, x2, yl, y2, lambdal, lambda2 = wvars

# Matriz Jacobiana 8x8

J_matrix = np.zeros((8, 8))
# Derivadas parciais das egua es
J_matrix[0, 0] = -lambdal # Derivada egl em rela

J_matrix[0, 6] = —-p_x # Derivada egl em rela

J_matrix[1,

H
Il

—lambdal # Derivada eg2 em rela

eq8])

O a p_x
o a lambdal

o a p_y
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def

J_matrix[1l, 4] = -np.exp(-yl / 10) # Derivada eg2 em rela o a
vl

J_matrix[l, 6] = -p_y # Derivada egq2 em rela o a lambdal

J_matrix[2, 0] = -lambda2 # Derivada eg3 em rela o a p_x

J_matrix[2, 3] = -1.1 » np.exp(-x2 / 10) # Derivada eg3 em
rela o a x2

J_matrix[2, 7] = -p_x # Derivada eqg3 em rela o a lambda?2

J_matrix([3, 1] = -lambda?2 # Derivada eg4 em rela o a p_y

J_matrix[3, 7] = -p_y # Derivada eg4 em rela o a lambda?2

J _matrix[4, 0] = x1 - 40 # Derivada egb em rela O a p_x

J_matrix[4, 1] = vyl # Derivada egb em rela o a p_y

J_matrix[4, 2] = p_x # Derivada egb em rela o a x1

J_matrix[4, 4] = p_y # Derivada egb em rela o a yl

J_matrix[5, 0] = x2 # Derivada eg6 em rela o a p_x

J_matrix[5, 1] = y2 - 50 # Derivada eg6 em rela o a p_y

J_matrix[5, 3] = p_x # Derivada eg6 em rela o a x2

J_matrix[5, 5] = p_y # Derivada egb em rela o a y2

J_matrix[6, 2] = 1 # Derivada eqg7 em rela o a x1

J_matrix[6, 3] =1 # Derivada eqg7 em rela o a x2

J_matrix[7, 0] = 1 # Derivada eg8 em rela o a

J matrix[7, 1] =1 # Derivada eg8 em rela 0O a p_y

return J_matrix

# Fun o Newton Jj definida anteriormente

Newton_system(F, J, x, eps):

F_value = F(x)

F_norm = np.linalg.norm(F_value, ord=2) # 12 norm of vector

iteration_counter = 0
while abs (F_norm) > eps and iteration_counter < 100:
delta = np.linalg.solve (J(x), —-F_value)
X = x + delta
F_value = F (x)
F_norm = np.linalg.norm(F_value, ord=2)

iteration_counter += 1
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# Here, either a solution is found, or too many iterations
if abs (F_norm) > eps:
iteration_counter = -1

return x, iteration_counter

#fp_x, p_y, x1, x2, yl, y2, lambdal, lambda2
x0 = np.array([0.8, 0.2, 10, 30, 25, 25, 1, 31)

# Toler ncia

tol = le-6

# Aplicar o m todo de Newton ao sistema

x, n = Newton_system(F, J, x=x0, eps=tol)

# Imprimir os resultados
print (f"Itera es: {n}")

print (f"Solu o: {x}")

#p_x, p_y, x1, x2, yl, y2, lambdal, lambda2

x0 = np.array([0.8, 0.2, 30, 10, 10, 40, -1, -41)

# Toler ncia

tol = le-6

# Aplicar o m todo de Newton ao sistema

x, n = Newton_system(F, J, x=x0, eps=tol)
# Imprimir os resultados

print (f"Itera es: {n}")

print (f"Solu o: {x}")

## 3

x0 = np.array([0.9, 0.1, 20, 20, 25, 25, -1, 2])

# Toler ncia

tol = le-6

# Aplicar o m todo de Newton ao sistema
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120 |x, n = Newton_system(F, J, x=x0, eps=tol)
121
122 |# Imprimir os resultados

123 |print (f"Itera es: {n}")

124 |print (f" Solu o: {xI™")
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