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RESUMO

Os modelos de regressdo desempenham um papel fundamental na analise de dados,
mas em situacdes em que a aplicacdo de modelos de regresséo linear é invidvel, os modelos de
regressao ndo linear surgem como alternativa. Esses modelos oferecem a capacidade de repre-
sentar relagdes mais complexas, como curvas, oscilacdes, interacdes nao lineares e comporta-
mentos caoticos. Este estudo propde a utilizacdo de dois modelos de regressdo néo linear, o
modelo logistico e também do modelo de Richards para descrever o padrdo de crescimento de
casos de COVID-19. Os dados utilizados foram obtidos a partir do site da Organizagédo Mundial
da Saude (OMS). Em uma tentativa de solucionar os problemas da variancia ndo constante e
ndo normalidade dos erros, foi feita uma transformacgdo na variavel resposta ( y3). A aplicacdo
dos modelos de regressao ndo linear incluiu uma anélise de variancia (ANOVA), revelando que
0 modelo logistico se ajustou melhor aos dados e a curva resultante do modelo logistico ajustou-
se de maneira satisfatoria aos dados. Também foi utilizado os critérios AIC e BIC para verificar
qual dos modelos se ajustou melhor aos dados. Embora o coeficiente de determinagéo (R?)
tenha sido significativamente elevado, a analise de residuos ndo indicou a aceitacdo completa
das suposi¢des em nenhum dos dois modelos.

Palavras-chave: regressao ndo linear, modelo logistico, modelo de richards, coronavirus.



ABSTRACT

Regression models play a fundamental role in data analysis, but in situations where
the application of linear regression models is unfeasible, nonlinear regression models emerge
as an alternative. These models offer the capability to represent more complex relationships,
such as curves, oscillations, nonlinear interactions, and chaotic behaviors. This study proposes
the use of two nonlinear regression models, the logistic model and the Richards model, to
describe the growth pattern of COVID-19 cases. The data used were obtained from the World
Health Organization (WHO) website. In an attempt to address the issues of non-constant
variance and non-normality of errors, a transformation was applied to the response variable ( [
y] ~3). The application of nonlinear regression models included an analysis of variance
(ANOVA), revealing that the logistic model fit the data better, and the resulting curve from the
logistic model fit the data satisfactorily. The Akaike Information Criterion (AIC) and Bayesian
Information Criterion (BIC) were also used to determine which of the models best fit the data.
Although the coefficient of determination (R2) was significantly high, residual analysis did not

indicate complete acceptance of assumptions in either of the two models.

Keywords: nonlinear regression, logistic model, Richards model, coronavirus.
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1. INTRODUCAO

Em estatistica, regressdo € uma das técnicas mais utilizadas para analises de dados, ela
permite modelar e inferir a relacdo de uma varidvel dependente (variavel de resposta) com

variaveis independentes (variaveis explicativas).

Ha varios métodos de estimacdo de coeficientes de regressao tais como método dos
minimos quadrados, método dos momentos generalizado, método da maxima verossimilhanca,

logit. A escolha do modelo dependente do comportamento das varidveis e dos dados.

Existem situacdes em que ndo é desejavel, ou até mesmo possivel, descrever um
fendmeno através de um modelo de regressao linear. Este fato impulsionou o estudo de novas
técnicas estatistica, surgindo uma nova classe de modelos, os denominados modelos nédo

lineares.

O objetivo desse trabalho foi utilizar modelos ndo lineares para descrever 0s nimeros
de casos de COVID-19 no Brasil, ao longo dos 750 dias, com data inicial em 3 de janeiro de
2020, com o auxilio de modelos de regressdo ndo lineares. Esses modelos sdo muito utilizados
para descrever curvas que ndo seguem uma relacdo linear como a curva de crescimento da
COVID-19.

Os estudos envolvendo a COVID-19 sdo de extrema importancia por varias raz0es e
uma das mais importantes envolvendo os modelos de regressdo nao lineares é a ajuda que esses
modelos podem dar para capturar padrées mais complexos e ndo lineares na disseminacdo do

virus.

A compreensdo dos padrdes de propagacdo é crucial para a implementacdo de medidas
de controle, contencdo, para a prever futuros picos, entender fatores que contribuem para a

propagacao da doenca, entre outros.



2. REVISAO DE LITERATURA

2.1 Coronavirus

Todas as informagfes sobre a COVID-19 neste trabalho foram retiradas da (OMS,
2023). Foi declarado em 30 de janeiro de 2020, que o surto do novo coronavirus constituia uma
Emergéncia de Saude Publica de Importancia Internacional (ESPII), considerado o nivel mais
alto de alerta da Organizagao, sendo “um evento extraordinario que pode constituir um risco de
salde publica para outros paises devido a disseminacdo internacional de doencas; e
potencialmente requer uma resposta internacional coordenada e imediata”.

Jaem 11 de marco de 2020, declarou a COVID-19 como uma pandemia, que se entende
como a distribuicdo geografica da doenca.

E muito variavel o nimero de casos e mortes causadas pelo virus SARS-COV-2 nos
diversos paises pelo mundo. Essa variabilidade é causada por diversos fatores como,
distanciamento social, medidas governamentais, realizacdo de testes de diagnésticos, entre
outros.

A velocidade que aumenta o nimero de casos é assustadora, devido ao fato de o virus
ser extremamente transmissivel, por exemplo, se cada individuo infectado transmite para outras
duas pessoas e essas duas pessoas para mais duas pessoas cada uma, essa propagacao fara o
namero de casos aumentar de uma forma muito rapida.

O Brasil teve o seu primeiro caso confirmado em fevereiro de 2020, crescendo de uma
maneira um pouco controlada, pois as medidas de prevencdo estavam sendo cumpridas.
Entretanto, esse crescimento desacelerado ndo perdurou por muito tempo, visto que em

setembro de 2020 j& haviam cerca de 5.000.000 de casos confirmados e mais de 142.000 mortes.

2.1.1 Epidemiologia

A epidemiologia da COVID-19 varia entre paises devido as diferentes medidas de
prevencdo que afetam diretamente o numero de casos e Obitos. Varios fatores, incluindo
aspectos bioldgicos, sociodemograficos, econémicos, organizacionais e recursos do sistema de
salde, gravidez, estdo associados & propagacao da doenga.

Homens sdo mais frequentemente e gravemente afetados do que mulheres, com uma
idade média de 47 anos. A maioria das mortes ocorre em individuos acima de 70 anos e com

doengas cronicas subjacentes, embora casos leves sejam mais comuns em criangas e



adolescentes. No entanto, ha relatos de casos de Sindrome Inflamatdria Multissistémica na
Infancia associada a COVID-19, alguns dos quais fatais.

Foram utilizadas algumas estratégias destinadas a controlar a propagacdo da doenca,
como isolamento social, higienizacéo, entre outros, até que surgisse uma vacina ou tratamento
para a doenga. Uma outra estratégia também seria o controle da epidemia pela imunidade
adquirida de forma gradual. Visto que, o sistema de satde ndo suportaria um grande fluxo de
pessoas doentes.

Entdo, alguns paises conseguiram aliar medidas de isolamento social em conjunto com
a testagem universal. Os paises que realizaram a testagem universal em conjunto com 0
distanciamento social, higienizacdo e uso de mascaras controlaram a epidemia e reduziram as
taxas de letalidade do virus, como foi o caso da Coreia do Sul.

No Brasil, eram testados somente casos graves, ou seja, a estimativa de detec¢do dos
casos confirmados era um em cada cinco casos e um em cada dez casos confirmados, sendo
que foi estimado que 79% das infec¢Bes eram transmitidas por pessoas sem sintomas, ou seja,

assintomaticos.

2.1.2 Vias de Transmissao

A principal transmissdo do SARS-COV-2 é através de goticulas de uma pessoa
contaminada. O contato com superficies ou fontes contaminadas por goticulas respiratorias
liberadas via tosse ou espirro, entre outros e leva as mados ao nariz, boca ou olhos também seria
uma possivel fonte de transmissdo. Porém, nao ha relatos especificos que comprovem esse tipo

de transmisséo.

2.1.3 Periodo de incubacéo

Em média, o periodo de incubacdo do SARS-COV-2, é de aproximadamente 5 dias,
tendo uma variacdo de 0 a 14 dias. Em 97,5% dos pacientes os sintomas se desenvolvem em
11,5 dias de infec¢do. Um periodo de incubagdo longo pode favorecer o aumento do risco de

transmissao.



2.1.4 Apresentacdo clinica

Os pacientes infectados por SARS-COV-2 apresentam um quadro clinico muito variavel
podendo ser pacientes assintomaticos, sintomas leves ou até mesmo um quadro mais grave.
Porém, 80% dos casos sao leves a moderados com cura espontanea.

Os sintomas mais comuns séo febres, tosse e fadiga, com febre sendo o sintoma mais
frequente nos pacientes. Alguns outros menos comuns sdo dor de cabeca, congestdo/descarga
nasal, conjuntivite, diarreia, vomito, dor abdominal, entre outros. Um estudo mostrou que
manifestacBes cardiacas, como arritmias, e disfuncdo hepética aconteciam em até 50% dos

Casos.

2.1.5 Vacina

Todas as informacdes sobre as vacinas contra a covid foram retiradas (Instituto Butantan.
(2022, 17 de janeiro)). As primeiras vacinas contra a covid disponibilizadas para a populagéo no
Brasil foram a Corona Vac, produzida pela Sinovac na China e pelo Instituto Butantan no
Brasil, e a Oxford, produzida pela AstraZeneca.

No Brasil, dia 17 de janeiro de 2021 foi aplicada a primeira vacina contra a Covid-19.
A escolhida para receber a dose foi a enfermeira Monica Calazans, que, desde o comeco da
pandemia, trabalha na linha de frente, no Instituto Emilio Ribas, em Séo Paulo.

Logo em seguida, diversos profissionais da éarea de saude, idosos, indigenas,
quilombolas e adultos com comorbidades receberam a primeira dose da Corona Vac.

Além da AstraZeneca e da CoronaVac, a Anvisa autorizou o uso de outras duas vacinas
no Brasil: a Janssen e a Pfizer.

Com o inicio do Projeto S, em fevereiro de 2021, que se iniciou com vacinacdo de
voluntarios para o estudo de efetividade da vacina Corona Vac, ocorreu na cidade Serrana, em
Sdo Paulo. Os resultados da pesquisa foram positivos, pois mostraram uma queda drastica em
hospitalizacGes e mortes, até mesmo em idosos, as principais vitimas da covid-19.

Em maio de 2021, os resultados prévios do Projeto S indicaram que 0S casos
sintomaticos cairam 80%, as internacdes, 86%, e as mortes, 95%, para os voluntarios que se
vacinaram com a vacina Corona Vac.

O Brasil, em julho de 2021, alcangou a marca de 96 milhdes de brasileiros vacinados

pelo menos com uma dose contra a Covid-19. Com o progresso da vacinag¢ao no Brasil, houve



uma queda de 42% das mortes causadas pelo Covid-19, segundo dados do LocalizaSUS, do
Ministério da Salde.

Em 2022, apds dois anos da pandemia de Covid-19, 0 mundo estava o mais proximo da
normalidade desde o inicio da pandemia. Apesar disso, 0 virus ainda circulava, mas a taxa de
morte caiu drasticamente no Brasil, a vacinagdo evoluiu, e 0 uso de méascara deixou de ser
obrigatorio. Mas foi em 5 de maio de 2023, que a Organizacdo Mundial da Saude (OMS)
declarou o fim da Emergéncia de Saude Pudblica de Importancia Internacional (ESPII)
relacionado a COVID-19.

A queda nas hospitalizacdes, internacGes e mortes relacionadas a COVID-19, e um
grande nimero de pessoas imunizadas a0 SARS-COV-2, levaram os membros da 152 sesséo
deliberativa do Comité, a recomendar o fim da pandemia para o diretor-geral da OMS, que em
seguida tomou a decisao.

Com tudo isso, o fim da pandemia causado pelo virus SARS-COV-2, o COVID-19, ndo
quer dizer que o virus tenha deixado de existir e continua sendo uma ameaca a saude. E como
disse, Jarbas Barbosa, diretor da Organizacdo Pan-Americana da Saude (OPAS), “Nao devemos
baixar a guarda, precisamos continuar vacinando os grupos vulneraveis e fortalecendo a
vigilancia. Também é hora de nos concentrarmos em nos preparar melhor para futuras

emergéncias e reconstruir melhor para um futuro mais saudavel e sustentavel”.

2.2 Maodelo de regressao nao linear

Os Modelos nédo lineares ndo seguem uma relacdo linear simples entre as variaveis
independentes, explicativas ou regressora, que podem ser fixas (controladas) ou aleatorias, € a
variavel dependente ou resposta. Em vez disso, eles podem apresentar relacbes complexas,
como curvas, oscilacdes, interacdes nao lineares ou comportamentos caoticos (REGAZZI,
2003).

Esses modelos sdo comumente utilizados em diversas areas, como fisica, quimica,
biologia, engenharia, finangas e ciéncias para descrever fendmenos complexos e realizar

previsdes mais precisas.

O modelo é dito ndo linear quando ele ndo ¢ linear em relacdo aos seus parametros, ou
seja, pelo menos uma das derivadas parciais em relacdo a um certo pardmetro é funcéo de algum

parametro desconhecido.



Em geral, ndo h& expressao de forma fechada para os parametros como ha na regressao
linear. Geralmente, algoritmos de otimizacdo numérica sdo aplicados para determinar os

parametros ajustados.

Ao contrario dos modelos lineares, os modelos ndo lineares geralmente exigem técnicas
mais avancadas de estimac&o e inferéncia estatistica. Por exemplo, a regressao linear pode ser
resolvida com um simples ajuste de minimos quadrados, enquanto a regressdo nao linear pode

exigir métodos mais complexos.

Umas das vantagens dos modelos ndo lineares € que em algumas situacOes eles
fornecem uma relacdo mais especifica entre as variaveis envolvidas no estudo, apresentam
parametros que sdo interpretaveis biologicamente e, em geral, sdo mais parcimoniosos, em

relagdo aos modelos lineares.

Entretanto os estimadores de minimo quadrados para 0s modelos ndo lineares ndo
apresentam propriedades de ndo tendenciosidade e varidncia minima, estas propriedades
desejaveis sdo satisfeitas assintoticamente, ou seja, quando o tamanho da amostra é

suficientemente grande.

Nos modelos ndo lineares como o0s pardmetros resultantes sdo interpretaveis
biologicamente é importante que se tenha um conhecimento prévio sobre a relacdo a ser

modelada.

Algumas das desvantagens dos modelos nédo lineares é que os métodos de inferéncia séo
aproximados e requerem métodos iterativos de estimacdo, mas com o desenvolvimento

computacional ficou contornado este problema.

Uma classe de modelos que tem proporcionado uma grande motivacdo para 0
desenvolvimento estatistico em modelos de regressdo nédo lineares sdo 0s modelos de

crescimento, utilizados em diversas areas do conhecimento.

Na agricultura permite conhecer como a produgéo cresce, assim como a velocidade do
crescimento, a depender dos tratamentos ambientais em que elas foram submetidas. Na
medicina permite um maior conhecimento do crescimento infantil. Em demografia pode se
conhecer melhor o crescimento populacional. Na quimica ha interesse na formulacdo de

produtos de uma reag@o quimica ao longo do tempo.

Para modelos de crescimento, a literatura apresenta varias equagdes, ver Seber e Wild
(2003). Na



Tabela 1, sdo apresentados alguns modelos para descrever crescimento, como de animais

e plantas na tentativa de compreender seus mecanismos essenciais.

Tabela 1: Exemplos de Modelos de crescimento

Modelo Funcéo
Weibull FOO) = a— ﬁe"”‘s
VVon Bertalanffy Fx) = a[l — e V&9
Gompertz F(x) = ae=e" "
Morgan-Mercer-Flodin (MMF) flx) = By + ax®
(v +x%)

Para os modelos de crescimento temos 0 parametro @ como o limite maximo esperado
para a resposta, ou seja, a assintota. Ja o parametro S esta relacionado ao intercepto, ou seja, ao
valor de u = E(y) quando x = 0. O parametro y, por sua vez, esta relacionado a taxa média de
crescimento da curva e, finalmente, alguns modelos também utilizam o parametro & para

aumentar a flexibilidade do ajuste dos dados.

2.3 Definicéo

A relacdo variavel resposta/variavel independente, nos modelos ndo lineares pode ser

representada pela equacao:
vi =f(x;,0) +¢,i=12,..n (2.1)
em que:
y; representa a observacdo da variavel dependente;
f(x;,8) é afuncdo de regressdo ou funcéo resposta;

X; representa a observacgdo da varidvel independente;



6 é o vetor de parametros desconhecidos;

g; representa o efeito do erro aleatério ndo observavel considerados independentes e

identicamente distribuidos, normais com média zero e variancia constante o 2.

Ao analisar os modelos

(2.2)e
(2.3), a sequir:

f(x,00,6,,6,) = (6 + 6,x + gzxz)

(2.2)
f(x: 04, Oe, 90) = Ha(]- —exp — ee(x - ec))
(2.3)
Percebemos que as derivadas parciais de
(2.2) séo:
of of af 5
— =1, — =X, — =X
690 661 602
(2.4)

Verifica-se que as derivadas parciais ndo envolvem parametros, mas apenas as

quantidades conhecidas em
(2.2), x e x2. Por isso, a equacéo

( 2.2) € um modelo linear nos parametros. Por outro lado, ao avaliar-se as derivadas
parciais da equacao

(2.3), temos:

of

E =1- exp{ee(x - 90)}
af
20,

= —Ha(ﬁc — x) exp{—@b (x - HC)}



af
—_— = —9a9b eXp{_eb (x - 96)}1
a0,

(2.5)

Podemos notar que temos pelo menos dois pardmetros presentes nas derivadas parciais
e entdo,

(2.3) € um modelo néo linear.

Um modelo que se torna linear nos parametros através de uma transformacao é chamado

de modelo intrinsecamente linear.
Um exemplo de um modelo intrinsecamente linear é:
f(x,0) = exp{6, + 6,x}
(2.6)
Apos realizar a transformacéo log, o modelo se torna linear nos pardmetros, dado por:
log f(x,0) =0y + 6;x
(2.7

Jaum modelo em que ndo se torna linear nos parametros apos transformacdes é chamado
de intrinsicamente ndo linear, que € o que ocorre em

(2.3).

2.4 Metodos para Estimacdes dos parametros do modelo de regressao nao

linear

Os métodos de estimacdo para 0s parametros de uma regressdo sdo VArios, 0s mais

utilizados sdo o0 método dos minimos quadrados e 0 método da maxima verossimilhanca.

Em modelos lineares, para obter as estimativas dos parametros, um método amplamente
utilizado é o dos minimos quadrados, esse procedimento também pode ser utilizado em modelos
ndo lineares. Entretanto, a minimizacdo das somas de quadrados do erro produz equagdes
normais que ndo sdo lineares nos parametros o que impossibilita uma solucdo analitica. Uma
alternativa é a utilizacdo de métodos iterativos que permitem encontrar solugdes analiticas

aproximadas.
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2.4.1 Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados (Damodar N. Gujarati, Dawn C. Porter (2011)) é
uma técnica de otimizacdo matematica que busca encontrar o melhor ajuste para um conjunto
de dados tentando minimizar a soma dos quadrados das diferengas entre o valor estimado e 0s
dados observados (tais diferencas sdo chamadas residuos) de forma a maximizar o grau de

ajuste do modelo aos dados observados.

Acredita-se que criador das bases fundamentais do método dos minimos quadrados
tenha sido Carl Friedrich Gauss, em 1795, quando Gauss tinha somente dezoito anos.
Entretanto, em 1805 Adrien-Marie Legendre foi o primeiro a publicar o método, em seu
Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cométes. Gauss publicou suas

conclusdes apenas em 1809.

Segue 0 modelo de regressdo néo linear:

yi=f(x;,0)+¢&,i=1.2,..,n

(2.8)
com
V1 f(x,6;1) &
y =2 fer o) = [0 oo = |2
Y £(x,6,) £
(2.9)

Este método é uma extensdo dos minimos quadrados ordinarios (MQO) que é usado em
modelos lineares. No método dos minimos quadrados em modelos néo lineares, também busca-
se minimizar a soma dos residuos quadrados entre as previsdes do modelo e os valores

observados. Os MQO minimizardo a soma dos quadrados dos residuos (SQR).

n

SQRes(0) = ) [yi - f(x, O)I°

(2.10)

Para notacéo vetorial, temos:
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SQRes(0) = |ly - F®|’

SQRes(8) = [y — (8] [y - £ ()]
(2. 11)
Com

e SQRes é a soma dos quadrados dos erros aleatorios que devera ser minimizada por 6;

o |ly = £(®]| é anorma euclidiana de y — f(9)

Ao fazer a diferenciagdo de (2.10) com relacdo a cada um dos parametros e igualar as

equacdes a zero, temos,

<0SQRes(0)

35, wgzo (l=12,..7)

:E: — f(x;,0)] f( i )| =0 (i=12..7)

i=1

(2.12)
Para f(6), tem-se uma funcdo vetor coluna nx;, que é dada a seguir:
f1(6)
ro) =%
fn (0) nx1
(2.13)

A matriz F(0) é a matriz jacobiana de f(8), dada por:

[0f1(8) 0f1(0) af1 (0

26, 06, T a6,
vy U@ |2 05O 0
=36 | 9 06 00,

0f,(8) 0f(0)  0f(6)
96, 96, T 06,

“nxp

(2.14)
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. ~ . ;- ~ SQR
Sendo assim, 6,0 estimador de minimos quadrados, exerce a equacgao ggﬁsz

¢ caracteriza a minimizacdo em estudo, assim:

QMR 0 r B B - (—9f(6) o r
o = 3g7 Y~ f O Iy = F(©)] = 2[y — £(6)] ( ST )— 2ly ~ fO)"F(®)
(2.15)
Logo, tem-se:
—2[y - (8)] F(8) = ¢
—2F"(8)[y - £(8)] = ¢
F'(0)[y - f(@)]=¢
(2.16)
Com isso, 0 modelo néo linear é dado pelo sistema de equaces normais a seguir:
0A(0) 9(0)  9fu(8)]
00, 90, 7 06, A
~ ~ ~ 0
01(0) 0£(6) KO ([} %% :
00, 06, T 098, 171 T o
Af ,\ : ~ Yn n.é\ 0
0f1(8) 9£(6)  9f(9) (0)
06, 08, T 06, |
(2.17)

Ao seguir este método, é possivel obter um sistema de p equagdes normais (2.12) para o

modelo ndo linear.

No entanto, mesmo com a aplicacdo do MQO, néo é possivel obter solugdes explicitas
para as incognitas, sdo feitas as iteragdes até que alcance a convergéncia seguindo algum
critério escolhido. E importante mencionar que os MQO aplicados aos modelos de regressio

ndo linear sdo chamados de minimos quadrados ndo lineares (MQNL).

2.4.2 Meétodos lterativos

Sédo diversos métodos iterativos, tais como Gauss Newton, Newton-Raphson, Método de

Jacobi, Método de Gauss-Seidel, Método do gradiente conjugado, dentre outros.
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Um método iterativo € um algoritmo que gera uma sequéncia de solucgdes aproximadas
que vdo melhorando conforme iteragdes sdo executadas, cada uma das aproximagdes é obtida
das anteriores pela repeticdo do mesmo processo que resolvem uma classe de problemas
estabelecida. Para tal procedimento se faz necessario uma aproximacao inicial escolhida pelo

pesquisador.

Uma implementacdo especifica de um meétodo iterativo, incluindo o critério para
a parada € um algoritmo iterativo. Um método iterativo € considerado convergente se a

sequéncia correspondente converge, dado uma tolerancia inicial de aproximacao.

Os métodos iterativos pelo qual se encontra a solucdo do Sistema de equacfes normais

é uma forma de resolver os problemas de minimos quadrados ndo lineares.

Um método iterativo amplamente utilizado para regressdo ndo linear é o Método de

Gauss Newton, no qual é feita a linearizacdo da funcdo néo linear.
Sejay; = f(x;,0) + & 0 modelo ndo linear e 8, um valor tal que:
FT(Bo)ly — £(80)] = 0.
Por expansdo de série de Taylor de primeira ordem pelo ponto 8, tem-se:
f(8) ~ £(8o) + F(60)(6 - 6,)]
Sendo assim, aplicando a aproximagéo anterior em F”(8)[y — f(8)] = @ obtém-se:
F'@ly — f(6o) —F(80)(8 — 6,)1 = 0.
Ao multiplicar FT(8)~* & esquerda de ambos os lados se tem:
y —f(8y) — F(8,)0 + F(0,)0, ~ 0, dessa forma:

F(0,)0 =~ F(8,)0, +[ y — f(8,)] agora multiplicando por [F(8,)]"* a esquerda

ambos os lados se tém:
0 =0,+[F(B,)] [y — f(8,)], agora tomando 8, = 8, e § = 8., obtém-se:

0p41 = 0, + [F (0.7 [y — f(B,)] que é a expressio para a t-ésima iteragio do processo

iterativo de Gauss- Newton.

Com isto gera um processo iterativo para determinar 8 onde se pretende que SQE (6,)

seja menor que SQE (6,), com isso §; pode ser um estimador melhor que 8,.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Itera%C3%A7%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo#T.C3.A9rmino_do_algoritmo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
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O processo iterativo de Gauss-Newton continua até a convergéncia, isto é, até que:

Oens 6
I ],t+’1\ ]’t)l <du=12 P
j.t
(2.18)

Onde & é algum numero pequeno em que a cada iteragio o SQE (8,), pode ser avaliado

para garantir que foi obtida uma reducao neste valor, com relacdo ao anterior.

Apbs a convergéncia do procedimento para um vetor 8 de estimativas, podemos obter o

Sy O |

n-p

quadrado médio residual dado por: QMR = , que é um estimador de o2.

Né&o € facil encontrar os valores iniciais dos parametros, para o ajuste de modelos de
regressdo ndo linear. Uma vez que escolhido mal os valores iniciais, pode necessitar de um
namero grande de iteracGes para a convergéncia. Assim como, pode ocorrer a convergéncia

para um minimo local ou ndo ocorrer a convergéncia.

N&o se tem uma forma padrdo para se obter os valores iniciais para as estimativas dos
parametros, uma maneira pratica € utilizar valores concordantes com as interpretacfes

bioldgicas, necessitando de conhecimento prévio do fenbmeno que se estuda.

Nos modelos ndo lineares utilizados para descrever o crescimento animal existe a
assintota do modelo que representa o parametro relativo ao peso que o animal atinge na
maturidade, se os dados sdo, por exemplo, de pesos e idade de bovinos um bom valor inicial

para este parametro € baseado no peso que o animal chega na idade adulta.

2.5 Qualidade do ajuste de regressédo

Ao determinar a relacdo entre as variaveis, por meio de estudo de regressdo, hd o
problema da definicdo da forma matematica que sera ajustada para melhor representar o

fendbmeno em estudo.

Em geral, segundo (Silveira, 2010) alguns modelos sdo ajustados e a partir dos
resultados dos avaliadores da qualidade dos modelos é escolhido a equacdo que melhor se

adequa para descrever a relagdo entre as varidveis envolvidas.

Dentre as medidas estatisticas que avaliam a qualidade do ajuste de regressao, uma das

mais utilizadas é o coeficiente de determinacdo (R?). Essa medida indica o qudo bem um
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modelo de regresséo linear se ajusta aos dados observados, ou seja, ele mede propor¢éo da
variacdo total dos dados que é explicada pelo modelo de regresséo.

2.5.1 Coeficiente de determinacéo (R?)

O coeficiente de determinagédo (R?), é uma medida estatistica que avalia a qualidade do
ajuste de regressdo. Essa medida indica o qudo bem um modelo de regresséo linear se ajusta
aos dados observados, ou seja, ele mede propor¢do da variacdo total dos dados que é explicada

pelo modelo de regressao.

O coeficiente de determinacdo ajustado (R ) leva em consideracdo o numero de
parametros no modelo, por isso o Raj € 0 mais indicado para selecdo de modelos mais

parcimoniosos.

E dada a seguir a expressdo do Rﬁj:

(2.19)
em que
p € 0 nUmero de pardmetros;
n é o numero de observacoes;
R? é o coeficiente de determinacéo dado por:

n Qi= 13’1) Q= 13’1)
2 _ i=1YiYi —
noy2_ Di= 13’1) llz I\'2 Yie ;lyl)
(2.20)

y; € 0 peso observado;

A, .
y; €0 peso estimado.
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O R? variade 0 a 1, sendo que quanto mais proximo de 1, melhor é o ajuste do modelo.
No entanto, é importante ressaltar que o R? ndo indica a qualidade do modelo em si, mas apenas

a qualidade do ajuste aos dados.

Além disso, é importante lembrar que o coeficiente de determinacdo R? néo ¢ indicado
para selecdo de modelos, pois quanto maior o nimero de parametros, maior tende a ser o R?,

levando a escolha de um modelo mais complexo.

Para modelos de regressdo mais complexos, existem outras medidas de avaliacdo de

ajuste como o coeficiente de determinacéo ajustado (Rﬁj) gue é mais adequado.

O coeficiente de determinacdo ajustado (Rzaj) leva em consideracdo o namero de
parametros no modelo, por isso o jo € 0 mais indicado para selecdo de modelos mais

parcimoniosos.

Critério de informacéo de Akaike (AIC)

O valor do AIC, de acordo com (Akaike, 1974), para um modelo € calculado a partir do
estimador de maxima verossimilhanca e do numero de parametros utilizados pelo modelo, e
guanto menor sua estimativa melhor é o modelo de regress&o. E importante lembrar que o AIC
é utilizado para comparar diferentes modelos e ndo como uma medida absoluta da qualidade do

modelo. E dada a seguir a expressdo do AIC:

AIC = —2loglike + 2p

(2.21)
em que loglike é o valor do logaritmo natural da funcéo de verossimilhanca dada por:
n
loglike = —In(2m) — —In( 2)—iz( — F(x,0))
0gitke =T imem) T e 202,1% e
1=
(2.22)

p é 0 nimero de parametros do modelo.

O critério de informacdo de Akaike, AIC, é um avaliador utilizado para avaliar a
qualidade relativa de diferentes modelos estatisticos em relagdo a um conjunto de dados. O AIC
fornece uma estimativa da qualidade de um modelo em termos da sua capacidade de prever

corretamente novos dados e quanto menor sua estimativa melhor € o modelo de regressao.
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2.5.3 Critério de informacéo bayesiano

O critério de informacéo Bayesiano, BIC, (SCHWARZ, 1978) € uma extensdo do
critério de informacdo de Akaike (AIC) que leva em consideracdo o tamanho da amostra em

relacdo ao nimero de pardmetros do modelo.

O BIC é calculado a partir da funcao de verossimilhanca do modelo, do nimero de
parametros e do tamanho da amostra. O BIC penaliza modelos com muitos pardametros em
relacdo ao tamanho da amostra, e com isso evita a escolha de modelos mais complexos que se

ajustam bem aos dados.

Assim como o AIC, o modelo com menor valor de BIC é considerado o modelo com
melhor relagio entre ajuste e complexidade. E dada a seguir a expresséo do BIC:

BIC = —2loglike + pln(n)
(2.23)
em que loglike é o valor do logaritmo natural da funcéo de verossimilhanca dada por:

n

_ — 1
loglike = Tnln(Zn) — Tnln(az) - ﬁZ(yi — f(x, )
(2.24)

p € 0 numero de parametros;
n € o numero de observacoes.

Além dos avaliadores da qualidade de ajuste citados acima existem varios outros como

0 quadrado médio do erro, indice assintotico.

Porém, na maioria das vezes, a escolha dos melhores modelos néo é tdo facil. Por causa
do grande namero de avaliadores de qualidade de ajustes existentes na literatura, muitas vezes

ha discordancia entre eles para a definicdo do melhor modelo a ser utilizado.

Para Silveira et al., 2012, considera-se simultaneamente todos os avaliadores de
qualidade utilizando analise de agrupamento a fim de agrupar modelos cujos resultados dos
avaliadores de qualidade de ajuste sejam similares dentro de cada populagéo e assim estabelecer

gual modelo melhor se ajusta aos dados de crescimento.
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2.6 Analise de Residuos

Os residuos representam as diferencas entre os valores observados e os valores previstos
pelo modelo. Para analisar os residuos no modelo ndo linear existem algumas técnicas que

podem ser aplicadas.

A investigacdo dos residuos é uma etapa obrigatoria de qualquer anélise de regressao.
Se 0 modelo € adequado, os residuos devem se apresentar de forma aleatoria, isto é, eles ndo
devem conter nenhum padréo evidente. Desta forma, a verificacdo do modelo pode ser realizada

pela analise de graficos e testes de hipoteses a respeito dos residuos.

Os residuos contém informacéo sobre o motivo do modelo nao ter se ajustado bem aos

dados, além de identificar se uma ou mais suposi¢Ges do modelo foram violadas

A analise de residuos em modelos ndo lineares é uma etapa muito importante na
validacdo e diagnostico desses modelos. Ao analisar os residuos, é possivel verificar se o

modelo esté4 capturando adequadamente os padrfes e estruturas presentes nos dados.

Para verificar possiveis suposi¢cfes do modelo, como homogeneidade da variancia
(teste de homoscedasticidade), normalidade dos residuos (teste de normalidade) e
independéncia dos residuos, existem varios testes estatisticos. Esses testes sdo usados para

complementar as anélises gréficas.

2.6.1 Teste de homocedasticidade

A suposicdo de homocedasticidade, em relacdo as variaveis explicativas, resulta na
variancia dos erros constante ao longo das observacGes. Para detectar a heterocedasticidade
pode se utilizar analises graficas e os testes estatisticos especificos como os testes de Breusch-

Pagan, Teste de Bartlett, Teste da Razéo de Verossimilhanca.

Uma analise grafica importante é plotar os residuos em relacdo aos valores ajustados
(previstos) pelo modelo. Um padréo aleatorio de dispersédo dos pontos em torno de zero indica
gue o modelo ¢ apropriado para os dados. No entanto, se houver uma tendéncia (por exemplo,
pontos formando uma linha reta crescente ou decrescente) ou uma forma néo linear, isso pode

indicar problemas de falta de ajuste.
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Como consequéncia da heterocedasticidade, tem se o viés do estimador da variancia de
£. Com isso, as estatisticas de teste t e F deixam de ser validas, pois dependem da variancia do

estimador, mesmo em amostras grandes.

Se a variancia ndo for constante o estimador de Minimos Quadrados néo tera variancia
minima, e os erros- padrao dos coeficientes serdo maiores que no caso que se tem a variancia

constante.

Portanto, a falha na suposicdo da homocedasticidade € mais grave do que a falha na

suposicao da normalidade.

SolugBes para a heterocedasticidade pode ser utilizar transformacgdo de varidveis,

procedimento de minimos quadrados ponderados.

2.6.2 Teste de normalidade

A verificacdo da normalidade dos residuos € uma suposi¢do importante que pode ser
feita por meio de varias técnicas, como os testes de hipoteses de Shapiro-Wilk, Kolmogorov-

Smirnov (K-S), Anderson-Darling, dentre outros.

Pode também utilizar anélise visual de gréaficos de residuos. Para a suposi¢do que 0s
residuos seguem uma distribuicdo normal temos que os residuos devem se distribuir em torno

do zero de maneira simétrica.

Quando os residuos sdao normalmente distribuidos, quer dizer que as estimativas dos
parametros do modelo ndo sdo tendenciosas e 0s testes de hipdteses e os intervalos de confianca
sdo validos, além do mais, indica que o0 modelo esta capturando adequadamente a estrutura dos
dados. Mas, caso os residuos ndo sigam uma distribuicdo normal é possivel realizar

transformacdes nos dados.

Para analisar a normalidade dos dados pela andlise visual, & importante ressaltar o
tamanho da amostra, pois em amostras grandes, desvios sutis da normalidade podem ser

detectados, ja em amostras pequenas, a analise visual dos dados pode néo ser tdo precisa.

O histograma permite verificar se os dados possuem uma forma aproximadamente
simétrica (distribuicdo normal), e caso possua, recomenda se que os dados sdo normalmente
distribuidos. Mas, se houver desvios significativos da forma caracteristica da distribuicdo

normal, pode ser um indicio da violagdo da normalidade.
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Também pode ser empregado testes estatisticos para a verificacdo da normalidade dos
dados, como o teste de Shapiro-Wilk, que € bastante utilizado. A hipdtese nula do teste é que
os dados seguem uma distribuicdo normal. No caso do modelo néo linear o teste pode ser

aplicado aos residuos do modelo.

2.6.3 Independéncia dos Residuos

A suposicdo da independéncia dos residuos implica que os residuos ndo estdo
correlacionados entre si, ou seja, cada observacao fornece informac@es Unicas e nao influencia

as outras observacoes.

Para verificar a presenca de autocorrelagdo nos residuos, existem alguns métodos e deve

ser escolhido de acordo com o contexto especifico do modelo e dos dados envolvidos.

A violacdo de independéncia e varidncia constante pode tornar o modelo instavel e
diferentes amostras podem resultar em modelos diferentes significativamente, levando a

conclusoes erroneas.

2.7 Modelo Logistico

O modelo de regresséo logistico (Verhulst, 1838, 1961) ndo linear € muito utilizado para
modelar fenbmenos de crescimento como populacdo, PIB, dentre outros. Sua caracteristica
principal é a variavel dependente apresentar um crescimento inicial rapido, seguido de uma

desaceleracdo, e entdo formando uma curva em formato de “S”.

Na medicina, o modelo logistico é utilizado para modelar a propaga¢do de doengas ou

a resposta dos pacientes a tratamentos.

Em econometria, permite explicar uma variavel discreta, como por exemplo as intengdes

de voto em atos eleitorais.

Em seguradora, permite encontrar fracao dos clientes que sejam sensiveis a determinada

politica securitaria em relacdo a um dado risco particular;

Em institui¢Oes financeiras, pode detectar os grupos de risco para a subscri¢do de um

crédito;

A forma geral de um modelo de regressao logistico ndo linear é dada por:



_ B1
fe) =7 T o(Ba—PBsx)

tem-se:
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(2.25)

e f(X) a varidvel dependente;

e X éavariadvel independente;
e [3; é o valor maximo que a variavel y pode atingir;

e [3, é valor da variavel independente no ponto de inflexdo da curva

e [3; é ataxa de crescimento;

A estimacdo dos parametros no modelo de regressdo ndo linear pode ser feita utili-
zando o método de Maxima Verossimilhanca ou o0 método dos minimos quadrados néo lineares.
O seguinte trabalho foi considerado o modelo logistico, por se tratar de dados da Covid-

19, onde se tinha um crescimento inicial rapido e logo em seguida uma desaceleracdo. A

estimacdo dos parametros foi feita utilizando a técnica dos minimos quadrados néo lineares e 0
método iterativo de Gauss Newton.

2.7.1 Caracteristicas do Grafico do Modelo Logistico
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0.25-

0.00 -

-10

10

Figura 1: Gréfico do Modelo Logistico
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O modelo logistico tem uma forma caracteristica em formato de “S”. No inicio, ha um
rapido crescimento. Apds esse aumento inicial, o crescimento diminui e ocasionalmente se

estabiliza, e entdo se tem uma curva sigmoide.

Na Figura 1, existe o ponto de inflexdo no grafico, no qual a curva muda sua
concavidade para cima para a concavidade para baixo. E exatamente neste ponto que a taxa de
crescimento da varidvel dependente € maxima, ou seja, € o0 ponto onde a segunda derivada da
funcdo muda de sinal. Portanto, trata-se de um ponto de grande relevancia para interpretacédo

do modelo de regresséo Logistico.

Na Figura 1, o modelo tem duas assintotas horizontais. A primeira assintota € proxima
ao valor minimo da variavel dependente, e a segunda é proxima ao valor maximo, que é

conhecido como a capacidade da carga do sistema, na equacdo logistica € representado por f3;.

A taxa de crescimento, representada por S5, atinge a inclinacdo da curva logo no inicio.
J4 o ponto de inflex&o, representada por S,, € influenciado pela localizagdo da variavel

independente. E é a capacidade de carga que define a assintota superior da curva.

2.8 Modelo de Richards

O modelo de Richards (Richards, 1959), também chamado de “Modelo Logistico
Generalizado”, esse modelo ¢ uma extensdo do modelo logistico. Ele é bastante utilizado para
descrever o crescimento de populacdes bioldgicas ou o desenvolvimento de fenbmenos em que

as curvas de crescimento exibem padrdes sigmoides.

O modelo de Richards € utilizado quando os dados de crescimento exibem uma fase
inicial de crescimento répido, seguida por uma fase de desaceleragdo até atingir um limite
superior. Esse modelo tem uma flexibilidade que permite capturar uma variedade de padrdes

de crescimento, tornando-o um modelo bastante valioso.

Esse modelo é utilizado em biologia, ecologia, agronomia, entre outras disciplinas,

para descrever padrdes de crescimento complexos.

A equacdo do modelo de Richards é dada por:
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(B2 — B1)
(1 + Bs. exp(—ﬁ4. (x — ﬁs)))E

fO) =B+

(2.26)

A seguir estdo os parametros e seus significados:

e f(x) a variavel dependente;

e X: A variavel independente,

e f3; : Limite inferior assint6tico da curva, que representa o valor final que a funcéo
atinge,

e f3, : Limite superior assintotico da curva, que representa o valor maximo que a fungédo
pode atingir,

e [33 : Influéncia da inclinacdo inicial da curva,

e [3, : Taxa de crescimento ou declinio inicial,

e [35 : Ponto de inflexdo, onde a taxa de crescimento muda,

e [ : Parametro de curvatura que controla a forma da curva.

Figura 2: Grdfico do Modelo de Richards

O comportamento especifico do grafico pode ser modificado ajustando os parametros
da equacdo de Richards. Pardmetros como taxa de crescimento, ponto de inflexdo e limites

superior e inferior influenciam a forma da curva.
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Pequenas mudancas nos parametros do modelo podem ter impactos significativos na
forma da curva, destacando a sensibilidade do modelo as condi¢des iniciais e aos valores dos

parametros.



25

3. MATERIAL E METODOS

3.1 Origem dos Dados

Os dados utilizados se referem ao nimero de casos da COVID-19 no Brasil (variavel
dependente) ao longo dos primeiros 750 dias (variavel independente). Foi considerado como

primeiro dia, 3 de janeiro de 2020.

Os dados foram retirados do site da Organizagdo Mundial da Satude (OMS); disponivel
em: https://data.who.int/dashboards/covid19/data?n=c; acessado em janeiro de 2024. A OMS é
uma organizacdo internacional que fornece informacdes e dados sobre a Covid-19 do mundo

todo.

A partir dessa base foi filtrado somente os dados do Brasil. Somente as variveis data
e casos acumulados foram mantidos no banco de dados e a variavel data foi transformada em
dias. Todos os aspectos relacionados a computacdo foram abordados por meio do programa R,

e as instrugdes correspondentes estdo disponiveis no Apéndice A.
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Figura 3: Diagrama de disperséo dos dados

Os modelos de regresséo néo linear utilizados foram o modelo logistico e o de Richards
para descrever a progressao da doenca COVID-19, doenca causada por um novo coronavirus
denominado SARS-CoV-2, ao longo dos dias (Tabela 2).
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Tabela 2: Modelos de Crescimento Logistico e Richards

Modelo Funcéo

Richards fG) =p+ e ) T
(1 + B3.exp(—Pa. (x — Bs)))Ps

Logistico Fx) = P

1 + e(B2—Bsx)

Ambos os modelos tinham como objetivo descrever os nimeros de casos da COVID-19
no Brasil, com o auxilio de modelos de regressao nao lineares. Neste estudo foram feitas
tentativas de capturar padrées mais complexos, quais foram os picos da doenca, a taxa de

crescimento da curva, entre outros.

Os parametros desses modelos foram estimados utilizando o método dos quadrados
minimos ordinarios por meio do processo iterativo de Gauss-Newton, que em geral esse método
utilizado pelo software R incorporam rotinas adicionais de otimizacdo numérica,
diferentemente dos passos descritos neste trabalho sobre o processo iterativo de Gauss-Newton,
maiores informac6es nas publicacbes de AGUIAR (2012) e de SILVA et al. (2019). Nesse
método, sdo fornecidas as estimativas iniciais dos pardmetros e a forma da funcdo f(X.,0),

utilizando o software R (R Team, 1995).
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 Modelo Logistico

Neste trabalho um dos modelos realizados foi 0 modelo logistico ajustado aos dados da
Covid-19, onde casos acumulados é a varidvel dependente e dias a variavel explicativa (ou

independente).

O modelo logistico, foi definido pela equacdo (4.1), e foi ajustado aos dados.

B1
FO) = TG

(4.1)

A estimativa dos parametros segue na Tabela 3.

Tabela 3: Tabela de Coeficientes de Regressdo do modelo Logistico

Estimativa Erro Padréo Valor t Pr(>|t|)
B 2,391x 107 8,178 x 10* 292,4 <2e-16 ***
B, 4,450 2.741x 1072 162,3 <2e-16 ***
B3 1,019x 1072  7,700x107° 132,4 <2e-16 ***

A estimativa do parametro B1 igual a 23.910.000 como limite méximo esperado para
0s casos acumulados da COVID-19.

Para B2 esta relacionado ao intercepto, ou seja, espera-Se que 0S €asos iniciais sejam
por volta de 4,450.

Ja para B3, tem se o parametro 0,01019, que esta relacionado a taxa média de
crescimento da curva, ou seja, a taxa de crescimento é positiva (0,01).

Analisou se cada um dos 3 individualmente. Para isso, utilizou o teste de hipoteses
com a hipodtese nula sendo B estatisticamente igual a zero e hipdtese alternativa se  for
estatisticamente diferente de zero. Todos os pardmetros do modelo foram significativos
(Tabela 4).
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Tabela 4: Anélise da Anova em relagdo aos dados mencionados

GL SQ QM F Pr (>F)
Regressdo 2 5,216085 x 1016 2,608042 x 1016 98202,06 0
Residuo 746 1,981221 x 10* 2,655792 x 1011

O valor do coeficiente de determinacgdo (R?) foi bem alto (0,9962161), indicando que
0 modelo se ajustou bem aos dados (Tabela 4).
Posteriormente foi realizado a analise de residuos do modelo afim de verificar se o

modelo foi adequado, ou seja, as suposicBes foram satisfeitas.

Residuals = Standardized Residuals
n .g o
.‘E R e ool TR E =
3 3 T
1 T T T | = ' [ [ | | |
0.0e+00 1.0e+07  2.0e+07 EE 0.0e+00 1.0e+07  2.0e+07
Fitted values Fitted values
. Normal Q-Q Plot of
Autocorrelation . .
w Standardized Residuals
* E
W m
= = —
o W s =
= 9 @
w [F] =N [l
e | | | | = 1 1T T 1
£e+05 fe+05 w 3 2 101 2 3
Residuals i Theoretical Quantiles

Figura 4: Anélise de Residuos do modelo logistico

Porém, os critérios da analise de residuos, como normalidade, variancia e
independéncia ndo foram satisfeitas como pode se observar na Figura 4.

Na tentativa de solucionar o problema de variancia nao constante, foram feitas algum
as transformac@es na varidvel resposta, mas a transformacéo que melhor se adequou aos dados
foi a transformacéo cubica e entdo seguimos com a analise do modelo Logistico apos ter feito

a transformacao cubica na variavel resposta.
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Na Figura 5, segue o gréfico de dispersdo dos dados apés a transformagéo. Podemos
notar que a curva ficou mais parecida com o formato de “S” que ¢é caracteristico do modelo

Logistico.
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Figura 5: Gréafico de dispersao dos dados apos a transformacéo

Na Tabela 5 seguem as estimativas dos coeficientes do modelo Logistico aos dados
transformados.

Tabela 5 : Tabela de Coeficientes de Regressao do modelo Logistico apos a transformacao

Estimativa Erro Padréo Valor t Pr(>|t])
B, 1,140x10%2 1,760x 10'° 647,8 <2e-16 ***
B, 9,997 3,950 x 102 253,1 <2e-16 ***
B; 1,861x107%2 7,890x 1075 235,8 <2e-16 ***

Para o modelo logistico ajustado acima, temos B, igual a 1,140 x 10?2 como

limite m&ximo esperado para casos acumulados, porém como foi feita uma transformacéo

entdo B, é igual a 31,140 x 1022 =22.508.573, ou Seja, 0 nimero méaximo de casos

acumulados da COVID-19 no Brasil é esperado como 22.508.573 durante o periodo avaliado.
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Para f3, esta relacionado ao intercepto, ou seja, 0 niUmero de casos inicias é por volta
de 9,997, para voltar para a escala original basta fazer /9,997 ~ 2.
J& para 33, tem se o parametro igual a 0.01861, e para voltar para a escala original
basta fazer 3/0,01861 =~ 0,2650, que esta relacionado a taxa média de crescimento da curva, o
u seja, a taxa de crescimento é positiva (0,2650).
Com estes parametros, foi possivel ajustar a curva aos dados observados e para analisar
a significancia do modelo foi feita uma Andlise de Variancia (ANOVA), cuja técnica é utilizada
para testar a significancia do modelo bem como a significancia individual de cada parametro
do modelo, analisando a variacdo explicada pelos diferentes termos do modelo em relacdo a

variagdo ndo explicada.
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Figura 6: Curva do modelo logistico ajustada aos dados transformados

Na

Tabela 6 estdo os resultados para a Analise de Variancia do modelo. A estatistica F é
usada para testar a significancia global do modelo. Analisando as estatisticas F desta ANOVA,
um valor relativamente baixo, observa-se que pelo menos um dos coeficientes na regressao é

significativamente diferente de zero, sugerindo que o modelo global é significativo.
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Tabela 6: Analise da Anova em relacao aos dados transformados

GL SQ oM F Pr(>F)

Regressdo 2 1,298898 x 10*¢ 6,494492 x 10*° 485618,9 0
Residuo 746 9,976735 x 10*2 1,337364 x 10*°

Na Tabela 6, pode se observar que o valor do coeficiente de determinagdo (R?) foi

bem alto, aproximadamente 0,999 indicando um bom ajuste do modelo.

R? =0,9992325

Temos os indicadores de qualidade do modelo logistico, como o AIC igual a 71333,75
e 0 BIC igual a 71352,2 que é uma extensdo do critério de informacdo de Akaike (AIC). Apds
a estimacdo dos parametros do modelo de Richards seré feito uma comparacao dos valores do
AIC e do BIC para identificar o modelo que melhor se ajustou aos dados.

A Analise de Residuos é uma etapa muito importante na avaliacao da qualidade do ajuste

de um modelo estatistico.

a) b)
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Figura 7: Anélise de Residuos do modelo logistico

A Figura 7 a) e b) mostram os residuos versus os valores ajustados do modelo. Este
gréafico é utilizado para verificar se a suposi¢ao de homocedasticidade dos erros é valida. Nota-
se que esse grafico segue uma tendéncia, logo ndo € uma nuvem aleatdria, nesta sequéncia o

critério de homocedasticidade ndo foi atendido.

A Figura 7 ¢) mostra residuos por ordem. Esse gréfico é utilizado para verificar se a
suposicao de independéncia dos erros é valida. Nota-se que esse grafico ndo parece ser uma
nuvem aleatéria em torno de zero, ou seja, € possivel identificar uma tendéncia. Com isso

podemos considerar que a suposicao de independéncia ndo foi atendida.

Por fim, na Figura 7 o Gltimo grafico d) compara os quantis tedricos da distribuicdo
normal com os quantis empiricos obtidos a partir dos residuos e nota-se que 0s pontos nao estao

aderentes a reta que faz com que a suposicéo de normalidade dos erros nao seja aceita.

Também foi utilizado o teste de Shapiro-Wilk para verificar se os dados seguem uma
distribuicdo normal. Como no caso o modelo é néo linear, o teste foi aplicado aos residuos do
modelo. A hipotese nula desse teste € que a populacdo esta normalmente distribuida. Assim,
como o valor de p foi menor que 2,2 x 10716, um valor bem préximo de zero, a hipétese nula
é rejeitada e ha evidéncias de que os dados testados ndo sdo normalmente distribuidos como

apontou a analise grafica.
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4.2 Modelo de Richards

Outro modelo utilizado neste trabalho foi 0 modelo de Richards também ajustado aos

dados da Covid-19, onde casos acumulados € a variavel dependente e dias a variavel explicativa

(ou independente).
O modelo de Richards, foi definido pela equacéo (4.2).

(B2 — B1)
(1 + Bs. exp(—ﬁ4. (x — ﬁs)))m

fO) =B+

4.2)
Também ndo foram satisfeitas as suposi¢des na analise de residuos no modelo de
Richards. Com isso, também foi feita uma transformacéao cubica aos dados na tentativa de

encontrar os parametros ideais. Foi atraves dessa transformacao que foram encontrados a

estimativa dos parametros.

Tabela 7: Tabela de Coeficientes de Regressdo para 0 modelo de Richards

Estimativa Erro Padréo Valor t Pr(>t|)
f1 2,957 x 102%° 4,941 x 10%° 5,985 3,37e-09 ***
B, 9,227x10%*  7,257x10%° 127,149 < 2e-16 ***

9,410x 102t 2,099x10%7 0,000 1,00000

B3

B,  9599x102  2,125x10"2 4,516 7,316-06 ***
5,776 2,324 x 10° 0,000 1,00000

Bs

Bs 2,324 8,015x10"1 2,900 0,00385 **

Para 0 modelo de Richards ajustado aos dados mencionados, temos S, igual a 2,957x
102°, para voltar para a escala original basta fazer W ~ 6.662.191 casos
acumulados que representa o limite inferior assintotico da curva, onde é o valor final que a
funcéo atinge.

Para 8, tem-se 9,227 x 1021, e voltando a escala original temos m ~
20.974.269 casos acumulados que representa o limite superior assint6tico da curva, onde é o
valor maximo que a funcédo pode atingir.

Para S35, tem se a estimativa do parametro igual a 9,410x 1021, e voltando a escala

original temos/9,410x 1021 ~21.112.024 que esta relacionado & inclinacéo inicial da curva.



34

A estimativa do pardmetro S, € igual 0,09599, e voltando para a escala original
3 7 - - ,
temos 1/0,09599 =~0,4578698 que esta relacionado a taxa de crescimento do nimero de cas
0S.
O valor de Bsestimado é igual a -5,776, voltando para a escala original temos
Y= 5,776 ~ —1,79 e este é o ponto de inflexdo do modelo.
Por ultimo temos o 3 igual a 2,324, voltando para a escala original temos /2,324 ~

1,324582 que é o pardmetro de curvatura que controla a forma da curva.
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Figura 8: Curva do modelo de Richards ajustada aos dados

Com a estimacao destes parametros foi possivel ajustar a curva aos dados observados e
para analisar a significancia dos coeficientes do modelo foi feita uma Analise de Variancia
(ANOVA), cuja técnica é utilizada para testar a significancia do modelo bem como a
significancia individual de cada pardmetro do modelo, analisando a variacdo explicada pelos

diferentes termos do modelo em relacdo a variacao ndo explicada.

Tabela 8: Analise da Anova do modelo de Richards

GL SQ QM F Pr(>F)

Regresséo 5 1.2262466 x 10%° 2.452491 x 10%° 2474119 0
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Residuo 743 7.365051 x 10** 9.912585 x 10*?

R?=0,9433412

Pela Tabela 8 podemos ver que o p-valor é significativo, ou seja, ha pelo menos um
coeficiente do modelo significativo e, portanto, o modelo como um todo é considerado
significativo. O coeficiente de determinacdo (R?) foi, aproximadamente 0,94 que é um valor

bom, porém o R? do modelo logistico foi maior (0,999).

Temos os indicadores de qualidade do modelo de Richards, como o AIC igual a
74561,69, lembrando que o valor do AIC é utilizado para comparacdo de modelos e ndo como
um avaliador de qualidade do modelo, e o BIC igual a 74594,02.

Como no modelo logistico, as suposi¢fes de homoscedasticidade, independéncia e

normalidade também néo foram atendidas no modelo de Richards como pode se observar na

Figura 9.
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Figura 9: Analise de Residuos do modelo de Richards
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Entdo, como o valor de p foi bem proximo de zero (Erro! Fonte de referéncia nédo
encontrada.), a hip6tese nula é rejeitada e ha evidéncias de que os dados testados ndo séo

normalmente distribuidos como apontou a analise grafica.

Como no modelo logistico, também foi utilizado o teste de Shapiro-Wilk para verificar
se os dados seguem uma distribuicdo normal. Assim, como o valor de p foi menor do
que 2,2 x 10716 um valor bem préximo de zero, a hipdtese nula é rejeitada e ha evidéncias de

que os dados testados ndo sdo normalmente distribuidos como apontou a anélise gréfica.

4.3 Comparacdo dos modelos

Ao realizar a analise dos modelos logistico e de Richards podemos observar atraves
dos estimadores de qualidade como R?, AIC e BIC que o modelo logistico se ajustou melhor

aos dados.

Comparando os valores do AIC e BIC do modelo de Richards com o modelo logistico,
como pode observar na Tabela 9, o modelo que melhor se ajustou aos dados foi 0 modelo
logistico. E importante lembrar que o AIC e o BIC sdo utilizados para comparar diferentes

modelos, quanto menor a sua estimativa, melhor o ajuste.

Tabela 9: Comparacédo dos valores do AIC e BIC nos modelos

Modelo AIC BIC
Logistico 71333,75 71352,22
Richards 74561,69 74594,02

Ent&o podemos concluir analisando também os valores do coeficiente de determinagéo
(R?) em ambos os modelos que o modelo logistico (R? = 0,9992325) se ajustou melhor aos d

ados, pois o valor do R? foi maior do que o modelo de Richards (R? = 0,9433412).
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5. RESULTADOS E CONCLUSOES

Este trabalho teve como proposito apresentar uma analise de regressdo néo linear sobre
os dados da COVID-19, empregando dois modelos de crescimento para estimar 0S casos
acumulados ao longo do tempo, 0 modelo Logistico e 0o modelo de Richards. Apds ter a selecdo
do chute inicial utilizou-se 0 Método dos Minimos Quadrados, uma técnica de otimizacao
matematica, utilizando o algoritmo Gauss-Newton. A avaliacdo da qualidade dos ajustes

revelou que o modelo Logistico superou 0 modelo de Richards.

Em uma tentativa de estabilizar a variancia, foi realizada uma transformacéo na variavel
dependente (y3), porém esta abordagem ndo foi bem sucedida, sugerindo a presenca de

possivel heterocedasticidade em ambos os modelos.

O modelo logistico se ajustou melhor aos dados em relacdo ao modelo de Richards. A
superioridade do modelo Logistico evidenciou-se ndo apenas pela excelente adaptacdo da
curva, mas também pelos indicadores. O valor do coeficiente de determinacdo R? foi mais
elevado, enquanto os critérios AIC e o BIC apresentaram valores menores, todos apontando

para o modelo Logistico como melhor escolha.

Embora o modelo Logistico tenha se ajustado melhor aos dados, a analise de residuos
indicou que as suposicBes de variancia, normalidade e independéncia ndo foram plenamente

satisfeitas.

Para trabalhos futuros, recomenda-se a incorporacdo de outra transformacéo de variavel

a fim de se obter as suposicdes para os modelos de regressao.
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APENDICES

APENDICE A — Rotinas utilizadas no software RStudio considerando os modelos Logistico e de
Richards.

library(lattice)
library(latticeExtra)
library(car)
library(alrd)
library(nlstools)
library(nls2)
library(rootSolve)
library(readxl)
library(devtools)
install_github(repo = "walmes/wzRfun", ref = "master")
library(wzRfun)
library(tidyverse)
library(manipulate)
library(growthmodels)
library(minpack.Im)
generalisedRichard

richard

dados1 = read_excel('dados.xlsx')
dadosl = dados1 %>% filter(dias < 750 )
str(dados1)

summary(dados1)

par(mfrow = ¢(1,1))

plot(Cumulative_cases~dias, dados1, pch = 19)

# Modelo logistico

logi <- function(x, b1, b2, b3){
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b1/ (1+ exp(b2-b3 *x))

}

start=list()

manipulate({
plot(Cumulative_cases~dias,data = dados1)
curve(logi(x, b1=b1,b2=b2,b3=b3),add=TRUE, col="red')
start<<-list(b1=b1,b2=b2,b3=b3)},
b1=slider(1,max(dados1SCumulative_cases),initial=max(dados1SCumulative_cases)),
b2=slider(5, 100,initial=19, step = 0.01),

b3=slider(0,1.5,initial=0.2, step = 0.001)

Start

n0 <- nls(Cumulative_cases ~ (b1 / (1 + exp(b2 - b3 * dias))),
data = dadosl,
start = start)

summary(n0)

as.list(coef(n0))

plot(Cumulative_cases~dias, dados1, pch = 19)

lines(logi(dados1Sdias, bl=as.list(coef(n0))Sb1,b2=as.list(coef(n0))$b2,b3=as.list(coef(n0))Sb3), col =
red’, lwd = 2)

## residuos

R2nls(n0)

res_n0 = residuals(n0)
shapiro.test(res_n0)
res_n01 = nlsResiduals(n0)
AIC(n0)

BIC(nO)

plot(res_n01)



## Transformacao cubica da varidvel casos cumulativos
dadosl = read_excel('dados.xlsx')
dados1 = dados1 %>% filter(dias < 750 )

dados1$Cumulative_cases = (dados1SCumulative_cases)”3

str(dados1)

summary(dados1)

par(mfrow =c(1,1))

plot(Cumulative_cases~dias, dados1, pch = 19)

# Modelo logistico

logi <- function(x, b1, b2, b3){
b1/ (1+ exp(b2-b3 *x))

}

start=list()

manipulate({
plot(Cumulative_cases~dias,data = dados1)
curve(logi(x, b1=b1,b2=b2,b3=b3),add=TRUE, col="red')
start<<-list(b1=b1,b2=b2,b3=b3)},
bi=slider(1,max(dados1SCumulative_cases),initial=max(dados1SCumulative_cases)),
b2=slider(5, 100, initial=19, step = 0.01),

b3=slider(0,1.5,initial=0.2, step = 0.001)

start

## outro modelo
modRic = function(x,b1,b2,b3,b4,b5,b6){

bl + (b2-b1)/(1+b3*exp(-b4 * (x - b5)))*(1/b6)
}

startModRic=list()

42



manipulate({
plot(Cumulative_cases~dias,data = dados1)
curve(modRic(x, b1=b1,b2=b2,b3=b3,b4=b4,b5=b5,b6=b6),add=TRUE, col="red')
startModRic<<-list(b1=b1,b2=b2,b3=b3,b4=b4,b5=b5,b6=b6)},
bi=slider(0,max(dados1SCumulative_cases),initial=0),
b2=slider(1,max(dados1SCumulative_cases),initial=max(dados1SCumulative_cases)),
b3=slider(0, max(dados1$Cumulative_cases),initial=1, step = 0.01),
b4=slider(-1,10,initial=0.2, step = 0.001),
b5=slider(0,60,initial = 0,step = 1),
b6=slider(-1,10,initial = 0.1,step = 0.01)

)

startModRic

n0 <- nls(Cumulative_cases ~ (b1 / (1 + exp(b2 - b3 * dias))),
data = dadosl,
start = start)

summary(n0)

as.list(coef(n0))

n2 = nlsLM(Cumulative_cases ~ (b1 + (b2 - b1) / (1 + b3 * exp(-b4 * (dias - b5)))*(1/b6)),
data = dadosl,
start = startModRic,
control = list(maxiter=100, maxfev = 100))

summary(n2)

as.list(coef(n2))

plot(Cumulative_cases~dias, dados1, pch = 19)
lines(modRic(dados1Sdias, bl=as.list(coef(n2))Sb1,b2=as.list(coef(n2))Sb2,b3=as.list(coef(n2))$b3,
b4=as.list(coef(n2))Sb4, b5=as.list(coef(n2))Sb5, b6=as.list(coef(n2))$b6), col = 'blue’, lwd = 2)

lines(logi(dados1Sdias, bl=as.list(coef(n0))Sb1,b2=as.list(coef(n0))Sb2,b3=as.list(coef(n0))Sb3), col
red’, lwd = 2)
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## residuos

R2nls(n0)

R2nls(n2)

res_n0 = residuals(n0)
shapiro.test(res_n0)
res_n01 = nlsResiduals(n0)
plot(res_n01)

res_n2 = residuals(n2)
shapiro.test(res_n2)
res_n02 = nlsResiduals(n2)

plot(res_n02)
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