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RESUMO

O uso de materiais mais resistentes tem levado a elementos estruturais com se¢des
transversais cada vez mais esbeltas. Elementos estruturais mais esbeltos estdo sujeitos a efeitos
ndo lineares, que podem provocar a perda de estabilidade da estrutura antes de se atingir a carga
de ruptura do material. Assim, a necessidade de projetar estruturas mais leves e eficientes
impulsiona a consideracdo de efeitos de segunda ordem resultantes de grandes deslocamentos
nas andlises. Nesse sentido, tem-se como objetivo estudar o comportamento néo linear e avaliar
a estabilidade de estruturas reticuladas esbeltas através de andlises estdticas considerando o
efeito da ndo linearidade geométrica. As andlises foram realizadas com o auxilio de um
programa computacional baseado no Método dos Elementos finitos. A formulacdo de
elementos finitos, juntamente com estratégias incrementais e iterativas, usadas na metodologia
de solugdo sdo mostradas. Os resultados encontrados com a avaliacio da estabilidade de quatro
sistemas estruturais esbeltos mostram que tais estruturas sdo sensiveis a imperfeicdo, seja
relativa a parametros geométricos, de carregamento ou condi¢des de contorno. Dessa forma,
este estudo traz contribui¢cdes que mostram aos engenheiros a importancia da ndo linearidade

geométrica na andlise e projeto de estruturas esbeltas.

Palavras-chaves: Método dos Elementos Finitos, estabilidade estrutural, nfo linearidade
geométrica, efeitos de segunda ordem, método de Newton-Raphson, estruturas reticuladas,

analise estatica ndo linear.



ABSTRACT

The use of more durable materials has led to structural elements with increasingly slender
cross sections. Slender structural elements are subject to nonlinear effects, which can cause the
structure to lose stability before it is subjected to rupture loading of the material. Thus, the need
to project smaller and more efficient structures takes into consideration of second-order effects
resulting in large displacements in the analyses. Therefore, it is aimed to study the nonlinear
behavior and evaluate the stability of slender frames through static analyzes considering the
effect of geometric nonlinearity. A computational program based on the Finite Element Method
is used in the analyses. The finite element formulation, together with incremental and iterative
strategies, used in the solution methodology are shown. The results obtained with the stability
assessment of four slender frames show that these structures are sensitive to imperfection,
whether related to geometrical parameters, loading or contour conditions. Thus, this study
follows contributions that show engineers the importance of geometric nonlinearity in the

analysis and design of slender structures.

Keywords: Finite Element Method, structural stability, geometric nonlinearity, second order

effects, Newton-Raphson method, slender frames, nonlinear static analysis
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoes Iniciais e Objetivos

Com o desenvolvimento das indistrias civil, naval, ocednica e aerondutica, e o surgimento
de materiais mais resistentes e novas técnicas construtivas, em diversos problemas da mecanica
estrutural o comportamento nio linear das estruturas passa a ser importante e deve ser
considerado nas andlises. A busca continua por uma modelagem estrutural mais realistica tem
apontado para uma consideracdo apropriada dos efeitos relacionados as ndo linearidades que
afetam significativamente o comportamento estrutural. O objetivo fundamental € obter para fins

de projeto uma previsdo segura do comportamento do sistema.

Neste contexto entdo, a necessidade de projetar estruturas mais leves e eficientes tem
impulsionado a considerag@o nas andlises de efeitos de segunda ordem resultantes de grandes
deslocamentos, semi-rigidez das ligagdes, inelasticidade do material, imperfei¢cdes geométricas

e tensdes residuais, os quais podem influenciar significativamente o comportamento estrutural.

O comportamento ndo linear e o estudo da estabilidade de estruturas tem sido interesse de
muitos pesquisadores. Elementos estruturais mais esbeltos estdo sujeitos a efeitos nao lineares,
que podem provocar a perda de estabilidade da estrutura antes de se atingir a carga de ruptura

do material.

A perda de estabilidade ¢ um fendmeno néo linear que deve ser investigado, portanto,
através de uma andlise ndo linear. Embora uma linearizagcdo das equacdes que descrevem o
sistema estrutural em torno de uma configuracdo de equilibrio possa ser utilizada para facilitar
a andlise, as informacdes sobre o comportamento pds-critico sdo perdidas (GONCALVES,

1983).

Nessa tendéncia contemporinea, uma das ferramentas mais consagradas na engenharia é o
Método dos Elementos Finitos (MEF). Rapidez, precisio e custo s@o requisitos basicos para a
solug@o de problemas em engenharia, onde os cédigos estdo evoluindo em busca de solugdes

mais precisas € menos onerosas.

Ao avaliar o comportamento ndo linear de um sistema estrutural variando um parametro
de controle, tal como o carregamento, obtém-se trajetorias ou caminhos de equilibrio. O estudo
da estabilidade estrutural baseia-se na identificacdo de pontos criticos que surgem com a perda

da estabilidade. Os pontos criticos sdo classificados em pontos limites ou pontos de bifurcacio.
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Pontos de bifurcacdo sdo pontos de mudanca brusca na trajetdria de equilibrio, em que dois ou
mais caminhos se cruzam. J4 os pontos limites correspondem a valores de maximo ou minimo

relativos a carga ou deslocamento.

Este trabalho tem como objetivo avaliar a estabilidade elastica de estruturas reticuladas
esbeltas através de uma andlise estitica ndo linear geométrica usando o Método dos Elementos
Finitos. A previsdo precisa do estado limite de estabilidade € de fundamental importincia no
projeto dos elementos estruturais. Para isso, torna-se necessaria a utilizacdo de uma teoria
consistente que possibilite o conhecimento preciso dos esfor¢cos adicionais causados pelos
efeitos de segunda ordem, notadamente no caso de elementos esbeltos. Variagdes nas condi¢des
de contorno, na posi¢do de atuacdo do carregamento e em parametros geométricos serdo feitas
para avaliar alteragcGes na resposta estrutural perante essas mudancas, merecendo uma

investigacdo cuidadosa.

O programa computacional CS-ASA (SILVA,2009), desenvolvido para andlise estatica e
dindmica de estruturas de aco, serd usado para realizar as andlises. Para investigar os problemas
de estabilidade na solu¢do do problema ndo linear adota-se o método de Newton-Raphson

acoplado a técnicas de continuacao.

Estudos que focam em temas ligados ao assunto proposto podem ser encontrados na
literatura. Benjamin (1982) desenvolveu duas formulagdes consistentes — definida pelo autor
como as que abordam principios variacionais da mecanica dos s6lidos como base tedrica — de
elementos finitos para andlise estitica ndo linear geométrica de poérticos tridimensionais. A
primeira resulta em um elemento de eixo reto e se¢do transversal constante em que 0s
deslocamentos sdo interpolados por fun¢des convencionais. Na segunda, um elemento curvo e
secdo transversal varidvel € obtido através da degeneracdo do elemento isoparamétrico

tridimensional.

A pesquisa realizada por Leite (2000) apresentou uma teoria geral para estudar o
comportamento nio linear de trelicas espaciais em aco pelo método dos elementos finitos

(MEF) considerando as nao linearidades fisica e geométrica.

Stramandinoli (2007) desenvolveu modelos de elementos finitos para andlise ndo linear

fisica e geométrica de vigas e porticos planos de concreto armado

Santana (2015) propds um sistema computacional grifico interativo para a modelagem,

andlise e visualizacdo dos resultados de sistemas estruturais reticulados planos sujeitos a

13



problemas de instabilidade.

Silva (2016) estudou formula¢des corrotacionais 2D para andlise ndo linear geométrica de
estruturas reticuladas. A base computacional utilizada foi também o CS-ASA desenvolvido por

Silva (2009).

1.2 Organizacao do Trabalho

Esta monografia estd organizada em cinco capitulos, de acordo com as etapas do estudo.

Apresenta-se, a seguir, de forma resumida o contetddo cada um deles.

Inicialmente, no Capitulo 2, sdo discutidos os fundamentos para andlise estatica ndo linear
de estruturas reticuladas planas. Mostra-se também a formulagdo para o elemento finito de
viga-coluna usado na modelagem. Na descri¢do das formulagdes apresentam-se as relacdes
deformacdo-deslocamento, as equacgdes de equilibrio e, principalmente, a obteng@o dos vetores
de forcas internas e da matriz de rigidez do elemento. Por fim, o programa computacional usado

nas andlises serd brevemente apresentado.

O Capitulo 3 abrange em detalhes a metodologia adotada para resolver sistemas ndo
lineares. Essa metodologia é caracterizada por um esquema incremental-iterativo de solugdo,
onde, apds cada incremento inicial de carga, iteragdes com o método de Newton-Raphson sio
executadas para estabelecer uma nova configuragdo de equilibrio para a estrutura. Também
neste capitulo, sdo descritas a estratégia de iteragdo e a abordagem sobre o controle automatico

do pardmetro de carga.

Ap6s o desenvolvimento das formulacdes, verifica-se, no Capitulo 4, a estabilidade estética
de quatro sistemas estruturais. Finalizando, na Sec@o 5, algumas observagdes e conclusdes

referentes a pesquisa serdo estabelecidas
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2 FUNDAMENTOS PARA ANALISE ESTATICA NAO LINEAR

2.1 Introducao

Os projetos estruturais, usualmente, eram elaborados levando em conta um sistema perfeito
e realizando uma andlise eldstica linear. Em tais andlises, as equagdes de equilibrio sdo
formuladas considerando a posi¢do inicial indeformada da estrutura e € assumido que as
deformacgdes sdo pequenas, de modo que seus efeitos no equilibrio e na resposta do sistema sao

despreziveis.

Contudo, a maioria das estruturas apresenta comportamento nio linear até atingir seu limite
de resisténcia. Ha necessidade de adotar uma andlise ndo linear, capaz de descrever o
comportamento real da estrutura sob condi¢des anormais ou extremas de carregamento, e
préximas do seu limite de resisténcia. Mediante a andlise ndo linear, considera-se de forma
apropriada os efeitos associados as ndo linearidades que influenciam o comportamento
estrutural. Como resultado, tem-se um aumento da complexidade do problema e do custo

computacional.

Este capitulo aborda os fundamentos tedricos utilizados na andlise estdtica ndo linear, com
&nfase na ndo linearidade geométrica de estruturas reticuladas. As alteragdes causadas pela
mudanga das configuracdes geométricas do sistema sdo apresentadas na secdo 2.2. O emprego
do Método dos Elementos Finitos € esclarecido na se¢do 2.3. Por fim, na secdo 2.4, sdo
destacadas as particularidades do sistema computacional CS-ASA, no qual foram realizadas

todas as analises deste trabalho.

2.2 N3ao Linearidade Geométrica

O comportamento ndo linear de estruturas ocorre quando as relacdes entre acdes e
deslocamentos ndo sdo diretamente proporcionais. A nédo linearidade geométrica é uma das
principais fontes de ndo linearidade, resultante de mudancas na geometria da estrutura. Esse
tipo de comportamento causa efeitos de segunda ordem, como momentos fletores adicionais
devido a deflexdes laterais de membros, quando a estrutura é submetida a deslocamentos
significativos. Os comportamentos citados consideram os efeitos P-A (global) e P-6 (local, a
nivel de elemento), provenientes das deformagdes da estrutura durante o carregamento. Os
efeitos supramencionados sdo mostrados na Figura 2.1. A considera¢do adequada da ndo
linearidade geométrica requer formulacdes numéricas especificas (SILVA, 2009).
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Antes do
carregamento
AN
\\
. )
| Durante o carregamento
Z v/

Figura 2.1 Efeitos de segunda ordem: P-A e P-3 (SILVA, 2009)

Na maioria dos projetos corriqueiros de construgdes civis, os métodos aproximados t€m
sido suficientes, devido aos deslocamentos serem pequenos em relagdo ao tamanho das pecas
estruturais. Contudo, a2 medida que as grandes cidades se tornam mais verticais € com 0s
avancos na engenharia de materiais e técnicas construtivas, a demanda por edificacdes mais
esbeltas tem se ampliado. A fim de acompanhar esse desenvolvimento tecnoldgico, torna-se
importante a ado¢@o de processos de andlise mais elaborados, visando resultados mais precisos
e confidveis para engenheiros e calculistas. Avaliacdes seguras da capacidade de carga e dos

niveis de deslocamento da estrutura dependem diretamente desses resultados.

A formulag@o para a andlise ndo linear geométrica de estruturas ¢ embasada na teoria da
elasticidade ndo linear. A ndo linearidade geométrica se manifesta tanto nas equagdes de
equilibrio, que levam em conta as configuracdes deformadas do corpo, quanto nas relagdes
entre deformacdo e deslocamento, que incorporam termos ndo lineares. Essa ndo linearidade
surge devido as modificacdes na geometria da estrutura durante o processo de deformacgdo do
corpo, podendo ocorrer devido a grandes deformacdes, grandes deslocamentos e rotagdes na
configuracdo de referéncia, ou a ambos combinados. Neste trabalho, consideram-se grandes

deslocamentos e rotacdes, mas admite-se que as deformacdes sejam relativamente pequenas.
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2.3 Formulacao do Elemento Finito Nao Linear

No ambito da Engenharia de Estruturas, um dos métodos usados para discretizacdo de um
problema continuo e a partir dai a obtencdo de solu¢cdes numéricas aproximadas é o Método
dos Elementos Finitos, devido a sua eficiéncia e aplicabilidade. Com essa técnica procura-se
discretizar (dividir) o meio continuo em subdominios, referidos como elementos, que sdo
interligados através dos pontos nodais onde s@o definidos os graus de liberdade a serem

determinados.

O refinamento da malha de elementos finitos possibilita uma solu¢cdo mais precisa, ou seja,
quanto mais o meio continuo for discretizado, a resposta serd mais aproximada da exata. Porém,
aumenta o custo computacional, sendo essencial equilibrar o niimero de elementos para atingir

uma solugdo satisfatoria.

Em grande parte das formulagdes de elementos finitos para andlises de segunda ordem de
estruturas, ¢ utilizada a abordagem Lagrangiana, na qual os deslocamentos em um sistema
estrutural, resultantes de uma determinada carga, sdo medidos em relacdo a configuracgdo inicial
desse sistema. Nessa abordagem, o desenvolvimento de metodologias incrementais para
andlises ndo lineares comeg¢a com a divisdo do caminho de carregamento de um corpo sélido
em um ndmero especifico de configuragdes de equilibrio. Tais configuracdes incluem a
configuragdo inicial, 7=0, a tltima configurac¢do deformada, ¢, e a configuracio deformada atual,
t+At, assumindo que todas as varidveis de estado, como tensdes, deformagdes e deslocamentos,
juntamente com o histdrico de carregamento, sejam conhecidas na configuragdo ¢t. Com base
nesse conhecimento, o objetivo é formular um processo incremental para determinar todas essas
varidveis de estado para o corpo na configuracdo, t+At, considerando um pequeno acréscimo
de valor no carregamento externo que atuou na configuracdo t. Esse passo incremental
caracteriza o processo de deformacéo do corpo de t para r+At e € comumente referido como um

passo incremental.

Neste trabalho, a abordagem adotada baseia-se na formulagdo proposta por Pacoste e
Eriksson (1997), a qual se fundamenta na teoria de Timoshenko, empregando relagdes
cinemdticas que se estabelecem por meio de fungdes trigonométricas. Essa formulagdo foi
desenvolvida considerando um referencial Lagrangiano total, onde a configuracdo de referéncia
corresponde ao estado original da estrutura sem carregamentos, ou seja, os deslocamentos sao

medidos sempre em relacdo a configuragdo inicial na condi¢do de t = 0 (CRISFIELD, 1991).
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O elemento finito utilizado corresponde a um elemento reticulado plano de viga-coluna

delimitado pelos pontos nodais i e j, como monstrado na Figura 2.2. Em cada um desses pontos,

existem trés graus de liberdade: deslocamento axial, u, deslocamento transversal, v, e rotacao,

0.

Figura 2.2 Elemento de viga-coluna

As equacdes de deformacgdo deslocamento sdo escritas de tal forma:

- :(1+ﬂjcos(e)+(ﬂjsm(e)

dx dx
Y= (%)cos(e)—(]+%jsin(6)
k=20
dx

(2.1a)

(2.1b)

2.1¢)

nessas relacdes tem-se que, &, ¢ a deformacdo axial, v a deformac@o cisalhante, k a curvatura

do elemento e 6 o angulo de rotacdo da secdo transversal na configuracdo deformada.

As relagcdes constitutivas, levando em conta deformagdes pequenas, sdo representadas

como (PACOSTE e ERIKSSON, 1997):

P=FAe,,
0 =GAy
M =Elk

(2.2a)
(2.2b)
(2.2¢)
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sendo EA, GA e El rigidezes axial, cisalhante e flexional, respectivamente.

Utilizando o referencial Lagrangiano total, a energia potencial total, é representada pela

seguinte relagdo:

€.

<

S —

M= [ (e, Jav - [ fuds 2.3)
\% S

em que T;; o tensor de tensoes, €;; a deformagdo axial, f; e u;, respectivamente, a forga aplicada

e 0 deslocamento axial.

Tendo em vista entdo as relagdes constitutivas e efetuando a integracio na area da se¢éo
transversal, a equagdo da energia potencial total pode ser reescrita de tal forma:
1

==
2

S —

[EAefcx +GAY + EIK? }zx— [ fuds 2.4)
S

nos quais a primeira integral representa a energia interna de deformacdo e a segunda integral

representa a energia potencial devido as cargas aplicadas.

Os deslocamentos u(x) e v(x), representados na Figura 2.3, sd@o aproximados utilizando

funcdes de interpolacdo lineares, ou seja,

u=Hiu+Hyu; (2.5a)

v=H1vi+H2vj (2.5b)

k=@=ﬂ9i+@9]~ (25C)
dx dx dx

sendo as fun¢des de interpolacdo Hi e H> dadas por:

X
H =1-— 2.6a
1 3 (2.6a)

Hy = (2.6b)

i
L
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Figura 2.3 Configuracdo da deformada do elemento finito

Tendo em consideracio a Equacdo (2.4), a energia interna de deformacao €, como jé citado,

estabelecida como:
] L
U=3 [ [EAsix +GAY + EIK® }dx 2.7)
0

Se um ponto da quadratura de Gauss for usado para realizar a integracdo da energia de

deformacao na equacdo anterior, a seguinte expressao € obtida para U:
U= %[EAE)ZCX +GAY + EIK? J 2.8)

onde L é o comprimento do elemento finito.

Considerando elemento genérico, as componentes fi,, do vetor de forcas internas e as
componentes k,,, da matriz de rigidez sdo obtidas por meio de diferenciagdes sucessivas da

equacdo anterior, da seguinte maneira:

0

fim = aMU (2.9)
U

ko = S o (2.10)

A matriz de rigidez e o vetor de forgas internas do elemento sao calculados no sistema local

de coordenadas e € possivel converté-los para o sistema global utilizando as equacdes:
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K, ='R'K,'R (2.11)

(t+At)fig _ IRZ (t+At)fi (2.12)

sendo K. a matriz de rigidez do elemento e f; o vetor de forgas internas em coordenadas locais.
R € a matriz de rotacdo entre o sistema global e o sistema local atualizado na configuracio ¢,
R. é a matriz de rotag@o atualizada na ultima iteracdo realizada. As matrizes de rotagdo sdo em

fun¢do do angulo o, exposto na Figura 2.2, e sdo definidas como:

[ cosa  sino 0 0 0 0
—sina coso O 0 0 0

R = 0 0 1 0 0 0 (2.13)
0 0 0 cosa sina O
0 0 0 —sinat cosa O
| 0 0O O 0 0 1]

2.4 O Sistema Computacional CS-ASA

Esta secdo descreve o CS-ASA (Computational System for Advanced Structural Analysis),
uma ferramenta computacional desenvolvida por Silva (2009). O programa, escrito em Fortran
95 (CHAPMAN, 2003), permite a andlise estitica e dindmica de estruturas metéalicas,
considerando efeitos ndo lineares, como a nao linearidade geométrica, semi-rigidez das ligacdes
e plastificacdo dos membros. O CS-ASA utiliza uma programacdo estruturada em moédulos, o
que permite a melhoria da produtividade e expansdo da ferramenta com o desenvolvimento de

novas funcionalidades (SILVA,2009).

Conforme ilustrado na Figura 2.4, o CS-ASA segue o formato tradicional de outros
softwares baseados no Método dos Elementos Finitos no qual o processo de simulacdo
numérica é subdividido em trés etapas, pré-processamento, andlise e pds-processamento. O
pré-processamento, consiste na leitura de arquivos texto em formatos especificos. Em seguida,
as informacdes contidas nesses arquivos serdo processadas e impressas no arquivo para

posterior pds-processamento.

A etapa de pré-processamento (entrada de dados) compreende toda a definicao do modelo
que serd analisado. Nessa etapa, o usudrio deve definir o tipo de andlise (linear/ndo linear,

estatica/dinamica, elastica/inelastica), o modelo estrutural a ser analisado (trelica/ pértico) e o
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tipo de ligacdo viga-coluna (rigida ou semirrigida). Além disso, é necessario informar as
caracteristicas geométricas e fisicas do modelo estrutural, a discretizagdo de elementos finitos,
as condi¢des de contorno, o carregamento atuante, entre outros. Para ligacdes semirrigidas, os
pardmetros do modelo adotado para representar o comportamento da ligacdo devem ser
informados. Em uma andlise ndo linear, a formulacdo escolhida para realizar a andlise deve

também ser informada.

CS-ASA
Computational System for Advanced Structural Analysis

Entrada de Dados
ESTATICA DINAMICA
*N3o linearidade geométrica *Nio linearidade geométrica
*Flexibilidade da ligagdo *Flexibilidade da ligagdo
Inelasticidade do material Resultados

Figura 2.4 Programa CS-ASA Anilise e Efeitos Considerados (SILVA, 2009)

A partir da defini¢do de todas as informagdes de entrada no sistema, é gerada uma malha
de elementos finitos para o modelo geométrico. Com a malha de elementos finitos, da-se inicio
a andlise numérica propriamente dita, onde serdo determinados os deslocamentos nodais e os
esforcos atuantes. Para uma anélise estatica nao linear, essas grandezas sdo determinadas a cada
incremento de carga. J4 na andlise dindmica, além das grandezas citadas anteriormente, outras
devem ser determinadas, tais como velocidade e aceleragdo, que sio obtidas a cada intervalo de

tempo.

22



A leitura dos pardmetros que gerenciam a estratégia incremental-iterativa adotada na
solucdo ndo linear do problema € um dos procedimentos necessdrios. Dentre os parametros
informados podem ser citados: o nimero de passos de carga, o nimero maximo de iteracdes, o
incremento inicial do pardmetro de carga, a estratégias de incremento de carga e de iteracdo
escolhida e a tolerancia para convergéncia. Em seguida, é montado o vetor de carregamento

nodal de referéncia.

Por fim, os resultados sdo apresentados em arquivos de saida. Um manual sobre o uso do

programa CS-ASA foi escrito por Prado (2012).
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3 SOLUCAO DO PROBLEMA NAO LINEAR

3.1 Introducao

Na solucdo do problema estitico ndo linear, sdo utilizadas metodologias que combinam
procedimentos incrementais e iterativos. O método de Newton-Raphson (BATHE, 1996) é o
alicerce desses esquemas numéricos, sendo utilizado na forma padrdo ou modificada. Em
ambos 0s processos, a carga mantém-se constante durante os ciclos iterativos, o que torna as
formulacdes incapazes de ultrapassar os pontos limites que podem ser atingidos no tracado da
curva da trajetdria de equilibrio, visto que os resultados convergem préximo ao primeiro ponto
limite. Além disso, € possivel empregar técnicas de continuagdo, as quais consistem em
equacdes de restri¢cdo adicionadas ao sistema algébrico, visando superar os pontos limites

(SILVA,2009).

3.2 Metodologia de Solucao

Quando se aplica o Método dos Elementos Finitos (MEF), para cada regido (elemento
finito) se estabelece um comportamento local aproximado, de tal forma que as incégnitas do
problema possam ser definidas em funcdo das mesmas incdgnitas nos pontos nodais desse
elemento. Avaliando a energia potencial total, e somando as contribuicdes de cada elemento,
chega-se a um sistema total de equacdes, cuja solugdo permite conhecer os valores das

incdgnitas nos pontos nodais.

No contexto do MEF, a equagdo que estabelece o equilibrio estitico dos sistemas

estruturais estudados neste trabalho pode ser escrita como:
. (U)=AF, 3.D

sendo F, um vetor de referéncia que descreve as cargas externas aplicadas, tal que somente a
diregdo é relevante; A um parimetro de carga responsével por escalonar F; e F; o vetor de forgas

internas que € fungdo dos deslocamentos, U, nos pontos nodais da estrutura.

A resposta de um problema estatico ndo linear de um sistema estrutural, geralmente é dada
por uma representagio grafica, que consiste em uma curva carga-deslocamento ou rotagdo, onde
o eixo das abscissas representa uma componente de deslocamento ou rotagdo de um né
escolhido, e o eixo das ordenadas corresponde ao parametro de carga. Essa curva é denominada

trajetoria de equilibrio, e cada um dos seus pontos estabelece uma configuracio de equilibrio
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estdtico que respeita a Equacdo (3.1).

Um método eficiente para solucionar sistemas de equacdes nao lineares deve ser capaz de
resolver problemas numéricos relacionados ao comportamento nio linear. Deve conseguir
tracar toda a trajetéria de equilibrio do sistema estrutural em andlise, detectando e percorrendo
todos os pontos singulares ou criticos que possam surgir. Esses pontos criticos sao classificados
em dois tipos: pontos limites, que incluem os fendmenos de snap-through (salto dinamico
controlado por carga) e snap-back (salto dinamico controlado por deslocamento); e pontos de
bifurcagdo, que resultam de duas ou mais trajetdrias de equilibrio. Os pontos comentados sdo

mostrados na Figura 3.1.

Ainda que, em muitos casos, a resposta da andlise estrutural antes de atingir os pontos
criticos seja adequada para fins de projeto, € indispensdvel determinar a resposta no intervalo
pOs-critico quando se deseja estudar o comportamento ndo linear da estrutura. Os valores
encontrados nesse intervalo confirmam a passagem pelo ponto limite e permite determinar a

carga de colapso (BELLINE, CHULYA, 1987; CRISFIELD, 1991).

O desenvolvimento do problema estrutural descrito pela Equacdo (3.1) é realizado por meio
de um esquema que combina um procedimento incremental e iterativo, que pode ser dividido
em duas fases. A primeira delas, conhecida como fase predita, compreende a solu¢do dos
deslocamentos incrementais a partir de um determinado aumento de carga. A segunda fase,
chamada de fase corretiva, tem como objetivo corrigir as forgas internas incrementais obtidas
a partir dos acréscimos de deslocamento, aplicando um processo iterativo. Essas forcas internas
sdo entdo comparadas com o carregamento externo para avaliar o desequilibrio existente entre

elas. O processo corretivo € repetido até que a estrutura esteja em equilibrio, conforme

determinado por um critério de convergéncia.

As principais caracteristicas da metodologia de andlise ndo linear serdo apresentadas a

seguir. Entretanto, antes & preciso fazer algumas observagdes relacionadas a notagdo a ser

adotada:

¢ Considera-se que sdo conhecidos o campo de deslocamento e o estado de tensdo da
estrutura para o passo de carga t, e deseja-se determinar a configuragcdo de equilibrio para
o0 passo de carga, t+At;

® [ se refere ao contador do nimero de iteragdes em um determinado passo de carga. Para k

= 0, tem-se a solucd@o incremental predita, e para outros valores tem-se o ciclo iterativo;
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e )¢ U definem o pardmetro de carga e os deslocamentos nodais totais;

e Ale AU caracterizam, respectivamente, os incrementos do pardmetro de carga e dos

deslocamentos nodais, medidos a partir da dltima configuracao de equilibrio;

e O\ e dU denotam as corre¢des do pardmetro de carga e dos deslocamentos nodais

obtidos durante o processo iterativo.

A Ponto limite de carga

W Ponto limite de deslocamento

@ Ponto de bifurcagdo

O Ponto limite de carga e deslocamento

Carga
Carga

Deslocamento Deslocamento

Figura 3.1 Trajetdrias de equilibrio (SILVEIRA, 1995)

A Figura 3.2 ilustra a metodologia incremental-iterativa para um acréscimo de carga tnico.
Inicialmente, apds a ultima configuragdo de equilibrio da estrutura, identificada pelo ponto (U,
'A), seleciona-se um incremento inicial de carga, AA?, fixado como primeiro incremento do
parametro de carga. A contar desse momento, determina-se o incremento inicial dos
deslocamentos nodais, AU°. Essas aproximacdes formam a solucdo incremental predita. No
entanto, devido a ndo linearidade da fun¢do F; em relagdo aos deslocamentos, a solugdo do
problema com pontos de coordenadas (‘U+AU°, A+AL%), ndo segue inicialmente a condi¢do de
equilibrio da Equacdo (3.1). Na fase corretiva, a segunda etapa do processo de solucdo,
utilizamos iteracdes para corrigir a solu¢do e restaurar o equilibrio da estrutura de forma
eficiente. Se essas iteracdes incluirem a corre¢do dos deslocamentos nodais, U, e do parametro
de carga, A, uma equagio adicional de restri¢do é necessaria. As préximas subsec¢des detalhardo

essas duas etapas do processo de solu¢do nao linear.
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Equacdo de equilibrio

IEquagﬁo de restricdo

| Equilibrio na 1

|
|
A 'configuracdo r_ U’ |
| | !
| | !
_ ,L S : ! U
—= U= AU’ 1
|
Lo AU'
| AU
|

Figura 3.2 Solugdo incremental-iterativa (SILVA, 2009)

3.2.1 Solucao Incremental Predita

Para alcangar a solugio incremental predita, ou solugio incremental inicial tangente, AL e
AUY, sdo necessdrias algumas etapas. A primeira delas envolve a montagem da matriz de rigidez
tangente, K, a partir das informag¢des da configuracdo de equilibrio mais recente da estrutura.
Em seguida, utilizando a seguinte expressdo, determinamos o vetor de deslocamentos nodais

tangenciais, 0U,-
83U, =K'F, (3.2)

Por meio de uma abordagem de aumento gradual de carga, € possivel realizar uma selecao
automatizada do incremento inicial do parimetro de carga, AA°. Essa escolha pode ser sujeita a
uma equagdo de restricdo adicional aplicada ao problema, como exemplificado na Figura 3.2,
por exemplo, para restringir o comprimento de arco (CRISFIELD, 1981; 1991). A seguir, serdo

expostas as especificagdes da estratégia de incremento de carga empregada neste estudo.

Ap6s estabelecer-se o incremento inicial, ALY, sdo encontrados os deslocamentos nodais

incrementais tangenciais, AU?, escalonando-se 8U,, de tal forma:
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AU’ = A\8U, (3.3)

Nesse sentido, € possivel atualizar os parametros de carga e os deslocamentos totais através

do procedimento a seguir:
(+A0) = 1+ AND (3.4)

Ay = 'y + AU (3.5)

sendo “A e "U representam o ponto de equilibrio obtido no tdltimo acréscimo de carga mostrado

na Figura 3.2.

As Equacdes (3.4) e (3.5) em alguns casos ndo respeitam as condicdes de equilibrio do
sistema estrutural. Portanto, se faz necessario iteragdes subsequentes para que as condicoes de

equilibrio possam ser reestabelecidas.

3.2.2 Ciclo de Iteracoes: Método de Newton-Raphson

Em uma andlise numérica, o propdsito do método de Newton-Raphson (COOK;
MALKUS; PLESHA,1989) € encontrar as raizes ou os zeros de uma equagio ndo linear. Esse
método assume que, a partir de uma estimativa inicial para a raiz, o objetivo é determinar uma
sequéncia de correcdes até que a solugdo seja alcancada com uma precisdo satisfatéria. Para
isso, a equagdo nao linear, da qual se busca as raizes, é aproximada por meio de uma série de
Taylor (PRESS et al., 1986; HEATH, 1997). Muitos dos procedimentos para solucionar
problemas ndo lineares sdo fundamentados no método de Newton-Raphson para resolver a

Equagdo (3.1).

A fim de comecar a desenvolver o método de Newton-Raphson, a Equacdo (3.1) pode ser

reescrita como:
gszr—Fi(U)ZO (3.6)

em que g é o vetor gradiente que deve se anular durante o ciclo de iteracdes, retornando assim

que um novo ponto de equilibrio da estrutura foi atingido.

Tratando-se do incremento de carga no instante atual, #+A¢, a cada incremento de carga,

tem-se uma solucéo aproximada,

(t+A) k=D — g*k-D — g AU*D (3.7
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com isso, é calculada uma corregiio 8UX, tal que:
g(U(k_l) +8UF ) 0 (3.8)

sendo que k se refere a iteracdo atual e k-1 representa a iterag@o anterior.

Expressando-se a equacdo anterior em uma série de Taylor em sua forma expandida em

torno de U%D isto &,

2
og 8Uk+iL(6Uk) +... (3.9)

autt 2 o (U )2

g0 +o0t | = g0+

Assim, utilizando apenas os dois primeiros termos da série, e substituindo-a em Equacio

(3.8), encontra-se:

(k=1) _
(V) (o Y
k_ _ g (k=1)
U =—— (aU("‘”j g(u) (3.10)
aU(k—])

sendo que a derivada representa fisicamente a matriz de rigidez tangente da estrutura, K.
Numericamente, corresponde a inclinacdo da reta tangente a curva que descreve o equilibrio do

sistema. Com isso, a equagdo pode ser reescrita de tal forma:
SU =K‘1g(U("")) 3.11)

Por tudo isso, considera-se a seguinte equacdo como a nova estimativa para a solucio

quando algum critério de convergéncia for satisfatério:

Ut =) suk (3.12)

As Equagdes (3.11) e (3.12) representam o método de Newton-Raphson padrao. Na Figura
3.3(a), esse método € exemplificado graficamente para sistema estrutural com um grau de
liberdade. Nota-se que a cada passo de carga a inclinagdo da reta tangente, que indica a matriz

de rigidez, sofre alteracdes.

A convergéncia desse método é quadrdtica, quando a solugdo inicial U+AU° for
satisfatoriamente préxima a solucdo do sistema de equacgdes (3.1). Ademais, deve existir em

todas as iteracdes a inversa da matriz de rigidez K até que seja alcancada a convergéncia
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necessaria.

O método de Newton-Raphson modificado € uma variacdo da técnica padrdo na qual a
matriz de rigidez permanece inalterada durante o ciclo de iteragdes. A Figura 3.3b exibe essa
diferenca. E possivel observar que no método de Newton-Rapshon modificado a inclinagio da
reta tangente calculada na primeira iteragdo € mantida constante. Com isso, quando o método
modificado € usado o nimero de iteragdes necessdria para atingir a convergéncia procurada é

maior que o do procedimento padrio.

Carga
Carga

Iteragdes Iteragdes

Deslocamento U Deslocamento U

(a) Newton-Raphson padrio (b) Newton-Raphson modificado

Figura 3.3 Interpretacdo geométrica do método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson ndo tem a capacidade de superar os pontos limites que
podem surgir durante o tragado da trajetéria de equilibrio. Essas limitagdes surgem devido ao
parametro de carga permanecer constante durante o processo iterativo e, consequentemente,
pela singularidade que ocorre na matriz de rigidez tangente nos pontos limites. Para seguir
adequadamente toda a trajetéria de equilibrio, incluindo possiveis passagens pelos pontos
limites, € indispensdvel que o pardmetro de carga varie a cada iteragdo. Isso pode ser alcangado
ao se adicionar uma equagdo de restricdo nas iteragdes de Newton, através de procedimentos
numéricos especificos. A natureza dessa equacdo de restricdo é o que diferencia as diversas

estratégias de iteracdo utilizadas para esse propésito (SILVEIRA, 1995; GALVAO, 2000).

A variagdo do parametro de carga € permitida, seguindo a abordagem geral de solucdo

apresentada originalmente por Batoz e Dhatt (1979). Pode-se afirmar que a alteragdo nos
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deslocamentos nodais € regida pela seguinte equagdo de equilibrio:
Kk gyt :g(U("‘”,x"),kzz (3.13)

em que g é a fungdo dos deslocamentos nodais totais, UXD, obtidos na dltima iteragdo, e do

valor do parAmetro de carga total, A¥, que passa a ser uma incégnita representada por:
2k =) 4 gk (3.14)
Tal que dAX € a corre¢do do pardmetro de carga.
Substituindo (3.14) em (3.13), obtém-se:
Kouk = [(x("‘] )+t F, —F,-(H)} (3.15)
que pode ser simplificada, sendo escrita como:
KUk =g 1+ SAFF, (3.16)

que € a equagdo utilizada no decorrer do ciclo iterativo.

Por meio da Equagdo (3.16), é possivel decompor os deslocamentos nodais iterativos em

duas parcelas, sendo escritos como:

SU* = 38U +5\"8U% (3.17)
sendo que:

sUk =K gl (3.18)

SUk =K "g, (3.19)

onde Uy é a da aplica¢do do método de Newton-Raphson com a estratégia de incremento de
pardmetro de carga constante, e dU,, é o vetor dos deslocamentos iterativos derivados da
aplicacdo de F'.

7z

Quando o método de Newton-Raphson modificado é adotado, na iteragdo atual k, a
corre¢io OU, serd equivalente ao vetor de deslocamentos tangenciais dU,, obtido no
desenvolvimento da Equacdo (3.2). E importante ressaltar que esse parimetro permanece

inalterado durante as iteragdes, uma vez que K permanece constante. Por outro lado, a correcdo
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do parAmetro de carga SAX, unica incégnita da Equacdo (3.17), é determinada seguindo uma
estratégia iterativa, neste trabalho, foi utilizada a estratégia baseada no residuo ortogonal. Apds
encontrar o valor de SAK, retorna-se a Equacdo (3.17) para determinar a corre¢do dos
deslocamentos. E relevante mencionar que o uso da expressdo (3.17) representa o processo

convencional da metodologia de solugdo ndo linear.

Apé6s a obtengdo da solugdo iterativa, OA* e U, é necessdrio atualizar as varidveis

incrementais do problema, a partir das relacdes a seguir:
AN = ) ik (3.20)

AUF = AU 15Ut (3.21)

Além disso, tem-se para o pardmetro de carga e os deslocamentos nodais:

(r+an)yk _ 1y 4 Ak (3.22)

Ak = 'y + AUF (3.23)

Em todo processo iterativo, a solucdo obtida é uma aproximagdo e ndo exata. Por
conseguinte, € necessario estabelecer limites de tolerancia para determinar quando o processo
deve ser interrompido. Neste estudo, optou-se por usar o critério de convergéncia fundamentado
em relacdes de deslocamentos. Esse critério € sempre verificado ao término da iteracdo atual e
¢ definido da seguinte maneira:

o]
Cr=1—1<6 (3.24)
Jo|
aqui, o numerador € a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos; o denominador € a norma
euclidiana dos deslocamentos incrementais, obtidos através da correcdo do processo iterativo;
e € é um fator de tolerancia informado como dado de entrada no programa. Para esse fator

normalmente sio considerados valores entre 1073 ¢ 107°.

A Tabela 3.1 ilustra os procedimentos descritos nesta secao.
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Tabela 3.1 Estratégia numérica generalizada para anélise estdtica ndo linear (SILVA,2009)

1. Consideram-se os deslocamentos e o parAmetro de carga na dltima configuracio de

equilibrio conhecida, 7: U e A
2. SOLUCAO INCREMENTAL TANGENTE: AL’ e AU°
2a. Monta-se a matriz de rigidez tangente: K = f(U, P)
2b. Resolve: 8U, =K'F.
2¢. Define AL® usando a estratégia de incremento de carga
2d. Determina: AU° = AA%3U,
2e. Atualiza as varidveis na configuragdo ¢ + Af:
A, =0, + AN e AU = U + AU°
3. PROCESSO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON: k=1, 2, 3,...
3a. Avalia o vetor de forcas internas: “+AE* = F, + KAU*-"
3b. Calcula o vetor de forcas residuais:
g(k—l) — (r+Ar)x(k—1)Fr _ (t+At)F[(k—l)
3c. Se Newton-Raphson padrao, atualiza a matriz de rigidez tangente K
3d. Obtém a corregdo do pardmetro de carga, SAX, usando a estratégia de iteracio

3e. Determina o vetor de correcdo dos deslocamentos nodais: §U* = SU’;, +30k SUI,‘, com:

SUE = K &-D g(k—l) e SUI; =KD F,
3f. Atualiza o parAmetro de carga, A, e o vetor de deslocamentos nodais, U:
a) Incremental: ANF = AN®V + 30 e AUF = AU *D 4 §UF
b) Total: "A\F = A + AMf e AU = U + AUF
3g. Verifica a convergéncia:

SIM (Critério de deslocamentos): Pare o processo iterativo e siga para o item 4
3h. Retorna ao passo 3

4. Atualiza as varidveis que forem necessdrias
5. REALIZA UM NOVO INCREMENTO DE CARGA E RETORNA AO ITEM 2

3.3 Incremento de Carga Baseado no GSP (Generalized stiffness parameter)

Conforme enfatizado na secdo anterior, a determinacdo do valor inicial do pardmetro de
carga, AA?, é um passo essencial para alcangar a solugo incremental prevista. A escolha
automética do incremento desse parametro € de grande importincia e deve refletir o grau de
ndo linearidade presente no sistema estrutural sob andlise. Para que essa sele¢@o seja efetiva, a

estratégia de incremento de carga deve atender, principalmente, aos seguintes critérios:

e gerar grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear;
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e fornecer pequenos incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente néo linear;

e ser capaz de definir o sinal correto para o incremento, introduzindo medidas capazes de

detectar quando pontos de mdximo e minimo séo ultrapassados.

Em busca de atender as condi¢gdes estabelecidas anteriormente, este trabalho baseou-se no
parametro de rigidez GSP (Generalized stiffness parameter). Essa estratégia foi proposta por
Yang e Kuo (1994), que adotaram a seguinte equacao de restri¢do a ser obedecida em ambas as

etapas da solugdo ndo linear (etapa predita e etapa de iteracdes):
C'8U* + k00 = H, (3.25)

na qual C € uma matriz de elementos constantes, ki também € constante e H ¢ um parametro
incremental. Em fun¢@o de valores escolhidos para essas varidveis, encontram-se diferentes

estratégias de incremento de carga e de iteracao.

Ao unir a equagdo de restricdo anterior com a Equagdo (3.16), temos um sistema de
equagdes com N+1 incdgnitas, sendo N a dimensdo do vetor de deslocamentos e o 1 refere-se
ao parametro de carga, A. Essas duas equacdes podem se complementar de maneira a permitir
manipulagdes algébricas e matriciais, levando a obtencdo da seguinte formulacdo para a
corre¢do do parimetro de carga:

k_ 1 k
S\ _m(Hk—CTSUg) (3.26)

Considera-se a proposta de Yang e Shieh (1990) para os valores de C e k1, sendo,
C="8U,AN e k; =0 (3.27)

no qual ‘8U, o vetor de deslocamentos nodais tangenciais resultante do incremento de carga

anterior, encontra-se uma nova expressao para O\:

1

k=
A ('8U7 | sU%

(H - ("8 ) sU% (3.28)

A solugdo para o parAmetro de carga inicial, AL, considerando na equacdo anterior, k=0,

3= ALY, 38U, =0 e 8U,? =8U,. Sendo assim, escreve-se:
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H
M=+ |0 3.29
\/ 'SULSU, 529

O valor do parametro incremental H,, que representa o deslocamento generalizado nesse
contexto, pode ser determinado através da equagdo anterior (3.29). Além disso, supde-se que
no primeiro passo de carga, o valor de ALY é conhecido (sendo esse fornecido pelo analista).

Como resultado, obtém-se:
H,y = (Ax?)z(lsuf)(lsu,) (3.30)

Agora substituindo-se (3.30) em (3.29), tem-se:

AN =AY (3.31)

na qual o termo dentro da raiz representa o parimetro de rigidez GSP.

O caminho para determinar o sinal adequado na Equagdo (3.31) é fundamentado no
parametro GSP. Conforme observado por Yang e Kuo (1994), o sinal do parametro de rigidez
atual depende exclusivamente dos vetores ‘dU, (do passo de carga anterior) e U, (do passo de
carga atual), como mostrado na Figura 3.4. Como resultado, o pardmetro de rigidez GSP assume
um valor negativo nos passos de carga localizados em regides préximas aos pontos limites. Ja

para os demais passos de carga, o parametro GSP permanecera sempre positivo.

Carga

Deslocamento

Figura 3.4 Variacgdo do sinal do parametro de rigidez generalizado GSP (YANG; KUO, 1994)
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3.4 [Iteracao Baseada no Deslocamento Generalizado

No decorrer do processo iterativo, a determinagdo da correcdo do pardmetro de carga oA
depende de uma estratégia especifica de iteragcdo ou de uma equagdo restritiva aplicada ao
problema. A abordagem principal de uma estratégia de iteracdo consiste em considerar o
pardmetro de carga, A, como uma varidvel adicional, permitindo que ele varie para obter a
trajetdria completa do equilibrio, incluindo possiveis passagens pelos pontos limites. Essa
abordagem visa equilibrar o ndmero de expressdes e incégnitas, adicionando uma fungio

restritiva as equacoes originais de equilibrio.

E fundamental que uma estratégia de iteracdo seja computacionalmente eficiente, visando
obter a configuracdo de equilibrio do sistema estrutural de forma ripida para cada passo de
carga. No entanto, € importante ressaltar que ndo se pode esperar que qualquer estratégia resolva

problemas fortemente ndo lineares com a mesma eficiéncia computacional.

Com a estratégia de incremento de carga baseada no pardmetro GSP foi mostrado que, de
acordo com o trabalho de Yang e Kuo (1994), a seguinte expressdo deveria ser considerada

para o parametro de carga ao longo da soluc¢ao nao linear:

1

Ak =
AN (78U ) SUK

(H, —ax0("8UT ) 5U% ) (3.32)

Na obtengao da solugdo incremental predita (k = 0), os referidos pesquisadores definiram
que o pardmetro incremental Ho (no caso, deslocamento generalizado) deveria ser obtido de
acordo com a Equacdo (3.30). Durante o ciclo iterativo é assumido que esse parametro de
deslocamento generalizado se mantenha constante, ou seja, Hy= 0 para k > (. Dessa forma,

pode-se rescrever (3.32) como:

SUTSU%

SNk =—
1SUTSU

(3.33)

que € a expressdo para a correcao do pardmetro de carga no ciclo iterativo.
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4 APLICACOES

4.1 Introducao

Nesta secdo, a metodologia apresentada anteriormente serd utilizada na andlise estdtica ndo
linear de quatro sistemas estruturais. Serd analisada uma viga engastada e livre, um pértico em
forma de L, conhecido na literatura como pértico de Lee, e também duas colunas com formas
distintas de contraventamento. Variacdes nas condi¢des de contorno, na posi¢do de atuacdo do
carregamento e em parametros geométricos serdo feitas para avaliar alteracdes na resposta

estrutural perante essas mudangas.

O material € assumido eldstico em todas andalises, e o mddulo de elasticidade transversal
foi considerado metade do médulo de elasticidade. O incremento inicial do pardmetro de carga
serd informado em cada exemplo, assim como a técnica de Newton-Raphson, se padrdo ou
modificado. Cabe relembrar que a estratégia de iteragdo baseada no deslocamento generalizado
foi considerada no processo de solucdo. O critério de convergéncia baseado em deslocamentos

e uma tolerancia de 10 foram considerados.

Propde-se neste capitulo, mostrar o comportamento dos sistemas estruturais escolhidos,
por meio dos tracados das trajetérias de equilibrio, efetuando variacdes em pardmetros
supracitados desses modelos estruturais. Os resultados das andlises aqui realizadas serdo
comparados, quando possivel, as solu¢des encontradas na literatura para alcancar a validacdo

procurada.

Por fim, cabe enfatizar que a formulagdo adotada é uma abordagem desenvolvida no

contexto do referencial Lagrangiano total, fundamentada na teoria das vigas de Timoshenko.

4.2 Viga Engastada-Livre

Uma situagdo cldssica envolvendo uma viga sujeita a um momento fletor na extremidade
livre é exemplificada na Figura 4.1. Diversos estudiosos investigaram essa estrutura, incluindo
Bathe e Bolourchi (1979), a fim de avaliar a precisdo das abordagens que eles propuseram. A
viga, encontra-se engastada em uma das extremidades e livre na outra, possui comprimento L
e se¢do transversal retangular. No ambito dessa andlise, o momento fletor aplicado na
extremidade foi incrementado variando o parametro de carga A de 0.0 a 2.0. Para A = 2.0, a viga

se deforma com a extremidade livre rotacionando 720°.
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Na discretizagdo do sistema estrutural foram adotados nove elementos finitos. Uma
verificacdo sobre a influéncia do nimero de elementos na modelagem da viga foi realizada,
sendo evidenciada na Figura 4.2. Nessa figura, sdo exibidas as variagdes nos deslocamentos
horizontal e vertical, u e v, respectivamente, na extremidade livre da viga em relagdo ao
parametro de carga A, usando dois, quatro e nove elementos. Com dois elementos, as variacdes
dos deslocamentos em relacdo a carga apresentam uma discrepancia relativamente grande
comparada as demais andlises. Para os outros casos, quatro e nove elementos, as respostas sao

proximas. Os resultados s@o comparados aos de Bathe e Bolourchi (1979).

v

‘> amEl
L

#
N
-

u

Figura 4.1 Viga: geometria e carregamento

2,8

® Bathe e Bolourchi (1979)
Nove elementos

< Quatro elementos

2,2 A - - - - Dois elementos

2,0

-<o

1,8 - -~ <

1.2 - - N
1.0 ~ u/L

0,8 = v/L >\

Fator de carga (A)
-
\
\
\
\
\

0,2 A

0,0 \ ‘
0,0 0,4 0,8 1,2 1,6

w/L; v/L

Figura 4.2 Curvas carga-deslocamento
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4.3 Coluna Engastada-Livre

Realiza-se nesta subsecdo a andlise de uma coluna na qual uma das extremidades é
engastada, enquanto a outra permanece livre, conforme ilustrado na Figura 4.3(a). A referida
coluna possui comprimento L, com rigidez a flexdo representada por EI, sendo E o médulo de
elasticidade e / o momento de inércia da se¢éo transversal da coluna. Na porcdo superior da
coluna, atua uma carga concentrada de intensidade P. Para evitar dificuldades numéricas
associadas ao ponto de bifurcacdo, introduz-se uma pequena imperfeicdo de carga através da

consideracdo do momento M de intensidade a 0,001 PL conforme mostra a Figura 4.3.

P
0.001PL
(v
u o
g
o
~
L
Nove elementos
1 - - - - Dois elementos
< Quatro elementos
B 0 | | | | | ‘0 So?thwell (‘1941)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
u/L
(a) Geometria (b) Trajetdrias de equilibrio

Figura 4.3 Coluna engastada-livre: geometria e trajetdrias de equilibrio

A andlise de estabilidade ¢é realizada e, inicialmente, mostra-se a importancia de se usar
uma malha de elementos finitos adequada na obtencdo da resposta. Para esse estudo
empregou-se o método modificado de Newton-Raphson, e o incremento inicial do pardmetro
de carga no primeiro passo incremental foi tomado como EI/(PL?), com P sendo 1. As
trajetorias de equilibrio, obtidas com a aplicacdo de dois, quatro e nove elementos, sido

representadas na Figura 4.3(b). O carregamento e o deslocamento foram adimensionalizados
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na figura.

E importante destacar novamente que a formulagdo de elementos finitos usada é baseada
na teoria de vigas de Timoshenko. Percebe-se que, com apenas dois elementos finitos, a
formulag@o forneceu bons resultados no trecho inicial da trajetéria. Para as malhas mais
refinadas, as curvas nas duas formulacdes sio semelhantes. E evidente a manifestacio de um
comportamento no qual o deslocamento horizontal u assume valores significativos ao longo da
trajetéria de equilibrio, acompanhado de uma carga praticamente constante. Além disso,

identifica-se um ponto critico de deslocamento ao longo do percurso.

A Figura 4.3(b) ilustra a proximidade dos resultados obtidos em relacio a solugfo analitica
proposta por Southwell (1941). Tal concordancia atesta a eficdcia da formulag@o e das técnicas

de continuagdo empregadas neste trabalho.

4.4 Portico de Lee

O exemplo agora corresponde a uma estrutura amplamente empregada para a validagdo de
formulagdes ndo lineares de elementos finitos e técnicas de continuagdo usadas em estratégias
de soluc@o. A andlise aborda o portico com comportamento fortemente ndo linear ilustrado na
Figura 4.4, conhecido na literatura por Pértico de Lee, que foi proposto e resolvido de maneira

analitica por Lee, Manuel e Rossow (1968).

P
02 'y E
%u
1%
E =720 L
L =120
A=6
1=2

Figura 4.4 Portico de Lee: geometria e carregamento
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O sistema estrutural em questdo € uma constru¢ao composta por uma viga e uma coluna,
ambas com caracteristicas fisicas e geométricas idénticas. Essas barras estdo rigidamente
interligadas e possuem apoios do segundo género em suas extremidades livres. A viga é
submetida a uma carga vertical concentrada de magnitude P, aplicada em um ponto que dista
0,2L da se¢do que interliga a viga e a coluna, sendo L o comprimento da viga. As propriedades

geométricas e fisicas da estrutura estdo também mostradas na Figura 4.4.

As avaliacdes foram conduzidas discretizando o portico com vinte elementos finitos, dez
elementos em cada um dos membros estruturais. O método de Newton-Raphson padrdo foi
usado no processo de solucdo. Cabe destacar que a estratégia de iteragdo baseada no
deslocamento generalizado, conforme proposto por Yang e Kuo (1994) e detalhada na Se¢do 3
foi usada. O parametro de rigidez GSP foi empregado para controlar o pardmetro de carga, que

teve valor inicial igual 0,01.

A Figura 4.5 ilustra as trajetérias de equilibrio obtidas para o Pértico de Lee. Sdo
representadas as curvas carga-deslocamento obtidas controlando os deslocamentos horizontal
(u) e vertical (v) do ponto de aplicacdo da carga. Na Figura 4.5 € possivel observar que

fendmenos de instabilidade sé ocorrem apds grandes deslocamentos.

6,0

<

4,0

~ 204N e e e ol

-
P
-

-~
T--e

0,0 Presente trabalho

- - - - Presente trabalho ce@---""
® Schweizerhof e Wriggers (1986
-2,0 T T T T
0 20 40 60 80 100
u, v

Figura 4.5 Trajetdrias de equilibrio para o Pértico de Lee.
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Comparam-se os resultados encontrados com aqueles fornecidos por Schweizerhof e
Wriggers (1986). Pode-se observar que os resultados deste trabalho estdo em excelente acordo

com aqueles encontrados na literatura.

Como pode ser visto, a estrutura exibe um comportamento altamente nio linear, com dois
pontos limites de carga e dois pontos limites de deslocamento ao longo do caminho de

equilibrio.

Com base na trajetéria de equilibrio que representa a variacdo do deslocamento vertical v
com a carga aplicada P, a Tabela 4.1 apresenta os valores encontrados para os pontos de limite
de carga (valores de carga e deslocamento nos quais a tangente a curva € horizontal) e para os
pontos limites de deslocamento (valores de carga e deslocamento para os quais a tangente a
trajetoria é vertical). Estdo indicadas as cargas de limite, P, juntamente com os deslocamentos

verticais correspondentes.

Tabela 4.1 Carga e deslocamento vertical (Pjin, v) referentes aos pontos limites

Pontos Limites Piim y
c 1,8795 48,6274
“red -0,9866 58,1937
Deslocamento 1,1991 60,9747
-0,4807 51,0455

4.4.1 Influéncia da Posicao do Carregamento e Condicoes de Apoio

Usando uma estrutura com a mesma geometria do pdrtico de Lee, alterou-se a condicao
de apoio da extremidade direita da viga para verificar a influéncia das restrigdes de
deslocamentos impostas a essa estrutura. Quatro tipos de condi¢des de apoio foram adotados:
restricdo do deslocamento vertical (Condi¢do 1), impedimento do deslocamento horizontal

(Condigao 2), apoio do segundo género (Condicao 3) e engaste (Condigdo 4).

Além disso, com a finalidade de se obter as duas regides da trajetdria pOs critica
(bifurcacdo assimétrica), foram inseridas excentricidades na carga. Considerou-se a carga
aplicada a esquerda da se¢@o que interliga viga e coluna gerando uma rotagdo positiva (sentido

anti-hordrio) nessa se¢do, e a carga atuando a direita da ligagdo viga-coluna, provocando uma
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rotacdo negativa (sentido horério), como mostra a Figura 4.6. A excentricidade, posi¢do de
atuacdo da carga, estd indicada pela letra e nessa figura. Cabe destacar que, para inserir a carga
a esquerda da ligacdo entre os dois membros, um novo elemento estrutural e, portanto, um outro

elemento finito foi considerado.

e | e+
A Condicdo (1)

0
4 ‘ Condigao (2)

<§ Condigdo (3)

— E Condigao (4)

A 4

L =

Figura 4.6 Poértico em L: excentricidades de carga e condi¢des de apoio

Considerando entdo diferentes posicdes do carregamento e condi¢des de apoio da
extremidade da viga, foram obtidas as vdrias trajetérias de equilibrio do pértico. As Figuras 4.7,
4.8, 4.9 e 4.10 ilustram, respectivamente as respostas encontradas para as Condig¢des (1), (2),
(3), e (4) descritas anteriormente e ilustradas na Figura 4.6. No tragcado dos caminhos ndo
lineares de equilibrio a carga P foi adimensionalizada pela carga critica de Euler (P,=m>EIl/L?),

e foi controlada a rotag@o 0 da se¢do que interliga viga e coluna.

Observando as trajetorias de equilibrio percebe-se a grande influéncia da condigdo de
extremidade da viga no comportamento do portico em L. Nota-se a influéncia no valor da carga
critica na sua resposta pds-critica e, portanto, a sensibilidade a imperfeicdo desse tipo de
estrutura. Quando se permite o deslocamento horizontal da extremidade direita da viga (Figura
4.6), o valor da carga critica é bem inferior as demais. Além disso, o pértico exibe uma

bifurcacio assimétrica.

De um modo geral, observa-se que para excentricidades negativas (carga aplicada em

uma posi¢ao e a esquerda da ligacdo viga-coluna), a resposta do sistema estrutural é estavel até
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atingir uma carga limite associada a grandes deslocamentos e rotacdes. Nesse caso, verifica-se
o crescimento das curvas (lado de rotagdes negativas). Entretanto, a medida que a
excentricidade aumenta, a reducdo na rigidez efetiva do poértico acontece. Isso pode ser

percebido pela reducdo da inclinagdo inicial das curvas.

Quando se considera a excentricidade positiva (carga situada a uma distancia e a
esquerda do ponto de ligacdo entre a viga e a coluna), hd uma reducgéo na capacidade de carga

do pértico.

Para a condi¢do de apoio 4 (Figura 4.9), quando a excentricidade tende a zero, a carga
critica do portico se aproxima da carga critica de Euler. Por fim, € possivel verificar que quando
a coluna sofre flambagem para a direita, condicdo na qual a rotacdo 0 positiva, a resisténcia do
sistema estrutural diminui com o aumento da deformacg@o. Nesse caso, a resposta pos
flambagem ou pos critica € instadvel. Quando a flambagem da coluna € para a esquerda (rotagio
0 negativa), a configuracdo pds-critica é estdvel. Nota-se a trajetéria crescente até um ponto
limite associado a grandes deslocamentos. Apés esse ponto limite a trajetria também se torna

instavel.

0,5 I T
0,0001:

|

0,3 A

P/Pe

0,2 A

0,1 A

0,0

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60
0 (graus)

Figura 4.7 Trajetdrias de equilibrio (Condicéo 1) para diferentes valores da relacéo efL.
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Figura 4.8 Trajetoérias de equilibrio (Condicéo 2) para diferentes valores da relacéo e/L
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Figura 4.9 Trajetoérias de equilibrio (Condicéo 3) para diferentes valores da relacéo e/L
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Figura 4.10 Trajetdrias de equilibrio (Condigdo 4) para diferentes valores da relagio e/L

4.5 Coluna com Contraventamento Lateral

Nesta secdo serd feito um estudo sobre a influéncia do contraventamento lateral no
comportamento de colunas com condi¢des de apoio distintas. A andlise do contraventamento
lateral trata-se de um problema importante no projeto de estruturas, principalmente em colunas
esbeltas. Na estabilidade de colunas, o contraventamento lateral traz melhorias tais como o

aumento da sua carga critica e a reducdo dos deslocamentos laterais.

Uma coluna suficientemente esbelta, submetida a uma carga axial de compressdo, pode
sofrer colapso devido a uma grande deflexdo lateral, ao invés da perda de resisténcia do

material. Para esse tipo de estrutura, a perda de estabilidade € o problema a ser investigado.

A modelagem do contraventamento lateral ser4 feita de duas formas distintas: apoio rigido
impedindo completamente o deslocamento lateral de uma secéo interna da coluna, e através de
uma barra lateral. As subse¢des seguintes apresentardo as andlises de estabilidade de coluna,
mostrando o comportamento pds-critico e o efeito de alteracdes geométricas e de carregamento

para diferentes posicdes do contraventamento.

4.5.1 Coluna com Apoio Lateral Rigido

As quatro colunas exibidas na Figura 4.11 serdo estudadas nesta subsecdo. O que difere
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cada uma delas € a condicdo de apoio em cada extremidade, inferior e superior. Denota-se: Caso
A (Figura 4.11(a)) para coluna biapoiada; Caso B (Figura 4.11(b)) para a coluna engastada-
apoio do 1° gé€nero; Caso C (Figura 4.11(c)), para a coluna engastada e livre na extremidade
superior, e Caso D (Figura 4.11(d)), para a coluna com apoio do segundo género na extremidade

inferior e livre onde a carga estd aplicada.

Para tornar possivel a avaliagdo da resposta pds-critica dessas colunas, é considerada uma
imperfeicdo de carga, ou seja, considerar que a carga P apresenta uma certa excentricidade em
relacdo a secdo do topo da coluna. Para isso, um sistema estaticamente equivalente foi obtido
aplicando também um momento fletor de intensidade 0,01 kNm na extremidade superior onde

a carga P estd aplicada. A esbeltez do modelo é garantida considerando a relagdo

EAL*(EI) = 10°.

L

<o —>

Ay
i -
-
:

Caso A Caso B Caso C Caso D

Figura 4.11 Colunas com apoio lateral rigido

Na discretizacdo da coluna, vinte elementos finitos foram adotados. Optou-se por usar o

Método de Newton-Raphson modificado, com pardmetro de carga inicial igual a 1.0 (um).

Inicialmente, um estudo sobre a intensidade da carga critica de flambagem das colunas
para diferentes posi¢des do apoio intermedidrio foi feito. As curvas obtidas sdo mostradas nas
Figuras 4.12. 4.13. 4.14 e 4.15 para os Casos A, B, C e D, respectivamente, variando b (posicao

do contraventamento) de O (zero) a L. Nas respostas apresentadas, a carga P foi
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adimensionalizada pela carga critica de Euler (Pe = T?EIl/L?) e a posi¢do b, pelo comprimento

da coluna.

Analisando o grafico da Figura 4.12 percebe-se que, para o apoio intermedidrio préximo a
uma das extremidades, a estrutura se comporta como engastada-apoiada. Para essa situagdo, a
critica € igual a 2,05Pe. Para o apoio no centro do vao, b/L = 0,5, tem-se o valor maximo da

carga critica 4Pe (cada vao se comportando como biapoiado de comprimento L/2).

Para o caso B (Figura 4.13) com a restricdo em b/L proximo a 0,65, atinge-se a maxima
carga de flambagam 6,03 Pe. Quando o apoio se aproxima do engaste a coluna tende a se

comportar como engastada-apoiada (carga critica igual a 2,046 Pe).

Para o Caso C (Figura 4.14), quando a restri¢do se encontra préximo do engaste (b/L = 0),
a coluna se comporta como engastada-livre (carga critica igual a 0.25 Pe). Para o apoio préximo
da extremidade livre, como era de se esperar, a carga de flambagem refere-se a da coluna

engastada-apoiada (carga critica igual a 2,046 Pe).

Por fim, no Caso D (Figura 4.15), a estrutura se comporta como uma coluna engastada-
livre quando o apoio intermedidrio estd proximo da extremidade inferior. Para a restricdo
préxima da extremidade livre, tem-se o caso da coluna biapoiada cuja carga de flambagem é

Pe.

4,5

o 2,5
&
A~ 2.0
L 1,5 A
e
b 0,5 A
777777 ¢7¢77 0,0 T T T T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

b/L

Figura 4.12 Carga critica para varia¢des na posicdo do contraventamento: Caso A
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e
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b/L

Figura 4.13 Carga critica para varia¢des na posi¢do do contraventamento: Caso B
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lP 16 -
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1,0 A
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I

b 02 -
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b/L

Figura 4.14 Carga critica para variagdes na posicdo do contraventamento: Caso C

49



1,0
0,9 -

P
l 0,8 -
0,7 A
0,6

0,5 -
0.4 -

e

0,1

0,0 T T T T T T T T T
777777 <E¢ 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

b/L

P/Pe

Figura 4.15 Carga critica para varia¢des na posi¢do do contraventamento: Caso D

As Figuras 4.16 a 4.19 mostram as trajetérias de equilibrio pds-critica da coluna
representada pela variacdo da relagdo P/Pe com a rotagdo 0 no topo da coluna, para os casos A,
B, C e D, respectivamente, para diferentes posi¢des do contraventamento (razdo b/L variando
de 0,1 a2 0,9). Todas as curvas mostram que a carga de flambagem ¢ bastante sensivel a posi¢éo
do contraventamento. Na Figura 4.16, que exibe a resposta para o Caso A, percebe-se que
relacdes b/L menores 0,5 os caminhos sdo praticamente paralelos. Entretanto, para relacdes
maiores que essa, nota-se no trecho inicial um ganho de rigidez a rotag@o até um ponto limite

de carga e deslocamento. A partir daf a rigidez estrutural cai rapidamente para zero.

Para o Caso B, vé-se como no caso anterior que as trajetérias pds-flambagem sdo
praticamente paralelas para razdes b/L menores 0,6 (valor préximo aquele que fornece a
maxima carga critica como exibe a Figura 4.17. Para relagdes maiores, nota-se também um
caminho inicial com aumento de rigidez a rotacdo até um ponto limite de carga e deslocamento.

A partir daf a rigidez estrutural cai de forma brusca para zero.
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0 (graus)

Figura 4.16 Trajetdrias de equilibrio pds-critico para diferentes valores da relagéo b/L: Caso A

P/Pe

0 (graus)

Figura 4.17 Trajetdrias de equilibrio pés-critico para diferentes valores da relagéo b/L: Caso B

As trajetdrias pos-critica da coluna para o Caso C, ilustradas na Figura 4.18, sdo

praticamente paralelas exibindo um pequeno ganho de rigidez para todas as posi¢des do

contraventamento. Nessa situacdo, a maior carga critica é obtida quando a restri¢do se encontra

préxima da extremidade livre.
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Figura 4.18 Trajetoérias de equilibrio p6s-critico para diferentes valores da relacdo b/L: Caso C
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Figura 4.19 Trajetdrias de equilibrio pds-critico para diferentes valores da relagdo b/L: Caso D

Para o Caso D, Figura 4.19, nota-se uma resposta que se assemelha a do Caso C. Valores
maiores da relacdo b/L permitem alcancar cargas criticas maiores. Cabe esclarecer que o sentido
do momento fletor considerado para representar a imperfeicdo de carga foi adotado no sentido
anti-hordrio (positivo), o que gerou rotacdes positivas. Caso se altere o sentido do momento, as

trajetérias permanecerao com o mesmo comportamento, porém, com rotagdes negativas.
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Através das andlises anteriores realizadas com as quatro colunas, pode-se verificar a
sensibilidade das estruturas as posicdes do contraventamento e uma mesma excentricidade de
carregamento. Notou-se a variagdo na carga de flambagem e também no comportamento

pos-critico.

Para finalizar os estudos com tais colunas, uma andlise de sensibilidade a imperfeicao
de carga serd executada para as colunas dos Casos A e B apenas. Os resultados esto ilustrados
nas Figuras 4.20 e 4.21. Nesses estudos, a restri¢do intermedidria de apoio refere-se a que
fornece a maior carga critica para as colunas. Observa-se nessas figuras a perda de rigidez

inicial na presenca de imperfeicoes.

Ainda baseado no estudo sobre a sensibilidade a imperfei¢do de carga, e considerando
a coluna do Caso A, mostra-se que para uma excentricidade bem pequena, o modelo apresenta
“anti-simetria”. Nessa situacdo a rotag¢do da secdo superior para b/L = 0,3 € igual a rotacdo da
se¢do inferior para b/L = (0,7 para um mesmo nivel de carga. Isso pode ser observado na Figura
4.22(a). Isso ndo € verificado se a excentricidade de carga ndo for pequena como se vé na Figura
4.22(b). Para a restri¢do mais proxima do topo da coluna, b/L = 0,7, a perda da estabilidade
ocorre para uma carga menor. Conclui-se que a melhor posicido do contraventamento também

¢ funcdo da excentricidade de carga.

Tttt <E\1/ 0 T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130
0 (graus)

Figura 4.20 Sensibilidade da coluna a imperfei¢do de carga e/L: Caso A
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Figura 4.21 Sensibilidade da coluna a imperfeicdo de carga e/L: Caso B
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Figura 4.22 Influéncia das excentricidades de carga: Caso A
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4.5.2 Barra Apoiada como Contraventamento

Nesta subsecao, a coluna biapoiada apresentada no Caso A (Figura 4.11) seré estudada com
o contraventamento lateral representado por uma barra horizontal com vao Lb e rigidez a flexao
EIb como ilustra a Figura 4.23. Diferentes condi¢cdes de extremidade para a barra de
contraventamento foram consideradas como indicado nessa mesma figura. Na modelagem, dez
e cinco elementos finitos foram usados para discretizar a coluna e a barra de contraventamento,
respectivamente. O parametro de carga inicial foi considerado igual a 10, e o Método de

Newton-Raphson padrao foi usado.

Na Figura 4.24 mostram-se as trajetérias de equilibrio do sistema estrutural obtidas
controlando a rotacdo no topo da coluna para as quatro condicdes de apoio. A principal
diferenca entre esse estudo e aquele feito na subsecao anterior € que o sistema estrutural atual
apresenta bifurcacdo assimétrica. Para rotagdes negativas no topo da coluna, a rigidez do
sistema decresce e o equilibrio se torna instdvel (lado das curvas para @ menor que zero). Se a
rotacdo for positiva, ocorre um aumento da rigidez estrutural a2 medida em que sofre

deformacdo. Nesse caso, o equilibrio € estivel.

B!
0 /\_Condigio (1)
E, Ab, Lb, Ib o
-

4 ‘ Condicdo (2)

/’
L <E Condicio (3)

E Condigao (4)

E, Ac, Lc, Ic

AN

Figura 4.23 Coluna biapoiada com barra de contraventamento

Fixando a condi¢do de restricio das translacdes horizontal e vertical (Condicdo 3) e

mantendo os momentos de inércia iguais para a coluna e para a barra de contraventamento,
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Ib = Ic, alterou-se a relagdo entre o comprimento da coluna e o da viga, Lb/Lc. A variagdo da
carga critica do sistema com a relagdo Lb/Lc € mostrada na Figura 4.25(a). Observe que a
medida que Lb aumenta, a sensibilidade diminui. As trajetdrias de equilibrio obtidas para

diferentes relagdes Lb/Lc sdo exibidas na Figura 4.25(b).

Estudo semelhante permitindo a variacdo da relagdo entre os momentos de inércia Ic e Ib
sdo ilustrados na Figura 4.26. Comparando as Figuras 4.25(a) com 4.26(a), e 4.25(b) com
4.26(b) percebe-se diferencas no comportamento pds-critico do sistema. Cabe destacar que,
em fungdo da grande esbeltez do sistema estrutural, a variagdo nas dreas Ab e Ac ndo causam

alteragdes nas respostas e, por esse motivo, estudo semelhante ndo foi feito.

7,0

5,0 1

4,0 A

P/Pe

3,0 A
2,0 A

1,0 A < 1
\\ h

0,0

-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60
0 (graus)

Figura 4.24 Trajetérias de equilibrio para diferentes restricdes da barra de contraventamento

56



P/Pe

P/Pe

7,0

6,5

6,0

55

5,0

4,5

4,0

8,0

75

7,0

6,5

6,0

55

5.0

4,5

4,0

00 05 10 1,5 20 2,5 3,0 3,5 40 45 5,0
Lb/Lc

(a) Carga critica x Lb/Lc

P/Pe

10

b/L=0,5

-60 -50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40 50 60
0 (graus)

(b) Trajetdrias de equilibrio

Figura 4.25 Sensibilidade do sistema em relagdo a Lb/Lc
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Figura 4.26 Sensibilidade do sistema em relagdo a Ic/Ib

57



Para finalizar as andlises, avalia-se o comportamento do sistema estrutural ao variar o
posicionamento da barra de contraventamento lateral (dimensao b). A variagdo da carga critica

¢ exibida na Figura 4.27(a), e as trajetérias de equilibrio sdo mostradas na Figura 4.27(b).

6 7
5 6
5
4 4
|
|
|
4
D) |
& s | | <
[al ﬁ i [aW
ool D !'| Coluna com 3
5 | 0 ! apoio rigido
| 2
Le (Ie)|<- Lb (Ib)>,
14 N 4 X
b i
,,,,,, <§¢ i
0 : ; . }‘ ; . 0 ————— ——
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0O 10 20 30 40 50 60
b/L 6 (graus)
(a) Carga critica x b/L (b) Trajetérias de equilibrio

Figura 4.27 Sensibilidade do sistema em relagio a b/L

Através dessas duas figuras é possivel notar que o valor maximo da carga critica é
alcancado com a barra de contraventamento situada no meio do vao da coluna. Para relagoes
b/L maiores que 0,5, o caminho de equilibrio pds-critico apresenta bifurcacdo assimétrica. Na
Figura 4.27(a) é feita uma comparagdo entre a carga critica obtida com as duas maneiras
adotadas para o contraventamento lateral: apoio rigido (Caso A da Figura 4.11) em linha
tracejada, e barra com extremidade apoiada (Figura 4.23 com a Condigdo 3), representada em

trago continuo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

Neste trabalho, anédlises de estabilidade estitica considerando efeitos de segunda ordem
foram feitas em quatro sistemas estruturais esbeltos com o objetivo de avaliar a influéncia de
parametros geométricos, condi¢des de contorno, bem como imperfeicdes iniciais e de
carregamento no comportamento estrutural. Importante destacar que o efeito da ndo linearidade
geométrica se torna significante nos membros sujeitos a esforgcos axiais de compressdo e

contribui para a diminui¢do da rigidez estrutural aumentando a deformacdo do sistema.

A metodologia usada mostrou-se eficiente ao comparar os resultados obtidos com solugdes
disponiveis na literatura. Um bom acordo entre os resultados pode ser observado. A estratégia
numérica adotada permitiu a obtencdo de caminhos de equilibrio altamente ndo lineares sob
certas condi¢des de carregamento, com a identificacdo de pontos de bifurcacdo e pontos limite

ao longo das trajetdrias.

Analisando a influéncia dos parametros geométricos, condi¢des de contorno, bem como
imperfei¢des iniciais e de carregamento nas respostas nao lineares de estruturas estudadas, foi
possivel avaliar a sensibilidade de tais estruturas a imperfei¢cdes, com alteracdes na capacidade

de carga e no comportamento pds-critico.

Por fim, apds a anélise dos elementos estruturais esbeltos, pode-se concluir que através da
avaliacdo do comportamento nao linear das estruturas, é possivel obter um comportamento mais
préoximo do real, o que permite pensar em processos de andlise mais bem elaborados a fim de
proporcionar aos engenheiros e calculistas avaliacdes mais seguras quanto a capacidade de

carga da estrutura e niveis de deslocabilidade.
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