MINISTERIO DA EDUCACAO

Universidade Federal de Ouro Preto

Escola de Minas — Departamento de Engenharia Civil

Universidade Federal
da Ouro Prata

Curso de Graduacdo em Engenharia Civil

Fernanda Moronari da Silva

Célculo de deflexdes usando a Resisténcia dos Materiais e a

Teoria da Elasticidade

Ouro Preto

2017



Fernanda Moronari da Silva

Calculo de deflexdes usando a Resisténcia dos Materiais e a

Teoria da Elasticidade

Trabalho de conclusdo de curso
apresentado ao Curso de Engenharia
Civil da Universidade Federal de Ouro
Preto como parte dos requisitos para a

obtencéo do Grau de Engenheiro Civil.

Orientador: Prof. D.Sc. Jaime Florencio Martins (UFOP)

Ouro Preto

2017



S386¢

Silva, Fernanda Moronari da.

Cilculo de deflexdes usando a Resisténcia dos Materiais ¢ a Teoria da
Elasticidade [manuscrito] / Fernanda Moronari da Silva. - 2017.

281.: iL.: color; grafs; tabs.

Orientador: Prof. Dr. Jaime Florencio Martins.

Monografia (Graduagdo). Universidade Federal de Ouro Preto. Escola de
Minas. Departamento de Engenharia Civil.

1. Deflexdo (Tecnologia). 2. Vigas. 3. Elasticidade. 4. Resisténcia dos
Materiais. I. Martins, Jaime Florencio. I1. Universidade Federal de Ouro Preto.
111. Titulo.

CDU: 624

Catalogacao: ficha@sisbin.ufop.br




Fernanda Moronari da Silva

Calculo de deflexdes usando a Resisténcia dos Materiais e a

Teoria da Elasticidade

Monografia de concluséo de curso para
obtencéo do Grau de Engenheiro Civil
na Universidade Federal de Ouro
Preto, defendida e aprovada em 09 de
maio de 2017, pela banca examinadora
constituida pelos professores:

‘ ~~R J’ie)o AUV A O m Q/\\L\n«a
of. Jaime Florencio Martins (D.Sc.) — Orientador — UFOP

A

ernando Antonio Borges Campos — UFOP

Boue i

Prof. Geraldo Donizetti de Paula (D.Sc.) — UFOP



Resumo

A andlise de vigas visa determinar as tensdes e deformacdes produzidas pelas
cargas atuantes. Na engenharia civil, especificacdes de projeto limitam a deflexado
maxima que uma viga pode sofrer, uma vez que deformacdes excessivas podem
alterar a eficiéncia da estrutura. Neste trabalho tem-se um estudo de deflexdo de
viga biapoiada usando-se os métodos da Resisténcia dos Materiais e da Teoria
da Elasticidade. Ambos os métodos sdo obtidos pela integracdo de equacdes
simplificadoras, visando determinar a deflexdo maxima vertical e também o
maximo valor da componente horizontal, essa ultima obtida somente pela
aplicacéo da Teoria da Elasticidade. O estudo se baseou na analise de uma viga
biapoiada solicitada por flexdo simples, ou seja, submetida a momento fletor e
esforco cortante. Este trabalho busca a comparacdo dos resultados dos dois
métodos. Os resultados apresentaram coeréncia e um direcionamento para

futuros estudos de outros tipos de vigas e carregamentos.

Palavras-chave: Deflexdo, viga biapoiada, Teoria da Elasticidade, Resisténcia
dos Materiais.



Abstract

The aim of beam analysis is to determine the tensions and deformations produced
by acting loads. In civil engineering, design specifications limit the maximum
deflection a beam can withstand, since excessive deformations can affect the
integrity of a structure and its members. In this work, a bi-supported beam
deflection study was performed using the Materials Resistance and Elasticity
Theory methods. Both methods were obtained by the integration of simplified
equations, determining the maximum vertical deflection and also the maximum
value of the horizontal component, the latter obtained only by applying Elasticity
Theory. The study was based on the analysis of a bi-supported beam by simple
bending, that is, subjected to a bending moment and shear stress. This work
seeks to compare the results of the two methods. The results presented provide a

guide for future studies of other types of beams and loads.

Keywords: Deflection, bi-supported beam, Elasticity Theory, Materials Resistance
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1. INTRODUCAO

Segundo Hibbeler (2004), a Resisténcia dos Materiais € um ramo da
mecéanica que estuda as tensdes e deformacdes que ocorrem nos soélidos
provenientes de forcas externas a eles aplicadas e apresenta a teoria basica para

conhecer os deslocamentos e esforcos envolvidos em cada situacao.

A historia da Resisténcia dos Materiais remonta ao inicio do século XVII,
guando Galileu Galilei realizou experiéncias para estudar os efeitos de cargas em
hastes e vigas feitas de varios materiais. No entanto, para a compreensao
adequada, foi necessario estabelecer descricbes experimentais precisas das
propriedades mecanicas de um material. Somente a partir do século XVIII,
principalmente na Franca, notdveis como Saint-Venant, Poisson, Lamé e Navier,
realizaram estudos tanto experimentais como tedricos sobre o assunto,

ocasionando expressiva melhora nos meétodos para tais descricdes.

As analises tedricas e os resultados experimentais tém igual importancia no
estudo da Resisténcia dos Materiais. O desenvolvimento historico da Resisténcia
dos Materiais € uma fascinante mistura de teoria e experiéncia, esta mostrando o
caminho adequado em alguns casos, aquela em outro. Homens famosos, como
Leonardo da Vinci (1452-1519) e Galileu Galilei (1564-1642), fizeram experiéncias
para determinar a resisténcia dos fios, barras e vigas, sem que tivessem
desenvolvido teorias adequadas (pelos padrées de hoje) para explicar os
resultados atingidos. Ao contrario, o famoso matematico Leonhard Euler (1707-
1783) desenvolveu a teoria matematica das colunas, calculando a carga critica de
uma coluna, em 1744, muito antes de qualquer experiéncia que evidenciasse a
importancia de seu achado (TIMOSHENKO, 1994).

Com o passar do tempo, depois que muitos dos problemas fundamentais
da Resisténcia dos Materiais foram resolvidos, tornou-se necessario usar técnicas
de matematica avancada e de computador para resolver problemas mais
complexos. Como resultado, essa ciéncia ampliou-se para outras disciplinas de

mecanica avangada, tais como Teoria da Elasticidade e a Teoria da Plasticidade.



A pesquisa nesses campos estd em andamento ndo sO para satisfazer a
demanda pela resolucdo de problemas avancados de engenharia, como também
para justificar o uso mais amplo e as limitagcbes em que a teoria fundamental da
Resisténcia dos Materiais é baseada (HIBBELER, 2004).

A analise de vigas é bastante comum em problemas de engenharia. Para a
Engenharia Civil, o dominio sobre as constru¢cdes das mais variadas estruturas é

fundamental para utilizagéo funcional e segura das mesmas.

Muitas vezes é preciso limitar o grau de deflexdo que uma viga ou eixo
pode sofrer quando submetido a uma carga. Portanto, no desenvolvimento do
trabalho, serdo apresentadas as teorias e solu¢des para a analise de uma viga
biapoiada solicitada por flexdo simples, através de dois métodos: Resisténcia dos

Materiais e Teoria da Elasticidade.

A Resisténcia dos Materiais € o ramo da mecéanica que estuda as relagdes
entre cargas externas aplicadas a um corpo deformavel e a intensidade das
forcas internas que atuam dentro do corpo, abrangendo também o calculo da

deformagé&o do corpo e o estudo da sua estabilidade (HIBBELER, 2004).

Segundo Martins (2011) a Resisténcia dos Materiais introduz hipoteses
simplificadoras, proximas do comportamento real dos solidos, que permitem obter
a componente vertical do deslocamento dos pontos localizados no eixo de uma
viga. A Teoria da Elasticidade também faz uso de hipdteses simplificadoras, a
diferenca entre as duas ciéncias esta na profundidade do exame dos problemas
abordados, uma vez que a Teoria da Elasticidade fornece as componentes

vertical e horizontal do deslocamento de todos os pontos da viga.

2. OBJETIVOS
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O objetivo deste trabalho é a avaliacdo tedrica dos resultados obtidos a
partir do calculo de deflexdo de uma viga biapoiada submetida a flexdo simples,
ou seja, viga solicitada por momento fletor (M) e forca cortante (V), usando-se a

Resisténcia dos Materiais e a Teoria da Elasticidade.



Neste trabalho obtém-se a deflexdo maxima (v) e também o maximo valor
da componente horizontal (u), essa Ultima obtida somente com a analise pela

Teoria da Elasticidade.

Os resultados das avaliacbes de cada método serdo comparados e
utilizados para investigar se a diferenca dos resultados obtidos pelas duas

ciéncias é significativa.

3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Vigas sdo elementos estruturais, projetados para suportar carregamentos
aplicados perpendicularmente ao seu eixo longitudinal. As vigas também devem
ser projetadas para limitar as deflexdes. Devido ao carregamento, as vigas ficam
solicitadas por forca cortante e momento fletor que, em geral, variam de ponto a
ponto ao longo do eixo (HIBBELER, 2004).

O objetivo da andlise de vigas, geralmente, ser4 a determinagcdo das
tensdes, deformacdes especificas e deformacdes totais produzidas pelas cargas;
se essas quantidades puderem ser determinadas para todos os valores
crescentes da carga até o ponto de ruptura, tem-se um quadro completo do
comportamento do corpo (TIMOSHENKO & GERE, 1994).

Segundo Soares (2003), as vigas empregadas nas edificacbes devem
apresentar adequada rigidez e resisténcia, isto €, devem resistir aos esforcos sem
ruptura e ainda ndo se deformarem em demasia. Normalmente o interesse recai
no calculo da pior situacdo da peca em termos de deslocamento, ou seja, deve-se
controlar a deformagdo maxima da viga. O deslocamento linear maximo de uma
secdo chama-se “flecha” e para que a viga trabalhe adequadamente, este
deslocamento ndo pode exceder valores limitados em normas especificas, que

regulamentam as estruturas.

O interesse em se determinar a deflexdo maxima, em uma viga sujeita a
um determinado carregamento, estd no fato de que, geralmente, as
especificacdes do projeto incluem um valor maximo admissivel para esta deflexao
(BEER & JOHNSTON, 1982).



Deformacdes excessivas podem alterar a aparéncia e a eficiéncia de uma
estrutura, além de causar desconforto ou medo para 0S seus ocupantes e
usuarios. As mais severas consequéncias, no entanto, sdo devidas aos danos
locais, como fissuracdo de elementos estruturais e n&o-estruturais ou rotacao
excessiva (LIMA; FONTES; LIMA, 2003).

A Engenharia Estrutural, através de teorias cientificas, permite que os
engenheiros estabelecam as forcas e solicitacbes que podem atuar com
seguranca nas estruturas ou em seus componentes. Também permite que 0s
engenheiros determinem os materiais adequados e as dimensfes necessarias da
estrutura e seus componentes, sem que estes sofram efeitos prejudicais para o
seu bom funcionamento (MARTHA, 2010).

4. METODOLOGIA

Determinaram-se, analiticamente, as equacdes, do deslocamento vertical
(v) usando-se a Resisténcia dos Materiais e dos deslocamentos verticais (v) e
horizontais (u) usando-se a Teoria da Elasticidade, para uma viga biapoiada
solicitada por flexdo simples. Os deslocamentos foram calculados usando-se um

programa de computador na linguagem FORTRAN.

5. METODOS DA INTEGRACAO

O deslocamento transversal de uma viga depende da rigidez do material e
de suas dimensfes, assim como das cargas aplicadas e dos apoios. Existem

varios métodos de se obter o valor da deflexdo de uma viga.

A seguir, apresentam-se o Métodos da Integracdo Direta desenvolvidos
pela Resisténcia dos Materiais e pela Teoria da Elasticidade, comuns para o
célculo de deslocamentos transversais de vigas devidos as tensfes normais

causadas pelo momento fletor.

5.1. Resisténcia dos Materiais

O processo para o calculo de deflexBes de vigas através do método da

resisténcia dos materiais consiste em fazer sucessivas integracdes na equacao
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diferencial bésica para a linha elastica, com as constantes de integracfes sendo
determinadas de acordo com as condicbes de contorno dos apoios da viga
(TIMOSHENKO & GERE, 1994).

5.1.1. Hipoteses
A resisténcia dos materiais é baseada nas seguintes hipéteses:

1) Despreza-se a contribui¢cdo da for¢a cortante no calculo das deflexdes;
2) As deflexdbes sdo pequenas quando comparadas com as dimensdes da
viga (base, altura e comprimento);

3) E valida a Lei de Hooke, ou seja, considera-se linear a relacdo existente
entre tensdes e deformacoes.

4) Secao plana perpendicular ao eixo da barra permanece plana depois de
aplicado o carregamento (BEER & JOHNSTON, 1982).

5.1.2. Condic¢Oes de contorno

Uma vez que a integral é indefinida surgem constantes de integracdo que
serdo determinadas usando-se as condicbes de contorno (ou condicbes de
extremidades). Essas condi¢des incluem: as restricdes impostas as rotacfes e
deslocamentos nulos nos dois apoios de uma viga simplesmente apoiada (BEER
& JOHNSTON, 1982).

Uma viga biapoiada apresenta apoios de 1° e de 2° género, demonstrados
na Figura 1.

Figura 1 — Apoios de 1° e 2° género

Fonte: Martins, 2011.

Condicdes de contorno ou condicbes de extremidades de uma viga
biapoiada: v = 0.
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5.1.3. Convencdes de sinais

As convencdes de sinais adotadas foram:

1) Os eixos x e y sdo positivos no sentido para a direita e para baixo,
respectivamente;
2) A deflexdo v é positiva quando estiver no sentido positivo de y;

3) O momento fletor M é positivo quando produz tracao na parte inferior da
viga.

5.1.4. Equacéo da Linha Elastica

Segundo Martins (2011), linha eléstica €, por definicdo, a curva na qual se

transforma o eixo da viga depois de aplicado o carregamento.

A deflex&do € uma funcéo da coordenada x. A flecha e o angulo de deflex&@o

de uma secao dependem da posicao que esta secado ocupa na barra.

A Figura 2 apresenta uma viga simplesmente apoiada sujeita a flexao.

Antes da aplicacdo da carga P, o eixo longitudinal da viga é reto. Apoés a flexao o
eixo longitudinal da viga, torna-se curvo.

Figura 2 — Linha elastica de viga fletida

P
0 X d J/

s Vd

Vi d’ ¥ linha elastica

Fonte: Martins, 2011.

Onde v, é a deflexdo ou flecha, componente vertical do deslocamento, do
ponto d.

Sabendo que a flecha e 0 angulo de deflexdo de uma secao dependem da

posicdo que esta secdo ocupa ha viga, a inclinacdo da Linha Elastica é obtida
pela expressao:
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1_d*v(x) 5.1)
r dx? '
Da flexdo simples, tem-se o raio de curvatura da superficie neutra:
El
- 1_MX (5.2)

r=—— 1_MX)
M(x) r El

A inclinagcdo da Linha Elastica é obtida pela relacdo entre o raio de
curvatura e o momento fletor. Assim, igualando-se as duas Ultimas expressoes,
tem-se:

d?v(x) _ M(x)

T E (5.3)

Para EI constante e analisando-se o sinal da segunda derivada e a
conveccgao de sinais para momentos fletores usada no Brasil, tem-se:

El V! (x)=-M(x) (5.4)

E importante lembrar que a contribuigdo da forga cortante nio € levada em

consideracao na expressao acima.

5.2. Teoria da Elasticidade

Segundo Martins (2011) a teoria da elasticidade relaciona deslocamentos

(u e v) e deformacdes (¢ e ).

A Figura 3 mostra trés pontos adjacentes P, Q e R. Os pontos P, Q' e R’
indicam as posigdes dos pontos P, Q e R na situagdo deformada. As
componentes do deslocamento do ponto P sdo u e v enquanto os pontos Q’e R’
além de u e v, sofrem outros deslocamentos em funcdo da variacdo dos

comprimentos dx e dy, visto que o deslocamento de corpo rigido esta impedido.
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Figura 3 - Posicgéo inicial e deformada de trés pontos adjacentes

Fonte: Martins, 2011.

Analisando o ponto Q', podemos obter:

1) A componente horizontal do deslocamento: u+%dx, onde &= é a taxa

OX

ou

de variacdo de u segundo a coordenada x.

2) A componente vertical do deslocamento: v+%dx, onde ? € a taxa de
X

variacao de v segundo a coordenada x.

Raciocinio analogo € feito para obter as componentes do deslocamento do

ponto R’.

A geometria da Figura 3 fornece as seguintes relacdes entre

deslocamentos e deformacdes, que s&o validas somente para pequenas

deformagdes, quando os angulos y, e y,sao pequenos e pode-se fazer tgy, = y;1

e tgy, = V-

8udx
Adx  px  _ou

€, =—— =
dx dx OX

(5.5)
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oAy oy T o (5.6)
dy dy oy
ov ou
“Tdx - dy
ov ou
YXy:’Yl_'_YZ:a)éX +a>(;—y=a_x+a (57)

As deformacdes ¢, €, e 7, podem ser obtidas usando-se a Lei de Hooke

generalizada e a extenséo da Lei de Hooke. Assim:

g, = Ox _ Mxy (5.8)
E ELI
e —_YOx _ _ vMXxy (5.9)
Y E ELI
Yy _ MQ
X = — = — 5.10
™76 " GLbl 519

5.2.1. Hipoteses

A teoria da elasticidade é baseada nas seguintes hipo6teses:

1) Admite-se que o corpo sofra deformacdo para que aconteca O
deslocamento de qualquer particula do corpo, isto é, o deslocamento de
corpo rigido esta impedido.

2) E valida a Lei de Hooke, ou seja, considera-se linear a relagéo existente
entre tensdes e deformacoes.

3) Secédo plana perpendicular ao eixo da barra permanece plana na flexao
(BEER & JOHNSTON, 1982).

5.2.2. Condicdes de contorno
Condicdes de contorno ou condicbes de extremidades de uma viga
biapoiada:
e Vv =0no ponto de coordenadas x=0ey =h/2
e v =0no ponto de coordenadas x =L ey =nh/2

e U =0 no ponto de coordenadas x=0ey =h/2
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5.2.3. Convencgdes de sinais

As convencdes de sinais adotadas foram:

1) Os eixos x e y sdo positivos no sentido para a direita e para baixo,
respectivamente;

2) A deflexdo v é positiva quando estiver no sentido positivo de y;

3) A deflexdo u é positiva quando estiver no sentido positivo de x;

4) O momento fletor M é positivo quando produz tracdo na parte inferior da

viga.
5.2.4. Equacbes das componentes u e v de umaviga biapoiada

Considere-se uma viga biapoiada (Figura 4), solicitada por um momento

fletor aplicado no apoio B.

Figura 4 - Viga biapoiada solicitada por flexdo simples

fl

hi2
op=tl =

hi2

¥
G L - =4
I

Fonte: Martins, 2011.

Os esforgos que solicitam a viga sao momento fletor e forgca cortante e as

equacdes destes esfor¢os sao:

M(x) = %x (5.11)

V(X) = % (5.12)
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Estes esfor¢cos produzem as tensodes:

o - MX)y Mxy

) (5.13)
| LI
i b.l Lbl

Considerando que em vigas de secado transversal retangular, o momento
estético da area A’em relacdo ao eixo Oz é dado por:

b(h? »
Q :E(T_y ] (5.15)

E necessario integrar as equacbes (5.8) e (5.9) para determinar as
equacdes de u e v.

Mx %y
u= +f
ey W) (5.16)
vMxy?
V=-— X
2EL| +9(x) (5.17)

Sendo f(x) e g(x) funcbes que desempenham o papel da constante
arbitraria de integracédo indefinida.

Com as equacdes (5.16) e (5.17), a equacgao (5.10) pode ser escrita das
seguintes formas:

2 2
_ vMy +dg(x)+Mx +df(y) (5.18)
2ELI dx  2ELI dy

YXy =

2 2 2
M (h™ 5 :_vMy +dg(x)+Mx +df(y)
2GLI

(5.19)
4 2ELI  dx  2ELI  dy

Na equacdo acima alguns termos sao funcdes apenas de X, outros de y e
um é constante. Assim sendo, pode-se escrever:
K =F(y) + G(x) (5.20)

Onde:

vMy?  My?  df(y)
F(V) = — 21
) 2ELI " 2GLI " dy (5.21)
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Mx®  dg(x)
G(x) = —
) 2ELI ' dx (5-:22)
Mh?
K:
SGL] (5.23)

Entretanto, a equacado (5.19) somente sera satisfeita para qualquer x e

qualquer y se G(x)e F(y)forem constantes. Assim K =C, +C,. Entao:

2 2
_vMy N My N df(y) _c, (5.24)
2ELI  2GLI dy
Mx?>  dg(x)
2ELI  dx  ° (5.25)

Integrando-se F(y) e G(x):

vMy®  My®
f(y)= - +C,y+C
) 6ELI  6GLI Y+ (5.26)
g(x)——MXS+C x+C 5.27
6ELI ° ! (5.27)

Colocando-se as expressodes de f(y) e g(x) nas equagodes (5.16) e (5.17):

Mx?y vMy® My®
u= + - +Cy+C
2ELI  6ELI 6GLI Y (5-28)
——VMWZ—MXS+C x+C 5.29
2ELI  6ELI & * (5.29)

As constantes Cl, C,, C3 e C, séo determinadas a partir das condigbes de

contorno impostas:

_ Mh® vMh® ML & 30
' 8GLI 8ELI 6El (5-30)

—VMhZ% 5.31
> 8ELI 6EI (5-31)
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vMh®  Mh® MLh
C, = - +
24ELI 24GLI 12El

(5.32)

C,=0 (5.33)

Colocando-se as expressdes de Cl, Cz, C3 e C, nas equacdes (5.28) e

(5.29), tem-se:

Mx’y wMy*  My? Mh*> wMh?> ML wh®  Mh®  MLh
u= + - + - - y+ - + (5.34)
2ELI 6ELI 6GLI |8GLI 8ELI 6El 24EL1 24GLI 12EI

2 3 2
v _ vMxy®  MXx N vMh N ML X (5.35)
2ELI  6ELI 8ELI  6EIl

As expressbes (5.34) e (5.35) fornecem as componentes dos

deslocamentos de todos os pontos da viga.

As componentes verticais dos deslocamentos dos pontos com coordenada

y = 0 sdo dadas por:

3 2
6ELI 8ELI 6El

A equacdao (5.36) para obtencdo do deslocamento vertical (v) da Teoria da
Elasticidade coincide com a equacédo conhecida da Resisténcia dos Materiais,
quando se considera o comprimento longitudinal muito maior que a altura,

desprezando-se 0 segundo termo da equacao.

6. RESULTADOS E DISCUSSOES

6.1. Deflexdo de uma viga biapoiada pela Resisténcia dos Materiais

Considere-se uma viga biapoiada mostrada na Figura 5, solicitada por um

momento fletor aplicado no apoio da direita.
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Figura 5: Viga biapoiada solicitada por flexao simples

M

Fonte: a autora, 2017.

Para facilitar a analise dos resultados obtidos pela Resisténcia dos

Materiais, adotam-se os seguintes dados para a viga estudada:

e L=5m;

e Secao transversal: 0,20 x 0,30 m;
e M=20x10>N.m;

e E =200 GPa = 200000 MPa.

Utilizando as expressdes ja conhecidas da Resisténcia dos Materiais,

resultantes das integracdes da equacdao (5.4), para obtencao da deflexao v:

e ParaO0sx<lL:

Elv'(x) = —=M/L x 6.1)
El v'(x) = —Mx?/2L + ML/6 (6.2)
El v(x) = —Mx3/6L + ML x/6 (6.3)

e Parax=1L/2
Elv(L/2) = M/12 /16 (6.4)
Substituindo os dados na equacéao (6.4):
v(L/2) = 3,472 * 10™3m
v(L/2) = 3,472 mm

A deflexdo maxima da viga ocorre onde v'(x) =0. Assim igualando a

equacao (6.2) a zero:
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x =L/V3 =0,57735L (6.5)
v(max) = 0,064 ML2/EI (6.6)
Com os dados substituidos nas equacdes (6.5) e (6.6):
x = 2,88675
v(max) = 3,5556 mm

6.2. Deflexdo de uma viga biapoiada pela Teoria da Elasticidade

Considerando uma viga biapoiada, Figura 6, solicitada por um momento

fletor aplicado no apoio.

Figura 6: Viga biapoiada solicitada por momento fletor

=

op=Xu h
Yy w

77

Loy

Fonte: Martins, 2011.

Para facilitar a analise dos resultados obtidos pela Teoria da Elasticidade,

adotam-se os seguintes dados para a viga estudada:

e L=5m;

e Secdao transversal: 0,20 x 0,30 m;

e M=20x10°>N.m;

e E =200 GPa = 200000 MPa.

e G=176,92GPa

e Coeficiente de Poisson (relacao entre as deformacdes transversal e
longitudinal), v = 0,3.
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Utilizando-se as equacbes obtidas (5.34) e (5.35) e com o auxilio do
programa de computador, Fortran, encontram-se os resultados demonstrados nas
tabelas 1, 2 e 3.

Na tabela 1, a maxima deflexdo v foi analisada em trés diferentes valores
de y, uma vez que a altura da viga ndo é considerada desprezivel em relacdo ao
comprimento longitudinal da viga. Considera-se para exemplificar a andlise do

deslocamento vertical trés valores para y:

e Valor minimo de y, no caso y = — 0,15 mm;
e Valor de y na linha neutra, no caso y = 0 mm;

e Valor maximo de y, no caso y = + 0,15 mm,;

Tabela 1: Deslocamento vertical (v) para diferentes valores de y

Deslocamento vertical (v) obtido pela Teoria da Elasticidade
y=-0,15m y=00m y=0,15m
Pontos x(m) | v (mm) Pontos x(m) | v (mm) Pontos x(m) v (mm)
1 0,000| 0,0000 22 0,000| 10,0000 43 0,000| 0,0000
2 0,250, 0,4618 23 0,250 0,4622 44 0,250 10,4618
3 0,500| 0,9167 24 0,500 0,9174 45 0,500 0,9167
4 0,750 1,3576 25 0,750 1,3588 46 0,750 1,3576
5 1,000 1,7778 26 1,000 1,7793 47 1,000 1,7778
6 1,250 2,1701 27 1,250 2,1720 48 1,250 2,1701
7 1,500 2,5278 28 1,500| 2,5300 49 1,500 2,5278
8 1,750| 2,8438 29 1,750| 2,8464 50 1,750| 2,8438
9 2,000 3,1111 30 2,000 3,1141 51 2,000 3,1111
10 2,250 3,3229 31 2,250 3,3263 52 2,250 3,3229
11 2,500 3,4722 32 2,500| 3,4760 53 2,500 3,4722
12 2,750| 3,5521 33 2,750 | 3,5562 54 2,750| 3,5521
13 3,000 3,5556 34 3,000| 3,5601 55 3,000| 3,5556
14 3,250 3,4757 35 3,250 3,4806 56 3,250 3,4757
15 3,500 3,3056 36 3,500 3,3108 57 3,500 3,3056
16 3,750| 3,0382 37 3,750 | 3,0438 58 3,750 3,0382
17 4,000 2,6667 38 4,000 12,6727 59 4,000 12,6667
18 4,250 2,1840 39 4,250| 2,1904 60 4,250 2,1840
19 4,500 1,5833 40 4,500 1,5901 61 4,500 1,5833
20 4,750| 0,8576 41 4,750| 0,8648 62 4,750 0,8576
21 5,000| 0,0000 42 5,000 0,0075 63 5,000| 0,0000

Fonte: a autora, 2017.
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Como na Resisténcia dos Materiais o valor encontrado para a maxima
deflexdo da viga ocorreu no valor de x = 2,8867 m, para comparar o resultado
obtido na Teoria da Elasticidade com o valor obtido na Resisténcia dos Materiais,
diminuiu-se os intervalos de andlise, na superficie neutra, da coordenada x para

0,1 mem 0,1 m. Os resultados sdo demonstrados na Tabela 2.

Tabela 2: Deslocamento vertical (v) na superficie neutra

Deslocamento Vertical (v) para os pontos localizados
na superficie neutra (y=0,0)
Pontos x(m) v(mm) Pontos x(m) v(mm)

1 0,000 0,0000 27 2,600 3,5168
2 0,100 0,1853 28 2,700 3,5461
3 0,200 0,3701 29 2,800 3,5633
4 0,300 0,5540 30 2,900 3,5681
5 0,400 0,7366 31 3,000 3,5601
6 0,500 0,9174 32 3,100 3,5387
7 0,600 1,0960 33 3,200 3,5035
8 0,700 1,2719 34 3,300 3,4541
9 0,800 1,4448 35 3,400 3,3900
10 0,900 1,6140 36 3,500 3,3108
11 1,000 1,7793 37 3,600 3,2161
12 1,100 1,9401 38 3,700 3,1053
13 1,200 2,0960 39 3,800 2,9781
14 1,300 2,2466 40 3,900 2,8341
15 1,400 2,3914 41 4,000 2,6727
16 1,500 2,5300 42 4,100 2,4935
17 1,600 2,6620 43 4,200 2,2961
18 1,700 2,7868 44 4,300 2,0800
19 1,800 2,9040 45 4,400 1,8448
20 1,900 3,0133 46 4,500 1,5901
21 2,000 3,1141 47 4,600 1,3153
22 2,100 3,2060 48 4,700 1,0202
23 2,200 3,2886 49 4,800 0,7041
24 2,300 3,3615 50 4,900 0,3667
25 2,400 3,4240 51 5,000 0,0075
26 2,500 3,4760

Fonte: a autora, 2017.

No Apéndice A, sdo demonstrados os graficos das Tabelas 1 e 2,

possibilitando a melhor visualizacdo da deflexdo da viga obtida pela Teoria da
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Elasticidade. O Apéndice A também apresenta o grafico comparativo da deflexao

maxima obtida pela Teoria da Elasticidade e Resisténcia dos Materiais.

Pela Tabela 3 é possivel observar que o maior valor do deslocamento
horizontal da viga (0,7521mm) ocorre no ponto x = 4,750m. Ponto esse, na
coordenada x, que se encontra mais distante do referencial adotado, mas que néo

€ no apoio, uma vez que a condi¢cdo de contorno impede o deslocamento do

apoio.
Tabela 3: Deslocamento horizontal (u) para diferentes valores de y
Deslocamento horizontal (u) obtido pela Teoria da Elasticidade
Pontos y=-0,15 (m) Pontos y=0,0 (m) Pontos y=0,15 (m)

x(m) | u(mm) x(m) | u(mm) x(m) | u(mm)
1 0,000 0,5533 22 0,000 0,2766 43 0,000| 0,0000
2 0,250 0,5512 23 0,250 0,2766 44 0,250 0,0021
3 0,500 0,5449 24 0,500| 0,2766 45 0,500| 0,0083
4 0,750 0,5345 25 0,750 0,2766 46 0,750| 0,0188
5 1,000 0,5199 26 1,000| 0,2766 47 1,000| 0,0333
6 1,250 0,5012 27 1,250| 0,2766 48 1,250 | 0,0521
7 1,500 0,4783 28 1,500| 0,2766 49 1,500 0,0750
8 1,750 0,4512 29 1,750| 0,2766 50 1,750| 0,1021
9 2,000 0,4199 30 2,000| 0,2766 51 2,000 0,1333
10 2,250 0,3845 31 2,250| 0,2766 52 2,250| 0,1688
11 2,500 0,3449 32 2,500| 0,2766 53 2,500| 0,2083
12 2,750 0,3012 33 2,750| 0,2766 54 2,750| 0,2521
13 3,000 0,2533 34 3,000| 0,2766 55 3,000| 0,3000
14 3,250 0,2012 35 3,250| 0,2766 56 3,250| 0,3521
15 3,500 0,1449 36 3,500| 0,2766 57 3,500| 0,4083
16 3,750 0,0845 37 3,750| 0,2766 58 3,750| 0,4688
17 4,000 0,0199 38 4,000 0,2766 59 4,000 0,5333
18 4,250 -0,0488 39 4,250 0,2766 60 4,250 0,6021
19 4,500 -0,1217 40 4,500 0,2766 61 4,500| 0,6750
20 4,750 -0,1988 41 4,750 0,2766 62 4,750 0,7521
21 5,000 -0,2801 42 5,000 0,2766 63 5,000 0,8333

Fonte: a autora, 2017.

No Apéndice B é apresentado o grafico originado da tabela 3, onde é

possivel melhor visualizar o deslocamento horizontal em cada ponto da viga.
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7. CONCLUSOES

Analisando-se o deslocamento horizontal, pela Teoria da Elasticidade, dos
pontos que estdo na coordenada y=0, € possivel concluir que todos os pontos que

se encontram na linha neutra apresentam o mesmo deslocamento horizontal.

O maior deslocamento horizontal da viga ocorre no maior valor de y e no

ponto de coordenada x proxima do local em que o0 momento fletor esta aplicado.

Pela andlise do deslocamento horizontal de trés pontos com a mesma
coordenada x, conclui-se que secdo plana permanece plana, mesmo depois de

aplicado o carregamento, confirmando a hipotese formulada por Euler-Bernoulli.

Pela Teoria da Elasticidade, conclui-se também que a deflexdo maxima da

viga ocorre na linha neutra, onde y=0.

Na Resisténcia dos Materiais a maxima deflexdo (v) da viga analisada
ocorre a 2,88675 m do ponto de referéncia adotado e apresenta o valor de 3,5556
mm. Ao aplicar o método da Teoria da Elasticidade o maior deslocamento vertical
(v) ocorre no ponto aproximado de 2,90 m e possui o valor de 3,5681 mm.
Comparando-se os valores obtidos pelos dois métodos a diferenca entre os
resultados da Resisténcia dos Materiais e da Teoria da Elasticidade é muito
pequena, aproximadamente 0,35%. Assim, a segunda parcela da equacéao (5.36)
gue leva em consideracdo a altura da viga, por ndo representar mudancas

significativas nos resultados, pode ser desprezada.

Quando se compara, o maior valor do deslocamento horizontal que a viga
apresenta com o maior valor do deslocamento vertical, gerados pela aplicacdo do
carregamento, é possivel observar que o deslocamento vertical é 474,42% maior
gue o deslocamento horizontal encontrado pelo método da Teoria da Elasticidade,

0 que permite desconsiderar o deslocamento horizontal no calculo do projeto.

Desta forma é muito mais adequado usar para obtencdo da deflexdo
maxima de uma viga, pela simplicidade do método, a teoria elementar, ou seja,

usar a Resisténcia dos Materiais.
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APENDICE A - Gréficos do deslocamento vertical

Grafico 1: Teoria da Elasticidade — Deflexdo em diferentes valores de y

Deflexao pela Teoria da Elasticidade para
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Fonte: a autora, 2017.

Gréfico 2: Teoria da Elasticidade — Deflexdo na Linha Neutra

Deflexao na Linha Neutra pela Teoria da
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Fonte: a autora, 2017
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Gréfico 3: Comparacgéo da Deflexdo obtida pela Teoria da Elasticidade e pela
Resisténcia dos Materiais
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Fonte: a autora, 2017.
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APENDICE B - Gréfico do deslocamento horizontal

Grafico 4: Teoria da Elasticidade — Deslocamento Horizontal para diferentes
valores de y
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Fonte: a autora, 2017.



