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Resumo

Modelos matematicos de dindmica populacional dos mais simples podem dar uma boa ideia
da dindmica de populacdes na natureza. Por outro lado, estes modelos geralmente envolvem
um sistema auténomo nao linear de equacdes diferenciais ordinarias. O objetivo desse
trabalho é iniciar um estudo qualitativo de Sistemas de Equacdes Diferenciais Ordinarias
nao lineares. Nosso foco principal serd o estudo dos sistemas bidimensionais. Mostraremos
que podemos aproximar localmente sistemas ndo lineares a sistemas lineares associados,
portanto faremos preliminarmente um estudo completo dos sistemas lineares bidimensionais

e de seus planos de fase através de exemplos.

Palavras-chave: EDO, Sistemas Lineares, Sistemas n3o lineares, Sistemas Dinamicos,

Modelagem.



Abstract

Mathematical models of population dynamics of the simplest can give a good idea of
the dynamics of populations in nature. On the other hand, these models usually involve
an autonomous nonlinear system of ordinary differential equations. The objective of this
work is to initiate a qualitative study of Nonlinear Ordinary Differential Equation Systems.
Our main focus will be the study of two-dimensional systems. We will show that we can
approximate nonlinear systems locally to associated linear systems, so we will preliminarily
make a thorough study of two-dimensional linear systems and their phase planes through

examples.

Keywords: Diferencial Equation, Linear Systems, Nolinear Systems, Dynamical Systems,

Mathematical modeling.
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1 Introducao

Na Biologia, para a compreensao da dinamica de populacdes, o uso de modelos
matematicos € uma ferramenta que proporciona informacdes valiosas sobre o objeto de
estudo como: o comportamento de espécies que competem por recursos,crescimento de
bactérias em ambiente controlado, o risco epidémico que um agente infeccioso possui.
Por sua vez, modelos classicos de dinamicas populacionais, no geral, utilizam sistemas

autdbnomos em sua construcdo.

Desse modo, este trabalho tem como foco apresentar a teoria basica para sistemas
autonomos bidimensionais com foco na analise qualitativa destes sistemas através do

comportamento de suas solucdes na vizinhanca de pontos singulares.

Iniciaremos apresentando modelos basicos da biomatematica para dindmicas popu-

lacionais de forma a motivar o estudo de sistemas autdnomos bidimensionais.

No capitulo 3 faremos um estudo completo dos espacos de fase para sistemas
lineares bidimensionais, através de exemplos, observando a relacdo entre os autovalores

associados a matriz de coeficientes e o espaco de fase do sistema.

Finalmente, no capitulo 4, estudaremos sistemas nao lineares bidimensionais partindo
de importantes resultados basicos da teoria de Sistemas Dindmicos que estabelecem a
aproximacao de sistemas quase lineares com os sistemas lineares associados na vizinhanca

de pontos singulares.

O trabalho apresenta uma série de figuras utilizadas para mostrar os resultados
encontrado. estas figuras foram construidas pelo autor através do software Geogebra
(HOHENWARTER, ). As figuras 15 e 19 foram construidas pelo orientador deste trabalho,
utilizando o software Octave (GNU General Public License, ) usando métodos numéricos.

Estes métodos ndo serao abordados no trabalho.



2 Motivacao

A Biomatematica representa uma conexao entre a Matematica e a Biologia. Fenéme-
nos naturais podem ser descritos por equacdes matematicas através de uma modelagem com
modelos obtidos a partir de dados experimentais que tentam descrever matematicamente
fatos reais. Uma vez modelado um problema, procura-se entdo resolver, em certo sentido,
as equacdes envolvidas para, em seguida, darmos interpretacdes aos resultados encontrados.
Como exemplos de problemas de modelagem citamos modelos de interacdo entre presas
e predadores, modelos de populacdes em competicoes, crescimento de bactérias em um
quimiostato e muitos outros. Todos esses problemas podem ser modelados por um conjunto
de equacdes diferenciais ordinarias em que cada variavel envolvida descreve os agentes e
situacoes envolvidos. Essas equacdes podem ser resolvidas analitica ou numericamente, a

depender do grau de dificuldade envolvido nas resolucdes.

2.1 Modelos Matematicos na Biologia

A construcdo de um modelo matematico € um dos aspectos essenciais na Bioma-
tematica pois € através dele que se descreve a situacdo real que serd objeto de estudo,
trabalhando as relacdes envolvidas nas hipdteses e, posteriormente, fazendo a interpretacdo
de resultados obtidos com estes modelos. Entre os pioneiros dos modelos matematicos de
populagdo estdo Malthus (1798), Verhult (1838), Peal and Reed (1908) e também Lotka e
Volterra cujo os trabalhos foram publicados nos anos 1920 e 1930 (EDELSTEIN-KESHET,
1988).

2.1.1 Espécies em Competicao

Um modelo a ser abordado neste trabalho é o de espécies em competicao. Esse
modelo também é conhecido como Modelo Lotka—\Volterra por ter sido desenvolvido pelos
matematicos Alfred James Lotka e Vito Volterra, de forma simultanea, porém individual,
e procura estudar a interacdo entre duas espécies, nenhuma sendo presa da outra, mas
ambas competindo pela comida disponivel (por exemplo, duas espécies de peixe em um
lago, ndo sendo uma predadora da outra). Quando ambas as espécies estdo presentes, cada
uma ira afetar os recursos da outra, de modo que elas reduzem as taxas de crescimento e

as saturacdes uma da outra. Vamos denotar por x e y as populacdes das duas espécies em
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um instante t. Um sistema de equacdes que modela esse tipo de problema é:

ax
dat = x(€1 —o1x —ory),
(2.1)
dy
i y(€x — 0oy — anx).

As constantes positivas a, 01, €1,05, 0> € €> dependem das espécies e sao determinadas
através de observacdes. Quando o e ar sdo pequenos isso implica em dizer que existe uma
interferéncia pequena de uma sobre a outra. Notemos que a ndo existéncia de uma das
espécies ndo permite que a populacdo existente cresca infinitamente, pois, neste modelo, é

considerado uma saturacao populacional que o ambiente comporta.

A expressao mais simples que representa a reducdo da taxa de crescimento da
espécie x devido a presenca da espécies y € indicada em (2.1) por €; — 01x — a1y onde a;
€ um parametro que serve para medir o grau de interferéncia da espécie y sobre a espécies

x. Observacdo analoga vale para a interpretacdo de €, — ooy — aox. Assim, em (2.1):

X e y representam as populacdes das duas espécies no instante t,

€1 € € SA0 as taxas de crescimento das duas respectivas populacdes,
e ;—22 sdo 0s nivels de saturacdo das respectivas populacoes,

a; € o grau de interferéncia da espécie y na espécie x e

a» € o grau de interferéncia da espécie x na espécie y.

As equagbes em (2.1), embora sejam completamente simples quando comparadas
com as relacdes complexas que existem na natureza, sdo (teis para a compreensao de

principios ecolégicos que regem esses modelos.

2.1.2 Modelo Presa-Predador

Um segundo modelo é o modelo presa-predador. Nele vamos considerar a situacao
em que uma das espécies (predador) se alimenta da outra (presa), enquanto a presa se
alimenta de outro tipo de comida (por exemplo, raposas e coelhos que vivem em uma mata
- as raposas cacam os coelhos que se alimentam da vegetacdo na mata). Para a modelagem
desse problema, partiremos dos seguintes pressupostos(EDELSTEIN-KESHET, 1988):

1. A populacdo de presa cresce de um modo ilimitado na auséncia de predadores;

2. Predadores dependem da presenca de suas presas para sobreviverem;
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3. A taxa predatéria depende da probabilidade do encontro entre presa e predador;

4. A taxa de crescimento da populacdo de predadores é proporcional a quantidade de

alimento consumida (taxa de predagdo).

Em consequéncia destas hipéteses somos levados as seguintes equacoes:

ax
E = X(a — by),
(2.2)
dy
i y(—c + dx).

As constantes a, b, ¢ e d sdo todas positivas; a é a taxa de crescimento da populacdo
de presas e ¢ é a taxa de morte da populacdo de predadores. As constantes b e d sdo
medidas a partir do efeito da interacdo entre as duas espécies.

As equacdes (2.2) sdo também exemplos de equacdes de Lotka-Volterra e foram
desenvolvidas em artigos escritos por Lotka em 1925 e por Volterra em 1926. Embora
essas equacoes sejam bem simples elas representam um primeiro passo para a compreensao

de fendbmenos mais complicados.

2.1.3 Modelo SIR

Doencas infecciosas podem ser classificadas em duas categorias basicas. Aquelas
causadas por virus (ou bactérias) sdo chamadas de doengas microparasitarias, e as causadas
por vermes, de macroparasitarias. O modelo apresentado a sequir foi estudado por Kermack
e McKendrick em 1927 e serve para estudar, por exemplo, doencas infecciosas causadas por
virus em humanos. A modelagem para fendmenos desse tipo segue um padrdo similar ao do
de presa-predador. Entretanto ndo se pode classificar a relacdo virus-humanos como uma
relagdo de predacgdo, pois: (1) a populagdo de virus dificilmente seria estimada e teria uma
magnitude muitas vezes maior que a de hospedeiros, (2) mesmo conhecendo a quantidade
de virus, ndo é o seu numero absoluto que determina as infeccdes, mas sim, a forma como
eles estdo distribuidos na populagdo de hospedeiros, (3) nem todas as pessoas que tém o
virus em seu corpo apresentam sintomas da doenca e (4) os virus ndo circulam livremente a
procura de hospedeiros ja que sao transmitidos através do contato direto entre uma pessoa

infectada e uma pessoa sadia.

No modelo de Kermack e McKendrick, apresentado abaixo,

9> = -S|
a4 =pSI—vl (2.3)
7,

dt
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a populacao total de infectados, representada pela variavel N, é dividida em trés grupos: S
que denota o nimero de individuos suscetiveis, / o nimero de individuos infectados e R o
namero de individuos que ja ndo podem mais contrair a doenca pois ou ja foram infectados
e adquiriram imunidade ou foram postos em isolamento. Neste modelo a populacdo total,
N =S + |+ R, ndo se altera. As constantes B e v representam as taxas de infeccao
e de cura respectivamente. Esse modelo, e suas variantes, podem ser encontrados em
(EDELSTEIN-KESHET, 1988).

Notemos que os modelos (2.1), (2.2) e (2.3) sdo exemplos de sistemas de equacses

diferenciais ordinarias n3o lineares.



3 Sistemas Lineares

Os modelos matematicos bidimensionais a serem estudados serdo descritos por

sistemas de Equacdes Diferenciais da forma

dx
— =F(x,y),
g,’; g (3.1)

i G(x,y).

Em que x e y sao funcdes na variavel t com t pertencente a um intervalo aberto da reta.
As fungdes F e G em (3.1) ndo dependem explicitamente da variavel independente t, mas

apenas das variaveis dependentes x e y, diremos que um sistema desta forma é auténomo.

Faremos inicialmente um estudo completo de (3.1) para o caso em que F e G sdo
lineares do tipo
F(x,y)=ax+ by ; G(x,y) = cx+dy. (3.2)

Depois estudaremos o caso em que F e G sdo funcdes ndo lineares. Em vista disso,
€ necessario o conhecimento prévio de algumas definicdes e teoremas para facilitar a

compreensao do comportamento destes sistemas.

3.1 Campos Vetoriais

Definicdo 3.1. Definimos por Campo Vetorial uma aplicacdo X : A — R?, de classe
Ck, k > 1, que associa a cada ponto x € A, com A sendo um subconjunto aberto do R?,
um vetor X(x) do R2.

Dizemos que X é de classe C* se cada funcdo coordenada X;: A - R :i=1,...,n

é de classe Ck, ou seja, k vezes derivavel com a k-ésima derivada, X,-(k) A — R, continua.

Exemplo 3.1. Consideremos o campo vetorial X : R?> — R? onde

X(x,y)=(-2y,x). (3.3)

Na figura 1 esbocamos alguns vetores X(x,y) para (x,y) € {(x,y) € Z?,-5 < x <
5e —5 <y <5}, reduzidos em comprimento através de um fator multiplicativo de
€e=0,2.
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Figura 1 — Exemplo do Campo X(x,y) = (—2y, x)

Definicao 3.2. Consideremos a equacio diferencial

x' = X(x) (3.4)

associada a um campo vetorial, de classe CX, X : A — R? definido em algum aberto
A C R?. As aplicacbes diferenciaveis ¢ : | — A, | um intervalo da reta, que satisfazem a
equagdo (3.4), isto é,

(Z;? = X(p(t)),vVtel (3.5)

sdo chamadas trajetcdrias ou curvas integrais ou ainda orbitas do sistema (3.1).

Um ponto p € A é dito ponto singular (ou ponto de equilibrio, ou ainda ponto
critico) de X se X(p) = 0. Se existir alguma vizinhanca do ponto p tal que p é tnico ponto

singular de X, dizemos que p é um ponto singular isolado. Se X(p) # 0, diremos que p é
um ponto regular de X.

Observa-se que o campo vetorial do sistema (3.1) corresponde a X(x) = (F(x), G(x)),

(x,y) € A C R?, com as funcdes F(x,y) e G(x, y) supostamente de classe C! em algum
aberto A do R2.

As orbitas do sistema (3.1) sdo, portanto, curvas parametrizadas diferenciaveis,
tracadas no plano-xy, dadas pela equacao

p(t) = (x(t), y(t), tel (3.6)
onde /| é algum intervalo da reta.

O plano-xy é chamado Plano de Fase e um conjunto representativo de trajetorias
é chamado de Retrato de Fase. Entretanto, por abuso de linguagem, usaremos ao longo

deste trabalho o termo Plano de Fase para denominar estes dois conceitos.
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Figura 2 — Campo genérico

Se (xo, Yo) € A entdo segue do Teorema de Existéncia e Unicidade (veja (BOYCE;
DIPRIMA, 2012)) que existe uma solu¢do Unica do sistema (3.1) definida em algum
intervalo | contendo ty satisfazendo as condicOes iniciais

x(to) =x0 . y(to) = yo. (3.7)
Isto significa que duas oérbitas nunca podem se cruzar em um ponto.

Definicdo 3.3. Sejap € A C R? um ponto singular do campo X(x,y) = (F(x,y), G(x, y)).
Dizemos que p é estavel se dado € > 0, existe § > 0 tal que toda solugcdo, x = ¢(t), do
sistema (3.1) que satisfaz ||¢o(0) —p|| < 6, existe para todo t > 0 e satisfaz ||p(t) —p|| < €
para qualquer t > 0

Dizemos que p € A é assintoticamente estavel se é estavel e além disso existe

o > 0 tal que toda orbita x = (t) com ||p(0) —p|| < o, implica tILm o(t) = p. Em outras
o0

palavras, orbitas comegcando perto de p, permanecem perto, e convergem para o ponto de

equilibrio.

Figura 3 — Estabilidade Assintética (a) e Estabilidade (b)
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3.2 Sistemas Lineares

Para o caso em que F e G sdo fun¢des lineares como em (3.2), o sistema (3.1)

assume a seguinte forma matricial:

)-0

x' = Ax (3.9)

x=(xy) e A:(a b).

ou equivalentemente

para

c d

Note que a origem & um ponto singular do campo X(x,y) = (ax + by, cx + dy). Vamos
supor que esta singularidade seja isolada; equivalentemente significa supor que detA =
ad — bc # 0.

Busquemos solucdes do tipo

x = @(t) = €M (3.10)

¢ = (Z) € R2.

Assim, substituindo (3.10) em (3.9) teremos

para o sistema (3.8), em que

>\£e>\t — AEGM,
como e* é n3o nulo para todo t, obtemos
A = XE. (3.11)

A equacdo (3.11) nos diz que X € um autovalor de A e £ o autovetor associado. Observemos

que a equacdo (3.11) é equivalente a
(A= XH¢=0. (3.12)

Estamos buscando autovetores § que satisfagam a equacdo (3.12). Para tanto (3.12) deve
ter solugdo ndo trivial ou, equivalentemente, o determinante da matriz (A — A/) deve ser

nulo, ou seja

= 0. (3.13)
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Desenvolvendo (3.13) chegamos a equacdo caracteristica
A2 — tr(A)\ + det(A) =0 (3.14)

em que tr(A) = a+ d é o trago da matriz A e det(A) = ad — bc é o determinante da

matriz A. Portanto os autovalores de A sdo dados por

tr(A) £ \/tr2(A) — 4 det(A)

A= 5

(3.15)

Notamos que existem trés possibilidades para o autovalor \:

1. A1, A2 ER e \; # Xy, caso tr?(A) > 4det(A);
2. A1, X € C, caso tr?(A) < 4det(A); (3.16)
3. A1, M € R e A =\, caso tr?(A) = 4det(A).

Exemplo 3.2 (Caso 1. da equacdo (3.16)). Consideremos o sistema linear

, (11 N
x—(41). (3.17)

E facil ver que os autovalores da matriz

11
() e

sdao Ay = 3 e A\, = —1. Supondo que 5“’ é o0 autovetor associado a A\;, 1 = 1,2, a equacao

(3.12) torna-se equivalente a

1—x 1 3% 0
(A e

Substituindo A\; = 3 e A, = —1 na expressdo (3.19) é facil ver que os autovetores

associados sdo, respectivamente,

m_ (1 @ _ [ 1
13 —(2) e & —(_2>. (3.20)

Concluimos que as solucdes correspondentes do sistema (3.17) sdo

VO et x@® = ! et (3.21)
2 -2

Notemos que ao fazer o determinante Wronskiano W (x*), x®)) temos

3t —t

e

W(x®, x?@) = det |[¢W Mt ¢@ret| = get
(9, x) i det [V (D] —det| © - ©

= —4e*". (3.22)




Capitulo 3. Sistemas Lineares 11

Como o Wronskiano em (3.22) é diferente de zero para todo t, as solucdes x(), x(?) s3o

linearmente independentes, logo a solu¢do geral para (3.17) é

x(t) = ¢ ( ; ) e’ + o ( _i ) e " (3.23)

Para analisar o espaco de fase do sistema (3.17), faremos um estudo das oérbitas

x(t) = (x1(t), x2(t)) no plano-x;xs.

Resulta da equagdo (3.23) que

x(t ae’+ et
x(t) = () _ [ @ g . (3.24)
xo(t) 2c,e3t — 2cet
No caso ¢; # 0 e ¢ = 0 as orbitas, para qualquer t, estdo sobre a reta x» = 2x;. Quando
¢ > 0, as componentes x;(t) e x,(t) estdo no primeiro quadrante e se t — oo, x1(t) — oo
e x(t) — oo. Analogamente, se ¢; < 0 e t — oo, as coordenadas de x(t) estdo no

terceiro quadrante com x;(t) e x>(t) ambas convergindo para —oo. Em ambos os casos as

coordenadas de x(t) sobre a reta x, = 2x; afastam-se da origem.

Analogamente, quando ¢; = 0 e & # 0 mostra-se que as coordenadas de x(t) esta-
rdo sobre a reta xo, = —2x;, com (xi(t), x2(t)) — (0,0) quando t — +o00, em ambos os
casos, ¢, > 0 e ¢ < 0. E importante notar que o ponto singular (0,0) é a drbita constante
x(t) =(0,0) vVt € R.

X5 :-2x1 Xy = 2><1

x(t)

X

Figura4 —Caso ¢y =00u 6 =0

Quando ¢; > 0 e ¢ > 0 vemos que x;(t) > 0 Vt € R o que mostra que as

trajetorias estdo sobre uma curva contida nos primeiro e quarto quadrantes. Conforme
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veremos também esta curva é assintdtica as retas x» = 2x; e x, = —2x; conforme figura 5.
Além disso
(t)=0&t=t L) (2
2 0 4 o]

de modo que
t>th = x(t) >0,
t<ty= x(t) <O.

As desigualdades (3.25) estabelecem o sentido de orientacdo da trajetéria.

A assintoticidade entre a curva que contem a trajetéria e a reta x, = 2x;, por
exemplo, é verificada através da distancia do segmento que liga o ponto (x1(t), x>(t)) da
trajetdria ao ponto correspondente (xy(t),2x1(t)) da reta x, = 2x;, onde xi(t) e xo(t)
sdo dadas conforme (3.24). Esta distancia deve convergir a zero quando t — oo. De fato,
segue de (3.24) que

xa(t) — 2x(t)| = 4|cole™ — 0.

De modo analogo, verifica-se a assintoticidade entre a curva da trajetéria e a reta xo = —2x;.

Figura5—-Casoc; >0e o >0

Para ¢; > 0 e ¢, < 0 observa-se que x(t) > 0 Vt € R ,logo x(t) localiza-se nos
primeiro e segundo quadrantes. Além disso

1 — G
x(t)=0&t=1t:=—In(—
(1) 0= 2 ()
entdo as trajetodrias estardao no primeiro quadrante se t > t; € no segundo quadrante se

t < to como indica a figura 6
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i

Figura6—Casoc; >0e <0

Para ¢; < 0 e ¢; < 0 notemos que x;(t) < 0Vt € R portanto, x(t) estad no segundo
e terceiro quadrantes. Deste modo

1 C
O t>—-In(—) =t
Xo > >4n(C1) 0

logo

xXxx=0&t=1t

X <0&t<th

Figura7—-Caso i <0e <0

Finalmente para ¢; < 0 e ¢; > 0 notemos que xx(t) < 0 Vt € R entdo x(t) esta

no terceiro e quarto quadrante.
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1 ()
=0&st=-In(—) =t
X1 4n(—cl) 0

x1>0&t> 1

x1<0&t<t

t>t,

Figura8—-Casoc; <0e o >0

Juntando os quatro casos a figura 9 mostra o grafico de diversas solucdes no plano

de fases x;xo.
X5 //
S 2

Figura 9 — Plano de fase do sistema linear bidimensional para o caso A\; = 3, A, = —1
Aqui os autovalores tem sinais contrarios e, portanto, a origem é um ponto de
sela.

O padrdo de trajetérias na figura 9 é tipico de sistemas de segunda ordem, x’ = Ax

para os quais os autovalores sao reais e tem sinais opostos. Neste caso a origem é chamada
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de ponto de sela. Pontos de sela sdo sempre instaveis pois quase todas as trajetorias se

afastam dele quando t aumenta.

Mais geralmente para o caso em que A; # X»,
xV(t) = ¢ eht x@(t) = ¢@ et (3.26)

sao as solugdes particulares do sistema x’ = Ax. Tais solu¢des sdo /.i. pois o wronskiano

delas

Wx®, x@](¢) :’ EWert ¢ ot ‘:
_ e(>\1+>\2)t‘ ¢ @ ‘

nunca se anula ja que os autovetores £ e € s3o /.i. e a exponencial nunca se anula.

Assim x) e x(® formam um conjunto fundamental de solucdes e

x(t) = ci¢WeMt 4 o, ¢@ ekt (3.27)

Como discutido acima o caso em que A\; e A, tem sinais contrarios revela um espaco
de fase tipico da figura 9. Naquela figura tivemos A; > 0 e X\» < 0; para o caso em que
A1 < 0e X, >0 afigura do espaco de fase é similar, bastando apenas inverter a orientacao

das setas.

O caso em que ambos os autovalores tém o mesmo sinal serd ilustrado pelo proximo

exemplo.
Exemplo 3.3.
-2 1
X = X. (3.28)
1 -2
E facil verificar que os autovalores sdo \; = —1 e A, = —3 e os autovetores

respectivos

1 1
¢ = ( X ) e ¢® = ( ) ) _ (3.29)
Portanto a solucao geral é

x(t) = ¢ ( 1 ) e '+ o ( _1 ) e 3t (3.30)

A figura 10 mostra as trajetérias dadas por (3.30) para diferentes valores de ¢; € ¢. A

solucdo x(V(t) = €WMe~t ¢ dado em (3.29), se aproxima da origem ao longo da reta

-3t

Xo = x1 € a solucdo x@(t) = ¢(® =3t se aproxima da origem ao longo da reta x, = —x;.
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As direcdes destas retas sio determinadas pelos autovetores ¢ e ¢ respectivamente.
As demais solucdes sdo combinacdes destas duas soluces fundamentais. Note que (3.30)

pode ser reescrita como

x(t)=et [cl ( 1 ) + o ( _1 ) e*Qt] . (3.31)

1
. Enquanto ¢; # 0, o termo o (

. 1
) e~2t fica desprezivel comparado com ¢ (1) para

valores suficientemente grandes de t. Assim, quando t — 400, as trajetoérias além de se

aproximarem da origem, o fazem tendendo de maneira tangencial a reta na direcdo de

1\ .
¢ = (1 , Isto &, a reta de equacdo x, = x.

O padrao de trajetoérias ilustrado na figura 10 é tipico dos sistemas lineares de
segunda ordem cujos autovalores sao reais distintos de mesmo sinal. No caso da figura
0s autovalores sdo negativos. Para o caso onde os autovalores forem ambos positivos,
as trajetdrias serdao semelhantes com o sentido de percurso invertido. Nestes casos a
origem é chamada de no. Quando os autovalores sdo negativos dizemos que 0s nds sao
assintoticamente estaveis (n6 atrator) e quando sdo positivos dizemos que s3o instaveis
(fonte).

Figura 10 — Plano de fase do sistema linear para o caso em que os autovalores tem o
mesmo sinal. Aqui a origem é um no atrator (A\; = —1, A\, = —3).

Exemplo 3.4 (caso 2. de (3.16)).

Suponha que os autovalores da matriz A sejam os complexos conjugados A\; = a+ bi

e \» = a— bi. Verifica-se que os autovetores associados sao também complexos conjugados,

digamos, ¢V =a+iB e ¢® =a —iB, com a = (al) e B= (gl) Deste modo
as 2

temos as solucdes complexas

X(1) _ (a + Iﬁ)G(a+bi)t, X(2) — (a _ l‘ﬁ)e(a—bi)t. (332)
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Usando a Férmula de Euler, e = cos(6) + isen(8), x®*) e x® se reescrevem como

xV) = e¥(acos(bt) — Bsen(bt)) + ie?*(asen(bt) + Bcos(bt)),

| (3.33)
x(®) = e?*(acos(bt) — Bsen(bt)) — ie*t(asen(bt) + Bcos(bt)).

Fazendo combinacdes lineares complexas de x(*) e x(2) obtemos as seguintes solucdes

reais de x’ = Ax

(1) (2)
u(t) = XX e [acos(bt) —Bsen(bt)],
x4 —x
v(t) = —r = e[asen(bt) + Bcos(bt)].
Portanto a solucao geral real para o sistema é
x(t) = qu(t) + cv(t). (3.35)

com u(t) e v(t) dadas pelo lado direito de (3.34).

Note que u(t) e v(t) sdo de fato I.i. Com efeito, usando as expressdes que relacionam

u(t) e v(t) com xM) e x® em (3.34) segue que

(&} C (1) (Cl CQ) 2)
t) + cv(t) = =42 + (22 —0.
au(t)+cov(t) =0¢& (2 2/,)x > 5 )% 0

Substituindo x() = eXt¢?) i = 1,2, na Gltima equacio, vem que

S9N () <C1_C2> Mot e(2) _
<2+2/>e §i+(5 5 )erer =0

Como os autovalores complexos sao distintos segue que os autovetores complexos
associados E(l) e 5(2) sao l.i. Portanto os coeficientes da combinacao linear acima devem

a, @ Alt:(q_cb) Xt _
(2+2/>e > " 2i)¢ '

Como a exponencial nunca se anula, conclui-se da equacdo acima que ¢; = ¢ = 0, como

ser todos nulos, ou seja,

queriamos.

Substituindo o lado direito de (3.34) em (3.35) e fazendo um reagrupamento

adequado podemos reescrever a solucdo geral real x(t) em (3.35) como
x(t) = e?'[a(c; cos bt + cosen bt) —B(cisen bt — ¢, cos bt)]. (3.36)

Se usarmos p e 0 para representar as coordenadas polares do par cartesiano (¢, ¢,), teremos
¢ = pcosB e c, = psend. Levando estas Gltimas equagdes em (3.36) teremos uma férmula

mais simplificada para a solucdo real do caso complexo

x(t) = pe?lacos(6 — bt) + Bsen(6 — bt)], (3.37)
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onde, conforme estabelecido anteriormente, a e B sdo, respectivamente, as partes real e
imaginaria dos autovetores complexos €1, €3 e X1, = a+ bi.

Tomando a norma em ambos os lados de (3.37) e aplicando a desigualdade triangular,

resulta que
Ix(OIl < [l [lu(t)]] + el [[v(t)]] (3.38)
< (lal + e (lall +11611)-
No caso em que a < 0, a desigualdade em (3.38) implica que
lIx(t)|| = 0 quando t — +o0. (3.39)
Para o caso em que a > 0, verifica-se que
lIx(t)|| = “+oc quando t — +o0. (3.40)

A equagdo (3.37) descreve todas as trajetérias, x = @(t) = @(t, py), de X' = Ax
no plano de fases x;x,, onde p, € o ponto da trajetéria correspondente a t = 0. Fazendo

t =0 em (3.37), vemos que

po = (0) = (pcosB)a + (psenB)B = cra + 0.
E claro que cada trajetéria esta associada a um par de valores atribuidos as variaveis p e 6.

Exemplo 3.5. Tomemos como exemplo X' = Ax com

(3 2)

Os autovalores e autovetores de A s3o respectivamente

_ e [2) s [T
>\1'2— 1:':2/,6 (1),£ (1),
0 2
a=-1, b=2, a:(l),ﬁ: (0)

Resulta de (3.37) que podemos escrever a solugdo geral como:

de modo que

x=p(t) = pe‘ﬂ(?) cos(6 —2t) + <§> sen(6 — 2t)]

(3.41)
_, [2sen(8 —2t)

= pe :
cos(6 — 2t)
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Note que as componentes x;(t) = 2pe~fsen(6 — 2t), x(t) = pe~tcos(6 — 2t) de @(t)

satisfazem
X X3

e T pem =L (3.42)

Como a = Re(X\12) = —1 < 0, sabemos de (3.39) que ||x(t)|| — 0 quando t — +o0, ou
seja, os vetores posicdo dos pontos ¢(t) das drbitas convergem para zero quando t — +oo.
Esta informacdo juntamente com a equagdo (3.42) nos diz que as drbitas se "espiralam
elipticamente'"em direcdo a origem como mostra a figura 11. Queremos dizer, em outras
palavras, que as trajetérias ao longo do tempo, vao descrevendo curvas que se assemelham

—t variam em cada instante t

a elipses cujos semieixos, a = a(t) = 2pe " e b= b(t) = pe
da trajetdria, semieixos estes que vao tendendo a zero a medida que t — 4o0. Dizemos
neste caso que a origem é assintoticamente estavel ou um foco estavel ou ainda ponto
espiral. Este tipo de singularidade é padrao para o caso genérico.

X

Y

L~

7
J

Figura 11 — Plano de fase para o caso A1, = —1+2/. A origem é assintoticamente estavel
(foco estavel).

Se a = Re(\) > 0 o padrdo das trajetorias € similar ao da figura acima invertendo-se
apenas o sentido das trajetérias. Neste caso a origem é um ponto de equilibrio instavel ou

foco instavel.

Para o caso em que os autovalores sdo imaginarios puros (a = 0) o termo e em

(3.37) fica igual a 1 e a solug¢do geral, neste caso, fica:
x(t) = placos(6 — bt) + Bsen(6 — bt)]. (3.43)

Dizemos neste caso que a origem & um centro, que também é estavel, mas nao

assintoticamente estavel. As drbitas sdo curvas fechadas (elipses).

llustremos este caso com o exemplo
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Para a matriz A dada acima os autovalores sdo

Ao ==/, § (1>£ (1)
a:O,bzl,a:(z),ﬁ:<l>.
1 0

Resulta de (3.43) que a solucdo geral é

x=p(t) =p {(i) cos(6 —t)+ (Cl)) sen(6 — t)]

2cos(0 —t) +sen(6 — t)
cos(6 —t) '

de modo que

(3.44)

Note que as componentes x;(t) = 2pcos(6 — t) + psen(6 — t), x2(t) = pcos(0 — t) de
©(t) satisfazem a equacdo da elipse

(x1 — 2x%2)? + x3 = p°.

O espaco de fase para esse exemplo é dado na figura 12.

T

=

Figura 12 — Plano de fase para as orbitas dadas em (3.44). Quando t — +o0, verifica-se na
equacdo (3.44) que a orientagdo das trajetdrias ocorre no sentido anti-horario

Exemplo 3.6. (caso 3. de (3.16))

Quando os autovalores da matriz A sdo iguais digamos, A\; = X\, = A, temos as
duas possibilidades de os autovetores associados serem l.i. ou l.d.

(Caso 3.1) Suponha que €M e ¢ s30 L.i. A solucdo geral para o sistema fica

x=p(t) = e W + e,

(1) (2) (3.45)
1 1 '
= e (59)) + eM (5&2)) .



Capitulo 3. Sistemas Lineares 21

Note que as componentes de ¢(t) satisfazem

x(t) = (Clggl) + nggz))e“:

xo(t) = (C1§§1) + C2£§2))e“, ' (3.46)

Dividindo ambas as equac¢bes de (3.46) membro a membro vemos que as componentes
X1, Xo satisfazem a equacdo de uma reta do tipo x» = mxy, logo as trajetérias sdo semirretas.

Neste caso dizemos que a origem & um no proprio.

X Xy

(a) né proéprio estavel, A < 0 (b) né préprio instavel, A >0

Figura 13 — N6s préprios onde A esta associado a dois autovetores |.i.

(Caso 3.2) Suponha que 5(1) e 5(2) sao |.d. Em outras palavras, A esta associado a

um Gnico autovetor l.i., §, ou seja
A = N\E. (3.47)

Seja m um vetor qualquer ndo colinear com £ e sejam a, 4 € R com o # 0 tais que

An = af + un. (3.48)

Resulta das duas equacdes anteriores que a matriz do operador x — Ax na base

{€,m} é da forma
A«
B = .

E facil ver que X e i sdo os autovalores de B. Por outro lado os autovalores de B s3o iguais
aos autovalores de A. De fato, como A e B sio matrizes semelhantes, isto &, B = P~1AP,

para alguma matriz inversivel P, entao
det(B — xI) = det(P"*AP — xP~'P) = det(P (A — xI)P) = det(A — xI).

Entdo devemos ter A = L.
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Definindo
¢ =at e P =q (3.49)

é facil ver de (3.47) e (3.48) que

Ag(l) — >\€(1),

AED — ¢ 4 2@ (3.50)
Verifica-se por substituicdo direta que
o(t) = eM[(c + tc)€MW + @] (3.51)

é solugdo geral de X' = Ax passando por @(0) = Clﬁ(l) + 626(2). De fato

¢ = XeM[(a +ta)éW + @]+ (ct™ +0)
a1 + t) + o]ere® 4+ @ nert (3.52)
eM[(A(c1 + te) + c)EW + A€,

Por outro lado

Ap(t) = Ae*[(c + te)E™ + €]
M+ te) (AEW) + c(AED)]
= [(a+ ta)MD + (W + 1P
= eM[(A(c +t6) + 6)EW + Aeé®@],

(3.53)

portanto, conclui-se que ¢’ = Agp.

Exemplo 3.7. Considere o sistema

, (1 -1
(1) (350

Encontramos os autovalores A\; = X\ = 2 e autovetor associado

1
(1) oss

Para autovetor generalizado m, devemos escolher qualquer vetor que seja linear-

. 0 :
mente independente com &, por exemplo, n = ) Em seguida devemos encontrar os

coeficientes o, u da combinagdo linear em (3.48). De fato

() e
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1 1 0 .
levando An = 3 €= . en= . em (3.48) e resolvendo o sistema resultante

para a e u encontramos @ = 1 e u = 2. Observe que g = A = 2 como ja esperavamos.

Em sequida, levando os valores obtidos na equagdo (3.49) temos

m_ (1 @ (0
¢ _<_1) e ¢ (_1). (3.57)

Portanto a solugdo final, conforme (3.51), fica:

(Cl + tC2) (_11> + G (_01)] . (358)

Deste modo, obtemos plano de fase da figura 14.

x(t) = p(t) = **

X2

Figura 14 — Plano de fase para (3.58) onde A > 0 e este gera apenas um autovetor
independente

O espaco de fase das solugdes dadas em (3.58) é um pouco mais dificil de analisar
comparativamente aos casos anteriores. Verifica-se que quando t — 4oco cada trajetdria
©(t) torna-se ilimitada. Quando t — —oo, cada trajetdria (t) — 0 de maneira tangente
a reta x, = —x;, determinada pelo autovetor €. O padrdo de trajetéria na figura 14 é tipico
de sistemas de segunda ordem x’ = Ax com autovalores iguais e apenas um autovetor
independente. Neste caso a origem é chamada de no improprio. No caso da figura 14 temos
um né improprio instavel ja que o autovalor X é positivo. Quando X é negativo dizemos
que o nd impréprio é assintoticamente estavel e o padrao das trajetdrias é semelhante ao

da figura 14 com a orientacao invertida.

A partir dos resultados encontrados, podemos observar que o tipo de singularidade
de um ponto de equilibrio depende basicamente dos autovalores encontrados para a matriz

do sistema. Temos entdo a seguinte tabela:
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Tabela 1 — Caracteristicas de Estabilidade do ponto singular de Sistemas Lineares

Autovalores tr’(A) — 4det(A) | Singularidade Estabilidade
A1 > >0 >0 N6 Instavel
A< XA<0 >0 N6 Assintoticamente es-
tavel
A <0< >0 Ponto de sela Instavel
A1=X>0 =0 N6 préprio ou im- | Instavel
préprio
A1=X <0 =0 NS préprio ou im- | Assintoticamente es-
préprio tavel
Mo=axbia> <0 Ponto espiral Instavel
0
Mo=axbia< <0 Ponto espiral Assintoticamente es-
0 tavel
Mo=axbia= <0 Centro Estavel
0

Fonte: adaptado de BOYCE e DIPRIMA (2012).
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4 Sistemas Nao Lineares

4.1 Pertubacao de Sistemas Lineares - Casos Sensiveis

Quando um sistema linear x’ = Ax descreve algum fendmeno modelado, a matriz
dos coeficientes A resulta geralmente de grandezas obtidas experimentalmente, portanto,
sujeitas a pequenos erros. Como vimos pela tabela 1, os valores de A; e A> determinam
o tipo de singularidade do ponto de equilibrio do sistema. Estes autovalores por sua vez
dependem das entradas da matriz A. E de nosso interesse, portanto, verificar se pequenas
pertubagdes nestas entradas podem afetar significativamente a estabilidade/instabilidade
de um ponto critico e, consequentemente, o padrdo das trajetérias na vizinhanca deste

ponto.

Como os autovalores A1, \, sdo raizes da equacdo polinomial A2 —tr(A)+det(A) =
0, é possivel verificar que pequenas pertubagdes em alguns (ou todos) dos coeficientes de

A sdo refletidas em pequenas pertubacdes nos autovalores. Os casos mais sensiveis s3o:

(a) Ay =ibeXo=—ib

(b) =X #0

No caso (a) o ponto singular do sistema € um centro e suas orbitas sdo curvas
fechadas. Pequenas alteracdes na matriz A implicam numa pequena variacdo dos autovalores
para os novos valores

AM=a+ib e p=a—ib, (4.1)

em que |a] &~ 0 e b’ = b. Entretanto quando a # 0 o padrdo das ¢rbitas na vizinhanca
do ponto singular, que era "centro", muda radicalmente para "espirais assintoticamente

estaveis (caso a < 0) ou instaveis (caso a > 0)".

No segundo caso (b) vimos que o ponto singular do sistema é um né. Entdo pequenas
pertubacdes nas entradas da matriz A fazem com que as raizes iguais de seu polindémio
caracteristico se separem em dois valores, proximos um do outro. Se as raizes separadas
sao reais o ponto singular permanecera um nd, mas, se as raizes separadas sao complexas,
o ponto singular serd um ponto espiral. Observa-se também que a es(ins)tabilidade do
sistema ndo é afetada por pequenas pertubacdes nos coeficientes de A, mas as trajetdrias

na vizinhanca do ponto podem ficar substancialmente diferentes.

Para os demais casos, pertubacdes suficientemente pequenas dos coeficientes ndo
alteram a estabilidade, ou instabilidade, do sistema e nem o tipo de singularidade. Por



Capitulo 4. Sistemas Nao Lineares 26

exemplo, se A\; e A\, sdo reais, negativos e distintos, entdo uma pequena mudanca nos
coeficientes ndo irad alterar os sinais de A; e A, € nem permitir que tornem-se iguais. Deste
modo, o ponto de equilibrio permanecerd um né assintoticamente estavel.

4.2 Sistema Autonomo Nao Linear Bidimensional

Vamos considerar agora o sistema auténomo bidimensional nao linear

dx

gt = Fixy), (4.2)
v G(x,y).

dt Y

Nosso objetivo principal é investigar o comportamento das trajetdrias do sistema (4.2)
em uma vizinhan¢a de um ponto critico (xp, yp). Fazemos isso aproximando o sistema
ndo linear por um sistema linear apropriado, cujas trajetérias sejam faceis de descrever. E
claro que queremos saber se as trajetérias do sistema linear sao boas aproximacdes das
trajetdrias do sistema ndo linear na vizinhanga de (xg, ¥o). Também precisamos saber como

encontrar o sistema linear apropriado.

E conveniente escolhermos (0,0) como o ponto singular de (4.2) sem perda de
generalidade. De fato, para pontos singulares (xp, o) # (0,0) podemos sempre fazer a

substituicdo (x,y) = (X, ¥) + (X0, o), de modo que (4.2) fique equivalente a

dx - -
E:F(X+X0,y+y0)
(4.3)
Q—G(fﬂ—x V + Yo)
dt_ 0,y Yo ),

sistema este que apresenta, agora, (0,0) como ponto singular.

O que significa um sistema nao linear estar préximo de um sistema linear na
vizinhanca de um ponto singular (de equilibrio) isolado? A proxima definicdo ird nos

responder isso.

Definicdo 4.1. Sejam o sistema ndo linear do tipo

x' [ a b X f(x,y)
)= (2) 0 () o0

e o sistema linear associado
X' a b X
= ) (4.5)
y' c d y

Suponha que (0, 0) seja ponto singular isolado desses dois sistemas. Dizemos que (4.4) e

(4.5) estdo proximos em uma vizinhanca de (0, 0) se o termo nao linear (f(x,y), g(x,y))
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fica bem pequeno quando (x, y) estiver proximo de (0, 0), no sentido de que
I(Fxy) g DI

(x¥)=(0.0) 1O )|
Em outras palavras, proximo a origem, ||(f, g)|| fica pequeno em comparacdo com ||(x, y)l|.

0. (4.6)

Note que (4.6) € equivalente a

f‘
Fxy) g,
=00 (x, )|

alx.y) 0

— 4.7
Mool o)l (#-7)

Sistemas do tipo (4.4) cuja parte ndo linear satisfaz (4.6) (ou (4.7)) sdo chamados

de sistemas quase lineares.

A tabela 2 traz um resumo comparativo das propriedades de estabilidade e instabili-
dade dos pontos de equilibrio de sistemas lineares e quase lineares.

Tabela 2 — Caracteristicas comparativas de estabilidade de pontos singulares em sistemas
lineares e nao lineares

Autovalores Sistema Linear Sistema N&o Linear
Singularidade Estabilidade Singularidade Estabilidade
A1 > A >0 N6 Instavel N6 Instavel
Assintoticamente Assintoticamente
A A NG . NG )
1< A2 <0 © Estavel © Estavel
AL <0< X Ponto de Sela Instavel Ponto de Sela Instavel
N6 Préprio N6 ou
A1 =X >0 . p . Instavel . Instavel
ou Impréprio Ponto Espiral
A = < 0 N6 Préprio | Assintoticamente N6 ou Assintoticamente
1= ou Impréprio Estavel Ponto Espiral Estavel
Ao =axbi . .
aL>2 0 Ponto Espiral Instavel Ponto Espiral Instavel
Ao =axbi . Assintoticamente . Assintoticamente
12 Ponto Espiral , Ponto Espiral ,
a<o Estavel Estavel
Ao = Ebi ) Centro ou .
12 Centro Estavel . Indeterminado
a=0 Ponto Espiral

Fonte: adaptado de BOYCE e DIPRIMA (2012).

4.2.1 Espécies em competicao

Voltemos ao Modelo (2.1) de Lotka—\Volterra, visto na introdugdo, que é um exemplo
de sistema n3o linear do tipo (4.2). Vamos estudar as solugdes desse sistema para o caso
particular ((BOYCE; DIPRIMA, 2012)) em que ¢ =01 =1 =1,€,=0,5,0,=0,25¢
o, =20,75.

% =x(1—x—-y)
g; (4.8)
I y(0,5—10,25y — 0, 75x).
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Para encontrarmos os pontos singulares de (4.8) devemos resolver o sistema nao linear

{x(l—x—y):O (4.9)
y(0,5—-0,25y —0,75x) =0

onde encontramos as solugdes (0, 0), (0, 5;0,5), (1,0), (0,2). Devemos agora encontrar os

sistemas lineares associados na vizinhang¢a de cada um destes pontos singulares.

Para o ponto (0, 0) temos, ja escrevendo na forma matricial;

x' x(1—x—
) - ( Y) | (4.10)
y y(0,5—0,25y — 0, 75x)
Desenvolvendo chegamos a
X' X — x> — X
- . (4.11)
y' 0,5y —0,25y% — 0, 75xy
reescrevendo
/ —y2 _
= )+ Ty | (4.12)
y' 0,5y —0,25y° — 0, 75xy
logo

)00 on) ) Come )
y' 0 0,5 y —0,25y? — 0, 75xy

Tomando o sistema linear associado

<Y>:(; 005)(y) (4.14)

notemos que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear associado é
diferente de zero, portanto o ponto (0,0) também é ponto singular isolado do sistema
linear associado. Devemos verificar se as condi¢Bes (4.6) sdo satisfeitas para saber se este

sistema € quase linear na vizinhanca deste ponto singular isolado (0, 0).

Fazendo a substituicdo para coordenadas polares onde x = rcosf e y = rsenf

( —x% — xy ) _ ( —r?cos°0 — r’cosfsend ) (4.15)

temos

—0,25y? — 0, 75xy —0,25r%send — 0, 75r?>cosfsend

Em que r = ||(x, y)||, chegamos a

f(x.y) i —r?(cos?6 + cosfsend)

— 4.16
x)=0.0)|[(x, y)||  r=0 r ( )

logo

f
im fxy) = lim — r(cos?8 + cosfsend) = 0. (4.17)
=00 |[(x, y)I[ =0
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Analogamente, para g(x, y) temos

g(x,y) i —0,25r°senf — 0, 75r°cosfsend
im "= |im
)= [|(x, ¥)[| - r=0 r (4.18)
= Ii_r)rg)—0,25r(sen9+3cosesen9) =0.

Conclui-se que o sistema (4.8) é um sistema quase linear na vizinhanca do ponto singular
(0,0).

Para analisar as 6rbitas na proximidade deste ponto singular vamos analisar o sistema
linear associado (4.14). E facil ver que os autovalores da matriz em (4.14) sdo A\; =1 e

X> = 0,5, logo, este ponto singular é também um no instavel no sistema nao linear (4.13).

Para o ponto (xp, o) = (0,5;0,5), fazendo X =x—-0,5e y=y — 0,5 em (4.11),

temos
(;) :( (X40,5)[1 —(X+0,5) — (§y +0,5)] )

v (y +0,5)[0,5—-0,25(y +0,5) — 0, 75(% + 0, 5)]

ou, equivalentemente,

e —0,5% — 0,5y — X% — Xy
= ] yme ) (4.19)
v —0,375% — 0,125y — 0, 25y2 — 0, 75Xy
ou ainda,
X' -0,5 -0,5 X —X2 - Xy
) - ‘) + T (4.20)
% —0,375 —0,125/ \y —0,25y% — 0, 75Xy
Notemos que det(A) = —0,125 # 0, logo o ponto X = y = 0 (equivalentemente

Xo = Yo = 0,5) & um ponto singular isolado do sistema linear associado a (4.20) e, além
disso, a parte ndo linear de (4.20) satisfaz as condi¢Ges (4.6) como ja visto anteriormente.
A matriz da parte linear de (4.20) apresenta autovalores A\; =~ —0, 78436 e X\, ~ 0, 15936,
portanto, o ponto singular (X, ¥) = (0, 0) & um ponto de sela para o sistema linear associado
a (4.20), logo o ponto (0,5;0,5) é também um ponto de sela para o sistema ndo linear
(4.11).

Para o ponto singular (xg, o) = (1,0), fazemos a substituicio X =x—1ley =y

em (4.11) de modo que

% 1 -1\ [x _R2— %y
= |+ B e (4.21)
i’ 0 —-0,25/ \y —0,25y% — 0, 75Xy

A matriz do sistema linear associado a (4.21) apresenta autovalores \; = —1 e
A2 = —0, 25, logo o ponto singular (X, 7) = (0,0) é um né estavel. Portanto, o ponto

singular (xg, Yo) = (1,0) & também um no estavel para o sistema (4.11).
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Por fim, fazendo a substituicdo X =x e y =y —2 em (4.11) obtemos

% 1 0\ /[x 2 — %y
] = |+ B 1. (4.22)
v -1,5 —0,5/) \y —0,25y% — 0, 75Xy

que é também quase linear na vizinhanga do ponto singular (xg, ¥o) = (0, 2).

Aqui, a matriz A apresenta os autovalores A\; = —1 e A\, = —0, 5. Consequentemente

o ponto singular (0, 2), € um né estavel para (4.22).

A figura 15 exibe o espaco de fase para o sistema (4.11). Na figura da esquerda temos
o espaco de fase gerado numericamente, em linguagem octave, através da discretizacao
das equagdes do sistema (4.11). Cada linha tracada representa uma orbita gerada a partir
de uma condi¢do inicial dada (x(ty), y(t)), to = 0, gerada aleatoriamente. Na figura da
direita exibimos o mesmo espaco de fase, onde pode-se perceber o padrdo das trajetoérias
nas vizinhancas de cada um dos quatro pontos singulares similares respectivamente ao

padrdo das trajetorias dos sistemas lineares associados.

05

| |
'—1 025 05 075 1 L%

T n T
0 02 04 08 08 1

Figura 15 — (a) Plano de fase gerado numericamente utilizando software Octave (b) Plano
de fase genérico explicitando o comportamento das trajetorias: de (BOYCE;
DIPRIMA, 2012)

A proposicao a seguir nos da as condicdes que as funcdes F e G devem satisfazer

para que o sistema (4.2) seja quase linear.

Proposicao 4.1. Considere o sistema nao linear

dx

——=Fxy)
g;_ny (4.23)
ar (x,y)

e suponha que (xo, o) seja um ponto singular isolado de tal sistema. Suponha que as
funcoes F e G tém derivadas parciais continuas até a segunda ordem. Entdo o sistema

(4.23) é quase linear no sentido da Definicdo 4.1.
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Demonstragdo. Usando a expansdo de Taylor da funcdo (x,y) — (F(x,y),G(x,y)) em

torno do ponto singular (xp, yo) obtemos:

F(x,y) = F(x0. ¥0) + Fc(x0. Yo) (x — X0) + F, (X0, ¥o) (¥ — ¥0) + p1(x, y),

(4.24)
G(x,y) = G(x0. Y0) + Gx(x0, Y0) (X — x0) + Gy (X0, Yo) (¥ — ¥o) + p2(X, y).
Resulta do Teorema da férmula de Taylor com resto infinitesimal que
% 0, % — 0, quandor — 0, (4.25)

em que r = |[(x,y) — (X0, Yo)|| = \/(x —x0)? + (¥ — yo)?. Substituindo (4.24) em (4.23)

e levando em conta que F(xp, Yo) = G(Xo, Yo) = 0, podemos reescrever o sistema (4.23)

da (X—Xo> _ (FX(XOv.yO) Fy(XOvYO)> (X—Xo> L (,UJl(X,,V)> . (4.26)
dt \y — yo Gx(x0. ¥0) Gy(x0.%0)) \¥ — o pa(x, )

A expressdo (4.26) mais a condicdo (4.25) nos dizem que, em torno do ponto

como

singular (X, ¥o), 0 sistema ndo linear (4.23) é quase linear e se aproxima do sistema linear

d (X_XO) _ (FX(XO,yo) Fy(Xo,yo)) (X_XO) | (4.27)
dt \y —ys Ge(x0.¥0) Gy(x0. %)) \V — ¥

[]

associado

A matriz dos coeficientes do sistema linear (4.27) representa a matriz jacobi-
ana, J(xo, o), da funcdo (x,y) — (F(x,y),G(x,y)) avaliada no ponto (xg, ¥p). Se
detJ(xo, o) # 0, entdo (xg, o) € ponto singular isolado do sistema linear associado
(4.27). No exemplo abordado em 2.1.2 verifica-se que as matrizes dos sistemas lineares
associados a (4.13), (4.20), (4.21) e (4.22) representam respectivamente as matrizes
jacobianas J(0,0), J(0,5;0,5), J(1,0) e J(O,2).

No préximo exemplo vamos discutir um sistema que apresenta como uma de suas
trajetérias uma curva que representa um importante conceito definido no apéndice, o de

ciclo-limite.

Exemplo 4.1. Consideremos o sistema
X' X+ y —x(x%+ y?
- y=x( o 2 | (4.28)
Y —x+y—y(x*+y?)
Notemos que o ponto (0, 0) é ponto singular de (4.28) e & tnico. Note que:

x+y=x(+y?) (1),

| (4.29)
—x+y=y(x*+y? (.

F(x,y):G(x,y):0<:>{
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Se x # 0 e y = 0: segue de (Il) que x = 0 (absurdo). Se x = 0 e y # 0: segue de (I)
que y = 0 (absurdo). Finalmente suponha x # 0 e y # 0. Entdo podemos reescrever as

equacgdes (1) e (II) como

(< +y?) = (1)

X+y
X
(4.30)

(@ +y2) = =Y

(V)

segue de (II1) e (IV) que

X+y —Xx+vy
e

SYP4xy=xy—-x>ex>+y>=0

0 que nos leva a um absurdo, pois x # 0 e y # 0. Assim, a Gnica solugdo de (4.29) é

x=y=0.

Como F,=1-3x>—y? F,=1-2xy, G, = —1—-2xy, G, = 1 —x?>—3y? resulta

que o sistema linear associado a (4.28), conforme (4.27), em torno do ponto (0,0) é
(x’) B (FX(O,O) Fy(0,0)) (x)
'} \G6.(0,0) G,(0,0
y (0.0) 6,(0,0)) \y) (4.31)

- (50

Conforme a proposicdo 4.1, o sistema (4.28) é quase linear e se aproxima do sistema linear

(4.31) em uma vizinhanga do ponto de equilibrio (0, 0).

Os autovalores da matriz dos coeficientes de (4.31) sdo A\;» = 1+£/. Logo, conforme
a Tabela 2, (0,0) &€ um ponto espiral instavel tanto para o sistema linear (4.31) quanto
para o ndo linear (4.28). Assim, qualquer orbita de (4.28) que comega proxima da origem
no plano de fase vai se afastar dela ao longo de uma espiral quando t convergir para
~+00. Porém, diferentemente do que ocorre no sistema linear (4.31), essas trajetdrias ndo
convergirdo para a regiao do infinito. Veremos que quando t — +oco elas se aproximam de

uma orbita periddica (veja definicdo A.1) descrita pelo circulo unitario do plano.

Para descrevermos completamente as 6rbitas do espaco de fase serd conveniente

trabalharmos com coordenadas polares r e 8, com r > 0, onde

x =rcosf, y=rsené. (4.32)

Usando as expressdes do lado direito de (4.28) temos que

xxX'+yy =x(x+y—x(x2+y?)) +y(—x+y —y(x*+y?))

(4.33)
= (AL - (24 y2)] = 21— ).



Capitulo 4. Sistemas Nao Lineares 33

Derivando ambos os lados de r? = x> + y? em relacdo a t
2rr' = 2xx' + 2yy' & rr' = xx' + yy’ (4.34)
e usando (4.33) em (4.34) tem-se

rr' =r3(1—r?). (4.35)

Usaremos a equacdo (4.35) para obter a fungdo r = r(t) que serd usada para
descrever as orbitas no plano de fase. Note que o lado direito de (4.35) se anula em r =0
eem r =1, que r = 0 corresponde ao ponto singular (0,0) e r = 1 & a equagdo polar do

circulo unitario, C, de equacdo x° + y? = 1.

A partir de (4.35) temos

dt
dr
dt

(4.36)

9r > Qpara r < 1= r(t)écrescente parar <1
< Opara r>1= r(t)é decrescente para r > 1

logo, no interior do circulo C as trajetérias estdo orientadas para fora e, no exterior, para

dentro. Aparentemente C é uma trajetéria-limite para este sistema.

Em seguida vamos obter a Equacdo Diferencial para 8 = 6(t). Por um lado, obtemos
a partir de (4.28) que:

yX'=xy' =y(x+y—x(x*+y%) = x(=x+y = y(x* + y?))

Ny (4.37)

Por outro lado, levando em conta (4.32) e as expressdes respectivas para x’ e y’ obtidas
através da derivacdo de ambos os lados das equagdes em (4.32) em relagdo a t, é facil ver

que

yx'—xy" = (rsenB)(r'cosd — r(senb)d’) — rcosé(r'senf + r(cos6)o’)

— —1’29’. (438)

Comparando (4.37) com (4.38) resulta
r’=—-r’0 <0 =-1(ser#0). (4.39)

Assim, usando (4.35) e (4.39), o sistema (4.28) pode ser reescrito em coordenadas polares

como

{ r=r-r) para r #0. (4.40)

6 =1

Usaremos (4.40) para estabelecer as trajetdrias de (4.28), em coordenadas polares
no plano (r, 8) sobreposto ao plano de fase xy, de modo que o polo coincida com a origem

(0,0) e o eixo polar coincida com o semi-eixo positivo Ox.
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Uma solugdo para (4.40) é:
r=1; 0(t)=—t+ty (4.41)

que é o circulo unitario C orientado no sentido horario que, por sua vez, € uma trajetoria
periédica no sentido da definicdo A.1 do apéndice . Aqui, to representara o angulo 6(0) do

ponto inicial da trajetodria.

Panto inicial da trajetoria

Figura 16 — Solucdo periddica r = 1;0(t) = —t + t,

Se r # 1 e r # 0 entdo, resolvendo a EDO de (4.40), temos

dr dr
e e
12 —12 1 1
4 / / dr_t+ko<:>|n’r|——|n|1—r’—f|n|1_|_r|_t+k0<:>
1+
@|”|f\—*|”!1—r2|:t+ko(:>lnL:t+ko<:)L:et+k0@
2 Ji-r T
rk 2kot+2t ’ 2kg 2t
= 0 =~ ::t 0 .
-t 1—p e

Fazendo Dy = +e?* temos

2

p

2= Doe?" & r? = Doe®' — r’Dye®t & (1 + Doe®')r? = Dye*t &

Dye?t 1
2 0 1 2k
S re= = onde ¢ = Dy~ = e & r(t _—
1+ Dge?t 14 ce2t 0~ (1) = V14 et
Assim, as demais trajetorias, além de r = 0 e r = 1, sdo dadas por
1 L

6(t) = —t+ty, <o, tp constantes arbitrérias (4.42)

t) = ————;
r( ) v1+ Coefzt

Embora a constante ¢y = £e 2% seja sempre diferente de zero, n3o ha problemas
em atribuir a ela o valor zero em (4.42); Assim (4.42) inclui a solu¢do em (4.41) como

caso particular em que ¢g = 0. Precisamos estabelecer o dominio de validade da funcao
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r(t): Se cg > 0 entdo 1+ cpe 2t > 0 Vt e r(t) existe para todo t. Se ¢y < 0 entdo r(t)

. . . In(— .
existe Vt tal que 1+ cpe=2t > 0, ou equivalentemente, Vt que satisfaz t > n( 2Co). Assim,
& > 0= r(t) ! 6(t) = —t+1o Vt €R
r(t) = ——: = — ,
0= V1 +1cOe—2t ’ In(—c) (4.43)
n(—c )
O<0=r(t) = ———=: 0(t)=—-t+ 1ty Vt> .
0 (t) Traen (t) 0 5

In(—c)]™" L
Note que t — l(20)] = r(t) — +o0. Representando por (po, &g) 0 ponto inicial da

trajetoria, obtemos, apds fazermos t = 0 nas equacgdes em (4.43), r(0) = pg, 6(0) =ty =

o em que:
1
Po = 7% (4.44)
y
(x(0).y(0))
Po
[e4]]
O
X
Elevando ambos os lados de (4.44) ao quadrado obtemos
1
Go=——1 (4.45)
Po
Entdo (4.43) se reescreve como
r(t) 0(t) = —t+ o (4.46)

J— 1 .
ST G Der

E importante ressaltar que a expressdo para r(t) em (4.46) esta definida Vt € R
desde que pg seja escolhido tal que 0 < pg < 1. Para pg > 1, a expressao dentro da raiz e,

consequentemente r(t), estard definida apenas para valores de t > t* em que

S Y P (4.47)
=3 72 .
Além disso, observemos que
1 1 oy 1
pp<le 5>1e14(5—-1)e " >1r(t) 1. (4.48)

= <
P5 % \/1 +(z—1e
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Portanto

p<ler(t)y<lVteR

. Analogamente, )
po>1er(t)>1Vt> t*ziln(l—paz)

Entao
r(t)y<1 Vvt
po<1=¢ limr(t)=1 (4.49)
tﬂmoo I’(t) - O
juntamente com
lim () = Jim (~(t ~ @0)) = ~o0 (450)

nos da a informacdo de que as o6rbitas que se iniciam na regido interior ao circulo r =1
permanecem nesta regido e se aproximam deste circulo quando t — 400 e de (0, 0) quando

t — —o0, como podemos ver na figura 17.

Y

Po

&7

Figura 17 — Trajetdria para pg < 1

Também temos:

) r(t)>1Vt 151
> 1= .
Po tle H(t) =1 ( )

que, juntamente com (4.50) nos da a informacdo de que drbitas que se iniciam na regido
exterior ao circulo r = 1, permanecem nesta regidao e também se aproximam deste circulo
quando t — 400 como se vé na figura 18.

Para o caso em que py > 1, observa-se de (4.46) que, quando t — (t*)T =

1 1 *
ELICE)

, a expressao dentro do denominador se aproxima de zero, logo temos

lim r(t) =4oc0; lim
t—(t*)* t—(t*)

8(t) = —t" + . (4.52)
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Figura 18 — Trajetéria para pg > 1

Note que (4.52) nos da a informacdo de que as orbitas que se iniciam na regido exterior
ao circulo r = 1 se aproximam assintoticamente da reta § = —t* + oy quando t — (t*)*

como se pode ver na figura 18.

Nas figuras 19 aparecem os tracados de diversas trajetérias para diferentes valores
atribuidos a py e ag. Para ag foram escolhidos 0, 7, 7, %”, T, ‘%”, 37” %" e 2. Para pg,
escolhemos os valores 0,01 e 1,89. As trajetdrias indicadas nas duas figuras sao idénticas.
A observacao a se fazer na figura da direita é que nela foram tracadas também as assintotas
definidas pela equacao 8 = —t* + ag com t* = %In (1 — ﬁ) e oy dados pelos valores

atribuidos respectivamente.

Figura 19 — Trajetdrias do sistema 4.28.

Outra observacdo importante a ser feita aqui € que o circulo r = 1 representa um
ciclo-limite estavel para o campo vetorial associado ao sistema (4.28) [Definicdo A.4 e

Proposicdo A.1 do apéndice]. Este mesmo circulo também representa o conjunto w-limite,
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w(p), qualquer que seja o ponto inicial p que tomemos, seja na regido interior a C, seja na
regido exterior a C [Definicdes A.2 e A.3 do apéndice].

Pra finalizar, se po < 1, entdo é facil ver que tj)r_noo r(t) = (0,0), ou seja, toda
orbita que se inicia em um ponto p € int(C) tende ao ponto de equilibrio (0, 0), quando
t — —oo, 0 que mostra que o conjunto a-limite, a(p), para cada p € int(C) é (0,0)
[Definicoes A.2 e A.3 do apéndice].
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5 Consideracoes Finais

Para modelos bidimensionais notamos que um estudo qualitativo do sistema de
equacodes diferenciais nos permite ter uma boa nocdo do comportamento das espécies
bastando conhecer seus autovalores e seus pontos singulares. Se as solucdes convergirem
para um ponto de equilibrio com coordenadas nao nulas, por exemplo, podemos interpretar
que as espécies em questdo tenderdo a uma coexisténcia, a menos de fatores de pressao
externa como desastres naturais, desequilibrios ecolégicos ou a introducdo de outra espécie
na competicdo por recursos ou habitat. Se, por outro lado, as solucdes tendem a periodi-
cidade interpretamos que as espécies coexistem contudo com um carater de alternancia,
onde uma sucede a outra por um certo periodo de tempo, este é o caso do modelo de

presa e predador.

Logicamente, a fidelidade do espaco de fase de um modelo com a realidade observada
depende fortemente de como o modelo foi construido, que variaveis foram consideradas
e se houve ou nao fatores externos nao esperados como os citados anteriormente. Por
exemplo, um dos modelos matematicos mais famosos é o modelo malthusiano de populacées
humanas, que previa o crescimento populacional de uma forma exponencial e, por outro

lado, previa um crescimento linear para a producdo de alimentos.

Os modelos apresentados inicialmente s3o relativamente simples por envolver apenas
duas variaveis. Para fazer um estudo mais complexo do assunto deve-se estudar os a-limite,
w-limite e ciclos limite e os resultados que os envolvem, como o Teorema de Poincaré-
Bendixson. Além disso, problemas mais complexos que envolvam mais variaveis tornam o
estudo qualitativo do espaco de fase mais complicado, o que exige uma teoria mais robusta
para a analise de espacos de fase. Outra abordagem para essa esse estudo é fazer uma
analise da solucdo numérica do problema. Para tal é necessario estudar a teoria para essa
analise numeérica e o uso de softwares como o Octave (GNU General Public License, )
como facilitador.
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APENDICE A - o-limite, w-limite e

Ciclo limite

Definicao A.1. Seja o(t) = @(t, p) uma trajetcria do campo X, no sentido da definicdo
3.2, que passa pelo ponto p quando t = 0, isto é, (0, p) = p. Chamamos o conjunto
¥, = (@(t,p); t € 1,) de orbita de X pelo ponto p. Dizemos que -y, é periodica se I, = R
e existe um T > 0 tal que @(t + T, p) = @(t, p) para todo t € R, e ©(ty, p) # @©(tz, p) se
|t — | < T.

Definicao A.2. Sejam A um subconjunto aberto de R" tal que a aplicacdo X : A — R seja
um campo vetorial de classe CK e o(t) = @(t, p) seja a curva integral de X passando pelo
ponto p, definida em seu intervalo maximo I, = (w_(p), w+(p)). Se wy(p) = oo, definimos
o conjunto w(p) = {qg € A : 3(t,) com t, — oo e lim,. ©(t,) = q}. Analogamente,
se w_(p) = —oo, definimos o conjunto a(p) = {qg € A : I(t,) comt, - —o0 €
lim, oo ©(t,) = q}. Os conjuntos w(p) e a(p) sdo chamados, respectivamente, de w-limite

e a-limite.

Definicao A.3. O conjunto w-limite de uma orbita -y é o conjunto w(p), Vp € vy, analoga-

mente, o conjunto a-limite de uma ¢rbita «y é o conjunto a(p), Vp € 7.

Definicdo A.4. Sejam A um subconjunto aberto de R? e X : A — R? um campo vetorial
de classe Ct. Uma drbita periddica v de X chama-se Ciclo-limite se existe una vizinhanca

V' de «y tal que «y seja a tnica orbita fechada de X que intercepta V.

Proposicao A.1. Existem apenas os seguintes tipos de ciclo limite:
I. Estavel: quando tIi_)m d(p(t,q),v)=0,VgeV

Il. Instavel: quando tlir_n d(p(t,q),v)=0,VgeV

I1l. semi-estavel: quando tj)r_n d(p(t,q),v) =0, Vg e Vnext(y) e tIi_}m d(e(t, q),v) =
0, Vg € VNint(y) ou o contrario.

Para demonstracdo desse teorema, consultar (SOTOMAYOR, 1979), pagina 288.



	3072beb27caa7cf86a6d2b6ff736568e950385d54b60d88a2a7920840ea48286.pdf
	Folha de aprovação

	Scanned Document
	3072beb27caa7cf86a6d2b6ff736568e950385d54b60d88a2a7920840ea48286.pdf
	Resumo
	Abstract
	Lista de figuras
	Sumário
	Introdução
	Motivação
	Modelos Matemáticos na Biologia
	Espécies em Competição
	Modelo Presa-Predador
	Modelo SIR


	Sistemas Lineares
	Campos Vetoriais
	Sistemas Lineares

	Sistemas Não Lineares
	Pertubação de Sistemas Lineares - Casos Sensíveis
	Sistema Autônomo Não Linear Bidimensional
	Espécies em competição


	Considerações Finais
	Referências
	-limite, -limite e Ciclo limite


