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Resumo

A presente monografia busca estudar a Sequéncia de Fibonacci, e para tal, algumas
observagoes sao feitas com relacdo a sequéncias numéricas, destacando as PA’s e PG’s.
Inicialmente, apresentamos uma introducao acerca das sequéncias numéricas, com énfase
em algumas notagoes e classificagoes. Logo apds, focamos na Sequéncia de Fibonacci, na
qual estudamos propriedades muito instigantes, em especial, a relacao desta sequéncia com
o Numero de Ouro. Mostramos que a razao proveniente deste nimero, a razao aurea, estd
presente em diversos elementos na natureza, como por exemplo, na disposicao de pétalas e
sementes de algumas flores. Trabalhamos a construgao do retangulo de ouro e algumas
propriedades do triangulo de Pascal associadas a Fibonacci, assim como uma pequena
introducgao as Fragdes Continuas e como ela se associa ao Nimero de Ouro. Em seguida,
fizemos um estudo mais aprofundado das sequéncias definidas por recorréncias lineares
de primeira e segunda ordem, uma vez que a Sequéncia de Fibonacci é definida por uma
recorréncia deste tipo. Por fim, apresentamos algumas aplicacbes em que as relagoes de
recorréncias sao usadas para descrever problemas classicos como o problema com dominds,

o jogo da Torre de Handi e a Pizza de Steiner.

Palavras-chave: Sequéncias. Fibonacci. Numero de Ouro. Recorréncias.



Abstract

The present monograph seeks to study the Fibonacci Sequence, and for such, some observa-
tions are made regarding numerical sequences, highlighting the arithmetic progressions and
geometric progressions. Initially, we present an introduction about numerical sequences,
where we emphasize some notations and classifications. Afterwards, we focused on the
Fibonacci sequence, in which we studied very instigating properties, especially the relation
of this sequence to the Golden Mean. We noticed that the ratio derived from this number,
the golden ratio, is present in various elements in nature, for example, in the disposition
of the petals and seeds of certain flowers. We work on the construction of the golden
rectangle and some properties of Pascal’s triangle associated with the Fibonacci sequence,
as well as a short introduction to Continuous Fractions and how it is associated with the
Golden Number. Finally, we made a more detailed study of sequences defined by first
and second order linear recursions, since the Fibonacci Sequence is defined by a recursion.
Therefore, we also brought a few very interesting applications, among these applications,

there is a problem with dominoes, the Tower of Hanoi game, and Steiner’s Pizza.

Keywords: Sequences. Fibonacci. Golden Number. Recursions.
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Introducao

Em algum momento no Ensino Médio sao estudadas as sequéncias numeéricas,
na maioria das vezes, restringidas as Progressoes Aritméticas e Geométricas, que sao
trabalhadas de forma bem sucinta, em muitos casos, se atentando somente as formulas e
resolugoes de alguns exercicios. Sendo um assunto muito amplo, com diversas aplicagoes,
se faz necessario aprofundar o estudo das sequéncias neste trabalho. O principal foco esta
na Sequéncia de Fibonacci, pois estudaremos propriedades mateméaticas bem curiosas,

como também a fascinante relacao entre essa sequéncia e o Nimero de Ouro.

Nesta monografia, as principais referéncias utilizadas se tratam de dissertagoes
de Mestrado Profissional em Matemética (PROFMAT), trabalhos finais de graduagao
e artigos de algumas revistas universitarias, tais como (PEREIRA; FERREIRA, 2008,
Cap 2), (SILVA, 2015, Cap 2), (FARIAS, 2018, Cap 2), (JUNIOR; MATOS, 2016, Cap
2), (SANTOS, 2018, Cap 2), (ARAUJO, 2015, Cap 2), (GREGIO, 2017, Cap 1, Cap 3),
(AMORIM, 2014, Cap 1, Cap 3), (ALBUQUERQUE, 2019, Cap 3) e (AVILA, 1994, Cap
3).

O primeiro capitulo é voltado para sequéncias numéricas, no qual definiremos
notagoes e algumas de suas classificagoes, utilizando como exemplo as conhecidas Progres-
soes Aritméticas (PA’s) e Progressoes Geométricas (PG’s). Esta parte serd essencial, pois
definiremos como algumas sequéncias podem ser escritas de forma recursiva. Forma, a

qual trabalharemos com mais afinco posteriormente.

No segundo capitulo, trabalharemos de forma mais abrangente a Sequéncia de
Fibonacci, nossa principal protagonista, que sera apresentada através do Problema dos
Coelhos, um problema proposto por Leonardo Fibonacci, principal detentor pelo estudo
desta sequéncia, que é uma sequéncia de ntmeros inteiros com os dois termos iniciais
iguais a 1, definida recursivamente por

Fr=1
F,=1
Frpo=Fp+Fy,  n>1,

em que os Fs correspondem aos termos da sequéncia de Fibonacci.

Veremos também que o Ntumero de Ouro estd diretamente relacionado a sequéncia
de Fibonacci, pois a sequéncia (a,,), definida por
F, n+1 n

Fn ) - )

converge para a razao aurea, fato que sera provado no decorrer da monografia. Mostraremos

Ap —

que esta razao esta presente em diversos elementos na natureza, sendo representada através
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da espiral durea. Esta espiral é obtida através do Retangulo de Ouro, sendo as proporgoes
deste retangulo consistentes com a razao aurea. Outras propriedades serdo apresentadas,
assim como a relacao do Triangulo de Pascal com a sequéncia de Fibonacci. Nao menos
importante, faremos uma pequena passagem pelas Fragdes Continuas e a representacao do

Numero de Ouro através dela.

No terceiro e tltimo capitulo serao estudadas as sequéncias definidas por recorréncias
lineares de primeira e segunda ordem, as quais apresentaremos o formato da solucao geral.
Desse modo, conseguiremos resolver as recorréncias estudadas ao longo da monografia,
principalmente a recorréncia proveniente da sequéncia de Fibonacci, que se trata de uma
recorréncia linear de segunda ordem. Por fim, trabalharemos com algumas interessantes
aplicagoes das recorréncias lineares, como por exemplo, o jogo da Torre de Handi e a Pizza

de Steiner.
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1 Sequéncias

Esta secao foi baseada na se¢ao 1.1 da Dissertacao de Mestrado de Bruno Chioderoli
Gregio. (GREGIO, 2017)

De modo intuitivo, uma sequéncia de niimeros reais é uma fila de niimeros reais,
denominados termos, que pode ou nao possuir um padrao. Essas sequéncias podem ser

finitas ou infinitas. Formalmente, definimos uma sequéncia infinita como segue:

Definigao 1. Uma sequéncia numérica infinita é uma funcio a : N* — R.

O valor a(n), para todo n natural diferente de zero, usualmente representado por
ay,, sera denominado n-ésimo da sequéncia. De um modo geral, a representacao dos termos
de uma sequéncia dada por a,, com n > 1 nos diz que n indica a posi¢ao do termo. Dito

isso, o primeiro termo sera a;, o segundo termo ay e assim por diante.

Denotaremos uma sequéncia a : N* — R por (ay,as, ..., ap,...), ou (a,)nen, (0u
simplesmente (a,)). A Lei de formagao de uma sequéncia é responsavel por caracteriza-la
e ¢é utilizada para calcular qualquer termo em funcao de n, porém, em sua maioria, as
sequéncias nao possuem lei de formacao. Ja a Lei de Recorréncia é utilizada para

calcular termos através de seus imediatamente antecessores.

Exemplo 1. Considere a funcio a(n) = n*, que gera a sequéncia cujos elementos sao os

quadrados perfeitos.
Deste modo temos a sequinte sequéncia infinita 1,4,9, 16,25, 36,49, 64....

No entanto, € valido comentar que nem toda sequéncia possui um termo geral. Por

exemplo, a sequéncia dos decimais do numero .

Definiremos agora o que entende-se por sequéncia finita.

Definigao 2. Uma sequéncia numérica finita é uma fungio a : {1,...,n} — R, cujo
dominio € o conjunto dos numeros naturais que vao de 1 até n e o contra-dominio, o

conjunto dos numeros reais.

Podemos afirmar que uma sequéncia finita sempre possui um fim ou ltimo elemento.

Exemplo 2. Vamos observar a sequéncia dos numeros pares:

(2,4,6,8,10,...).
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Podemos perceber que o termo geral desta sequéncia € a,, = 2n, com n natural, pois

a1 =2-1=2,a0=2-2=4, e assim por diante.

Definicao 3. Pode-se dizer que uma sequéncia é chamada limitada quando existem
numeros reais A e B para os quais todos os termos de (a,) possuem valores entre esses

dois numeros, ou seja, A < a, < B para todo n.

Uma sequéncia é limitada superiormente quando se tem um niumero real B tal que
a, < B, ou seja, todos os seus termos pertencem ao intervalo (—oo, B]. Da mesma forma,
a, € limitada inferiormente quando se tem um numero real A tal que A < a,, ou seja,

todos os seus termos pertencem ao intervalo [A,400).

As sequéncias também podem ser caracterizadas pelo comportamento de seus
termos. Algumas delas podem ser crescentes, decrescentes, nao crescentes, nao

decrescentes e constantes:

i) Sequéncia crescente: quando a, < a,.1, para todo n, ou seja,

< ay<az<...<ap<Gpy1 < ....

ii) Sequéncia ndo decrescente: quando a, < a,,1, para todo n, ou seja,

ap <ay<a3<...<a, <A1 <L

iii) Sequéncia decrescente: quando a, > a,.1, para todo n, ou seja,

a1 > Ay > a3 > ... 2> Ay > Qppl > - .

iv) Sequéncia ndo crescente: quando a, > a,y1, para todo n, ou seja,

a1 2032032 ... 20y = Gpil = - - -

v) Sequéncia constante: quando todos os termos da sequéncia sao iguais.

Podemos notar que, por defini¢ao, toda sequéncia crescente é uma sequéncia nao decrescente,
mas nem toda sequéncia nao decrescente é crescente. Do mesmo modo, toda sequéncia

decrescente é uma sequéncia nao crescente.

Veremos agora sequéncias bem conhecidas, as Progressoes Aritméticas e as

Progressoes Geométricas.

As segoes 1.1 e 1.2 a seguir, tiveram base nos textos de (ALBUQUERQUE, 2019),
(GREGIO, 2017) e (CASTRO, 2016).
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1.1 Progressoes Aritméticas

Definicao 4. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia em que a diferenga entre
quaisquer dois termos consecutivos € igual a uma constante r firada denominada razao.
Em simbolos, para todo n > 1, tem-se
T =y — Qp_1. (1.1)
Deste modo, reescrevendo a Equacao 1.1, podemos dizer que ela é definida recursivamente
por:
ap = Qp_1+71r, com n>1. (1.2)
Proposigao 1. Seja (a,) uma PA, em que ay é o primeiro termo e r sua razio. Entdo, o
termo geral é dado por:
apb=a,+(n—1)-r, para todo n > 1. (1.3)
Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao finita. Vamos supor primeiramente
n = 2, temos entao que
ag=a,+r=a +(2—-1)r (1.4)
Deste modo, iremos supor que para algum n > 1 seja valida a Equagao 1.4 e vamos
mostrar que o préximo termo a,.; é dado por a,+; = a; + nr. De fato,
i1 =ap+17 =01+ (n—1)r+7r=a;+nr.

Concluimos deste modo que a, = a; + (n — 1)r para todo n > 1.

Sobre a razao de uma PA, podemos dizer que se
o« r =0, a PA é constante;
Exemplo 3. A sequéncia (6,6,6,6,6,...) € constante, de razio r = 0.

o r # (), a progressao aritmética é crescente se r > 0 e decrescente se r < 0.

Exemplo 4. Uma PA crescente, comr =3 ¢ (3,6,9,12,...).
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Proposigao 2. Seja a PA tal que a,, = ay + (n — 1), a soma de seus n primeiros termos

¢ dada por:
g (a1 4+ ay) - n
n 2 .
Demonstracao. Usaremos o principio da inducao finita para demonstracao.
a1 +ap)-1
Note que para n = 1 temos que S; = (121) =ay.
Suponhamos entao que, para algum n € N, a soma dos n primeiros termos seja
dada por
ai + ap)n
Sy, = (@ 5 n) (1.5)

Podemos observar que

Sn1 = (a1 +as+ ...+ a, +anp1) = Sn + i1

Sabendo que a,.1 = a; + nr e usando a Equacao 1.5, obtemos

an + a,n + 2a; + 2nr
2

(a1 + a,) X n
2

Spi1 = + (ay +nr) =

Como a,, = a; + (n — 1)r, segue que

an+ (a1 + (n — 1)r)n+2ay + 2nr 2an+n’r+nr +2a;  (2a; 4+ nr)(n+ 1)

S .= _ _
+ 2 9 9

_ (ay + (ag +nr))(n+ 1) _ (a1 + aps1)(n+1) -
2 2 ’

1.1.1 Relacao entre Progressdes Aritméticas e funcoes polinomiais

Dado que o termo geral de uma PA é a,, = a; + (n — 1) - r, podemos relacioné-la

com a func¢ao polinomial de primeiro grau, do seguinte modo:

apb= a3+ (n—1)-r
= ap= ar+nr-—r

= a,= rm+(ag—7)

o qual é uma funcao de primeiro grau em n, cujo coeficiente lider é r a razao da PA e

a1 — r o seu termo independente.
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1.1.2 Aplicacdes envolvendo PA's

Exemplo 5. Utilizando palitos de picolé, determinaremos qual é o nimero minimo de
palitos para construir n triangulos, com a restricao de que todos os vértices destes triangulos

repousem sobre duas retas paralelas distintas.

Vamos comecar construindo 1 triangulo, para o qual vamos precisar de 3 palitos

(Veja a Figura 1.

Figura 1 — Tridngulos - 3 palitos

/\

Fonte: A autora.

Se forem 2 triangulos, poderiamos pensar em 6 palitos, porém, aproveita-se um
lado do triangulo jd construido, precisando apenas de mais dois palitos, ou seja, temos
um total de 5 palitos, veja Figura 2. Logo, podemos perceber que o proximo triangulo serd

sempre obtido através do imediatamente anterior.

Figura 2 — Triangulos - 5 palitos

v,

Fonte: A autora.

Pensando desta maneira, para um terceiro triangulo precisaremos apenas de mais
dois palitos. Assim, para construir 8 triangulos, precisaremos de um total de 7 palitos.

Observe Figura 3.

Figura 3 — Triangulos - 7 palitos
Fonte: A autora.

Logo, nota-se que a quantidade de palitos relacionada ao numero de triangulos

trata-se de uma PA de razdo 2. Nesse caso, o n-ésimo termo € dado pela sequinte formula:

ap=3+(n—-1)-2

=a, =1+ 2n.
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1.2 Progressdoes Geométricas

Definicdo 5. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia numérica na qual o
quociente de um termo qualquer por seu antecessor é sempre igual a uma constante q

firada denominada razdo. Ou seja, para todo n,

Qp
oy (1.6)

G

Reescrevendo (1.6), obtemos a seguinte equagdo, a qual define a1 de modo recur-

sivo em fungdo de a,. Entdo:

(py1 = Qp * q. (1.7)

Proposigao 3. Seja (a,) uma PG em que ay € o primeiro termo e q sua razdo. Entdo, o

termo geral é dado por:

an = a1q" 1, (1.8)
para todo n > 1.

Demonstragcdo. A demonstracao sera feita por inducgao finita. Considerando n = 1, temos

que

a; = alql_1 = aq.
Iremos supor agora que para algum n > 1 natural, seja valida a Equacao 1.8. E iremos

mostrar que o proximo termo a, 1 é dado por a,;1 = a1q". Com efeito, segue que

Uil = Anq = alqn—lq _ Cqu(n—l)-I—l _ alqn'

]
Proposigao 4. Seja (a,) uma PG. Entao a soma de seus n primeiros termos € dada por:

(" -1)

S, =a -
aq q—l

Demonstracao. Demonstraremos esta proposi¢ao usando também o principio da inducgao

finita. Primeiramente supondo n = 1, temos que

1
—1
Sl :alwzal.

qg—1
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Portanto, a formula é valida para n = 1. Admitimos agora que para algum n € N,

tenhamos
(¢" 1)
Sp=a;  ———=, 1.9
a1 g—1 (1.9)
assim,
Spr1=a1+as+...+a,+ ap 1 =S, + a1 =S, + a1q”. (1.10)

Desse modo, usando a Equacgao 1.9, podemos concluir que

- —a1 taig” + (¢ — 1ag” "(1+q—1)—
Sn+1 — alu + alqn _ aq a1 q (q )alq _ ai1q ( q ) ai

Tl+1_1

qg—1
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2 A sequéncia de Fibonacci e o Niimero de

Ouro

2.1 Leonardo Fibonacci e o Problema dos Coelhos

Esta secao teve base nos textos de (FARIAS, 2018, Capitulo 3) e (PEREIRA;
FERREIRA, 2008, Introducao).

Leonardo de Pisa, conhecido como Leonardo Fibonacci, foi um importante mate-
matico italiano do século XII que nasceu por volta de 1170 na cidade de Pisa. Era filho de
Guglielmo Bonacci, um rico mercador encarregado dos negbcios das cidades de Veneza,
Génova e Pisa. Fibonacci recebeu a maior parte de sua educagao no norte da Africa,
onde seu pai desempenhava uma funcao alfandegaria. Além disso, viajou para diversos
paises como Egito, Sicilia, Grécia e Siria. Durante suas viagens Fibonacci conheceu os
métodos matematicos orientais e arabes, os quais despertou ainda mais seu interesse pela

aritmética.

Em torno de 1200, Fibonacci regressou a Italia e em 1202 publicou o livro Liber
Abaci (Livro do Abaco ou Livro de Calculo). Foi neste livro que Fibonacci apresentou o
Problema dos Coelhos e abrangeu o estudo sobre a "Sequéncia de Fibonacci', nomeada

assim em homenagem ao préprio. (FARIAS, 2018)

Figura 4 — Leonardo Fibonacci

Fonte: Gigantes da Matematica. Word Press. Disponivel em

<https://gigantesdamatematica.wordpress.com/2015/12/18 /leonardo-fibonacci-1170-1250/>

"Considerando um casal de coelhos (macho e fémea), nascidos no inicio do ano, quantos
coelhos podem ser gerados a partir deste primeiro par se todos os meses cada casal dd a
luz a um novo casal, que é fértil a partir do sequndo més, contanto que nao haja mortes

durante o ano?"’
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Este foi o problema proposto por Fibonacci em 1202. Para resolvé-lo, iremos
observar o que acontece a cada mes.
e No més 1, temos um casal.

« No més 2, ainda temos apenas um casal, pois a fertilidade s6 acontece no préximo

mes.
« No més 3, temos dois pares, pois a fémea gerou outro casal.

o No més 4, temos mais um par do casal inicial, totalizando 3. Nao teremos casais do

segundo par pois este ainda nao é fértil.

o No més 5, temos um par nascido de cada casal em idade fértil, totalizando 5 pares.

Figura 5 — Coelhos na sequéncia de Fibonacci

Fonte: PINHO, Andreia. O problema dos coelhos - Leonardo Fibonacci. Escola Secundéria Jodo da Silva Correia.

Disponivel em <https://sites.google.com/site/leonardofibonacci7/o-problema-dos-coelhos>

Pode-se observar que quando nasce um casal de coelhos este demora dois meses
para gerar outro, porém os casais que ja haviam nascido ha dois meses ou mais geram a
cada més um novo par. Podemos notar que a quantidade de casais em determinado més

serd igual ao nimero de casais do més anterior (pois nao ha mortes) somado a quantidade
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de casais que existiam dois meses antes (pois estes serdo os casais férteis no més n). Ou

seja, obtemos a seguinte relagao:

Fn+2)=F(n)+Fn+1),n>1

Entao, apés um ano, que correspondem a 12 meses, de acordo com a Tabela 1,

teremos 144 casais de coelhos, presumindo que nao haja nenhuma morte.

Tabela 1 — Quantidade de coelhos gerados apds um ano

n | Fn)+Fn+1) | F(n+2)
3 1+1 2

4 142 3

5 2+3 )

6 3+5 8

12 55489 144

Observacao 1. A sequéncia de Fibonacci também pode ser definida como uma sequéncia
de numeros inteiros, com os dois termos iniciais iquais a 1, em que o termo sequinte é dado
pela soma dos dois anteriores. Matematicamente, essa sequéncia € definida recursivamente
pela formula:

=1

=1 (2.1)

Fn+2:Fn+l+Fna n > 1.

Frente a isso, os primeiros elementos da sequéncia de Fibonacci sao:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377 . ..

2.2 O Nimero de Ouro

A segdo em questao teve sua principal base nos textos de (PEREIRA; FERREIRA,
2008), (SILVA, 2015, Segao 2.2) e (SANTOS, 2018, Segao 1.1).

Por volta de 480 a.C. o escultor grego Phideas percebeu que iniimeras coisas na
natureza seguiam uma mesma proporc¢ao, chamada de Proporcao Aurea ou nimero de
Deus ou niimero de Ouro. Foi em homenagem a Phideas que a Proporcio Aurea hoje é
representada pela letra grega ¢ (16-se fi). Ela é obtida, segundo Euclides, quando hé a

“divisao de um segmento em média e extrema razao”.

Definigao 6. (Euclides, Os elementos). Um segmento de reta AB se diz dividido em
média e extrema razao por um ponto C, entre A e B, se a razdo entre o segmento AC por
AB ¢€ igual a razdo de C'B por AC.
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Seja o segmento de reta AB ilustrado na Figura 6, chamaremos de AB a medida
deste segmento. Dado um ponto C' entre A e B, ele divide este segmento em média e

extrema razao, ou seja

AB _ AC
AC  CB’

Figura 6 — Segmento de reta

A C B

| | |
[ I 1

Fonte: A autora.

AB
Vamos tomar — = x, em que x > 0. Entao:
AC
AB AC+CB 1+C’B - 1 14 1 1—1—1
L= = = a0 ac — A8 — -
AC AC AC 5 ¥te x
ou seja, obtemos que
1+ ! (2.2)
x = —. .
x

Vamos multiplicar ambos os membros de (2.2) por z, obtendo:

P=r+1=22—2x+1=0.

As raizes desta equacao sao:

1+5 1—-+5
.le I2:
2 2
Como z1 > 0 e z9 < 0, temos:
AB  1+4++5
= = = ~ 1,61
T =1 AC 5 ,6180339

Este resultado nada mais é que o nimero de Ouro mencionado inicialmente. A
sequéncia de Fibonacci esta diretamente ligada a este nimero, pois se fizermos a divisao
do n-ésimo termo pelo termo exatamente anterior, obteremos resultados cada vez mais
préximos da proporgao aurea, conforme n cresce. Sendo a aproximagao tanto melhor

quanto for maior n, em que n é a posi¢ao do termo, veja:

2 3 5 8 13
- =2; — = 1.5; - =1.666...; - = 1.6; — =1.625 2.3
1 ’ 2 ’ 3 ’ ) ’ 8 (23)
F,
Matematicamente, considerando a sequéncia a,, = TH’ n > 1, em que os F) s correspon-

n
dem aos termos da sequéncia de Fibonacci, temos que ela representa a taxa de crescimento

do nimero de coelhos entre o (n + 1)-ésimo e o n-ésimo més. A qual se aproxima cada vez

mais do namero de ouro.
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F
Teorema 1. Temos que (a,),n > 1, com a, = ;,H converge para ¢.
n

Demonstracao. Inicialmente, note que

F F,+ F,_ F, F,_ 1 1

a, = n+1:n n1:7n n1:1+ :1+ ‘
F, F, E,  F, 1 n—1
anl
0 que prova que a, = + 1,n > 2. Pode-se notar, por meio da relacao anterior, que o
ap—1

se o limite de a, existe e é igual a a, teremos que a é solucio da equacio a* —a — 1. De

, donde

fato, sabemos que a,, =1+
An—1

1 1
lim a, = lim <1+ >:1+

n—00 n—00 Qp1 lim an—17
n—oQ
ou seja,
1
a=—+1,
a

que é exatamente a Equagao 2.2 apresentada anteriormente. Na qual sabemos que suas
1++5

raizes sao dadas por a = 5

14++/5

[l
2

Como a,, > 0 para todo n, podemos concluir que a =

Para finalizar a demonstragao acima, basta provarmos a existéncia do limite lim a,,
n—oo
e para tal, utilizaremos o seguinte teorema visto em cursos de Andlises na Reta (cuja

demonstragao pode ser consultada em (LIMA, 2017, Teorema 13)

Definicdo 7. Toda sequencia de Cauchy' é convergente.

Vamos entao mostrar que a sequéncia dada por

o1 ]
a]. = ——= - =
F 1
o (2.4)
a, =1+

é uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 2 (Sequéncia de Cauchy). A sequéncia (a,) é dita ser uma sequéncia de

Cauchy se dado € > 0, exista um indice N tal que, para todo inteiro positivo p,

n>N = a4y — an] <e.

1 Trata-se de uma familia especial de sequéncias nomeadas em homenagem ao matematico francés

Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857)
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Primeiro mostraremos, por indugao sobre n, que a sequéncia dada em 2.4 ¢é limitada,

e para isso mostraremos que para todo n > 1 temos

<a, <2

DO W

3
Tomando n = 2, sabemos que é vilido, pois 5 < 2 < 2. Suponhamos que seja

valido para n = k, isto é,

3
3 <ap < 2. (2.5)
e vamos provar que vale também para n =k + 1.
1 1 3 1
e De (25) temos que ap, <2= - < — = - <1+ — = a4
2 Q. 2 k

3 2 1 )
« Novamente por (2.5), §§ak:>—§§:>ak+1:1+7§§<2.

Com isso, concluimos que a sequéncia (a,) é limitada inferiormente por 1 (pois a; =1 e

3/2 < a,,) e superiormente por 2.

Para provarmos que a sequéncia dada em 2.4 é de Cauchy utilizaremos o método

das aproximagoes sucessivas: note que para todo n > 1 temos

1 1 1 1 Ap—1 — Qp,
’an+1_an’ = 1+_<1+ >‘_— :| ! |
Qp, Ap—1 ap Ap—1 Ap * Ap—1
|a, — an_1] ANT
S —35 3 = <9> |an — an-1]
22
4 2
< — 1 — Qp—
> (9) |an 1—a 2|
4 3
< — —9 — Qp—
> <9) |6Ln 2—a 3|
4 n—1 4 n—1
< — — = (= .
= <9) a2 = ai (9)
Agora,
|an+p - an‘ = |an+p — Qpyp-1 T Qpyp-1 — Qpip—2 + -+ App1 — anl
< |an+p - an+p—1| + |an+p—1 - an+p—2| +o a1 — an
4\ P2 4N\ Hp—3 4\ "1 (%)nil ( %)p — ].)
RSO AT
9 9 9 ]



Capitulo 2. A sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro 27

Note que como 4/9 < 1, tomando N < n teremos que
5 G366 G-36))
9 5 51\9 9 5 51\9 '
Por fim, dado € > 0, tome N de modo que
() G-36))
“~\o 5 5\9) )
Dai, note que se n > N, temos

|antp — an| <e.

Logo, (a,) é uma sequéncia de Cauchy e por consequéncia do Teorema 7 é conver-

gente.

2.2.1 Retangulo de Ouro

Nesta secao iremos apresentar a construcao de um retangulo cuja razao entre seus
lados é a razao aurea. Tais retdngulos sdo conhecidos por Retangulos de Ouro. Vejamos

sua construcao.

1) Primeiramente iremos desenhar um quadrado ABCD.

Figura 7 — Retangulo de Ouro - Passo 1
D C

Fonte: A autora.

2) Em seguida iremos marcar o ponto médio do segmento AB.

3) O préximo passo é conectar o ponto médio M a um dos vértices do lado oposto, que
no caso é DC'. Desse modo vamos formar o segmento M C', conforme ilustrado na

Figura 9.

4) Vamos agora construir uma circunferéncia com centro em M e raio MC', o que pode

ser visto na Figura 10.
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Figura 8 — Retangulo de Ouro - Passo 2
D C

A M

Fonte: A autora.
Figura 9 — Retangulo de Ouro - Passo 3
D C

A M B

Fonte: A autora.
Figura 10 — Retangulo de Ouro - Passo 4
D C

Fonte: A autora.
5) Em seguida, tomamos por E o ponto de interse¢do entre a circunferéncia e semi reta

AB. (Figura 11).

6) Logo em seguida vamos tragar uma reta paralela a BC passando por E. Posterior-

mente prolongamos o lado DC, gerando o ponto F. (Figura 12).
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Figura 11 — Retangulo de Ouro - Passo 5

D C
A M B D)

Fonte: A autora.
Figura 12 — Retangulo de Ouro - Passo 6
D

A M B E

Fonte: A autora.

E desse modo obtemos um retangulo de ouro, como mostrado na Figura 13.

Figura 13 — Retangulo de Ouro

Fonte: A autora.

De fato, o retangulo construido é um retangulo de ouro, e podemos constatar isso

devido a prova dada a seguir.

Demonstracao. Como mostrado no passo 1, construiu-se um quadrado ABCD com medida

— x
de lado igual a x. No passo 2, foi marcado o ponto médio de AB, ou seja, AM = M B = 5
Passando para o passo 3, conectamos o ponto M ao vértice C' do quadrado, formando o

segmento MC e o tridngulo retangulo M BC'.
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Seguindo para o passo 4, construimos uma circunferéncia com centro M e raio MC'.
Nesse caso, o raio é a hipotenusa do triangulo retangulo M BC'. Utilizando o Teorema de

Pitagoras, temos que:

2 2 512 5
Mﬁzxﬂwé):wﬂﬂ:ﬁ+2:¢Mcz izﬁMCz%?

No passo 5, encontramos o ponto E (interse¢do da circunferéncia e semi-reta AB).
T
Sendo assim, M E também é raio da circunferéncia, logo M E = \/2_
No passo 6, completamos o retdngulo de ouro. A razao entre o lado maior e o lado
menor do retangulo é dada por —.
Porém,

\/gx_x(1+\/3)
2 2

AE:AM+ME:%+

e FF = x. Desse modo,

AE_$(1+2‘/5)_1+\/3_
EF T 2

o.

Logo, o retangulo AEFD ¢é um Retangulo de Ouro. m

2.3 A Sequéncia de Fibonacci e a Raz3o Aurea na Natureza

Esta se¢do se baseou nas segoes 2.7 e 3.1 de (SILVA, 2015).

2.3.1 Espiral Aurea

Uma interessante propriedade de um retangulo de ouro é que se anexarmos um
quadrado ao lado maior, conforme ilustrado na Figura 14, obtemos um novo retangulo de
ouro. De fato, a razao entre o lado maior e o menor neste novo retangulo é

1
x+y:1+§:1+7:¢‘
y y ¢

O processo acima pode ser repetido indefinidamente e a cada passo um novo
retdngulo de ouro é adicionado. Agora se para cada um dos quadrados que aparecerem
neste processo incluirmos um arco de circunferéncia, conforme ilustrado na Figura 15,

obtemos uma curva denominada espiral durea.

Essa espiral estd presente em varios elementos na natureza, como por exemplo:

a proporgao Aurea se reflete desde a organizacao dos ossos (tanto de humanos como de
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Figura 14 — Retangulos de Ouro

Fonte: A autora

Figura 15 — Espiral Aurea

Fonte: A autora

outros animais), na formagao de veias e nervos nos corpos de mamiferos, na disposigao das
pétalas e sementes de flores, nos galhos das arvores, na geometria dos cristais, na galaxia,
nas proporgoes de compostos quimicos e até nas moléculas de DNA. As figuras 16, 17 e 18

apresentam alguns exemplos de onde aparece a espiral de Fibonacci.

Figura 16 — Arranjo das sementes do girassol

\

S

2

* ) (i
3\\‘1{.’@

v 4L
Fonte:BLUE, Vicente. A geometria sagrada, a flor da vida e a linguagem da luz. - Brasilia Nova Era, 2016. Disponivel em
<https://radionovaerabrasilia.wordpress.com/category /geometria-sagrada/>

N

A Sequéncia de Fibonacci também esta presente na quantidade de pétalas de
algumas flores. Por exemplo, o lirio branco possui 1 pétala, a Coroa-de-Cristo possui 2
pétalas, o trilio possui 3 pétalas, a flor roxa possui 5 pétalas, algumas margaridas tém
8 pétalas e o girassol com 13 pétalas. A quantidade de pétalas representam ntmeros de

Fibonacci. Veja na Figura 19.
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Figura 17 — Nossa galaxia

Fonte:NUNES, Anderson Lupo. A Sequéncia de Fibonacci no Templo de Salom&o - Biblioteca Fernando Pessoa, 2013.
Disponivel em: <https://bibliot3ca.com/a-sequencia-de-fibonacci-no-templo-de-salomao/>

Figura 18 — Concha do animal marinho Nautilus

Fonte: LAMB, Robert. Como os niimeros de Fibonacci sdo expressos na natureza? - Universo Racionalista, 2015. Disponivel
em: <https://universoracionalista.org/como-os-numeros-de-fibonacci-sao-expressos-na-natureza/>

Além disso, o crescimento dos galhos de algumas plantas também acompanham a

sequéncia, como A Achillea ptarmica (veja Figura 20).

2.4 Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

A presente se¢ao se baseou principalmente na se¢ao 1.3 de (SILVA, 2015).

Teorema 3. A soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é dada por:

Sy = Foio— 1. (2.6)

Demonstracao. Pela definicdo da sequéncia de Fibonacci, temos:
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Figura 19 — Sequéncia de Fibonacci nas flores

Fonte: GARCIA, José Emilio Lépez. Una sucesién muy durea. El Rincén Matemético de Sherlock221, 11 de julho de 2020

Figura 20 — Achillea ptarmica

- N w O 0

\ /
Alpe e u s
3
Fonte: SILVA, Reginaldo Lebdncio. Um passeio pela sequéncia de Fibonacci e o nimero de ouro. Doc Player, 22 de abril de
2015.
F = F;—F
F, = F-F
F3 = F5 - F4

anl = FnJrl_Fn
F, = Fn+2_Fn+1

Fazendo a soma de todos os termos que estao a esquerda nas igualdades acima e

considerando as proprias igualdades em si, obtemos a seguinte relagao:

Sp=F+FK+FB+F+. .+ a+F,=F_—-Fh=F,—-1



Capitulo 2. A sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro 34

Formalizaremos a dedugao apresentada acima fazendo uma demonstracao utilizando

inducao sobre n.
Paran =1, temos: S; = Fiio—1=F;—-1=2—-1=1.
Vamos admitir como hipétese que S, = Fy2 — 1, disso
Sqt1 = S+ Fyp1 = Fop = 1+ Fypn = Fys = 1= Flgyon — 1,

ou seja,

Sq+1 = F(q+1)+2 - 1 (27)
[

Teorema 4. A soma dos n primeiros termos de indice impar da sequéncia de Fibonacci é
tqual a Fy,, isto é,
i

= F,, (2.8)

em que S, = Fy + F3+ Fs + ...+ Fy,_1.

Demonstragao. Pela definicao da sequéncia de Fibonacci, temos:

Fl = Fl
Fy = Fi—F

Fy = Fg—Fy

F2n—1 - FZn - F2n—2'
Somando as igualdades e cancelando os termos comuns em ambos os lados, obtemos

S!=F — Fy+ Fy, = Fy,.

Para formalizar a deducao acima, utilizaremos o método da indugao sobre n. Para
n =1, temos S} = F; = 1.
Vamos admitir como hipdtese que S; =P+ Fs+Fs+ ...+ Fy = Fy,, para

q > 1, e vamos mostrar que é valido para n = ¢ + 1. Entao,
;+1 = F1+F3+F5+‘--+F2(q+1)_1 = (Fl+F3+F5+...+F2q_1)+F2q+2_1
= Fyy+ Fogp1 = Fogyo = Fagpn).
O
Teorema 5. A soma dos n primeiros termos de indice par da sequéncia de Fibonacci é

dada por:
SﬁzF2+F4—|—F6+...+F2n:F2n+1—1. (29)
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Demonstracao. Podemos entao escrever:
SP = Sy, — St
Logo, pelos teoremas 3 e 4, temos que:

Sg = (F2n+2 - 1) - (F2n)
St = Fopp1+ Fo — 1 - F,
S,,Iz = F2n+1 - ]_

Para formalizar a deducao acima, iremos utilizar induc¢ao sobre n. Para n = 1,

temos S¥ = Fy = Fy14.1 — 1 = F3 — 1 =2 — 1= 1. Vamos admitir como hipdtese que:

Sg:F2+F4+F6—|—...+F2q:F2q+1—1, para qzl,

e vamos mostrar que vale para n = ¢ + 1, assim temos:
Stii = B+ Fy+ Fo+ ..+ Fygu
= (F2+F4+F6—|—...+F2q+2).
= (Fagr1 — 1) + Fogyo = (Fagy1 + Fogra) — 1= Fogys — 1= Fygryn — 1.
Portanto, podemos ver que a propriedade é valida.

O

Teorema 6. Dois numeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci sao relativamente

primos entre si, ou seja, mdc(F,, F,_1) = 1 para todo n natural maior ou igual que 1.

Demonstracao. Mostraremos este resultado por indugao. Testando para F| e Fy, podemos

perceber que o Teorema 6 ¢ valido, pois mde(Fy, Fp) = mde(1,1) = 1.

Suponha que o resultado seja valido para algum n. Temos, pelo Algoritmo de

Euclides, que:

de(Fn+2, Fn—l—l) = de(Fn+2 - Fn+17 Fn—i—l) = de(Fn, Fn+1>-

No entanto, por hipétese de indugao temos que mdc(F,, 11, Fy,) = 1, logo o resultado

¢é valido.

2.5 Triangulo de Pascal

O Tridangulo de Pascal é um tridangulo infinito composto por niimeros binomiais

n
< /{:) . Na sua forma em tridngulo retdngulo, mostrada na Figura 22, n representa o niimero
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Figura 21 — Triangulo de Pascal

Fonte: A autora.

da linha e k representa o ntimero da coluna. Também podemos dispor os niimeros em um

triangulo isosceles, como mostrado na Figura 21, que é uma representacao mais simétrica.

A primeira linha e a primeira coluna sao contadas como linha zero e coluna zero.
Podemos usar quantas linhas forem necessarias, no entanto, vamos construi-lo aqui de
forma limitada. Na linha zero teremos o niimero binomial o) Na linha 1, temos dois

nimeros binomiais, onde n é 1, e k segue a ordem dos niimeros naturais, indo até 1. na
linha 2 vamos ter trés nimeros binomiais, com n =2 e k = 0, 1, 2, respectivamente. Desse
modo, podemos concluir que na linha 3, vamos ter n + 1 ntimeros binomiais, com n = 3 e

k variando de 0 a n. Vejamos a representacao descrita na Figura 22.

Figura 22 — Construgdo do Triangulo de Pascal

0
linha 0:
inha 0
linha 1: 1 !
0 1
linha 2: 2 2 2
0 1 2
linha 3: 3 3 3 3
0 1 2 3
linha 4: 4 4 4 4 4
0 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5
linha 5:
mhads o) (1) \2) \3) 4 (5)

Fonte: A autora.

Agora basta substituir os bindomios de Newton por seus respectivos valores numéri-

cos, utilizando a seguinte férmula:
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(Z) - /d(rik)' (2.10)

Desse modo, as 5 primeiras linhas ficam dispostas conforme a Figura 23.

Figura 23 — Triangulo de Pascal - 5 primeiras linhas

linha 0: 1

linha 1: 1 1

linha 2: 1 2 1
linha3: 1 3 3 1
linha4: 1 4 6 4 1
linha b5: 1 5

10 10 5 1

Fonte: A autora.

O Triangulo de Pascal possui varias propriedades aritméticas muito interessantes,
mas o que vai nos interessar ¢ o fato de que a soma dos niimeros nas diagonais secundarias

é sempre um nimero de Fibonnaci, conforme indicado na Figura 24 .

Figura 24 — O Tridngulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci

14+1=2=Dy

142=3=D3
1434+1=5=Dy
14+4+3=8=Ds
// 1+5+46+1=13=Dg
/4 !
1010 5 1

6 152015 6 1

<=

Fonte: A autora.

Vamos demonstrar que a soma de uma diagonal secundaria no triangulo de Pascal
¢é igual a soma de suas duas diagonais secundarias imediatamente anteriores, ou seja, segue

o mesmo padrao da sequéncia de Fibonacci, isto é:
Dn+2 - Dn+1 + Dna

em que D, representa a soma do elementos da diagonal secundaria que se inicia na n-ésima

linha. Para isso iremos utilizar a seguinte relacao:

Teorema 7 (Relagao de Stifel). Para todo n € N e todo k € N, com 0 < k < n, temos

que:
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() - () o
(o) # (3) o a=10=(3)

De acordo com a Figura 24, a soma das diagonais secundarias representadas no

Exemplo 6. Temos que:

Tridngulo de Pascal resultam em um nimero de Fibonacci, ou seja:

n n—1 n—2 n—k
D, = o . 2.12
Temos também que k é o maior inteiro tal que k < g, isto é:

n ,
> se n é par.
k= n—1

2 Y

se n é impar.

Se n =0 oun =1, temos imediatamente Dy = D; = 1. Vamos mostrar que vale a
relagao de recorréncia para a sequéncia definida. Iremos considerar D,, como em 2.12 e

analisar separadamente os casos de n par e n impar.

Sendo n par, podemos escrever n = 2¢, obtendo

2 2g — 1 +1
Dn:DQq:<0q>—|—<q1 )+...+<3_1>+<Z>,
29+ 1 2 2g — 1 + 2 +1
Dn+1:D2q+1:<qO >+<1q>+<q2 )+...+<Z_1>—I—<qq>

2q + 2 2¢+1 q-+2 q+1
Dni2 = Dagyz = + +ot - .
” 2‘”2<0><1> <Q><Q+1
Disto, observamos que

D= () () (1) (1)
) () () (1)
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dai,

2q+1 2q+1 2 2
Dot Dun= (1574 () (5) o (1) (9)
0 1 2 q q
2q + 2 2q+1 2 1
_ q-+ n q-+ T q-+ n q+
0 1 q qg+1

= Dn+2'

Sendo n impar, podemos escrever n = 2q — 1, obtemos:

2q—1 2q — 2 29— 3 +1
D= = (1) () () e (1T0) (1)
2q 2q — 1 2q — 2 q—+2 qg+1 q
D :D = o ..
o= () () () (5 G0 0

2q +1 2q 2q — 1 q+2 qg+1
D,.»=D = .
e ( 0 )+<1>+< 2 >+ +<q—1>+< Q)

Disto, observamos que

DVH%H:(%gﬁ+(%;ﬁ+nﬁ(§g)+@ﬁg
o) I e R e B A B O

et (o005 ) ()
Y () () ()

= Dn+2-

logo,

Note que em ambos os casos, temos sempre que uma diagonal secundaria ¢é igual a

soma das duas imediatamente anteriores, como desejavamos.
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2.6 As Fracoes Continuas e o Nimero de Ouro

Vamos apresentar o conceito de fragoes continuas a partir de um exemplo importante
para nés: o numero de ouro. Vimos que o nimero de ouro é raiz positiva da equacgao

quadratica:

2 —r—1=0. (2.13)

Porém, iremos visualizd-la de um jeito diferente. Algo que podemos notar é que 0
nao ¢ raiz da Equacgao 2.13, sendo assim, vamos dividir esta equagao por x, e reescrevé-la

por

1
r=1+—.
x
Substituindo o valor do préprio x na equagao, especificamente no denominador do

lado direito, obtemos

1

14—
i

Repetindo este processo indefinidamente, chegamos em

r=1+ T . (2.14)
1+ T
1+
1
1+

14...
Analisando a sucessao das fragoes obtidas, obtemos uma sequéncia de aproximacoes,

como

e 1+ ——— =1,666...,

que sdo exatamente as razoes obtidas em (2.3) na Secao 2.3. Vimos também, na Segao 2.6,

que a solucao positiva da Equacao 2.13 é

14++/5
o=
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A seguir vamos apresentar uma classe especial de ntimeros obtidos através de

equagoes quadréticas similares a dada em (2.13).

Definicao 8. A familia dos niimeros metdlicos® é formada pelas raizes positivas de

equacoes quadrdticas da forma:

> —pr—q=0, pqg€eN. (2.15)

Como as solugoes da Equagao 2.15 sao:

I_pi\/p2+4q
==

P+ VP*+4g

temos que a Equacao 2.15 da origem a um tnico nimero metalico z = 5

, que

¢ a raiz positiva, o qual denotamos por o, ,.

Alguns nimeros metalicos possuem nomes especiais, relacionados a metais. Além
do famoso niimero de Ouro, ha o nimero de Prata, de Bronze, de Cobre, de Niquel e de

Platina, conforme exposto na Tabela 2.

Tabela 2 — Niimeros Metélicos

p | q | Simbolo Nome Valor
1 10) Numero de Ouro L +2\/5
211 02,1 Numero de Prata 1++v2
311 03,1 Numero de Bronze 3—’_2\/ﬁ
112 01,2 Numero de Cobre 2
113 01,3 Numero de Niquel 1—1—2\/ﬁ
212 02,2 Ntmero de Platina | 3 + /13

A expressao obtida para o ntimero de ouro em (2.14) é o que chamamos por fra¢ao

continua, cuja definicado apresentamos a seguir.

Definicao 9. Toda expressao da sequinte forma,

bo
ag + 5 , (2.16)
1
2

ay + ———

as + ...
¢ chamada de fracao continua, na qual ay,as,as,...,by,bs,bs, ... sao numeros complexos.
Em que ag, a1, a9, a3, ... sao os quocientes parciais da fracio continua. Entretanto, nesta

monografia iremos trabalhar apenas com fracoes continuas simples, que tém a forma:
2

A Definicao 8 foi estabelecida pela Dra Vera W. Spinadel, professora Titular Emérita da Universidade
de Buenos Aires.
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a + 1 . (2.17)

ay + ———
2 as + ...

Simplificando a escrita podemos representar a fragao continua dada em (2.17) por

[ao, ap, ag, as, . . ]

Teorema 8. Qualquer nimero metdlico da forma o, possui expansao em fragio continua

puramente periodica com periodo igual a p.

Demonstragao. Seja 0,1 um numero metélico, ou seja, 0,1 € a raiz positiva da equacao

2? — pr — 1 = 0. Desse modo,

2 _
Op1 — DOp1 — 1=0.

2 _
0,1 =D0p1 + 1.

b 4 ¢4
S
|
S
_l’_
|

Op,1
Op1=p+ 1
P+ P
1
1
j O_p71 —_— p + 1
D+ i
Pt —
Op,1
Repetindo esse processo continuamente, encontramos o, ; = [, P, D, D, - ..]. Nesse
caso podemos simplesmente escrever o,; = [p], representando sua notagdo em fragao

continua.

]

Como o numero de Ouro é o nimero metalico o1, temos que sua expansao em

fragao continua é ¢ = [1,1,1,1,...] = [1].



43

3 Sequéncias definidas por recorréncias

Vimos em (2.1) que os elementos da sequéncia de Fibonacci, a partir do terceiro,
sao definidos por
Fn+2 :Fn+1+Fn-

Este tipo de relagao entre os elementos de uma sequéncia é conhecida por recorréncia,

cuja definicdo formal apresentaremos a seguir.

Definicao 10. Uma relag¢ao de recorréncia é uma regra que permite determinar um termo
qualquer de uma sequéncia em funcao de seus termos imediatamente anteriores. Podemos

representd-la da sequinte forma:

an+1 :f<alua’27"'7an7n)7 (31)

Exemplo 7. Veremos aqui dois exemplos de sequéncias e suas respectivas relacoes de

TeCOTTENCILA.

e Sequéncia dos nimeros pares positivos: (2,4,6,8,...).

Sua relagdo de recorréncia pode ser expressada por ani1 = a,~+2, pois basta pegarmos

o termo anterior e somarmos 2 para obtermos o prorimo.

e Sequéncia dos nimeros impares positivos: (1,3,5,7,...).

Podemos notar que sua relagao de recorréncia também pode ser dada por a,+1 = an+2,

pois somando 2 unidades ao termo anterior, obtemos o sequinte.

Pode-se perceber que, uma mesma relacao de recorréncia pode ser usada para duas
ou mais sequéncias diferentes. Portanto, para evitar esta ambiguidade, deve-se informar
o primeiro termo ou 0s primeiros termos. Diante disso, na sequéncia dos numeros pares

positivos temos a1 = 2 e na sequéncia dos numeros impares temos a; = 1.

3.1 Classificacao

Podemos classificar as recorréncias de varias maneiras, das quais, apresentaremos
aqui algumas delas. A primeira delas, estabelecida na Definicao 11 abaixo, esta relacionada
com a quantidade de elementos precedentes aos quais sao necessarios para se obter o

préoximo.
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Definicao 11. Seja any1 = f(a1, as, ..., a,, n) uma relagio de recorréncia. Dizemos que
essa recorréncia € de ordem k se a relacao f que a define depender somente dos k termos

imediatamente antecessores, ou seja,
ant1 = f(an—k+17 An—k+2, - -+ amn)‘

Destacaremos duas classes de recorréncias classificadas pela sua ordem, as de

primeira e segunda ordem:

(a) Uma recorréncia é de primeira ordem quando cada termo depende exclusivamente

do termo exatamente anterior a ele, ou seja, quando a,; estd em funcao de a,, ou

seja, api1 = f(an,n).

(b) Uma recorréncia é de sequnda ordem se cada termo depender de dois termos exata-

mente anteriores a ele, ou seja, se a, 1 estiver somente em funcao de a,, e a,_1, isto

é, any1 = f(an, an_1,n).
Exemplo 8. Vejamos as equagoes de recorréncia abaixo:
e A progressao aritmética dada por a,1 = an,+4 € uma recorréncia de primeira ordem,
pois a,.1 depende somente de a,.
e A progressao geométrica dada por a,.1 = 6a, também é uma recorréncia de primeira
ordem, pois any1 depende somente de a,.
Agora, observando as equagoes de recorréncia abairo, podemos perceber que
e a sequéncia de Fibonacci definida por ani1 = ap+a,_1, € uma recorréncia de sequnda
ordem, pois a,, depende de seus dois termos imediatamente anteriores;
e a recorréncia anyq, = 2a, — a,_1 também é de sequnda ordem, pois a, depende de
seus dois termos imediatamente anteriores.
As duas proximas classificagoes a serem apresentadas sao inspiradas no conceito de
linearidade, visto no curso de Introducao a Algebra Linear.

Definicao 12. Uma relagdo de recorréncia é dita linear quando a funcao que relaciona um
termo aos seus anteriores € de primeiro grau nas varidveis ay,ds, ..., d,. Caso contrdrio,

a recorréncia € dita nao linear.

Exemplo 9. Vejamos os exemplos abaixo:
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e A equagdo de recorréncia definida por any1 = (a,)? + 1 ndo € linear, pois a fungio

que a define, f(x) = 2°+ 1, ndo é de 1° grau.

e A equacao de recorréncia definida por a,,, = 14a, — 2a,_1 € linear, pois a fun¢do

que a define é de 1° grau.

Definigao 13. Uma relacao de recorréncia é dita homogénea se nao houver nenhum termo
independente dos termos da sequéncia. A equagao homogénea é definida por a,,1 = h(n)a,.

Caso contrario, a equagdo diz-se nao-homogénea.
Exemplo 10. Considerando as recorréncias:
e a1 = 4a,, é homogénea, pois nao existe nenhum termo independente de dos termos
da sequéncia;
e Gny1 = ap+2n, pode-se dizer que ela é nao-homogénea, pois ha um termo independente

dos termos da sequéncia: 2n.

A seguir, veremos como resolver algumas classes de recorréncia, o que por sua vez
quer dizer que vamos encontrar uma férmula fechada ou termo geral, que nos permitira
calcular qualquer termo da recorréncia sem precisar conhecer seus termos imediatamente

anteriores.

3.2 Recorréncias lineares de primeira ordem com coeficientes cons-

tantes

Vamos considerar a recorréncia homogénea linear de primeira ordem com coeficiente
constante 3, a,, = fa,_1, com 3 # 0, Desse modo, podemos escrever os passos da recursao

proveniente desta, que é

a; = Pay
az = [ay
An = 6an—1-

Fazendo o produto de todos os termos que estao a esquerda nas igualdades acima

e considerando as proprias igualdades em si, obtemos a seguinte relacao:
n—1
A+ Q3 A4 ... An_1 Ay = Pay - Pag-Bag- ... Ba,_1 = cayp-agz...dp—1,
0 que pode ser reescrita por

ag - as...an_1(a, —a ") = 0. (3.2)
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A equagao (3.2) implica que

ay...0p 1 =0 ou (a,—ap" ") =0. (3.3)

Caso a; # 0, teremos entdo a, — a; "' = 0, ou seja,

a, = ay - 3" (3.4)

E este é o formato da solucao geral para recorréncias lineares de primeira ordem

homogéneas com coeficientes constantes.

Exemplo 11. Vamos considerar o sequinte problema:
ap = 2a,_1, n>1

(11:7.

Desse modo, por (3.4), vemos que a solugdo é:

a, =7-2".

A sequéncia a, = 7 - 2" é uma solucao para a relacdo de recorréncia dada por
a, = 2a,_1. Porém, podemos notar que a sequéncia b, = 9 - 2" é outra solucao para a
recorréncia a,, = 2a,,_1. Pois, como vimos anteriormente, duas sequéncias diferentes podem
ter relagoes de recorréncia iguais. No entanto, a, ¢ a unica sequéncia que é solugao de

a, = 2a,_1 que satisfaz a condi¢do a; = 7.
Iremos agora considerar a recorréncia nao-homogénea do tipo
Qpt1 = Qp + g(n)7 (35>

onde g(n) é uma func¢do nao nula. Deste modo, podemos escrever seu processo recursivo

abaixo:
as = a;+g(1)

as = as+g(2)

a, = ap1+gn—1).

Fazendo a soma de todos os termos que estao a esquerda nas igualdades acima e

considerando as proprias igualdades em si, obtemos a seguinte relagao:

astaz+as+...+a,=a1+9(1)+ax+92)+az+9@3)+ ...+ a1 +g(n—1).
Cancelando os termos iguais em ambos os lados, ficamos com:

a, = a; + nz:: g(k). (3.6)
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E este é o formato da solugao geral para recorréncias lineares de primeira ordem

nao-homogéneas.

Observacgao 2. Para determinarmos o termo geral da sequéncia solu¢ao a,, precisamos
ser capazes de determinarmos efetivamente uma formula fechada para o somatorio dado em
(3.6). Em alguns casos, como soma de termos de progressoes aritméticas ou geométricas,
somos capazes de obter uma formula para o somatorio, mas na maioria dos casos trata-se

de um problema bastante complicado de se resolver.

Exemplo 12. Resolver o sequinte problema envolvendo recorréncias

Note que, tomando g(n) = 2", temos por (3.6) que a solu¢io deste problema é

n—1
an = a1+ gk)=1+02"+... 42"
k=1

n—1 n
_ sz:u
P 2—1

= 2" -1

3.3 Recorréncias lineares de segunda ordem

Uma recorréncia linear de segunda ordem ¢é do tipo

f(n)aniz + g(n)anss + h(n)ay + k(n) =0, (3.7)

em que f,g,h e k sdo fungoes que tém dominio nos naturais, tais que f(n) e h(n) nunca

se anulam.

Estudaremos apenas os casos em que temos k(n) = 0 e nas quais f(n), g(n) e h(n)
sao constantes, as chamadas recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas

com coeficientes constantes, ou seja, recorréncias da forma
Upt2 + Plpg1 + qa, =0, (3-8)

na qual ¢ # 0, caso contrario, seria uma recorréncia de primeira ordem.

Vamos supor que a solugao do tipo que encontramos para recorréncias de primeira

ordem a, = a; - ", também sirva como solugao para (3.8). Deste modo, temos

a1 3" + par S+ qan B = 0. (3.9)
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Queremos obter a solugao nao trivial, entao a; # 0 e B # 0. Neste caso, podemos

dividir a Equacao 3.9 por a;5", resultando em

B +pB+q=0,
ou seja, (3 é raiz quadratica na variavel r:

r? +pr4q=0. (3.10)

A Equacao 3.10 é chamada de equacgao caracteristica da recorréncia dada em 3.8.

Observe que como ¢ é nao nulo, entdo 0 (zero) nao é raiz da equagao.

A seguir, veremos alguns teoremas e exemplos que visam obter a solucao das
equagoes de recorréncias lineares de segunda ordem com coeficientes constantes, a partir

das raizes da equagao caracteristica.

Teorema 9. Sendo ry e ry as raizes de v + pr+q = 0, entdo a solucio da recorréncia é

da forma
an = C1r" + Cory" (3.11)

em que Cy e Cy sao constantes reais.

Demonstragdo. Substituindo a,, = Cyr" + Cyrs™ na recorréncia a2 + pa,1 + qa, = 0,

temos:

Gni2 + Papyi1 + qa, = (6'17’1nJr2 + 027’2n+2) + ]9(017"1wrl + C2T2n+1) + q(Cyr" + Cary™)
= Cir" - (1 +pri+q) + Cora"(r2 + pra + q)
= 017‘1”'0‘{'027“2”'0
= 0.

]

Exemplo 13. Vamos resolver a equagdo de recorréncia da sequéncia de Fibonacci, dada
por

F,=F,1+F,_»

=1

=1

Lembrando que, como se trata de uma recorréncia de sequnda ordem, precisa-se de
dois valores iniciais. Neste caso, F1 =1 e Fy = 1.

2

Sendo assim, sua equacao caracteristica é dada por r* —r — 1 e suas raizes sao

1445 1-45

9 € To = 9 s

(A1
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entao JE\" B\
1 ) 1—+v5
F, =0y ( + ) + s ( ) .
2 2
Para satisfazer os valores inicias, temos que resolver o sequinte sistema:
1 1
1 5 1—+/5
a5 a5
2 2
2 2
1 ) 1—+5
1:01< +f> +02< f)
2 2
Note que obtemos um sistema linear 2 por 2 nos elementos Cy e Cy, e resolvendo-o
temos que:
C L C L
= — (& = ——.
G PG
Logo,
1 (1+v5\" 1 (1-v5\"
Foo L (VYL (1= VY (3.12)
NAWE NAWE

e essa € a formula fechada para a solugao de recorréncia da sequéncia de Fibonacci.

Aqui vale destacar um fato interessante: o lado direito da Equagio (3.12) é natural

para todo n > 1.

A sequir, vamos apresentar alguns problemas interessantes cujas resolucoes passam

por relacoes de recorréncia.

3.4 Torres de Handi

O jogo conhecido como Torres de Handi é construido a partir de 3 hastes e um
nimero n de discos com raios distintos e todos perfurados em seu centro. Inicialmente,
todos os discos estao dispostos em uma tnica torre, de modo que nenhum disco menor
fique abaixo de um maior. O objetivo do jogo é mover todos os discos de uma haste para
outra e as regras sao: deve-se mover apenas um disco de cada vez e nunca colocar um

disco maior sobre um menor.

Iremos utilizar este jogo para descobrirmos qual o nimero minimo de movimentos

que utilizaremos ao passar todos os discos de uma haste para outra, seguindo suas regras.

Primeiramente, se temos um disco, basta mové-lo para outra haste, gastando apenas

1 movimento.

Agora, com dois discos, teremos no minimo 3 movimentos: o primeiro para retirar o
menor disco do topo da torre e colocé-lo em uma haste diferente; o segundo para transferir

o maior disco para a haste que ainda estd vazia (lembrando que nado podemos colocé-lo
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logo acima do disco de menor tamanho), e o terceiro para enfim colocar o disco menor

sobre o maior.

Se temos trés discos, vamos deslocar primeiramente os dois discos de cima, que sao os
menores. Sabemos que, para deslocar 2 discos o nimero minimo de movimentos é 3, feito isso
iremos deslocar o tultimo disco para outra haste, gastando mais 1 movimento. Novamente
devemos mover os dois discos menores para cima do maior, gastando 3 movimentos,
totalizando 3 + 1 + 3 = 7 movimentos. Podemos ver a sequéncia de movimentos descritos,

na Figura 25.

Figura 25 — Sequéncia de movimentos minimos para 3 discos

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3 TORRET T —

[ 1

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3
TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3
TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

Fonte: Torre de Hanéi. S6 Matematica. Disponivel em
<https://www.somatematica.com.br/jogos/hanoi/>

Para calcular o nimero minimo de movimentos com o quatro discos, iremos fazer
do mesmo modo feito anteriormente para 3 discos. Vamos mover os 3 discos de cima,
gastando 7 movimentos. Posteriormente, vamos gastar mais 1 movimento para mover o
maior disco de haste e por fim gastaremos mais 7 movimentos para mover os trés menores

para cima do maior, formando a torre, totalizando 7+ 1+ 7 = 15 movimentos (Figura 26).
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Figura 26 — Sequéncia de movimentos minimos para 4 discos

TORRE 1 TORRET ToRRES TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

|
—_
Al
3‘
3l
Al
4
3
3l
Al
Gl

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

-
}i
-
-

JORRE 1 TORRE S JORRE 3 TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

1Ll a

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3 TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

1Ll Ll 1

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3 TORRE 1 TORRE 2

1Ll ]

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 2

1

TORRE 3

-

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

1 &l |

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

}i

TORRE 1 TORRE 2 TORRE 3

Fonte: Torre de Hanéi. S6 Matematica. Disponivel em
<https://www.somatematica.com.br/jogos/hanoi/>

A partir dai, podemos perceber que temos uma recorréncia, onde precisamos do
numero de movimentos gastos com n discos para descobrir os movimentos que serao gastos
com n + 1 discos. Suponha que a, seja a quantidade minima de movimentos necessarios

para deslocar n discos de uma haste a outra. A ideia é sempre deslocar os n — 1 discos
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menores para outra haste, deslocar o maior disco gastando 1 movimento e por fim deslocar
os n — 1 discos restantes para cima do maior, nos dando um total de a,_1 + 1+ a,_1

movimentos minimos possiveis. Ou seja, a relagdo de recorréncia é definida por:

a] = 1
anp = 2(17171 + 1.

Dito isto, para n = 5, temos a5 = 2a4 + 1 = 2 - 15+ 1 = 31 movimentos. Para
n =06, temos ag = 2a5 + 1 = 2 - 31 + 1 = 63 movimentos. Desse modo obtemos a seguinte
sequeéncia:
(1,3,7,15,31,63,...,an, Gni1 = 2a, + 1,...).

Podemos verificar que a relacao de recorréncia a,, = 2a,_1 + 1 é intuitiva, vejamos

ap = 20,1+ 1 (3.13)
= Ap_1 = 20,9+ 1 (3.14)
= Gy = 25+ 1 (3.15)

Substituindo (3.14) em (3.13), temos

anp =22a, 2+ 1)+1

= a, =2% ap_o + 3. (3.16)

Novamente, substituindo (3.15) em (3.16), obtemos
ap, = 4(26Ln_3 + 1) +3

= a, = 2a,_3+7

E assim segue-se sucessivamente. Observando a sequéncia (a,) e fazendo varias

substituicoes, apds k vezes, a relagao de recorréncia tera a seguinte formas:

an, =28 a, ,+2F —1.

Quando £ =n — 1, e sabendo que a; = 1, temos
a, = 2" l.142m1 1
2.2"1 1
= 2" —1.

E esta é a formula fechada para a relacdo de recorréncia do problema das Torres

de Handi.
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3.5 Um problema com dominods

Usando pecas de domind, de quantas formas diferentes é possivel cobrir um tabuleiro
2 x n? Para resolver este problema, vamos comecar primeiramente com um tabuleiro 2 x 1,

conforme representado na Figura 27.

Figura 27 — Dominés - tabuleiro 2 x 1

Fonte: A autora.

Note que temos apenas uma maneira de preenché-lo, colocando o dominé na vertical.
Agora com um tabuleiro 2 x 2, temos duas formas: dois dominés verticais ou dois na

horizontal, conforme representado na Figura 28.

Figura 28 — Dominés - tabuleiro 2 x 2

Fonte: A autora.

Para o tabuleiro 2 x 3, temos 3 formas de preencher o tabuleiro, que sao: trés
domindés na vertical; dois na horizontal e um na vertical; um na vertical e dois na horizontal,

conforme indicado na Figura 29.

Figura 29 — Dominés - tabuleiro 2 x 3

Fonte: A autora.

Assim, chegamos em um ponto que presumiriamos o nimero de maneiras para
preencher um tabuleiro 2 x 4, no qual pensariamos que seriam 4 formas, devido a sequéncia
obtida até aqui, porém nao é esse o resultado. Primeiramente temos duas maneiras de
comegar a distribuir os dominds: comegando com um dominé na vertical ou dois na
horizontal, tais cendrios estao descritos na Figura 30. Se comecarmos com um domind na
vertical, nos sobra um tabuleiro 2 x 3, e desse ja sabemos que temos 3 formas de cobri-lo.
Se comecarmos com dois dominds na horizontal, nos sobra um tabuleiro 2 x 2, e também
ja sabemos que para este temos 2 formas de cobri-lo. No total, temos 3 + 2 = 5 formas de

cobrir um tabuleiro 2 X 4 com dominos.

Para um tabuleiro 2 x n suponha que existam a,, formas de preenché-lo. Note que

para preenché-lo temos duas formas de comecar a distribuir as pegas no tabuleiro (veja
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Figura 30 — Dominés - tabuleiro 2 x 4

3 formas 2 formas

Fonte: A autora.

Figura 31: a primeira forma é comecar com um dominé na vertical e nos restam preencher
nesse caso um tabuleiro 2 x (n — 1), o qual pode ser feito de a,_; formas; a segunda
maneira é comegar com dois dominoés na horizontal e nos restam preencher um tabuleiro

2 x (n — 2), o qual pode ser feito de a,_» formas.

Figura 31 — Dominés - tabuleiro 2 x n

;T—J %T—J
a,—1 formas a,—o formas

Fonte: A autora.

Desse modo, sua férmula de recorréncia sera:

a) — 1
a9 = 2
Ap = Ap_1 + Ap_o, n > 3.

Vale destacar que a recorréncia obtida aqui é a mesma da sequéncia de Fibonacci,

o que os difere sao as condigoes iniciais a; e as.

Sendo assim, de modo analogo ao que foi feito para resolver a recorréncia da
sequéncia de Fibonacci, sabemos que a equacao caracteristica é a mesma, dada por
14++/5 1-+5
————ery = )

2

o = 9

Sabendo que a; = 1 e ay = 2, temos o seguinte sistema:

e () e

r? —r — 1, na qual suas raizes sdo r =

2 2
2 2
1 5 1—+5
2:01< J“f) +02< f) ,
2 2
cuja s.olu(;éoéCl:5—§()\/5e(72—5_10\/5

Logo, podemos concluir que a féormula fechada para a relagdo de recorréncia do

problema dos dominds em um tabuleiro 2 X n é a seguinte

::5+v%<1+v%yﬂ%5—v%<1—v@>f

n 10 2 10 2



Capitulo 3. Sequéncias definidas por recorréncias 55

3.6 Pizza de Steiner

Em 1826 o alemao Jacob Steiner propos e resolveu o seguinte problema:

"Qual é o maior nimero de regioes em que se pode dividir um plano com n

retas?'(MORGADO; CARVALHO, 2013)

Vamos pensar em um plano o como se fosse uma grande pizza e vamos denotar por
n o nimero de retas. Inicialmente, cortaremos o plano com uma tunica reta f (vejamos na

Figura 32), e é conhecido que uma reta divide o plano em dois semi-planos.

Figura 32 — Pizza de Steiner (n = 1)

Fonte: A autora, Geogebra Classic

Vamos cortar novamente o plano, porém agora temos algumas opgoes. A nova
reta s pode ser paralela ou concorrente a reta f, mas como queremos o0 nimero MAaximo
de regioes, nossa nova reta terda que ser concorrente a primeira reta, conforme podemos

observar a representacao na Figura 33.

Ficamos assim, com uma quantidade maxima de 4 regioes. Novamente vamos cortar
o plano, porém agora fazendo algumas observagoes. Para obtermos o niimero maximo de
subdivisoes, a (n + 1)-ésima reta (corte), deve interceptar todos os outros cortes e além
disso, cada interseccao deve ser de no maximo duas retas ou reta e circunferéncia. Dessa
maneira, introduzindo uma reta ¢ de modo a obter o nimero maximo de regioes, ficamos

com a representacao na Figura 34.

E consequentemente obtemos 7 regides. Fazendo as mesmas observacoes, vamos

tracar uma quarta reta u.

Por conseguinte, conseguimos um niimero maximo de 11 regides no plano «. Faremos
agora, uma tabela representando o nimero n de retas que cortam o plano e a quantidade

maxima de regioes, que vamos denotar por a,, que obtemos em fun¢ao de n.
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Figura 33 — Pizza de Steiner (n = 2)

&

Fonte: A autora, Geogebra Classic

Figura 34 — Pizza de Steiner (n = 3)

Fonte: A autora, Geogebra Classic

Observando a Tabela 3, podemos perceber a recorréncia, ou seja, podemos notar
que o préximo termo sera o nimero de retas n mais a quantidade maxima anterior de

regioes. Podemos concluir que com 5 retas teremos entao 5 + 11 = 16 regioes.

Por fim, podemos definir a seguinte relagao de recorréncia:

a1:2

an:a/n—1+n, n>1

Para resolver essa recorréncia notemos que ela é da forma apresentada em (3.5)
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Figura 35 — Pizza de Steiner (n = 4)

Fonte: A autora, Geogebra Classic

Tabela 3 — Pizza de Steiner

Qn,

%‘OJ‘[\D‘)—“Q

—_
—_

cuja solucao é da forma (3.6), ou seja

a, = a1+2i
i=1
_ 1+n(n2+1):n2+2n+2.

5 +5+2

16.
2

Note que para n =5, a; =

3.7 Lenda do Jogo de Xadrez

A criacdo do jogo de xadrez se deu por volta do século VI na India. Segundo a
lenda, Sissa Ben Dahir teria criado o jogo para animar o rei, visto que ele havia acabado
de perder uma batalha naquela época. Como recompensa, o inventor pediu um grao de
trigo pela primeira casa do tabuleiro de xadrez, 2 graos de trigo pela segunda casa, 4 graos
de trigo pela terceira casa e assim por diante, até alcancar as 64 casas, sendo a quantidade

de graos de trigo dobrada a cada uma delas. A pergunta que surge é: deve o rei ou nao dar
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a recompensa pedida, e para isso temos que calcular quantos graos de trigo Sissa recebeu
como recompensa. (AVILA, 1994)

Figura 36 — Tabuleiro de Xadrez

Fonte: A autora.

Podemos notar que se trata de um recorréncia linear de primeira ordem. Vimos
anteriormente, no Exemplo 12 que a solugao desta recorréncia corresponde a soma dos

primeiros n termos de uma Progressao Geométrica, cujo primeiro termo é 1 e sua razao ¢

2:
2m —1

2—-1

a, =1- =a, =2"—1.

Ou seja, a quantidade de graos de trigo é por agy = 2% —1 = 18446744073709551615.

Ora, o rei chegou a conclusao que seria impossivel atender o pedido de Sissa, devido
a magnitude da quantidade de trigo. Ele percebeu que em todo o mundo conhecido na

época, nao havia trigo o suficiente para paga-lo.

Vamos analisar os dados de hoje, segundo a CNN Brasil, a produgao de trigo no
pais chegou a 7,6 milhoes de toneladas em 2021, o que equivale a 152 000 000 000 000
graos de trigo, considerando que cada grao pese aproximadamente 50 mg, ou seja, temos
15,2 x 10 graos. Dividindo este ntimero pelo niimero de graos de trigo que o Brasil
produziu até 2021, temos

18 446 744 073 709 551 615

~ 121 .
152 000 000 000 000 360

Isso significa que seriam necessarios aproximadamente 121360 anos de produgao

brasileira de trigo, no nivel da safra de 2021, para atender ao pedido de Sissa.

Indo um pouco mais além, vamos considerar a produ¢ao mundial de trigo até 2021.
Segundo o Canal Rural, em dezembro de 2021, a producao de trigo somava 769, 6 milhdes
de toneladas ou 769,6 x 10" mg, o que equivale a 15 392 000 000 000 000 = 153,92 x 10
graos. Ou seja, seriam necessarios aproximadamente 1198 anos de produc¢ao mundial de

trigo, no nivel de hoje, para atender a demanda de Sissa. Sendo um pouco mais realista e
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considerando a producao de trigo verdadeira, teriamos que recuar muito tempo no passado

e ainda sim todo o trigo cultivado nos tltimos 10 000 anos ainda nao seria suficiente para

atender este pedido.
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