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Resumo

Problemas que exigem a busca de raizes de equacdes sdo recorrentes e existem hd milhares de
anos. No entanto, ndo existem formulas fechadas para a obten¢do de raizes de todas as equacdes,
como, por exemplo, equacdes polinomiais de grau maior ou igual a 5. Assim, faz-se necessario
desenvolver e estudar métodos numéricos para aproximacdo de raizes de equagdes. Na literatura,
ha alguns métodos conhecidos e bastante utilizados mas, em geral, estes métodos possuem uma
ordem de convergéncia lenta. Um método com ordem de convergéncia mais rdpida € o cldssico
método de Newton. No entanto este necessita de conhecimentos relativos ao cdlculo de derivada.
Neste trabalho, estudamos um método que possui a mesma ordem de convergéncia que o método
de Newton, mas que nao utiliza a derivada da funcdo envolvida. Ainda, pensando em trabalhar
este assunto na educacgdo basica, propomos atividades a serem aplicadas no ensino médio que
trabalham o método de Newton, possibilitando que os alunos desse segmento escolar conhecam
ferramentas de aproximar raizes de diversas equacdes que geralmente nio sdo estudadas na

escola.

Palavras-chave: métodos numéricos; raiz de equagdo; convergéncia.






Abstract

Problems for finding roots of equations are common and it exists for thousand years. However, it
does not exist closed formulas for finding roots in general, as, for example, polynomial equations
with degree bigger or equal than 5. Then, it is necessary to develop and study numerical methods
for approximating roots of equations. There are many methods known in the literature utilized,
but these methods have slow rate of convergence. Among all classical methods (bisection’s,
secant’s, fixed point interaction’s, Newton’s method), Newton’s method is the faster, but it is
necessary to compute the derivative of the function. In this work, we study a method as faster
as Newton’s method, although do not use the derivative of the function. Besides, we propose
an activity for high school students based on Newton’s method. We believe that the activity can
enable high school students known a tool that permits approximate roots of equations that, in

general, are not studied in secondary school.

Keywords: numerical methods, roots, convergence.
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Introducao

Segundo PEDROSO (2010), problemas que envolvem equagdes quadraticas ja estavam
presentes hd mais de quatro mil anos em textos escritos em placas de argila na Mesopotamia e
em papiros no Egito, sendo, entdo, a busca por raizes de equacdes um problema antigo. Durante a
historia, diversos métodos foram criados para encontrar raizes de equagdes de primeiro e segundo
graus, como o isolamento de incégnita, a regra da falsa posicdo', o0 Método de Descartes”, o

Método de Leslie® e a famosa férmula de Bhaskara.

De acordo com BOYER (2012), em 1545 Ger6nimo Cardano publicou um tratado, o Ars
magna, apresentando as resolu¢des de equacdes de terceiro (sugerida por Niccolo Tartaglia) e
quarto grau (descoberta por Ludovico Ferrari), o que marcou o periodo da matematica moderna,
impulsionando a pesquisa em édlgebra. Com essa descoberta, pesquisas sobre a resolucdo de
equagdes de graus maiores continuaram, mas em 1799, Paolo Ruffini publicou, apesar de ser
uma demonstragcdo nao satisfatdria, sobre a ndo resolubilidade da equacao quintica. J4 em 1824,

Abel demonstrou que nenhuma solucgdo € possivel para equacdes de grau maior ou igual a 5.

Dessa forma, apesar de existirem equagdes polinomiais de grau maior que 4 que possuem
raizes, o teorema de Abel-Ruffini afirma que ndo existe formula fechada simples, composta
unicamente por operacdes aritméticas e radicais, para encontrar tais raizes. Com isso, faz-se
necessdria a utilizacdo de métodos numéricos para aproximar raizes dessas equacdes e de outros

tipos de equagdes nao polinomiais para as quais ndo existe uma férmula simples.

Atualmente, ha varios métodos numéricos conhecidos, mas analisando os métodos
classicos, percebemos que, no geral, possuem ordem de convergéncia baixa. Por outro lado,
métodos com ordem de convergéncia maior, quase sempre necessitam de realizar o cdlculo de

derivadas. O principal objetivo deste trabalho € apresentar um método numério proposto por

Veja EVES (2011), pagina 73
2 Veja PEDROSO (2010), pagina 11
3 Veja PEDROSO (2010), pagina 12
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Xinyuan Wu e Hongwei Wu em WU (2000), que possui boa ordem de convergéncia e ndo exige

o célculo de derivadas, sendo essa uma grande vantagem computacional.

No Capitulo 1, apresentamos alguns tipos de erros que podem ocorrer ao trabalhar com

métodos numéricos, como os erros de arredondamento, truncamento, real, absoluto e relativo.

n.n

No Capitulo 2, definimos uma notaciao, denominada "0" pequeno, e desenvolvemos uma
algebra para essa notacdo, sendo essa uma necessidade para demonstrar com mais facilidade

alguns resultados dos capitulos posteriores.

No Capitulo 3, apresentamos alguns métodos numéricos, bem como exemplos, utilizados
para encontrar raizes de equacdes, como o Método da Bissecdo, Iteracdo para Obtencdo de
Ponto Fixo, Método de Newton, Método da Secante e Método da Falsa Posi¢do. Para cada um
dos métodos estudados, trazemos a fungio desenvolvida em Python® para aproximar raizes de
equacdes. Além disso, disponibilizamos uma biblioteca com os programas desenvolvidos que estd
disponivel em: https://github.com/thaisgoncalvesl9/Numerical-methods.
Por fim, é importante ressaltar que nao € objetivo desse trabalho apresentar o Python, sua estrutura

e funcionamento. Caso o leitor tenha interesse nesse assunto, uma referéncia ¢ CORMEN (2022).

No Capitulo 4, sugerimos atividades para trabalhar o Método de Newton no ensino médio.
Essa € uma ferramenta importante a ser discutida com os alunos desse segmento escolar, uma
vez que no ensino basico discute-se procedimentos analiticos para encontrar raizes de equagdes
polinomiais de grau 1 ou 2, trigonométricas, exponenciais e logaritmicas, mas os alunos ndao
possuem mecanismos para resolver equagdes como sen(z) = x. Neste trabalho, o GeoGebra’
€ bastante utilizado, sendo este também o programa utilizado para plotar todos os gréficos

presentes neste texto.

No Capitulo 5, definimos uma forma de calcular a velocidade de um método numérico, a
ordem de convergéncia. Assim, para cada método numérico apresentado no Capitulo 3, discuti-
mos qual é a sua ordem de convergéncia analisando qual dos métodos apresentados € o mais
rapido.

No Capitulo 6, apresentamos um método, proposto por Wu e Wu em WU (2000), que
possui a mesma ordem de convergéncia que o Método de Newton, mas que ndo utiliza derivadas,
o que facilita a sua implementacdo, e realizamos testes numéricos comparando os dois métodos
citados. Além disso, no final do capitulo, também exibimos a funcio desenvolvida em Python

utilizada para aproximar raizes de equacdes desse método.

Por fim, este trabalho possui dois apéndices. No primeiro apéndice, apresentamos algu-

* ¢ uma linguagem de programacio orientada a objetos, gratuita e de alto nivel, isto é, uma linguagem préxima a

linguagem humana, sendo fécil de ser utilizada.

5 software de matematica dindmica gratuito.


https://github.com/thaisgoncalves19/Numerical-methods
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mas defini¢Oes e resultados importantes de anélise real que sdo necessdrios para a compreensao
dos capitulos anteriores. Ja no segundo apéndice, apresentamos o conceito de espaco métrico
e alguns exemplos, além da definicdo e exemplos de espagos métricos completos, conceito
utilizado para enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que € um resultado

importante que garante a convergéncia de métodos de iteracao de ponto fixo.
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CAPITULO

Erros

A busca por instrumentos de cdlculos é bastante antiga. Segundo EVES (2011), em
1642, Blaise Pascal ja havia inventado uma méquina de soma, que € considerada o protétipo das
maquinas de calcular atuais. J4 por volta de 1812, o matematico Charles Babbage propds-se a
construir uma méquina capaz de ajudar no cdlculo de tdbuas matemadticas, trabalhando com 26
algarismos significativos e ainda podendo calcular e imprimir diferencas sucessivas até as de

ordem seis, mas seu trabalho nado foi concretizado como esperado.

Atualmente, temos computadores muito eficientes capazes de fazer calculos considerados
impossiveis de serem efetuados pelo ser humano. No entanto, alguns erros podem ocorrer. Neste
capitulo, embora nao seja o principal objetivo deste trabalho, estudaremos alguns tipos de erros
que podem aparecer na solu¢cdo de um problema numérico. Para isso, utilizaremos BURDEN
(2016) e FILHO (2018) como referéncias.

1.1 Erros de arredondamento

Os computadores trabalham com numeros escritos com uma quantidade finita de al-
garismos, diferente da matemadtica rigida que trabalhamos algebricamente. Por exemplo, na
matematica, definimos o ndmero v/2 como um niimero real positivo que, quando multiplicado
por ele mesmo, resulta em 2, ou seja, temos que (\/5)2 = 2. Quando escrito em formato decimal,
o nimero /2 possui uma quantidade infinita de digitos. Ja para o computador, este nimero é
arredondado, definido através de uma quantidade finita de algarismos. Entdo (v/2)? ndo resulta

exatamente em 2.

Apesar de haver casos em que ndo obtemos resultados precisos, na maioria das vezes a
aritmética do computador € satisfatéria. A diferenca no calculo da aritmética e do computador é

chamada de erro de arredondamento.
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1
Exemplo 1.1. Considere o niimero 3= 0.3333 - - -. Na forma decimal, considerando 4 algaris-

1 :
mos, temos que 3 ~ 0.3333. Essa representacdo possui erro de arredondamento.

1.2 Erros de truncamento

O erro de truncamento ocorre quando se substitui um processo matematico infinito por
um processo finito. Por exemplo, a fun¢do sen(z) pode ser aproximada por um expansdo da

série de Taylor dada por

Id ZL’5 1,7 [L’9 ZL’ll

sen(x):x—g—i—g—ﬁ-f—a_m_k....

Para determinar o valor exato de sen <§> utilizando a férmula de Taylor, é necessério
utilizar os infinitos termos da série acima. No entanto, utilizando apenas os dois primeiros termos

da série, temos

T T (m/2)3
— ) == — ~ 24832.
sen<2> 5~ —a— ~0,92483

Sabemos que sen (g) = 1. A diferenca da solu¢do exata para a solu¢do encontrada, que neste
caso é |1 — 0,924832| = 0,075168, é denominada erro de truncamento.

1.3 Erro real, absoluto e relativo

Em problemas numéricos obtemos uma aproximacao como solucao e esta pode conter
erros de arredondamento e de truncamento. Esses erros juntos podem ser medidos através do

erro real, do erro absoluto ou do erro relativo.

Definicao 1.1. Seja p um niimero real e p sua aproximagdo. Definimos:
i) p — p como o erro real da aproximagdo p;

ii) |p — p| como o erro absoluto da aproximagdo p;
p — 7l

|p|

iii) , p # 0, como o erro relativo da aproximagdo p.

Exemplo 1.2. Sendo p = 198,24 e p = 200 uma aproximagdo de p, os erros real, absoluto e

relativo dessa aproximacdo sdo:

Erro real: p — p = 198,24 — 200 = —1, 76.
Erro absoluto: |[p — p = 198,24 — 200| = 1, 76.
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Pl 198,24 = 0,0088781275.
p )

Erro relativo:

O erro relativo leva em conta a grandeza do problema. Assim, no Exemplo 1.2 este erro

se mostra mais preciso que os erros real e absoluto.

Exemplo 1.3. Se p = 1 e p = 2 é uma aproximagdo de p, os erros absoluto e relativo dessa
aproximacdo sdo iguais a 1. No entanto, se p = 10000001 e p = 10000000, temos que os erros
absoluto e relativo sdo diferentes, sendo o erro relativo muito menor. O erro relativo mede, de
certa forma, nossa percepgdo de que 10000001 estd relativamente (ou percentualmente) mais

proximo de 10000000 do que 2 estd proximo de 1.
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CAPITULO 2

Notacao "o" pequeno

n n

Neste capitulo, vamos introduzir uma nota¢do, denominada "o" pequeno que permi-
tird simplificar a prova dos principais resultados deste trabalho. As referéncias utilizadas sao:
CORMEN (2022) e APOSTOL (2001).

Definicao 2.1. Seja X C R ilimitado superiormente e g : X — R uma funcdo. Considere o

conjunto:
o(g) ={f: X = R; paratodoec > 0,3 M > 0 tal que |f(x)| < e|g(z)| Vo > M}.
Dizemos que f(x) = o(g(x)) (1é-se "f € o pequeno de g") quando x — oo, se [ € o(g).
Na notagdo acima, f(x) = o(g(x)) significa que f(x) ndo cresce mais que g(z) para =

grande e o sinal “="ndo tem o significado de igualdade como estamos acostumados, é apenas

uma notagdo para indicar que f estd em o(g).

Exemplo 2.1. De acordo com a notagdo acima, temos que 2x = o(x?).

2
De fato, para todo ¢ > 0, existe M = = > 0 tal que |f(7)| = |22| = 22 < 2? para
£

2 . 2
x> Z,poisx > = er>2=2<er = 20 < ex’
£ £

Na Figura 1, podemos visualizar geometricamente que, para valores grandes de z, a fun¢do

f(x) = 2z ndo cresce mais que a funcio g(x) = z°.

1
Exemplo 2.2. Para valores grandes de x, a funcdo f(x) = — ndo cresce mais que a fun¢do
x

1
g(x) = x, isto é, — = o(x).
x
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Figura 1 — Graficos das fungdes f(x) = 2z e g(z) = 2°.

Fonte: a autora.

Para comprovar esse fato, dado € > 0, considere M = > (. Temos que x > M

Sl

N 1 .
implicaem — < € - z. Assim, para x > M, tem-se
x

1
——<ec.x=c¢- .
o <ew e-g(x)

X

Uma condigdo suficiente e necessdria para denotar que uma funcéo f estd em o(g) é dada
através do limite do quociente dessas fungdes, quando x — oo, desde que g(x) # 0 para valores

grandes de x como apresenta a

Proposicao 2.1. Sejam X C Re f,g : X — R fungdes com g(x) ndo nula para todo x
suficientemente grande. Tem-se que
()
= ) /f 3 1 - O
f(z) = o(g(x)) se, e somente se Jim. )
Demonstragdo.

(=): Seja f uma funcdo tal que f(x) = o(g(z)). Por defini¢do, temos que para todo £ > 0,

existe M > 0 tal que para todo x > M tem-se |f(z)| < eg(z) = %‘ < g, pois g(x) # 0
para todo x e g(x) > 0 para x suficientemente grande, o que mostra que xh_{glo % =0.

(«<): Suponha que xlgrolo % = 0. Por defini¢do, para todo ¢ > 0, existe M > 0 tal que para
todo z > M tem-se % <e=|f(x)] <elg(x)]. Logo, f(z) = o(g(x)). O
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Neste trabalho estamos particularmente interessados no caso em que X = N, em que
o estudo restringe-se a sequéncias. Deste modo, se a,, e b, sdo sequéncias com b,, # 0 para n
.. . a .
grande, escrever a,, = o(b,,) significa que lim b—" = 0. Vejamos alguns exemplos.
n—oo

n

1 11
Exemplo 2.3. Considere as sequéncias (a,) = (—) = <1, 35 > e (by) = (1,1,1,...),

n
n € N. Temos que a,, = o(by,).

lim a,
De fato, 71113)10 b_: = "1;;0 » =1= 0, 0 que mostra que a,, = o(b,).
n—o0
A 1 111 .
Exemplo 2.4. Sendo n € N, temos que a sequéncia (a,,) = )= \3735" ndo cresce
1 34 n
mais que a sequéncia (b,) = ntly) 2, =, =,... |, isto é, a, = o(by,), pois lim ()
' 1 5 7 A
Exemplo 2.5. Sejam (a,) = 2+ — ) = { 3, 35 )€ (b,) = (n) = (1,2,3,...) sequéncias
n
numéricas. Uma vez que lim — = 0, podemos escrever a,, = o(b,).
n—o0

n

Dadas duas fungdes reais f e g, também definimos se f € o pequeno de g, quando x
tende a um ponto a. Neste caso, temos que a funcio f ndo cresce mais que a fun¢do g em uma

vizinhanga do ponto a.

Definicao 2.2. Sejam X C R, a um ponto de acumulacdo de X e f,g : X — R funcoes
com g(x) ndo nula numa vizinha do ponto a. Dizemos que f(x) = o(g(x)) quando © — a se
lim M =0.

a—a g(x)

Observacao 2.1. Neste trabalho, escreveremos f = g + o(h) para significar que f — g = o(h)

(tanto para x — 0o, COMo T — a).

A partir da Definicdo 2.2, quando usamos a expressdo de Taylor para uma fung¢do
suficientemente derivavel, podemos escrever

f(x)=fla+z—a)= f(a) + f'(a)(x —a) + o(x — a), quando = — a,

pois se r(x) = f(z) — f(a) — f'(a)(x — a), pelo Teorema A.9 temos lim @)

rx—a U — A

= 0, ou seja,

r(z) = o(z — a) quando = — a.

Exemplo 2.6. A aproximagdo da func¢do f : R — R dada por f(x) = sen(2x) por um polindmio
de Taylor de ordem 3 em torno de x = 0 é dada por 2x — 5:1:3 + o(x?) (Ver Exemplo A.3 no

Apéndice).
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Ao comparar os Exemplos A.3 e 2.6, podemos observar que a notagdo o pequeno € mais

compacta, sendo mais simples de ser utilizada.

" n

Neste trabalho serd introduzida uma dlgebra para a notagdo "o" pequeno. Ao trabalhar
com essa notacgdo, percebe-se a validade de algumas propriedades que sd@o importantes para

definir essa algebra.
Proposicao 2.2. Sejam f, g, h, F' e G fungoes reais. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
(i) Sec#0e f=o(F), entdo cf = o(F).
(ii) Se f = o(F) e g =0(G), entdo [ - g = o(FG).
(iii) Se f = o0(g) e g = o(h), entdo f = o(h).
Demonstragdo.

(i) Sejac # 0e f = o(F). Como f € o(F), para todo ﬁ > 0, existe M > 0 tal que
c

|f(z)] < ﬁ - F(z) para todo x > M. Assim,
c
lef(x)] = |c| - |f(x)] <]c| - ’%‘ |F(x)| = ¢e-|F(z)| paratodo € > 0 e para todo x > M.

Assim, temos que ¢f € o(F), ouseja, ¢ # 0e f = o(F') implicam cf = o(F).

(ii) Considere f = o(F') e g = o(G). Por defini¢do, dado € > 0, existem M;, My > 0 tais que
|f(z)| < Ve |F(z)|, paratodo z > M, e |g(x)| < Ve |G(z)], para todo x > M,. Tome
M = max{M;, M>}. Entdo, se x > M

[fgl =11 lgl < VelF| - VelG| = e |FG.
Portanto, f - g = o( F'G).

(iii) Considere f = o(g) e g = o(h). Por defini¢do, dado € > 0, existem M7, M, > 0 tais que

()] < VE lg(@)], para todo & > My e [g(x)] < v h(x)
M = max{M;, Ms}. Dai, para todo = > M, temos

[fl <Velgl < Ve -Velh|=clhl.

, para todo = > M. Tome

Portanto, f = o(h).
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Proposicdo 2.3. Se f = o(F) e g = o(G), entdo f + g = o(H), sendo H = max{|F|, |G|}

Demonstragdo. Se f = o(F) e g = o(G), dado ¢ > 0 existem My, My > 0 tais que | f(z)| <
g |F'(z)|, para todo z > M; e |g(z)| < % |G (z)|, para todo x > Ms. Assim,

9 £ 9
[f+ gl < Iff+ gl < 5IFI+ 516G = S (P +G]) < 5 - @max{|F], [G]}) = - H.

DO ™

Logo, f + g =o(H).

O
- : ~ . h
Definicao 2.3. Seja f,g,h : X — R funcées. Dizemos que h = f - o(g) se 7 = o(g).
Proposicdo 2.4. Sendo f,g: X — R funcdes, temos que f - o(g) = o(fg).
Demonstragdo. Suponha h = f - o(g). Entao,
h(x)

h(x) . F(@) : h(z)

—< =o0(g9(z)) <= lim =0 < lim =0 < h(x) =o(fg(x)).

Flo) ~ OO = G B o) ()= elfgte)
Logo, h = o(fg) = f - o(g). 0

Utilizando as propriedades apresentadas nas Proposi¢oes 2.2, 2.3 e 2.4, podemos escrever
a

Definicao 2.4. Seja X C R um conjunto ilimitado superiormente e f,g : X — R fungoes.
Definimos as operagoes:

(i) ¢ o(f) = olf) para ¢ # 0;
(ii) o(f) - o(g) = o(f9);
(iii) f-o(g) = o(fg);

(iv) o(f) + o(g) = o(h), em que h = maz{|f], lgI}.

A proxima defini¢ao apresenta a no¢do de proximidade entre funcdes.

Definicao 2.5. Dizemos que [ é aproximada por g quando x — oo e escreve-se f = g, se

f—g=o0(9) quando x — oc.

Observacio 2.2. Pela definicdo anterior, observe que se g(x) # 0 para x grande, entdo f ~ g é
- fle)
o mesmo que lim ——=- = 1.
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1
Exemplo 2.7. Se f e g sdo fungoes reais dadas por f(x) =z — — e g(x) = x, entdo f ~ g
x

quando x — Q.
De fato, temos que

f(‘r)_g(x):l’—z—x:_;.

1 .
Pelo Exemplo 2.2, temos que — = o(x) e, portanto, f — g = o(g) e f é aproximada por g.
X

Na Figura 2 podemos visualizar que, quando z tende ao infinito, as fungdes f e g

definidas no exemplo anterior ficam proximas.

Figura 2 — Gréficos das funcdes f e g definidas no Exemplo 2.7.

Fonte: a autora.
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CAPITULO

Métodos Numeéricos Classicos

A busca por raizes de equagdes € objeto de estudo matemético hd muitos anos e durante
a histdria foram descobertos resultados importantes, como féormulas gerais para o célculo de
raizes exatas de equacdes polinomiais de segundo, terceiro e quarto graus, (veja BIAZZI (1999)).
No entanto, hd equagdes nas quais ndo ha férmulas gerais para o cédlculo de raizes exatas, por

isso se faz necessdria a utilizagdo de técnicas de aproximacoes de raizes.

Neste capitulo estudaremos métodos para determinar uma raiz de equagdes em uma
varidvel real, isto é, métodos para determinar um zero de uma fung¢do real. Discutiremos o Método
da Bissecao, uma iteracdo para obten¢ao de ponto fixo e 0 Método de Newton, seguido de suas
variagdes, como o Método da Secante e da Falsa Posi¢do. Para isso, utilizaremos BURDEN
(2016) e REAMAT (2020) como referéncias.

Ao apresentar cada método numérico citado anteriormente, exibiremos exemplos de
aproximagdes de raizes de equacdes a partir de sua aplicacdo. Para encontrarmos tais aproxima-
coes, utilizamos a linguagem de programacgao Python. Em todos os testes numéricos adotamos
como critério de parada max{|p,+1 — pul, |f(Pns1) — f(pa)|} < 107'°, com o maximo de
100 iteragdes. Ao final de cada secdo, exibiremos o programa desenvolvido nessa linguagem e
utilizado neste capitulo. E importante ressaltar que para utilizar esses programas deve-se importar

a blibioteca math.

A partir do Teorema do Valor Intermedidrio (Teorema A.3), conseguimos obter condi¢des

suficientes para a existéncia de um zero de uma fungao:

Teorema 3.1. Se f : [a, b] — R for uma fungdo continua no intervalo [a, b) tal que f(a)-f(b) < 0,

entdo existe um ponto c € (a,b) tal que c é zero de f.
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3.1 Meétodo da Bissecao

O Método da Bissecao tem como base o Teorema 3.1 e consiste em aproximar a raiz p
da fungdo através de repetidas divisdes na metade de subintervalos de [a, b] e, a cada passo, a
localizag@o de qual das duas metades contém p.

Inicialmente, defina a; = a e b; = b, e considere p; o ponto médio de [a, b], ou seja,
a, + by

P = . Assim, temos duas opg¢des:

1. Se f(p1) = 0, entdo p = p; e o problema estd resolvido.
2. Se f(p1) # 0, entdo f(p;) tem o mesmo sinal de f(a;) oude f(by). Dai,
(a) Se f(p1)e f(ay)ttm o mesmo sinal, p € (py, by) e definimos ay = py € by = by.

(b) Se f(p1) e f(ay) tém sinais opostos, p € (ay, p;) e definimos as = a1 € by = p;.

Em seguida, replicamos o processo no intervalo [as, by até obtermos a aproximagao

desejada. A Figura 3 ilustra esse método.

Figura 3 — Ilustracdo do método da bisse¢do com a representagdo de 3 bissecgoes.

fla) 1

T+
fﬁ“:s) T

® : | .

@ f - @
fla = (i b2

g =P2 Py by=by

Fonte: a autora.

Exemplo 3.1. Determinar uma raiz da equagdo e* = z* — x* + x + 1.5, no intervalo [0, 1],

utilizando o Método da Bissec¢do.
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Observe que encontrar uma raiz da equacao dada no exemplo € equivalente a encontrar o
zero da fungdo continua f(z) = e” — 2 + 2? —x — 1.5. Temos que f(0) < Oe f(1) > 0, ou seja,
f(0) e f(1) possuem sinais opostos. Assim, podemos tomar [0, 1] como o primeiro intervalo
para iniciar o Método da Bisse¢do. Realizando o teste numérico em Python, obtemos, apds 34
iteracdes, que uma raiz de f(z) é aproximadamente 0.7418100833310746, como exibe a Tabela
1.

Tabela 1 — Iteracao do Método da Bisse¢ao para o Exemplo 3.1.

Método da Bisseciao
n P o)
1 0.5 0.2262787292998718
2 0.75 0.007625016612674784
3 0.625 0.11026966756777767
4 0.6875 0.051057452292708305
5 0.71875 0.021589037058898253
6 0.734375 0.0069427000884 156875
7 0.7421875 0.00035191842217496827
8 0.73828125 0.003292817067403142
9 0.740234375 0.0014697913278158836
10 0.7412109375 0.0005587701366165376
32 | 0.7418100831564516 | 1.3272272170183896x 10~ °
33 | 0.7418100832728669 | 2.4164670264781307 x 10!
34 | 0.7418100833310746 | 3.0114577498352446x10

Figura 4 — Visualizagdo geométrica da iteragdo do Método da Bissecdo para o Exemplo 3.1.

Na Figura 4 podemos observar que f(0.4) e f(1) possuem sinais opostos, entdo o método

Fonte: a autora.
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poderia ter iniciado com o intervalo [0.4, 1]. Como em cada iteragdo o tamanho do intervalo é

dividido ao meio, a escolha de intervalos menores torna o método mais rapido.

Ainda podemos observar que ja na segunda iteragdo no Exemplo 3.1 temos uma boa
aproximagdo para a raiz de f(z), mas as proximas iteracdes ficam mais distantes da raiz. Essa é
uma desvantagem do Método da Bissec¢do, sua convergéncia € lenta. No entanto, a vantagem
desse método € que diante de algumas condi¢des ele sempre converge, como nos garante o

Teorema 3.2.

Teorema 3.2. Suponha que f € Cla,b] e f(a) - f(b) < 0. O método da bissecdo gera uma

sequéncia (p,) aproximando um zero p de f com
b—a
[pn —pl < = quandon > 1.

Demonstracdo. Observe que a distancia entre a aproximagao p,, € p (que € o zero da fungdo
f), € menor ou igual a metade do tamanho do intervalo que contém p,, € p, ou seja, menor

ou igual a metade do tamanho do intervalo [a,,b,|. Além disso, para cada n > 1, temos

(b — a). Logo,

bn —an = on—1

1
|pn _p| < E(bn - an) =

O

Exemplo 3.2. Determine o niimero de iteracdes necessdrias para encontrar uma raiz de f(x) =

e® — 2® + 2% — v — 1.5 no intervalo [0, 1), com precisdo de 107>,

Temos que
1 . .
po—pl < (b—a)5; =27"(1-0) =27
Queremos que 27" < 1073, Usando logaritmo na base 10, temos

Dai,

—nlog, )2 < -3=n> ~ 9, 96.

l0g102

Portanto, 10 iteragdes garantirio uma aproximacio com precisdo 10>,

3.1.1  Programa em Python

A seguir, apresentamos uma fungao para ser implementada em Python que determina

uma aproximacao de uma raiz de uma equagdo através do Método da Bissecdo. As varidveis de
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entrada sao:

f - fungdo matematica associada a equacao;
a - extremo esquerdo do intervalo da primeira iteracao;

b - extremo direito do intervalo da primeira iteragao.

Ao final do processamento, o programa ird nos fornecer a varidvel de saida, p, que € a

aproximacao da raiz da funcao f.

def bissection_method(f,a,b):
iteration = 0

max_iteration = 100

aNew
bNew

Il
o’

# We combinate two stop criterion
1
1

error_x

error_f

precision = 10" (-10)

while ((error x > precision) or (error_f > precision)) and (iteration
< max_iteration):
p = (aNew+bNew)/2
if f(aNew) * f(p) > O:

aNew = p
else:
bNew = p
error_x = abs(aNew - bNew)
error_f = abs( f(aNew) - f(bNew) )

print(f/p {iteration}= {p}’)
iteration += 1
print(f’iteragdes ={iteration}’)

return p
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3.2 lteracdo para Obtencio de Ponto Fixo

Problemas de busca de raiz para uma funcao podem estar relacionados a problemas de
busca de um ponto especial dessa fun¢do, denominado ponto fixo. Nesta se¢cdo vamos definir
ponto fixo e apresentar uma interacdo desse ponto para obter solu¢cdes numéricas para equagdes

de uma variavel real.

Definic¢ao 3.1 (Ponto fixo). Seja M um conjunto ndo vazio. Chama-se ponto fixo de uma fungdo
f: M — M um ponto p € M tal que f(p) = p.

No caso em que M = R, geometricamente, o ponto fixo de uma func¢do f pode ser visto

como o ponto de interse¢do entre o graficode fearetay = x.

Exemplo 3.3. Todo ponto de M é ponto fixo da funcdo identidade

M — M

r — i(z)=ux.

Exemplo 3.4. A funcdo f : R — R, dada por f(z) = x> + x> — x, possui trés pontos fixos:

r=-2,x=0ex=1
De fato, um ponto fixo p de f deve satisfazer a seguinte igualdade:

fp) =p*4+p*—p=p < pP’+p°-2p=0 < p(p°+p—2) =0 < p(p—1)(p+2) = 0.

Logo, 0, 1 e —2 sdo pontos fixos de f.

Observe que se p é uma raiz de uma fungdo f, isto é, f(p) = 0, podemos definir uma
funcdo g(x) = = — f(z), sendo g uma fun¢do que tem p como ponto fixo. Reciprocamente,
se g for uma fungdo tal que p seja ponto fixo, isto é, g(p) = p, temos que p é raiz da fungdo
f(z) = 2 — g(z). Dessa forma, podemos transformar problemas de determinagdo de raiz de

fungdes em problemas de ponto fixo.

Determinar o ponto fixo de algumas func¢des pode ndo ser tao simples como, por exemplo,
da fungdo f(x) = cos(x), uma vez que ndo conseguimos isolar = nessa fun¢do. No entanto, esse
procedimento, na maioria das vezes, ainda é mais simples do que determinar a raiz da funcao,
pois temos um resultado importante que nos fornece condi¢des suficientes para a existéncia e
unicidade de ponto fixo, além de uma técnica, denominada Iteracdo para Obtencdo de Ponto

Fixo, para aproximar tal ponto.

Dada uma fun¢do f e uma aproximacao inicial py do ponto fixo p, a iteragdo gera uma

sequéncia recursiva p,, = f(p,—1) paran > 1, sendo cada p,, uma nova aproximagdo para
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Figura 5 — Pontos fixos da fungdo f(r) = 2* + 2* — z destacados em seu gréfico.

Fonte: a autora.

p. A Figura 6 mostra como esse método se comporta geometricamente no caso em que ha

convergéncia para um ponto fixo de f.

Dada a aproximago inicial py, temos p; = f(po) que é a abscissa do ponto de intersecao
entre asretas y = z e y = f(po). A partir de p;, temos a aproximagao p,, que é a abscissa do

ponto de intersecdo entre as retas y = x e y = f(p1), € assim sucessivamente.

Diferente do Método da Bissecc¢do, essa técnica pode nio convergir. Veja o Exemplo 3.5.

Exemplo 3.5. Considere a funcdo f : R — R dada por f(x) = 3z — 2 e xy = 2 uma
aproximacdo inicial. Aplicando a técnica de iteracdo de ponto fixo, temos:

To = 2

ry = f(xg) =3-2—-2=4

zy = f(z1)=3-4—2=10

r3 = f(xe) =3-10—2 =28

Observe que a sequéncia (x,,) formada tende ao infinito, isto é, ndo converge, apesar de x = 1

ser claramente um ponto fixo de f.

Nesse sentido, precisamos buscar por condi¢des que garantam a convergéncia desse
método e, ainda, estudar para qual valor ele converge. Observe que se o método convergir € a
fungdo f for continua, entdo a sequéncia (p,) converge para um ponto fixo de p. De fato,

lim p, =p < lim f(pn—1) = f(ggrgopnfl) = f(p) =».

n—o0
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Figura 6 — Ilustracdo do Método de Iteracdo para Obtencao de Ponto Fixo.

MoPa opy pe Po

Fonte: a autora.

O proximo teorema nos fornece condicdes de existéncia e unicidade de ponto fixo,
além de garantir a convergéncia do método e que o resultado acima vale em geral, isto é,
quando a iteragcdo de ponto fixo converge, a convergéncia € para um ponto fixo da funcao. Para
apresentarmos este resultado, precisamos da Definicdo A.8. Utilizamos FIGUEIREDO (2021)

como referéncia.

Teorema 3.3 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja M um espaco métrico completo' munido
da métrica d. Entdo toda contragdo f : M — M possui um tinico ponto fixo. Além disso, dado
um ponto qualquer a € M, a sequéncia (f"(a)) = (f(a), f*(a), f*(a),...) é convergente e seu

limite é o ponto fixo de f.

Demonstragdo. Seja f : M — M uma contragdo com constante 0 < k < 1. Dado a € M,

' Veja o Apéndice B para mais detalhes sobre Espacos Métricos Completos.



3.2. Iteracdo para Obtencdo de Ponto Fixo 33

considere a sequéncia

ar = f(a)
ay = flar) = f(f(a)) = fz(a)
az = flas) = f(f*(a)) = f*(a)

a, = flag—1) = f(f""'(a)) = f"(a)

Como M é completo, para mostrar que a sequéncia (a,,) definida anteriormente converge, basta

mostrar que ela € uma sequéncia de Cauchy. Temos:

d(ab a2) = d(f(a)> f(a1)> <k- d(aa CL1)

d(as, az) = d(f(ar), f(az)) < k- d(ar,a2) < k* - d(a, a1)

Podemos supor, por inducdo, que d(a,_1,a,) < k"' - d(a,a;).

Dai,
d(am an—f—l) = d(f(an—l)a f(an))
< k-d(ap_1,an)
< k-(k"'-d(a,a)) = k" - d(a,ay)
Assim,

d(an, anip) < d(an, ani1) + d(angt, ania) + oo + d(Qpyp-1, Gngp)
< E'-d(a,a) + k" d(a,ay) + .+ E"PTd(a, ay)
= K"+ k" P d(a, ay)
< (K" + k" kP ) d(a, ay)

L

= 1% ~d(a,ay),

pois (k™ + k"t 4+ ..+ k""P~1 4 ) é uma progressdo geométrica de termo inicial " e razio k.
Como 0 < k < 1, temos:

n
lim
n—oo 1 —

-d =0.
k (a7 a’l)
Assim, por defini¢do, dado € > 0, existe ny € N tal que, para n > ng segue-se

k,n
11—k

~d(a,ay) < e.
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Logo, para todo n > ng, d(an, an4+p) < €, ou seja, (a,) é de Cauchy. Seja entdo p = lim a,,.

Temos:
f(p) = hmf<an) = lim ap41 = P-

Portanto, p é ponto fixo de f.

Para mostrar a unicidade de p, suponha que existe ¢ € M tal que ¢ # p e f(c) = c. Entio,
d(p,c) = d(f(p), f(c))

k- d(pa C)

d(p, c),

IA

A

o que ¢ uma contradi¢ao. Portanto, p € o tinico ponto fixo de f.

]

1
Exemplo 3.6. A funcdo f : R — R dada por f(z) = 3 cos(x) satisfaz as condigdes do teorema

anterior.

Sabemos que R é um espaco métrico completo. Vamos mostrar que f € uma contragao.

1 1 [Y 1 Y
5 / sen(t)dt‘§§/ |sen(t)|dt.

Temos:

d(f(z), f(y)) = 5 |cos(z) — cos(y)| = =

Uma vez que |sen(t)| < 1,
1 Y 1 /Y 1 1
- t<— | 1dt< -z —y|l== .
5 | lsen(olar <5 [“1de < Glo =yl = Sy
1 ) ~
Logo, d(f(x), f(y)) < §d(x,y) e f é uma contragio.

Dessa forma, a fun¢do f tem um tnico ponto fixo e a itera¢do de ponto fixo converge, ou

seja, cos(p) = p, com p ponto fixo de f.

Calculando as iteragdes de ponto fixo para a aproximacdo p, = 1, obtemos, com precisao
1
de 107", que o ponto fixo da fungio f(r) = 3 cos(z) é aproximadamente 0.45018361131218587,

como podemos visualizar na Tabela 2.

1
Com isso, temos que uma raiz da fungio f(z) = écos(x) — z é aproximadamente
0.45018361131218587.

Exemplo 3.7. Determinar uma aproximacdo para uma raiz da funcdo f : R — R dada por

f(z) =1 — sen(x) + x utilizando a iteragdo de ponto fixo.
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Tabela 2 — Iteragcdo de ponto fixo para o Exemplo 3.6.

Iteracao de ponto fixo

n Pn .f (pn)]

1 | 0.2701511529340699 0.21171413112445114

2 0.481865284058521 0.038799268613210536

3 | 0.4430660154453105 0.00865472243168569

4 | 0.4517207378769962 0.0018720838928806827

5 | 0.4498486539841155 0.0004078071860907362

6 | 0.45025646117020623 | 8.870068432142997x10°
7 | 0.4501677604858848 | 1.9299340500600337 x 10>
8 | 0.4501870598263854 | 4.198815428291258x10°
9 | 0.4501828610109571 9.1351963227293x 10"
10 | 0.4501837745305894 | 1.9875017043258225x10~"
11 | 0.45018357578041895 | 4.3241171920893606x10~°
12 | 0.4501836190215909 9.40778388525132x 10"
13 | 0.450183609613807 2.0468085559777194x 10~
14 | 0.45018361166061555 | 4.4531478504694633 %10 °
15 | 0.45018361121530076 | 9.688511104499753x10 ™
16 | 0.45018361131218587 | 2.1078860878986916x10 !

Encontrar uma raiz para a fungio f(z) = 1 — sen(z) + x equivale a encontrar um ponto
fixo da fungdo g(z) = v — (1 — sen(z) + z) = sen(z) — 1. Utilizando a itera¢do de ponto fixo

e a aproximagcao inicial py = —2 obtemos, apds 21 iteragdes, que uma raiz para a fungdo f é

aproximadamente -1.9345632107259938, como mostra a Tabela 3.

Tabela 3 — Iteragao de ponto fixo para o Exemplo 3.7.

Iteracao de ponto fixo
n P |/ (Pn)]
1 | -1.9092974268256817 0.03395604326385171
2 | -1.9432534700895334 0.011817479009831544
3 | -1.9314359910797019 0.004235303897485609
4 | -1.9356712949771875 | 0.0015029110950697255
5 | -1.9341683838821178 | 0.0005352322938039222
6 | -1.9347036161759217 | 0.00019037048389236588
7 | -1.9345132456920293 | 6.774131888120927x10°
8 | -1.9345809870109105 | 2.4101148623278945x10°
9 | -1.9345568858622872 | 8.575248725328777x10°
10 | -1.9345654611110126 | 3.051032647416463x10°
20 | -1.934563210825185 | 9.919109977829521 10"
21 | -1.9345632107259938 | 3.52919915513894x10
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Assim, uma raiz da fungdo f(z) = 1—sen(x)+z é aproximadamente —1.9345632107259938.

Programa em Python

A seguir apresentamos uma funcao para ser implementada em Python que determina

uma aproximag¢do de uma raiz de uma equacao através da iteracdo de ponto fixo cujas varidveis

de entrada sao:

f - fungdo associada a equagao;

Do - aproximacao inicial.

A cada iteragdo a fung¢do ird nos fornecer a varidvel de saida, p, que é a aproximacgdo do

ponto fixo da fungao f.

def fixed point method(f,p0):

iteration = 0O

max_iteration = 100

# We combinate two stop criterion
errorx = 1
error f =1

precision = 10""(—10)

while ((error_x > precision) or (error_f > precision)) and (iteration

< max_iteration):

p = £(p0)

error_ x = abs(p - p0)

error_f = abs(f(p) - £(p0))
print(f’'p_{iteration} = {p}’)
PO = p

iteration += 1

print(f’iteragoes ={iteration}’)

return p
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3.3 Método de Newton

O Método de Newton é um dos métodos numéricos mais eficientes e conhecidos para a

solu¢do de um problema de determinagdo de raiz.

Sejam f € C?[a,b] e py € [a, b] uma aproximagio para p, raiz de f, tal que f'(py) # O e
|p — pol seja pequeno. Considere o primeiro polindmio de Taylor de f(z) expandido em torno

de pg e calculado em = = p:

f(p) = f(po) + f'(po)(p — po) + o((p — po)*)-

Como f(p) = 0, temos:

0= f(po) + ['(po)(p — po) + o((p — po)?).

Ja que |p — po| é pequeno, o termo envolvendo (p — po)? serd muito menor. Assim,

0~ f(po) + f (o) (P — po)-

Isolando p, temos

D~ po — f(po) _
f'(po)
Dessa forma, temos o Método de Newton, que comega com uma aproximacao inicial p, e gera a

sequéncia (p,) dada por

f(pn—1>

RS > 1. 3.1
F o) paran > (3.1

Pn = DPn-1—
Geometricamente, comec¢ando com a aproximacao inicial py, a aproximagao p; € a in-
tersecdo da reta tangente ao grafico de f em (po, f(po)) com o eixo x, a aproximagdo p; é a

interse¢do da reta tangente ao grafico de f em (py, f(p1)) com o eixo z, e assim por diante.

De fato, a reta tangente a curva associada a fungdo f no ponto (p,_1, f(pn_1)), com
n > 1,édadapor E(z) = f(pa_1) + f (pn_1)(x — pn_1). Se a aproximagdo p,, € a interse¢do
dessa reta com o eixo z, temos que p,, é raiz de E, ou seja, E(p,) = 0. Isso ocorre se, e somente

se,

f(pn1)
f/(pn—l) ‘

Observe que 0 Método de Newton ndo pode continuar se f'(p,_1) = 0 para algum n.

E(pn) = f(pn-1) + f/(pn—l)(pn —Pn-1) =0 < Py =DPn1—

Assim, essa técnica € mais eficiente quando f’ esta distante de zero.
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Figura 7 — Interpretagdo geométrica do Método de Newton.

Fonte: a autora.

Exemplo 3.8. Considere a funcdo f : R — R dada por f(z) = x + €* — 2. Aproxime uma raiz
de f utilizando o Método de Newton.

Inicialmente, precisamos determinar um p, para ser uma aproximacao inicial da raiz.
Observe que f(0) =0+1—-2<0e f(1) =1+ e —2 > 0, entdo f de fato possui pelo menos
uma raiz que se encontra entre 0 e 1. Assim, consideremos py = 0.5.

Pno1+ et =2

1 + ePn—1
paran > 1 e py = 0.5. Na Tabela 4 podemos conferir os cinco primeiros termos dessa sequéncia

O Método de Newton gerard uma sequéncia (p,) com p, = p,_1 —

e concluir que uma raiz de f é aproximadamente 0.442854401002389, sendo essa aproximagao

com precisio de 10710

Tabela 4 — Iteragdo do Método de Newton para o Exemplo 3.8.

Método de Newton
Pn |f(pn)|
0.5 -
0.443851671995364 |  0.00255094171729997
0.442854703829747 | 7.74373717593591x 10"
0.442854401002416 | 7.10542735760100x 10~
0.442854401002389 0

AN =OS
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O Teorema a seguir indica algumas condicdes para que o Método de Newton convirja.

Teorema 3.4. Seja f € C*[a,b]. Se p € (a,b) é tal que f(p) = 0e f'(p) # 0, entdo existe um
d > 0 tal que, para qualquer aproximagdo inicial py € [p — 6, p + 8], 0 Método de Newton gera

uma sequéncia (p,) que converge para p.

/()
f'(x)
f'(p) # 0, existe ; > 0 tal que f'(x) # 0 paratodo = € [p — d1,p + 01] C [a, b]. Assim, g é

definida e continua em [p — d1, p + d1]. Dai,

oy 1 L@S @ @ @) @)

(f'(z))? (f'(z))?
Como f € C?[a,b], temos g € C*[p — &1, p + 81]. Por hipétese, f(p) = 0. Ento,

v f).f"(p)
90 = )y

Sendo ¢ continua e 0 < k < 1, existe §, com 0 < & < 0, tal que |¢'(x)| < k para todo
x € [p—208,p+9].

Demonstragdo. Seja k € (0,1) e considere a funcdo g(x) =z — . Como f’ é continua e

= 0.

Precisamos mostrar que g aplica [p — d,p+d]em [p—d,p+6].Sex € [p—d,p+ 6], 0

Teorema do Valor Médio implica que, para algum nimero £ entre = e p teremos |g(x) — g(p)| =

19'(€)].]z — pl. Assim,
l9(z) —pl = lg(x) — g®)| = |||z — p| < klz —p| <]z —pl.

Como z € [p — 6,p + 6], teremos |x — p| < d e |g(x) — p| < J. Portanto, g leva [p — &, p + §]

Todas as hipéteses do Teorema do Ponto Fixo estdo agora satisfeitas, de modo que a
sequéncia (p,,) definida por p,, = g(pn—1) = Pn_1 — J{,({;n_l)), paran > 1, converge para p, para
Pn-1

qualquer py € [p — d,p + 0]. O

3.3.1 Programa em Python

A seguir apresentamos uma funcao para ser implementada em Python que aproxima rai-
zes de equacdes através do Método de Newton. E importante ressaltar que para executé-la, além
da biblioteca math € necessdrio ter a biblioteca Sympy instalada e importd-la para o programa,
pois ela permite o cédlculo de derivadas de forma simples, o que € necessario neste método. As

variaveis de entrada sao:
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f - fungdo associada a equagao;

Po - aproximagao inicial.

Ja a varidvel de saida serd p, que € a aproximagao da raiz de f obtida apds n iteracdes.

def newton method(f,p0):
#f must be a sympy function or p_O0 must be choosen such that f/(p0) != 0
iteration = 0

max_iteration = 100

# We combinate two stop criterion
1

1
precision = 10"*(—10)

error_x

error_f

X = sp.symbols("x")
pO_aux = float(p0)

while ((error x > precision) or (error_f > precision)) and
(iteration < max_iteration):
d = sp.diff(£f(x), x)

f(p0_aux)

d.subs(x,p0_aux)

auxl

aux2
p = pO0_aux - auxl/aux2

error x = abs(p - pO_aux)
abs(f(p) - f(pO.aux))
print(f/p_{iteration} = {p}’)

error_f

iteration += 1
pO_aux = p

return p

3.4 Meétodo da Secante

Vimos que no Método de Newton é necessdrio conhecermos o valor da derivada da

funcdo f em cada aproximacdo. O Método da Secante é uma variacdo em que nao € mais preciso
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calcular essas derivadas.

Por definicao,

" T=Pn—1 T — Pn-1 ‘

Se p,_o estiver proximo de p,,_1, entdo

f/(pn—l) ~ f(pn—Q) : f(pn—l) _ f(pn—l) : f(pn—2) ‘
Pn—2 Pn-1 Pn-1 Pn—2

Utilizando essa aproximagao para f’(p,_1) na férmula de Newton, (3.1), temos

f(pn—l)(pn—l - pn—2)
f(pnfl) - f(pan) .

Assim dadas duas aproximagdes iniciais, py e p1, 0 Método da Secante gera uma sequéncia (p,,)

Pn = Pn—1 —

dada por
Jf(Pn-1)(Pn-1 — Pn-2)
f(pn—l) - f(pn—Q)

Pn = Pn—1 — , paran > 2.

Geometricamente, o Método da Secante se comporta como o Método de Newton, mas,
como o nome indica, substituindo a reta tangente por uma reta secante. Como sao necessarios
dois pontos para determinar uma reta secante, sdo necessarias duas aproximacdes iniciais. Entdo,
comecando com as aproximagdes iniciais pg € p1, a aproximagao ps € a intersecao da reta que
liga (po, f(po)) € (p1, f(p1)) com o eixo x. A aproximagdo ps € a interse¢do da reta que contém

(p1, f(p1)) e (p2, f(p2)) com o eixo = e assim por diante, como pode-se visualizar na Figura 8.

De fato, a reta secante a curva associada a funcdo f que contém os pontos (p,_1, f(pn—1))

€ (pn—27 f(pn—Q)), ¢ dada por

f(pnfl) — f(pnf2>
Pn—-1 — Pn—2

E(ZL‘) = f(pn—l) + (I _pn—l)'

Se a aproximacao p,, € a intersecdo dessa reta com o eixo x, temos que p,, € raiz de F, ou seja,

E(p,) = 0. Isso ocorre se, e somente se,

f(pnfl> — f(pn*Z)

E<pn) =0 <= f(pnfl) + — (pn - pnfl) =0
Pn—1 Pn—2
— f(pnfl) - f(pn72> T f(pnfl) - f(pan) i f(pn_1)
Pn-1 — Pn—2 Pn—1 — DPn—2
Pn—1 — Pn—2

= Pe= e f<pn71) ‘ f(pn—l) - f(pn—2) '
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Figura 8 — Interpretagdo geométrica do Método da Secante.

=

i el T T - R

P2

- S ) D

Fonte: a autora.

Exemplo 3.9. Aproximacdo de uma raiz da fungdo f : R — R dada por f(x) = v + €* — 2

usando o Método a Secante.

Vimos no Exemplo 3.8 que f possui uma raiz entre 0 e 1. Assim, podemos considerar
po = 0.3 € p; = 0.6 como aproximagdes iniciais. O Método da Secante gerara uma sequéncia
(pn) dada por

0.6 —0.3
(0.6 + €06 —2) — (0.3 4 €93 — 2)

Pn=0.6—(0.6+¢"°—2). , paran > 2.

A Tabela 5 mostra os sete primeiros termos dessa sequéncia e, com precisio de 10,
uma raiz de f é aproximadamente 0.4428544010023886.

3.4.1 Programa em Python

A seguir apresentamos uma fun¢do, denotada por secant_method, para ser implemen-
tada em Python que aproxima raizes de equagdes através do Método da Secante. As varidveis de

entrada sdo:

f - fung@o para a qual deseja-se encontrar uma raiz.

Do - primeira aproximacao inicial.
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Tabela 5 — Iteragdo do Método da Secante para o Exemplo 3.9.

Método da Secante
n Dn |/ (pn)]
0 0.3 -
1 0.6 -
2 1 0.43601942183275816 0.017441747091014426
3 | 0.44252616541704576 0.0008392623093276264
4 1 0.44285508393247036 | 1.7463520163296664x10~°
5 | 0.44285440093413864 | 1.7452506106963028 x 10~ 1°
6 | 0.4428544010023886 0.0
7 | 0.4428544010023886 0.0

p1 - segunda aproximacao inicial.

A varidvel de saida serd p, que € a aproximacdo da raiz de f obtida ap6s n iteragdes.

def secant_method(f,p0,pl):
iteration = 0O

max_iteration = 100

# We combinate two stop criterion
errorx =1
error f =1

precision = 10"*(—10)

while ((error x > precision) or (error_f > precision)) and (iteration
< max_iteration):
if f(p1) - £(p0) == 0:
print(f’/0 método nao pode continuar, divisao pro zero.'’)
101

iteration
else:

numerador = f(pl) * p0 - pl * £(p0)

denominador = f(pl) - £(p0)

p = numerador / denominador

print(f’p = {p}’)

error x = abs(p - p1)

error_f = abs(f(p) - £(p1))

pO0 = pl
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pl =p
iteration += 1
print(f’iteragdes ={iteration}’)

return p

3.5 Meétodo da Falsa Posicao

O Método da Falsa Posi¢do € bem parecido com o Método da Secante. A diferenca € que
este método realiza um teste para garantir que a raiz esteja sempre no intervalo delimitado por

iteragdes sucessivas, o que os Métodos de Newton e Secante ndo garantem. Vejamos:

Inicialmente escolhemos duas aproximagdes py € p; tais que f(po) e f(p1) tenham sinais
opostos. Assim como no Método da Secante, a aproximacgao py € escolhida como a intersecao
da reta que contém (po, f(po)) e (p1, f(p1)) com o eixo x. Para determinar a aproximacéo ps,

devemos analisar f(p2) - f(p1)-

* Se f(p2) - f(p1) < 0, entdo p; e py delimitam um intervalo que contém a raiz. Escolha ps

como a intersegéo da reta ligando (py, f(p1)) € (p2, f(p2)) com o eixo x.

* Se f(p2) - f(p1) > 0, escolhnemos p; como a intersecdo da reta que liga (po, f(po)) €

(p2, f(p2)) com o eixo x e, em seguida, trocamos os indices em py € p;.

O algoritmo procede dessa maneira. Para calcular p,, analisamos o sinal de f(p3) - f(p2).
Caso tenha sinal negativo, p, € a intersecdo da reta ligando (ps, f(p2)) e (ps, f(p3)), com o
eixo x. J4 caso tenha sinal positivo, p, € a interse¢do da reta ligando (py, f(p1)) e (p3, f(p3)) e
trocamos os indices de p; e p,. A troca dos indices € necessdria para garantir que a raiz esteja no

intervalo delimitado por duas iteragdes sucessivas.

Exemplo 3.10. Aproxime uma raiz da fun¢do f : R — R dada por f(x) = x + e* — 2 utilizando
o Método da Falsa Posigdo.

Temos que f(0.3) < 0 e f(0.6) > 0, entdo podemos escolher py = 0.3 e p; = 0.6
como aproximacdes iniciais. Programando em Python, temos que uma raiz para a equaciao, com
precisdo de 10710, ¢ aproximadamente 0.4428544010023886, como mostra a Tabela 6.

Comparando as Tabelas 4, 5 e 6, podemos perceber que pelo Método de Newton a
aproximacdo € obtida na 4* iterac¢do. J4 no Método da Secante e da Falsa Posicdo, essa mesma

aproximacdo considerando 14 casas decimais € obtida na 6° e 12* iteracdo, respectivamente.
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Tabela 6 — Iteragdo do Método da Falsa Posi¢@o para o Exemplo 3.10.

Método da Falsa Posicao
n Pn ./ (pn)]
0 0.3 -
1 0.6 -
2 10.43601942183275816 0.017441747091014426
3 | 0.44252616541704576 |  0.0008392623093276264
4 | 0.4428386357674799 | 4.0313807556424663x10°
5 | 0.44285364378881564 | 1.9363049093001905x10°
6 | 0.4428543646329594 | 9.300192460592882x10~°
7 | 0.44285439925554265 | 4.466939262925962x10~°
8 | 0.4428544009184865 | 2.1454993337499673x10~1°
9 | 0.44285440099835877 | 1.0304868069965778x 10~
10 | 0.44285440100219503 | 4.949374243778948x 10~
11| 0.4428544010023792 | 2.398081733190338x 10~
12 | 0.44285440100238815 | 8.881784197001252x 10~ 1°
13 | 0.4428544010023885 | 2.220446049250313x 10~ ©
14 | 0.4428544010023886 0.0

Assim, neste exemplo, a convergéncia do Método de Newton € mais rdpida que o Método da

Secante e da Falsa Posicao.

Além disso, é possivel observar que, neste exemplo, apesar das aproximacgdes dos
Meétodos da Falsa Posicao e da Secante coincidirem até ps, o Método da Falsa Posicao requer

mais iteragdes para obter a mesma precisdo que o Método da Secante.

3.5.1 Programa em Python

Nessa se¢do apresentamos uma funcao criada para ser implementada em Python que apro-
xima raizes de equagdes através do Método da Falsa Posi¢do. Observe que, como esperado, esta
funcio € parecida com a funcio secant_method apresentada na se¢@o anterior, apenas possuindo
alguns passos a mais necessdrios para determinar quais pontos serdo utilizados para calcular a
proxima aproximacdo. As varidveis de entrada sdo as mesmas da fun¢do secant_method, sendo

elas:
f - funcdo para a qual deseja-se encontrar uma raiz.

Do - primeira aproximacao inicial.

p1 - segunda aproximacao inicial.

A varidvel de saida serd p, que € a aproximacdo da raiz de f obtida ap6s n iteragdes.
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def false_position.-method(f,p0,pl):
iteration = 0

max_iteration = 100

# We combinate two stop criterion
1

1

precision = 10" (—10)

error_x

error_f

while ((error_x > precision) or (error_f > precision)) and (iteration
< max_iteration):
if f(p1) - £(p0) == O:
print(f’/0 método nao pode continuar, divisao pro zero.'’)
iteration = 101
else:

numerador = f(pl) * pO - pl * £(p0)

denominador = f(pl) - £(p0)
pAux = numerador / denominador
if £(p1) * f(pAux) > O:

pl = pAux
if £(p0) * f(pAux) > O:
pO = pAux

print(f’/p_{iteration + 2} = {pAux}’)
error x = abs(p0 - pl)
error_f = abs( f(p0) - f(p1) )
iteration += 1

print(f’iteragdées ={iteration}’)

return pAux
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CAPITULO

Método de Newton no Ensino Médio

Durante o ensino bésico, estudam-se apenas equacdes polinomiais de primeiro e segundo
grau, modulares, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas, como aponta a Base Nacional
Comum Curricular (veja BRASIL (2018)), documento que rege a educagdo basica brasileira, e
as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (veja BRASIL (2006)), bem como os livros
didaticos, LEONARDO (2020a) e LEONARDO (2020c). Essas equacdes sao resolvidas através
de férmulas fechadas ou manipulagdes algébricas. No entanto, apesar de os alunos estudarem
fungdes afins e trigonométricas, eles ndo possuem ferramentas para resolver equacdes como

cos(r) = x.

Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL (2018)), "no Ensino Médio
o foco da disciplina Matematica € a constru¢ao de uma visao integrada da Matematica, apli-
cada a realidade". No entanto, em problemas de modelagem matematica, as equagdes obtidas,
geralmente, ndo sdo do formato daquelas trabalhadas em sala de aula do Ensino Médio. Ve-

jamos um exemplo, proposto por BURDEN (2016), que modela o crescimento de uma populacio.

Suponha que uma populagdo cres¢a continuamente com o tempo, a uma taxa proporcional

ao nimero presente naquele instante. Sendo N (¢) o nimero de individuos no instante ¢t e \ a

taxa de natalidade constante da populacdo, entdo essa populacio satisfaz a equacao diferencial
dN (t)

—= = AN(t
= ()

cuja solugio é N (t) = Nye, com N, denotando a populagdo inicial.

Esse modelo exponencial € vélido apenas quando a populacao € isolada, sem imigragao.
Se a imigrac¢do for permitida a uma taxa constante v, a equagado diferencial se torna
dN (t)

—= = AN(t
= (t)+o.
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cuja solucgdo é
N(t) = Nyt + %(e’\t —1).
Suponha que uma populagdo tenha inicialmente N(0) = 1000000 individuos, que
435000 imigrem para a comunidade no primeiro ano, e que N (1) = 1564000 individuos estejam
presentes ao fim de um ano. Para determinar a taxa de natalidade dessa populagdo, € necessario

determinar A na equacao

435000
A

1564000 = 1000000e* + (e —1). (4.1
Na Equacao 4.1 ndo € possivel isolar a incdgnita e, portanto, ndo é uma equacao possivel
de resolver utilizando apenas contetidos discutidos no ensino bésico. Para esse tipo de equacao,

solucdes aproximadas com grande precisdo podem ser obtidas a partir de métodos numéricos.

Apesar de depender de conceitos do Calculo, neste capitulo apresentamos uma proposta

de atividade para estudar o Método de Newton no Ensino Médio.

4.1 Funcobes polinomiais e suas derivadas

O Método de Newton, além de possuir boa taxa de convergéncia, possui uma boa
visualizagdo geométrica, o que pode facilitar o entendimento dos alunos. No entanto, para utilizar
esse método € necessdrio o conhecimento de derivada, assunto ndo estudado na educacgdo bdsica.
O objetivo desse trabalho € que os alunos conhegcam o método e saibam utiliza-lo. Entdo, para o

caso particular de equacdes polinomiais, define-se:

Definicao 4.1 (Derivada de uma funcio polinomial). Seja f : R — R wuma fun¢do dada por
f() = apz™ + ap 2™ ' 4 ..+ apa® + a1z + ag, coma; € R, i = 0,1,....n. A derivada da

fungdo f é afuncdo f' : R — R dada por f'(x) = na,z" '+ (n—1)a,_12" >+ ...+ 2a92 +a,.

Exemplo 4.1. A derivada da funcdo f : R — R dada por f(x) = 22° — 32* + 2® — 7 é a fungdo
f": R — R dada por f'(r) = 10x* — 122° 4 22.

A derivada tem uma grande importancia geométrica, pois ela permite obter a equagao
da reta tangente ao grafico de uma fun¢do. No ensino bdsico, geralmente é discutido apenas
o conceito de reta tangente a uma circunferéncia, sendo esta definida como a reta que toca a
circunferéncia em apenas um ponto (veja LEONARDO (2020b)). No entanto, essa defini¢do é

falha quando considera-se uma curva qualquer, como se pode visualizar nas Figuras 9 e 10.
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Figura 9 — Reta tangente a curva no ponto P e que a intercepta em outro ponto distinto de P.

Fonte: a autora.

Figura 10 — Reta que intercepta a curva em ponto P mas ndo € uma reta tangente a curva em P.

Fonte: a autora.

A fim de trabalhar o Método de Newton algebricamente e geometricamente, ¢ importante
trabalhar com os alunos a definicio de uma reta tangente a uma curva qualquer. Para isso,

sugere-se a atividade apresentada a seguir, cuja referéncia € AVILA (n.d.).

Considere uma curva que € grafico da funcéo f(x) e o ponto P = (zx, f(z)), no qual
deseja-se tragar a reta tangente. Sendo A um ndmero real, é possivel obter o ponto Q = (= +
h, f(x + h)) e uma reta secante que passa pelos pontos P e (). Por exemplo, considerando
f(z) = 27 temos P = (z,2°) e Q = (v + h,2° + 2ha + h*) e uma reta secante a curva

f(x) = 2* que passa por esses pontos, como se pode visulizar na Figura 11.

A inclinacdo dessa reta secante é dada por

_ 2 2 _ 2
f(x+h) f(a:):x +2hx+h* —x :h(2x+h):2$+h'
(x+h)—2z h h

Observe que mantendo x fixado e variando h de forma que h se aproxima de zero (mas
que nunca seja igual a zero) o ponto () se aproxima do ponto P e a reta secante muda de posi¢ao,

aproximando de uma reta limite. Essa reta é chamada de reta tangente a curva f no ponto P.

Visto que a inclinagdo da reta secante a curva f(x) = 2% que passa pelos pontos P e () é
dada por 2z + h, quando h se aproxima de zero a inclinagdo dessa reta secante se aproxima de

2z, que € a derivada da funcdo f(x), conforme a Defini¢do 4.1.

Para aplicar essa atividade em sala de aula, sugere-se que se utilize o GeoGebra, um
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Figura 11 — Reta secante a curva que a intercepta nos pontos P e ().

flz+h)pmmm——————-

flae+h)— [(x)

g W

Fonte: a autora.

Figura 12 — Sequéncia de retas secantes se aproximando da reta tangente.

=

i
-.Ql-l

Fonte: a autora.

software gratuito de Matemadtica dindmica disponivel no site www . geogebra.org/, uma vez
que ele permite ao aluno visualizar o deslocamento do ponto () e a mudanca de inclinagdo da
reta secante que passa por P e () a medida que h tende a zero. Nao € objetivo deste trabalho
ensinar como se utilizam ferramentas basicas do software, mas a seguir apresentamos um passo

a passo de como fazer uma construcao para trabalhar esse assunto.


www.geogebra.org/
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10.

11.

12.

. Na caixa de entrada, digite a fun¢do matematica para a qual se deseja encontrar uma reta

tangente. Por exemplo, f(x) = x" 2.

A fim de utilizar a mesma construc¢do para qualquer fun¢do, vé na ferramenta "Campo de
Entrada", dé como legenda o nome "Fungdo:"e vincule a fung¢do f que vocé digitou na

etapa anterior.

. Com a ferramenta "Ponto"crie um ponto sobre a curva f e o renomeie por "P".

Como a ferramenta "Controle Deslizante", construa um controle do tipo nimero com o
nome "h", valor minimo 0.001, valor maximo 2 e incremento igual a 0.001. Lembre-se de

configurar o GeoGebra para arredondamento de 3 casas decimais.

. Na caixa de entrada crie um ponto Q da seguinte forma: Q = (x(P) + h, f(x(P) +

h)).

. Com a ferramenta "Reta", construa uma reta passando pelos pontos P e Q.

. Com a ferramenta "Reta Paralela"construa uma reta paralela ao eixo Y passando pelo

ponto Q e uma reta paralela ao eixo X que intercepta o ponto P.

. Com a ferramenta "Intersecido de Dois Objetos"marque o ponto A de interse¢do das retas

construidas no item anterior. J4 com a ferramenta "Segmento"construa os segmentos QA
(denominado k) e PA (denominado 1) configurando seus rétulos com seus respectivos

valores.

. Oculte a exibicao das retas criadas no item 7 e do ponto de intersecao criado no item 8.

Na caixa de entrada, calcule a derivada da fun¢do f digitando Derivada(f) e exiba o

texto a janela de visualizagdo.

Com a ferramenta "Texto"crie o seguinte texto: \frac{f(x + h) - f(x) }{h} = \frac{f(x + h)
- (_f(x))}{h} = Fatorar((f(x + h) - f(x)) / h),sendo os termos sublinhados
escritos como objetos.

Com a ferramenta "Texto"crie o seguinte texto:

\text{Para } x = x(P): \: \frac{f(x + h) - f(x)}{h} = \frac{k}{1l} =
k/1 = \text{inclinacdo da reta que passa por } P \:\text{e} \:Q.

Os termos sublinhados devem ser escritos como objetos.
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13. Com a ferramenta "Texto" crie o seguinte texto:
£/ (x(P)) =1"(x(P)).
Os termos sublinhados devem ser escritos como objetos.

Com os passos anteriores, constrdi-se a atividade proposta e, para melhor resultado,
sugerimos que altere os estilos e cores dos objetos como achar conveniente. Essa atividade pode

ser acessada em https://www.geogebra.org/m/gmwehgfg.

Ainda, é importante ressaltar que essa construcdo foi realizada considerando-se o ponto ()
a direita do ponto P. Uma constru¢do andloga pode ser feita considerando o ponto Q a esquerda

do ponto P.

A Figura 13 mostra a atividade pronta, sendo aproximada a reta tangente a fungao
f(z) = 2* + 1 no ponto P = (1,2).

Figura 13 — Aproximacdo da reta tangente  fungfio f(z) = 2 + 1 no ponto P.

fix) =) x* 4+ 1

f(x) = 2x

h=0.381

———

flz+h)—flr) (z+0391)"+1—(a*+1) 2000+ 391

h 0.391 1000
e+ h)— flx 93
Paraz=1: fle+ 1}3 @) = g 33? = 2.391 = inclinagao da reta que passa por Pe Q.

(1) =2

Fonte: a autora.

A seguir apresentamos um teorema, a ser enunciado em sala de aula, para trabalhar o
Método de Newton de forma geométrica. Nao € necessario realizar sua demonstragdo com os
alunos, uma vez que no Ensino Médio os alunos ja estudam equacdo de uma reta e a atividade

acima justifica que a inclina¢do de uma reta tangente a um grafico de uma funcao f € sua derivada.


https://www.geogebra.org/m/qmwehgfg
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Teorema 4.1. A equacdo da reta tangente ao grdfico da funcdo y = f(x) no ponto x = xy é
dada pory = f(wo) + f'(0)(x — o).

Exemplo 4.2. Determine a reta tangente a curva da funcdo f(z) = x* — 22° 4 32” no ponto
(1,2).

Temos que f(1) = 1 —2 4 3 = 2. Além disso, f'(x) = 42® — 62 + 6z, entdo
f'(1) =4 —6+ 6 = 4. Com isso, a equagdo da reta tangente ao gréfico da fungio f no ponto
(1,2)éy=2+4(x — 1), ouseja, y = 4z — 2.

flx) = x* —2x*+3%° 61

y=4dr—2

21 (1,2

5 4 ) 2 10 / 1 2 3 1
_1 4

Figura 14 — Reta tangente a curva f(z) = z* — 22 + 32% no ponto (1, 2).

4.2 O Método de Newton

Na Secao 3.3 do Capitulo 3, apresentamos o Método de Newton de forma geométrica e
algébrica. Apds discutir os conceitos de reta tangente e derivadas apresentados na se¢do anterior,

€ possivel apresentar, de maneira andloga, o Método de Newton para alunos do ensino médio.

Nesta secao apresentamos duas sugestdes de atividades que podem ser aplicadas no
ensino médio, nas quais trabalha-se o Método de Newton de forma algébrica. Além disso, nessas
atividades € possivel trabalhar a construc¢ao e anélise de tabelas, o cdlculo de imagens de uma

determinada funcao em diferentes pontos e a utiliza¢do de algoritmos recursivos, sendo objetivos
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das atividades desenvolver as habilidades EM13MAT502 ', EM13MAT315 2 e EM13MAT315 °?
da Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Atividade 4.1. Utilizando o Método de Newton e quatro casas decimais, determine uma apro-
ximagdo para uma raiz da fungdo f(x) = 2% + 22% — 622 — 2 considerando a aproximag¢do

inicial x¢o = 2 e com erro € < 0.0001.

Resolucao:

Dada f(z) = 2° 4 22° — 622 — 2, temos que f'(z) = 52" + 62° — 122. A Tabela 7 apresenta o
célculo, realizado através de uma calculadora, da sequéncia de raizes aproximadas utilizando o
Meétodo de Newton.

Tabela 7 — Sequéncia de raizes aproximadas da Atividade 4.1.

k| oy =mx,_1— %, kE>11 fzn) | flze) | €= |zp — 2d]
0 2 22 80 -

1 1.725 5.6859 | 41.4255 0.275

2 1.5877 0.9686 | 27.8443 0.1373

3 1.5529 0.0513 | 24.9108 0.0348

4 1.5508 -0.0009 | 24.7399 0.0021

5 1.5508 -0.0009 | 24.7399 0

Como na quinta iteracao obtivemos ¢ < 0.0001, temos que 1.5508 € uma raiz aproximada

da funcio f.

Atividade 4.2. Encontre, utilizando o Método de Newton, uma aproximagdo para V5 com pelo

menos 4 casas decimais de precisdo.

Resoluciao:

Sabemos que V/5 é raiz da equacio 2° — 5 = 0. Buscar uma aproximagio para V5 equivale
encontrar a raiz positiva da fungio f(z) = x* — 5, cuja derivada é dada por f'(z) = 2z. Como
V4 < V5 < V9, tem-se que 2 < V5 < 3. Sendo assim, podemos considerar xy = 2.5 como
aproximacao inicial no Método de Newton. Além disso, para que uma aproximagao Z tenha 4

casas decimais de precisdo, é necessdrio que |f(#)| < 10~%. A Tabela 8 apresenta o célculo,

' Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas para representd-los no plano cartesiano, identificando

padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa generaliza¢io, reconhecendo
quando essa representacio é de fungdo polinomial de 2° grau do tipo y = az?

Reconhecer um problema algoritmico, enuncid-lo, procurar uma solugdo e expressd-la por meio de um algoritmo,
com o respectivo fluxograma.

Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um algoritmo que resolve um problema.
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realizado em uma calculadora, da sequéncia de raizes aproximadas utilizando o Método de

Newton.
Tabela 8 — Sequéncia de raizes aproximadas da Atividade 4.2.
J(zr—1)

k| xp=xp1 — m, kE>1 f(l’k) f/(xk) |f(xk)|

0 2.5 1.25 5 1.25

1 2.25 0.0625 4.5 0.0625

2 2.23611 0.00019 4.47222 0.00019

3 2.23607 9.0449 x107° | 4.47214 | 9.0449 x10°°

Logo, V5 vale, aproximadamente, 2.23607, sendo essa aproximacao com precisio de

pelo menos 4 casas decimais.

4.3 Meétodos Numéricos e Tecnologia

As atividades apresentadas anteriormente sio muito importantes para o estudante apren-
der o método, ja que o aluno avalia a fun¢@o em vérios pontos e calcula cada iteragdo. Todavia, é
muito importante o estudante entender o bom uso do computador para a resolu¢do de problemas.
Neste sentido, nessa secdo vamos apresentar uma constru¢cdo no GeoGebra que ndo s6 permite
utilizar o computador na resolucdo de um problema, mas também permite a visualizagdo das
iteragdes do Método de Newton. Além disso, a partir dessa construcio, € possivel desenvolver
atividades envolvendo o Método de Newton e o uso de tecnologias digitais, trabalhando as
habilidades EM13MAT313 * e EM13MAT302 ° da Base Nacional Comum Curricular.

4.3.1 Método de Newton no GeoGebra

A seguir apresentamos um passo a passo de como fazer uma constru¢do para trabalhar o

M¢étodo de Newton.

1. Na caixa de entrada, digite a funcdo para a qual se deseja aproximar uma raiz. Por exemplo,
f(x) = x" 2.

2. A fim de utilizar a mesma constru¢do para qualquer funcdo, va na ferramenta "Campo de
Entrada", dé como legenda o nome "Fungdo:"e vincule a fung¢do f que vocé digitou na

etapa anterior.

*  Utilizar, quando necessario, a notagio cientifica para expressar uma medida, compreendendo as nogdes de alga-

rismos significativos e algarismos duvidosos, e reconhecendo que toda medida € inevitavelmente acompanhada
de erro.

Resolver e elaborar problemas cujos modelos s@o as fungdes polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos,
incluindo ou ndo tecnologias digitais.
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3. Na caixa de entrada, chame de p a aproximacao inicial, como, por exemplo, p = 1. Em
seguida, utilizando a ferramenta "Campo de Entrada", vincule este nimero ao campo cuja

legenda € "valor inicial".

4. Com a ferramenta "Controle Deslizante", construa um controle do tipo nimero com o

nome "lteragdes", valor minimo 0, valor maximo 30 e incremento igual a 1.
5. Para calcular a derivada da fungdo f, digite, na caixa de entrada, Derivada(f).

6. Na caixa de entrada, digite ListaDeIteracao(p - f(p) / £'(p), p, {p},
Iteracoes), criando uma lista 11 com as aproximagdes do Método de Newton para

a fungdo f a partir do valor inicial p.

7. Para marcar os pontos das aproximagdes no plano cartesiano da janela de visualizacao,

crie uma segunda lista digitando na caixa de entrada (11, 0).

8. Crie uma terceira lista, 13, digitando na caixa de entrada (11, £(11)). Utilizaremos essa

lista apenas para construir uma outra lista 14, entdo sugerimos que ela seja ocultada.

9. A fim de mostrar o funcionamento do método de maneira geométrica, construa uma sequén-
cia de retas tangentes digitando na caixa de entrada Sequencia(Tangente(13(i), f),

i, 1, Iteracoes, 1), criando, assim, uma lista 14.

10. Para exibir na janela de visualizagdo as aproximacdes numéricas, digite na caixa de
entrada TabelaDeTexto(Sequéncia("\\\\ Iteragao \:\:"+ (i - 1) + "="+
(x(13(1))) + "\\\\", i, 1, Iteragdes + 1, 1)).

11. Para exibir na janela de visualizacdo os erros de cada aproximagdo, digite na caixa de
entrada TabelaDeTexto(Sequéncia("\\\\Erro \:\:="abs(x(13(i)) - x(13(i
- 1)) "\\\\", i, 2, Iteragoes + 1, 1)).

Com os passos apresentados anteriormente, constrdi-se um projeto no GeoGebra que
permite visualizar o Método de Newton numericamente e geometricamente, sendo uma boa
ferramenta a ser utilizada em sala de aula para tratar desse assunto. Com essa construgao, ¢
possivel perceber, a cada iteracao, as aproximagdes de uma raiz de uma funcao ou como o método
diverge. Para melhor apresentacdo do projeto, sugere-se que altere as cores e estilos dos objetos.

Essa construcdo estd disponivel em https://www.geogebra.org/m/g2f7gjvo.

A Figura 15 exibe a utilizacdo da construcdo descrita acima para aproximar uma raiz da

fungdo f(z) = 0.12* — 2* 4+ 32> — 2 — 6 com valor inicial igual a 9.


https://www.geogebra.org/m/g2f7qjv9
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Figura 15 — Aproximagio de uma raiz, através do Método de Newton, da fungio f(x) = 0.12* —

2% + 32% — 2 — 6 com valor inicial igual a 9 utilizando o GeoGebra.

Funcdo: 0.1 2 —a* +3 2> — 2 —6

Valorinicial: 9

-

teracées = 9

Iteragdo 0= 9
- lteragdo 1= 7.4734
Iteracao 2 = 6.3491
Iteracao 3 = 5.5322
Iteracdo 4 = 4.9599
Iteracdo 5 = 4.6028
Iteracdo 6 = 4.4457
Iteracao 7 = 4.4171
Iteracdo 8 = 4.4163

Iteracdo 9 = 4.4163

-8

Erro

Erro

Erro

Erro

Erro

Erro

Erro

Erro

Erro

= 1.5266

=1.1243

= 0.8169

= 0.5723

= 0.3572

= 0.157

= 0.0286

= 0.0009

Fonte: a autora.
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CAPITULO

Ordem de Convergéncia

No Capitulo 3 foram apresentados alguns métodos numéricos para aproximacoes de
raizes de funcodes. Ao estudéd-los, uma pergunta natural a se fazer €: "Qual € o melhor método a
ser utilizado?". Uma maneira de decidir o melhor método € escolhendo aquele "mais rapido".
Analisamos a velocidade de um método numérico, isto é, a velocidade com que uma sequéncia
convergente se aproxima do seu limite, através da ordem de convergéncia, que serd objeto de es-
tudo deste capitulo. Para isso, utilizamos BURDEN (2016) e REAMAT (2020) como referéncias.

Definic¢do 5.1 (Ordem de convergéncia). Suponha que (p,,) seja uma sequéncia que converge

para p, com p,, # p para todo n. Se existem constantes positivas \ e o com

lim [P —p| \

n—00 ’pn — p|a ’

dizemos que (p,) converge para p com ordem o e com constante de erro assintotica \.

Dizemos que uma técnica iterativa de forma p,, = g(p,_1) é de ordem « se a sequéncia

(pn) convergir para a solug¢do p = g(p) com ordem «. Em particular,

* se & = 1, a sequéncia € dita linearmente convergente.

* se a = 2, a sequéncia ¢ dita quadraticamente convergente.

Observacao 5.1. Observe que se lim [Prsr = pl
n—oo ‘ Pn — p‘a

=\ > 0, entdo se 5 > 0, tem-se:
P —pl L [Pat — P op ) 0, sef<a
lim ———— = lim ——— - |p,, — p| =

n—oo |p, — pl|? JEEE [P — p|* 0o, sef > a.
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No geral, quanto maior a ordem de convergéncia de um método numérico, mais rapido a
sequéncia se aproxima do seu limite. A constante assintética interfere na velocidade do método,
mas ndo é muito importante. O exemplo a seguir compara sequéncias de ordens de convergéncia

linear e quadrética.

Exemplo 5.1. Suponha que (p,,) seja linearmente convergente para zero com lim |Z‘)n+‘1’ =0.5e
n—oo pn

que (qn) seja quadmticamente convergente para zero com a mesma constante de erro assinto’tica,
1. ‘QH+1‘

n—co |qy|?

= 0.5. Vamos analisar qual sequéncia converge mais rdpido.

Para simplificar, suponha que, para cada n, temos

Pral o5 o 1Tl g
|Pnl |G|

Para o esquema linearmente convergente:

Dn
P ~ 0.5 = |pn| = 0.5 |pn_1],
|pn—1|
Pn—
Pl o5 Pn_i1] ~ 0.5 - [pa_sl,
’pn72’
|p1|

— ~0.5=|p1| = 0.5 |pol-
|po

Entao,
[Pn — 0| = |pn| = 0.5|pp_1] = (0.5)%|pn_2| ~ ... = (0.5)"|po].

Para o procedimento quadraticamente convergente:

an
|q| 1||2 ~0.5= ’CIn| ~0.5- |Qn71|27
gn—
‘|q 21‘|2 ~ 0.5 = ‘qnfl‘ ~0.5- ’%172’27
q
ﬁ ~ 0.5 = |q| ~ 0.5 - |ql]*

Entao,

|gn = O = |ga] = 0.5[gu-1]* = (0.5)(0.5]gn—2|*)* = (0.5)*|g—2|"
(0.5)°(0.5]gn-5[*)" = (0.5)"]gy—3/"

~
~

(0.5 |aol”"

Q

Q
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Programando em Python, podemos analisar velocidade de convergéncia relativa das

sequéncias para zero se |po| = |qo| = 1. Veja a Tabela 9 abaixo.

Tabela 9 — Convergéncias linear e quadratica da sequéncia (p,,).

n | Sequéncia (p,) com convergéncia linear | Sequéncia (p,) com convergéncia quadratica
1 0.5 0.5

2 0.25 0.125

3 0.125 7.8125 x107°

4 0.0625 3.0518 x10~°

5 0.03125 4.6566 x 10717

6 0.015625 1.0842 x10~"

7 0.0078125 5.8775 x107%

Observe que a sequéncia quadraticamente convergente estd a menos de 10> de zero na
sétima iteracdo, enquanto a sequéncia linearmente convergente, nessa mesma etapa, estd a 1072,
o que ilustra que a sequéncia quadraticamente convergente converge muito mais rapido que a

sequéncia linearmente convergente.

Quanto maior a ordem de convergéncia de uma sequéncia, mais rdpido ela se aproxima
do seu limite. No entanto, muitas técnicas de iteracOes possuem ordem de convergéncia apenas

linear, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 5.1. Seja g € Cla,b] tal que g(z) € [a,b], para todo x € |a,b]. Suponha também
que ¢ seja continua em (a,b) e que exista uma constante positiva k < 1 com |¢'(z)| < k,
para todo x € (a,b). Se ¢’ (p) # 0, entdo, para qualquer niimero py # p em [a, b, a sequéncia

Pn = 9(Pn_1), para n > 1, converge apenas linearmente para o vinico ponto fixo p em |a, b).

Demonstracdo. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 3.3) temos que a sequéncia
converge para p. Como g é continua em |a, b e diferenciavel em (a, b), pelo Teorema do Valor

Meédio existe um ponto &, entre p,, e p tal que

§(E) = 9(Pn) —9() _ Pryr—p
! Pn =D Po—p

Como (p,,) converge para p, (£,) também converge para p. Uma vez que ¢’ é continua em (a, b),

temos
. / o
Tim g'(€a) = '(p)-

Assim,
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e
fim P 2P )
n—oo  |pp, — p|

Portanto, se ¢'(p) # 0, a iteragdo de ponto fixo apresenta convergéncia linear com constante de

erro assintética |¢'(p)]. O

O Teorema 5.1 implica que € possivel a ocorréncia de uma convergéncia de ordem
superior para métodos de ponto fixo da forma g(p) = p apenas quando ¢'(p) = 0. O teorema a

seguir nos apresenta condicdes para que uma sequéncia convirja pelo menos quadraticamente.

Teorema 5.2. Seja p uma solugdo da equagdo v = g(x). Suponha que ¢’ (p) = 0 e que g" seja
continua, com |¢"(x)| < M em um intervalo aberto I contendo p. Entdo, existe um niimero
d > 0 tal que, para py € [p — §, p + J], a sequéncia definida por p,, = g(p,—1), quando n > 1,
converge pelo menos quadraticamente para p. Além disso, para valores suficientemente grandes

de n,

M 2
|Pnt1 —p| < 7|pn - p|”.

Demonstracdo. Por hipétese, p,+1 = g(pn,). Entdo, expandindo g(p,) em um polindémio de

Taylor, temos:
Pny1 = g(pn>
= g(p+pn—p)

= 9p)+ 9 P)pn —p) + 2

Mas, por hipétese, g(p) = p e ¢'(p) = 0. Entdo,

g// p g// p
pue =+ L 00 (s 2)) = P~ L (00— ) = ol — D).
Assi 2y _ g9"'(p) 2
ssim, o((pp, — P)°) = Pni1 — P — 5 (pn — p)” e, consequentemente,
Pat1 —p = 52 (py — p)’ Pns1 — P 2 (pu — p)?
lim 2 =0= lim /= = lim 2 —"——-"~
Pn—p (pn — p)? pa—=p (pp — D)2 pu—op (pn — D)2

o "
Logo, lim 21 =P _ 9 (p)

b (pp —p)2 2
e que, para valores grandes de n,

. Isso prova que p,, converge pelo menos quadraticamente para p

M
[Pns1 — p| < —|pn — -
2
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5.1 Convergéncia do Método da Bissecao

O Teorema 3.1 nos garante que o Método da Bissecdo sempre converge, o que € uma

vantagem desse método. No entanto, sua convergéncia € lenta, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 5.3. O Método da Bissecdo possui taxa de convergéncia linear.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2, temos que o Método da Bisse¢do gera uma sequéncia (p;,)

aproximando um zero p de f com

b—a b—a 1 b—a
<

po—pl € - S G =5 G Pan > 1 (5.1)

O Método da Bisse¢do nos garante que p,,_; e p pertencem ao intervalo [a,_1, b,—1]. Ainda, por

constru¢do, o tamanho do intervalo [a,,_1,b, 1| C [a,b] é ang . Assim, para n grande, temos
que
b—a
|pn—1 - p| ~ |bn—1 - an—l‘ = on—2 (52)

De (5.1) e (5.2), temos que
1
[pr = pl < 5 - [Po-1 = pl-

— 1 . .
Logo, lim M < —, o que mostra que o Método da Bissec@o converge linearmente. []
=00 [py1 —p| T 2

5.2 Convergéncia da lteracao para obtencao de Ponto Fixo

No Capitulo 3 estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que nos forneceu condi-
coes para que a iterag@o para obtencao de ponto fixo convirja. Nesta secdo, estudaremos a ordem
de convergéncia da itera¢do de ponto fixo e o teorema citado seré essencial para determinarmos

essa taxa.

Teorema 5.4. Seja f : R — R uma contragdo com constante 0 < k < 1. O método de ponto

fixo aplicado em f possui taxa de convergéncia linear.

Demonstragcdo. Considere p ponto fixo de f e a € R uma aproximacao inicial. O Teorema do
Ponto Fixo de Banach (Teorema 3.3) nos garante que a sequéncia ( f"(a)) converge para p. Como

f € contragdo, temos que
|f(pn) = f(0)] < k- |pn— 1| = |Pngr — 0] < k- |pn — pl.

Logo’ hm M
' n—oo  |p, — Pl
linear. H

< k, o que mostra que a taxa de convergéncia da iteracdo de ponto fixo é
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5.3 Convergéncia do Método de Newton

Pelos Teoremas 5.1 e 5.2, temos que a busca por métodos de ponto fixo quadraticamente
convergentes deveria apontar para funcdes cujas derivadas fossem zero no ponto fixo, ou seja,
que g(p) = pe ¢'(p) = 0. Para construir um problema de ponto fixo associado a um problema de
determinagao de raiz f(x) = 0 podemos adicionar ou subtrair de x um mdltiplo de f(x). Assim,
consideremos p,, = g(p,_1) paran > 1, sendo g na forma g(x) = x — ®(z) f(z), em que P serd

uma func¢do diferencidvel que escolheremos posteriormente.
Para convergir quadraticamente, devemos ter
g'(p) =0 quando f(p) = 0.
Como ¢'(z) =1 —®'(z)f(z) — ®(z)f'(x) e f(p) =0:
g(p) = 1-2(p)f(p) — () ()
= 1= [f(p)2(p).

Dai,

1
f'(p)

e obtemos o procedimento quadraticamente

g (p) =0 <= @(p) =

Se tomarmos ®(z) = , temos ®(p) =

1 !
f'(z) f'(p)

convergente dado por
Pn=9Pn-1) = P11 — 45—,
f ! (pn—l)
que € a férmula de iteracdo dada no Método de Newton.

Logo, se f(p) = 0e f'(p) # 0, entdo para valores iniciais suficientemente proximos de

p, 0 Método de Newton convergird pelo menos quadraticamente.

Na construgdo anterior, para utilizar o Método de Newton fizemos a restri¢do f'(p) # 0,
sendo p a solugdo de f(z) = 0. Vamos analisar casos em que f(p) = 0 e f'(p) = 0. Para isso,

estudaremos zeros de fungdes com multiplicidade maior que um.

Definicdo 5.2. Uma solucdo p de f(x) = 0 é um zero de multiplicidade m de f se, para x # p,

podemos escrever f(x) = (x — p)"q(x), em que lim q(zx) # 0.
T—p

Na Defini¢do 5.2, q(z) representa a parte de f(z) que ndo contribui para o zero p de
f. Além disso, chamamos de zeros simples os que tém multiplicidade 1. Vejamos o exemplo a

seguir.

Exemplo 5.2. Seja f(x) = 2° — 52% + 7w — 3. Temos que p = 1 é um zero de multiplicidade 2

de f e p = 3 é um zero simples de f, pois podemos escrever f(z) = (x — 1)*(z — 3).
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O teorema apresentado a seguir nos informa condicdes suficientes e necessdrias para que

uma funcio de classe C'! possua um zero simples.

Teorema 5.5. A funcdo f € C*[a, b] tem um zero simples em p no intervalo (a,b) se, e somente

se, f(p) = 0, mas f'(p) # 0.

Demonstragdo.

(=) : Se f tem um zero simples em p, entdo f(p) = 0e f(z) = (z — p)g(z) com lim ¢(z) # 0.
T—p

Como f € C'[a, b),

fi(p) = lim f'(x)

T—p

= lim[g(z) + (z — p)¢'(z)]

T—p

= limg(x) #0.

T—p

(<) :Se f(p) =0, mas f'(p) # 0, expandindo f em um polindmio de Taylor de grau zero em

torno de p, temos

f@) = f(p) + ['(§())(z = p) = (z — p)f'(§(x)),

em que &(7) estd entre z e p. Como f € C'[a, b],

lim f'(¢(x)) = f'(lim {(x)) = f'(p) # 0.

T—p T—p

Tomando ¢ = f' o &, temos f(z) = (z — p)q(x), sendo lim g(x) # 0. Assim, f tem um zero

T—p
simples. U

Agora, o Teorema 5.6 nos apresenta condi¢des suficientes e necessarias para que uma

fun¢do de classe C" possua um zero de multiplicidade m.

Teorema 5.6. A funcdo f € C™[a,b] tem um zero de multiplicidade m em p no intervalo (a,b)

se, e somente se,
0=f(p)=rf () =f'(p)=..=f"p), mas f"(p)#0.

Demonstragdo.
(=) : Se f tem um zero de multiplicidade m em p, entdo f(p) =0e f(x) = (x — p)™q(z) com
lim ¢(z) # 0. Como f € C™]a, b,

T—p
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f™(p) = lim f™(x)

T—p

= lim[m! q(z) + ... + (z — p)™¢"™(2)]

T—p

= lim(m!g(x)) #0.

T—p

Note que cada parcela da soma anterior € do tipo (z — p)kq(k), com 0 <k <m — 1. Dai,

flp)=f(p)=..= "V =o0.

(<) :Se f(p) = f'(p) = ... = f™V(p) = 0, mas f™(p) # 0, expandindo f em um
polindmio de Taylor de grau m — 1 em torno de p, temos

+f”(p)(;f —p)? +m+f(m‘”(p)n(j —p)" ! +f(m) (5(:62!(:6 -n"

f(@) = f(p)+f'(p)(x—p)

(x —p)" [ (E(x))

m)!

Logo, f(x) = , sendo &(z) entre z e p. Como f € C™[a, b],

lim £ (¢(x)) = U™ (lim £(z)) = f™)(p) # 0.

T—p T—p

Tomando ¢ = f™ o ¢, temos f(x) = @L)'q@), com lim ¢(z) # 0. Assim, p é um zero de
m! z—p

multiplicidade m de f. O

A seguir, apresentamos um exemplo no qual o Método de Newton converge para um zero

de uma fungdo, mas ndo com ordem quadratica, pois este zero tem multiplicidade maior que 1.

Exemplo 5.3. Considere a fungéo f(x) = 2* — 2z + 1. Temos que f possui um zero de multipli-

cidade 2 em x = 1 e 0 Método de Newton converge para esse zero, mas ndo quadraticamente.

De fato, temos que f(z) = 2° — 2z + 1, f'(x) = 22 — 2 e f"(x) = 2. Assim, f(1) =
f'(1)=0e f"(1) =2 # 0 e, pelo Teorema 5.6, f tem um zero de multiplicidade 2 em 1.

Sabendo que o termo p,, .1, na iteracdo do Método de Newton para a funcdo dada neste
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2

2p, — 2

exemplo € p,,+1 =

|Pns1 — D
’pn - p|

e que p = 1, temos

|p121 B 2pn + 1| . |2<pn—1 - 1)’

2(pn — )| |PE_1 — 2pp—1 +1]
pn — 1% 2|pp_y — 1

20pn = 1 [pn—y — 12
lpn — 1|

‘pnfl - 1‘

’pn—l - 1|2 . 1

2|pn—1 - 1| ’pn—l - 1|

Dessa forma, lim

1

5"

— 1 .
[Pri1 = | = —, 0 que mostra que o Método de Newton converge linearmente

n—00 |pn — p| 2

para a raiz da funcao.

Com auxilio do Python, temos que a sequéncia gerada pelo Método de Newton aplicada

a f com py = 0 converge para 1, com precisio de 10™'" com 28 iteracdes, como mostra a Tabela

10.

Tabela 10 — Iteracdo no Método de Newton para o Exemplo 5.3

Prn

0

|f (pn)]

0.500000000000000

0.250000000000000

0.750000000000000

0.0625000000000000

0.875000000000000

0.0156250000000000

0.937500000000000

0.00390625000000000

0.968750000000000

0.000976562500000000

0.984375000000000

0.000244140625000000

0.992187500000000

0.0000610351562500000

0.996093750000000

0.0000152587890625000

0.998046875000000

0.00000381469726562500

0.999023437500000

9.53674316406250x 10"

0.999511718750000

2.38418579101563x 10"

o D Y| e u| W= O3

0.999755859375000

5.96046447753906x10~°

24

0.999999940395355

3.55271367880050x 10~

25

0.999999970197678

8.88178419700125x 10 1°

26

0.999999985098839

2.22044604925031x 10710

27

0.999999992549419

0

28

0.999999992549419

0
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Um meio de tratar o problema de raizes multiplas da fun¢do f, como ilustrado no

exemplo anterior, é definir u(x) = ]]:/iz)) Se p for um zero de f de multiplicidade m com
f(z) = (z — p)"q(z), entdo
r —p)"q(r q(x
() = SOl = (¢ ) @

m(x —p)"tq(z) + (z — p)nq(x)

também tem um zero em p, mas ¢(p) # 0, o que implica em

q(p) 1
mq(p) + (p —p)d(p) m 70

e p é um zero simples de p(x).

O Método de Newton pode ser aplicado a funcdo p(z) para fornecer o que chamamos de

M¢étodo de Newton modificado:

g(r) =z — ) T — ’{l((?)
- / - (f' ()2 =f(z)(f" ()
w(@) T @)
Logo,
f(z)f'(v)

g(z) =2 — .
SN Oy (BT
Se g satisfazer as condicdes de continuidade exigidas, a iteragdo funcional aplicada a

g tera convergéncia quadratica, independente da multiplicidade do zero de f, como mostra o

Exemplo 5.4.

No entanto, este método, teoricamente, exige um calculo adicional de f’ ’(x) e o procedi-
mento de cdlculo das iteracdes € mais trabalhoso. Além disso, na prética, como o denominador
de g(z) consiste na diferenca de dois niimeros proximos de zero, pode haver problemas graves

de arredondamento.

Exemplo 5.4. A modificacdo do Método de Newton melhora a taxa de convergéncia do exemplo

anterior.

Considerando py = 0, o Método de Newton modificado leva a

) 12
P1 = Po (f’(po))2 . f(p0>f//(p0) 0 (_2)2 —1-2

Assim, o Método de Newton modificado converge para a raiz dupla z = 1 ja na primeira iteragao.

O Método de Newton modificado converge quadraticamente mesmo no caso de um zero

simples. Veja o exemplo a seguir.
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Exemplo 5.5. Dado que um zero de f(x) = 1 + 42* — 10 = 0 é p = 1.36523001, vamos
comparar a convergéncia para um zero de multiplicidade 1 tanto pelo Método de Newton, quanto

pelo Método de Newton modificado.
O termo p,, da férmula de iteracdo é dado por:

¢ Pelo Método de Newton:

pi—l + 417721—1 —10
3p%—1 + 8pn71 .

Pn = Pn-1 —

¢ Pelo Método de Newton modificado:

(p3_ 4+ 4p2_1 —10)(3p2_; + 8pn_1)
3])31—1 + 8pn71)2 - (p%—l + 4p$1—1 - 10)(62%—1 + 8)

Pn = DPn-1—
(
Considerando a aproximagao inicial py = 1,5, a Tabela 16 mostra que tanto o Método de Newton

quanto o Método de Newton modificado convergem para o zero da fung¢do f, com precisido de

1071, com 5 iteragdes.

Tabela 11 — Iteracdes do Método de Newton e Método de Newton modificado para o Exemplo

5.5.
(a) Método de Newton.

n Pn £ (pn)]
1 | 1.37333333333333 0.134345481481482
2 | 1.36526201487463 | 0.000528461179515105
3 | 1.36523001391615 | 8.29054869200263 x 10"
4 | 1.36523001341410 0
5 | 1.36523001341410 0

(b) Método de Newton modificado.
n Pn f(pn)]
1 | 1.35689897569793 0.137012437752453
2 | 1.36519584902809 | 0.000564160691025606
3 | 1.36523001284187 | 9.44948830294834 x10~°
4 | 1.36523001341410 0
5 | 1.36523001341410 0

Ambos os métodos convergem rapidamente para o zero da funcio. Note apenas que, no

caso de um zero simples, o Método de Newton original requer menos calculo.
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5.3.1 Programa em Python: Método de Newton Modificado

Nesta subse¢do apresentamos uma fungdo para ser implementada em Python que apro-
xima raizes de equagdes através do Método de Newton modificado. E importante ressaltar que
para executa-la, assim como no Método de Newton, além da biblioteca math € necessério ter a

biblioteca Sympy instalada e importa-la para o programa. As varidveis de entrada sdo:

f - fungdo associada a equagao;

Po - aproximagao inicial.

Ja a varidvel de saida serd p, que € a aproximagdo da raiz de f obtida apds n iteracdes.

def newton method modified(f,p0):
#f must be a sympy function or p_O must be choosen such that f’/(p0) != 0.
iteration = 0O

max_iteration = 100

# We combinate two stop criterion
error.x = 1
error_f =1

precision = 10%*(-10)

X = sp.symbols("x")
pO_aux = float(p0)

while ( (error_x > precision) or (error_f > precision) ) and (iteration

< max_iteration):

d = sp.diff(f(x), x)

d2 = sp.diff(d,x)

auxl = f(pO_aux)*d.subs(x,p0_aux)

aux2 = (d.subs(x,p0._aux))*(d.subs(x,p0_aux)) -
f(p0_aux)*d2.subs(x,p0_aux)

p = pO_aux - auxl/aux2

print(f’/p_iteration + 1 = p, [f(p)| = abs(£f(p))’)

error x = abs(p - pO_aux)

error_f = abs( f(p) - f(pO.aux) )

iteration += 1

pO_aux = p
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return p

5.4 Convergéncia do Método da Secante

Nesta secdo, vamos estudar a ordem de convergéncia do Método da Secante, mostrando

. 5 . .
que esta é dada pelo numero de ouro, ou seja, . Para obtermos o resultado desejado, uti-

lizaremos fortemente a dlgebra construida para a notagdo "o" pequeno, apresentada no Capitulo 2.

Suponha f(p) =0, f € C*e f'(p) # 0. No Método da Secante temos:

_ . . DPn — Pn—1

Para simplificar a notagdo, iremos denotar o erro absoluto por
€n = Pn — D-
Neste caso, se subtrairmos p em ambos os lados de (5.3) e notando que p, — pp—1 = (pn — p) —

(Pn—1 — p) , tem-se
€n — €n—1

€nt+1 = €n — f(pn) ' f(pn) _ f(pn—l) (54)
Assim, podemos escrever:
. - en—1f(Pn) — nf(pn)
i " f(pn) - f(pn—l)
6nf<pn) - enf(pn—l) + en—lf(pn) - enf(pn)
f(pn) = f(pn-1)
_ en—lf(pn) - enf(pn—l). (5.5)

f(pn) - f(pn—l)

Lema 5.1. Seja e, o erro absoluto dado pelo Método da Secante, isto é, e, 1 é dado por (5.5).

Se lim e,, = 0, entdo

n—oo
"
fim . £P) (5.6)
n—00 €,_1€6n 2f’(p)
o . _ /") 2
Demonstrag¢do. Utilizando a identidade f(p,) = f'(p)en + 5 ¢n + o(e;,) (observe que

f(p) = 0) e (5.5), temos que
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€n-1 (f’(p)ewwe%o(ei)) — e (f’(p) en s+ 10 n_1+o(ei_1>)

2
T er 1 o)~ (s + 2

6721—1 + 0(6721—1))
~f"(p)enes 1 — eno(en )

F/p)en = en) + 31" (B)R — €23) + 0le) — olehy)

1
§f”(p)6n_1€i + en_10(€2) —

Observe que o(e2) = ¢2 - o(1). Entio,

n

1
éf”(p)enen,l(en —en_1)ten1-€2-0(l)—e, €2 | -o(l)

En+1 = 1
f'(p)(en —en1) + §f”(p)(€n +en1)(en —en1) +ed-o(l) =€l -o(1)
1
§f”(p)en€n—1(€n - 6n—l) + enen—1<€n - en—l)o(l)
- I
f'(p)(en —en1) + §f”(P)(€n + en1)(en = en1) + (en + €n1)(en — €n1)o(1)
1
5" (P)enen— + enenro(1)
pr— 1 .
F'(p) + 51" () (€n + €n1) + (en + en-1)o(1)
Pela igualdade anterior, temos que
1 "
enii §f (p) +o(1)
o 1
U i) L (D) e+ enn) F (en + en)o()
e, portanto,
. €ni1 f”(p)
1 = 5.7
nl_g'lo €n—1€n 2f/(p> ’ ( )
pois e, + €,-1 = (pp — P) + (Pn—1 — p), que tende a zero devido a convergéncia. ]

Observe que de acordo com a Observagdo 2.2 e o Lema 5.1, podemos escrever

Ent1 N éfj,:/(( )) €n—1€n.

Lema 5.2. Sejam Cy,Cy > 0. Se lim a,, = lim b, = 0, tais que a,, = Cy|b,|* e a,, = Cy|b, |’

n—oo n—oo

(veja a Definicdo 2.5), entdo o = f3.

Demonstragdo. Por hipétese, temos que

Qp a
I =1= lim ——=C e li — 1= lim — = ).
nSoe Cy bl Cllb E oo bole Tt B Colbn (12|b E oo o 2
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Suponha o # . Assim,

— . an o . CLn 1 — 1 an 1
0< Cy= lim |ﬁ = nh_fgo |bn|°‘ ’bn|6—a o nh_{go |bn|a nh—>nc}o |bn|5—a.

) an, i 1 o0, se f > «
Temos que lim ~ = Cy > 0e lim T , 0 que nos leva a
n—00 ’bn’ n—00 ‘bnl 0,se < a
uma contradi¢do. Portanto, o = f3. [

en - L+
[€ns1l = c para algum c > 0. Entdo o = 5

=

Proposicao 5.1. Seja o > 0 tal que lim

n—00 ‘en‘o‘

"
Demonstragdo. Por (5.7) e pela Observacao 2.2, temos que e, 1 ~ —pen,len. Entao,

2f'(p)
f"(p)
enil| =~ €n—1€n|. (5.8)
vl = [ £ e
Por hipétese, temos que
leni1] = clen|”. (5.9
f//(p) B
Denotando - = M, temos, por (5.8) e (5.9),
2f"(p)
clen|® = lent1| = Mlea_1|len] = clen|* ™ = Mle,_4|,
ou seja,
M\ T o
len| ~ (—) s (5.10)
c
De (5.9), temos |e,| = c|e,,—1|*. Por (5.10) e o Lema 5.2 obtemos o = e, assim,
a —_—
1 5
aQ—azl,oqueresultaema: +\/_. L]

2

O resultado anterior nos diz que o Método da Secante tem como ordem de convergéncia

o numero de ouro, que € aproximadamente 1, 618.

n . n MY o1 1
Observacao 5.2. Como lim M = ¢, lim L = (—) e = q, temos

1
n—00 |6 |a n—00 o
n en— 1 a—1

M\t M\ .
c:(—> :>c:<—) = "M = M = ¢ = M+,
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1

Como @ __al
1+a 1

1

1
T P o — 1, segue-se que
a—1 a—

a—1

—ensal e | (D)
lim = Mot 'Qf’(p)

wﬁa>|enrx

Vimos que o Método da Secante possui ordem de convergéncia dada pelo nimero de
ouro. No entanto, assim como qualquer outro método de ponto fixo, € importante ressaltar que
0o Método da Secante pode ndo convergir, a depender da escolha da aproximacao inicial py.
Por exemplo, considere a fun¢@o f(x) = cos(z) definida no intervalo [0, 7| e as aproximagdes
iniciais pg = 0.1 e p; = 0.2. A partir da Figura 16 pode-se perceber geometricamente que,

mantendo-se o padrdo, que o Método da Secante diverge.

Figura 16 — Visualizacdo geométrica de um exemplo no qual temos a divergéncia do Método da
Secante.

—

_—

7 0 'P.IJP'J 1 2 3 4 5 6 P 7 9 10 (K 12
f(x) = cos(x)

Fonte: a autora.

5.5 Convergéncia do Método da Falsa Posicao

Vimos que o Método da Falsa Posicdo gera aproximacdes da mesma forma que o Método
da Secante, a diferenca € que este analisa os valores da funcao envolvida no método aplicada nas
duas aproximacdes anteriores para garantir que a raiz da func¢do esteja no intervalo delimitado
por aproximacgdes sucessivas.

Essa preocupacdo do Método da Falsa Posi¢do faz com que sejam necessdrias mais

iteracOes do que o Método da Secante para uma aproximagdao com mesma precisdo. No entanto,

a ordem de convergéncia desses métodos sao iguais, sendo aproximadamente 1.618.
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CAPITULO

Um método de iteracao com
convergéncia quadratica sem
derivadas

Nos capitulos anteriores estudamos alguns métodos numéricos para aproximagao de
raizes de fungdes e a ordem de convergéncia de cada um. Nesse estudo, observamos que os
métodos de iteracdo com convergéncia quadratica necessitam de calculo de derivadas, o que
aumenta o custo computacional (veja, por exemplo, GOMES (2017)). Por outro lado, as férmulas
de iteracdo estudadas que ndo utilizam derivadas possuem uma taxa de convergéncia mais lenta.
Neste capitulo vamos estudar uma classe de formulas de iteracdo que nao utiliza derivadas
mas que ainda assim possuem convergéncia quadratica. Para isso, utilizamos WU (2000) como

referéncia.

As féormulas de iteracao a serem aqui discutidas sdo do tipo

£ (pn)
1f2(pn) + f(on + f(n)) — f(pn)

Pn+1 = Pn — (6.1)

n=0,1,2,...e p € R, com || < 4o0.

Inicialmente, vejamos alguns resultados que garantem que, sob certas condi¢des, uma

funcdo f possui raiz.

Teorema 6.1. Seja f € C'[a,b] e puf(x) + f'(x) # 0 para todo . Entdo a equagdo f(x) =0

tem no mdximo uma raiz.
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Demonstracdo. Considere a fungdo auxiliar g(x) = e** f(x). Temos que ¢'(x) = e"*(uf(x) +
f'(z)). Suponha que existem 2 raizes diferentes de g em (a, b). Assim, pelo Teorema de Rolle,
existe um nimero & € (a,b) tal que ¢'(£) = 0. Note que ¢'(z) = e"*(uf(z) + f'(x)) e e"* #£ 0,
entdo, temos que uf(z) + f'(x) = 0 para = &, o que contradiz a hipétese. Logo, g(x) tem no

maximo uma raiz, o que implica em f(x) = 0 possuir no maximo uma raiz. [

Teorema 6.2. Se f(x) € C'[a,b], f(a)- f(b) < 0e uf(z)+ f'(x) # 0 para todo z, entdo a

equagdo f(x) = 0 tem uma vinica raiz em (a,b).

Demonstragdo. Considere g(x) = e'*f(z). Note que g(x) = 0 se, e somente se, f(z) =
0. Temos que g(a) - g(b) < 0. Como g é continua no intervalo [a, b], 0 Teorema do Valor
Intermedidrio garante que existe x € (a,b) tal que g(x) = 0. O Teorema 6.1 nos garante que

f(z) = 0 tem uma tnica raiz em (a, b) de acordo com as hipéteses dadas. O

Agora, enunciaremos e demonstraremos alguns lemas que serdo importantes para se

obter o principal resultado desse trabalho, o Teorema 6.3.

o+ () ~ ()
[

Lema 6.1. Seja f € C'[a,b), compraizde f, f'(p) # 0, e p(x) =

Temos que p é derivadvel.

Demonstracdo. Para x # p claramente p é derivavel. Vamos verificar para x = p. Temos:

Pp) = lim p(x) = p(p)
T=p r—0p
IR - rw)
T—p T—p
o Fe @) — f@) ~ ) f(@)

Observe que no limite acima temos um indeterminagdo. Entao, aplicando a regra de L’Hopital,

temos:

oy Pl @)+ F@) ~ £~ )£ @)
plp) =i F@)@ - p) + (@) |

Novamente temos uma indeterminagdo. Pela regra de L’Hopital:

o) — tim LG SEO P @4 T+ £) - ')~ @) = £0) - ()
o f(@)(x —p) + f'(z) + f'(x)



Tl

Assim,
Jp) = "o+ f@)A+ @)+ e+ fp) o) =) = D) D)
f")(p —p)+ f'(p) + f'(p)
_ ')A+ P+ ) - fp) — () — f'(p) - f"(p)
2f'(p)
_ "I+ () —1]
2f'(p)
_ " +2f () + (F(p)° - 1
2f'(p)
_ 21"+ ()" (p)
2
Logo, p(x) é derivavel. O
Lema 6.2. Seja [ € C'[a,b] com f'(p) # 0 e g(x) = f(sv;(—g)(m)) O limite da fungdo g

quando x tende a p existe e é igual a 1 + f'(p).

Demonstragdo. De fato, aplicando a regra de L' Hopital, temos que

iy L&+ f(2)) [+ f)(A + (=) _ )+ f(p)

O IR R E oo
[
flx+ fz)) - fx)
Lema 6.3. Seja f € C'[a,b] com f'(p) # 0 e p(x) = f(z) serip .
f'(p), sex=p

Temos que p' é continua.

Demonstragdo. De fato, para x # p, temos

oy U S S ) = [t f ) ~ @)
o= 7() |

que € uma soma, produto e quociente, com denominador nio nulo, de fun¢des continuas. Logo,

para x # p, p' é continua.

Vamos verificar que p’ é continua para z = p. Temos:

i/ (0) — tn 2 IO+ F) = P () = [+ @) = )] @)

T—p T—p f2 (x)
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Aplicando a Regra de L’Hopital, obtemos

(o) — tn IO P @D flo b @) St fa) | ()

lim P 27(x) flz)  2f()

O Lema 6.2 nos garante que o limite acima existe. Entao,

lim f(x) = ﬂ@+f@»ﬂ+f§%;fﬁHﬁﬁWW@)_u+fﬂm,£%g
f )L+ 2f(p) + [ )?) + () f" () — f"(p) — ' (0)f" (D)

2f"(p)

2/"(p) + f'(0) f"(p)
; .

2 " !/ "
Pela demonstra¢do do Lema 6.1, temos que p(p) = /) +§ (n)f (p) Assim, lim p'(x) =
T—p

p'(p), ou seja, p’ é continua. O

O teorema apresentado a seguir garante que a férmula de iteracao estudada neste capitulo,
sob algumas condic¢des, converge pelo menos quadraticamente. Destacamos que este teorema
¢ um resultado importante proposto em WU (2000) e aqui apresentamos uma demonstracao

diferente daquela apresentada no artigo citado.

Teorema 6.3. Suponha que f(p) = 0 e que Uy seja uma vizinhanga suficientemente pequena de
p. Seja [" continua em Uy, f'(p) # 0 e uf(x) + f'(x) # 0 para todo x. Entdo a sequéncia (p,,)

produzida pela formula de iteracdo (6.1) é pelo menos quadraticamente convergente.

Demonstragdo. Considere

plx) =z — f(@) = — /()
WP+ e+ F@) = @) 7 () + Ll

@)
flx+ [f(z)) = f(x)

Note que lim # 0. De fato, aplicando a Regra de L"Hopital, temos:

=P f()

i L@ @) = @) pw [ f@)(A A [(@) — f(2)
7 f() a=p f'(=)

_ S+ re)A+ f(p) = f'(p)

f'(p)
_ S+ () - f(p)
f'(p)
= 1+f(p)-1

= [f'(p) #0.
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Logo, lim ¢(x) = p, ¢(p) = p e ¢ é continua.
T—p

Considere p(z) = fle+ f(fﬂ)fi f(z) . Temos que
iy = 1 L@ Wwf@) + p@)) = fl@)(pnf' (@) +p'(2) oy
A=t (1 (@) + (@) =0

O Lema 6.3 nos garante que ¢’ é uma fungio continua. Dessa forma, para todo 0 < k < 1, existe
0 > 0 tal que

¢'(x) = (D) < k= |¢' ()] <k
Assim, segue do Teorema A.5 que ¢’ é uma funcio de Lipschitz com constante lipschitziana £,
sendo 0 < k < 1. Logo, ¢’ é uma contrac¢io e o Teorema do Ponto Fixo de Banach nos garante

que a férmula de iterag@o (6.1) € pelo menos linearmente convergente.

Agora, considere e,, = p,, — p. Temos:

€nt1 = DPn+1 — D
E— f(Pn) )
f(pn)
= e, — . (6.2)
Nf( )+ f(pn+f(€';3g f(pn)

Pela expansdo do polindmio de Taylor, temos que

f//(g)ei +O(€n2).

f(pn) = f(p) + f,(p)en + + O<€n2) = f/(p)en +
Substituindo o termo anterior em (6.2), temos:

F'(p)en + F0% + o(e,?)

f"(pes
2

€n+1 = €p —
Mf(pn)+ f(pn+f;1(D;B f(pn)
= e (1— f/() )67L+0(en) )

Expandindo f(p, + f(p,)) em torno de p,, temos:

Fon+ £ ) = Fa) + F/n) - Fpe) + 5 ) F2(0) + 0F(p2)
= o) + L 0n) + 5 (o) F(p) + ol F(pi)])

Assim,

= () + 30" () - F (o) + 0l (0n).
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Logo,

S PE f'(p) + 75 + ofen)
n " 1f (pn) + f'(on) + 51" (0n) - f(Pn) + o(f(pn))

_ . 1f (o) + F/(0a) + 3" () - f(a) + 0(f(pn)) — f'(p) — L2 — o(e,,)
" 1wf (pn) + f/(0n) + 51" (0n) - f(Pn) + o(f(pn))

Logo,

erit = ¢ <uf(pn) + 1 (pa) + 1 (0n)-f(Pa) + f(pa)o(1) = f'(p) — L2 —o(e,,)

wf (pn) + f/(Pn) + 5.7(Pn) - f(Pn) + o(f (Pn))
(6.3)

A partir de agora vamos fazer manipulacdes algébricas em

HF )+ 7o)+ o) - ) + FpolD) = ')~ TP o), (64

que € o numerador da fragdo que multiplica e,, na igualdade (6.3). Para isso, lembre-se que:
1

° f(pn) - f/(p)en + §f”(p>€n2 + 0(6712)-

* f'(pn) = f'(p) + f"(p)en + olen).
Assim, podemos reescrever (6.4) como:

! 1 " 2 2 / " 1 " / 1 " 2 2
| S P)en+ 5" ()en” + olen”) |+ ()] (P)entolen)+5 /" (0a) | [/ (P)en + 5 " (P)en” + olen”) |+

1 1

w51 Blen? + oler?) | o1) = £1) = 3 e ol
Colocando o termo e,, em evidéncia e cancelando os termos semelhantes, temos:

ol [ 7101+ 77w+ ofen)| + 117) 4 o) + 3" (0n) [ 0) + " e + o) +

{f’(p) + %f”(p)en + o(en)} o(1) — %f”(p) —o(1)].

Com isso, podemos reescrever (6.3) como:

Cnp1 _ M LI/ (p) + 51" (D)en 4 0(en)] + [ (p) + 0(1) 4+ 5" (pn) [f'(0) + 51" (P)en + olen)]
en’ 1 f (Pn) + ' (Pn) + 55" (pn) - f(pn) + o(f(pn))
Lf'(0) + 51" (D)en + 0(en)] 0(1) — 51" (p) — o(1)
wf (pn) 4 f'(on) + 517 (0n) - f(pn) +o(f(pn))
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Portanto,
_enn W) )+ 5 ) - ) -5 ) 1f"p) 1,
lim —— = - =p+ 555+ 5,
n—oo ey f'(p) 2 f'(p) 2
0 que mostra que a férmula de iteracdo (6.1) € quadraticamente convergente. [

Exemplo 6.1. Aproximacdo de uma raiz da fun¢do f : R — R dada por sen(x) + x — 1 usando

a itera¢do 6.1.

Considerando a aproximacao inicial py = 1, a férmula 6.1 com ¢ = 1 nos fornece,
ap6s 5 iteracdes e com precisio de 107°, que uma raiz da fungdo f é aproximadamente
0.5109734293885692, como mostra a Tabela 12.

Tabela 12 — Iteracdo utilizando a férmula descrita em 6.1 para o Exemplo 6.1.

Pn |f (pn)]
1 _

0.5764260295246633 0.12145697984252934
0.5133234577353196 0.004398532716553216
0.5109768639785021 | 6.4304729906483615%10~°
0.5109734293959405 | 1.3801182419115321x 10~ 1!
0.5109734293885692 | 1.1102230246251565x10~1°

N W=

6.1 Exemplos numéricos

Nesta secdo apresentamos testes numéricos utilizando a férmula de iteracdo 6.1 e fazemos
uma comparacao com o Método de Newton. Nestes exemplos, consideramos x4 = 1 e adotamos
como critério de parada max{|p,1 — Pul, | f(Pry1) — f(pn)|} < 107, com o madximo de 100
iteracdes. Além disso, nestes exemplos, consideramos fungdes f definidas em um intervalo [a, b]

€ po a aproximacao inicial.

Exemplo 6.2. f(z) = 10ze™* — 1 definida no intervalo [0, 3] com py = 3.

Neste exemplo, o método proposto por WU (2000) fornece uma aproximagao para a raiz
da equacgdo apds 9 iteragdes, como mostra a Tabela 13. Por outro lado, 0 Método de Newton, na
segunda iteracao, fornece um nimero muito grande (veja a Tabela 14), o que acarreta em um
erro' impossibilitando a continuagcio do programa. Assim, neste exemplo, ndo é possivel obter

uma aproximacao da raiz da equagdo dada pelo Método de Newton.

' OverflowError: too many digits in integer.
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Tabela 13 — Iteracdo utilizando a férmula descrita em 6.1 para o Exemplo 6.2.

n Pn .f (pn)]

0 3 -

1 | 2.265005094147629 0.866022844581497
2 | 1.9756799844179935 0.6014066970725402
3 | 1.7985622929483887 0.2919592348220904
4 | 1.707292160496921 0.07443678415685595
5 | 1.6815271321234542 | 0.0052322790309589085
6 | 1.6796402179630705 | 2.6553946283591756x10°
7 | 1.6796306106764014 | 6.853109191240492x10~1°
8 | 1.67963061042845 | 2.220446049250313%x 10~ ©
9 | 1.67963061042845 | 2.220446049250313x10~'°

Tabela 14 — Iteracdo utilizando o Método de Newton para o Exemplo 6.2.

n Pn |f(pn)]
1 -44.4887289857375 1.00000000000000
2 | -9.51991554490098 x 10%°* | 1.00000000000000

Exemplo 6.3. f(z) = 2 — 22 + 2, definida em [—2, 1] com py = 1.

O Método dado pela férmula de iteracao (6.1), com 21 iteragdes, fornece que uma raiz
da equacdo € aproximadamente -1.7692923542386314, como podemos visualizar na Tabela 15.

Ja 0 Método de Newton, nesse exemplo, gera a sequéncia (1,0, 1,0, ...), que diverge.

Tabela 15 — Iteracdo utilizando a férmula descrita em 6.1 para o Exemplo 6.3.

n Pn | (Pn)

0 1 -

1 | 0.8333333333333334 0.9120370370370372

2 | 0.6112792600980715 1.0058535147515608

3 10.27410138747808677 1.472390892793467

4 | -0.2044955496791801 2.4004394165617975

5 | -0.7029912268557252 3.058566533849702

6 | -1.2646547580546783 2.506681833192721

7 | -2.4709912001569725 8.145389519933044

8 | -2.4106106715404723 7.186942877479089

16 | -1.8143933585468177 0.3442384211952123
17 | -1.7782493628169174 0.06662947810941722
18 | -1.769684913625571 0.0029022975839687604
19 | -1.7692931278480435 | 5.717894468126872x10°
20 | -1.7692923542416392 | 2.2231105845094135x 10~ "
21 | -1.7692923542386314 0.0
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Exemplo 6.4. f(x) = cos(z) definida no intervalo [0, 3.5] com py = 3.5.

Neste exemplo, o Método de Wu e Wu converge, com 8 iteracdes, para a raiz da fungdo
no intervalo em que estd definida, p = 1.5707963267948968. J4 o Método de Newton, converge
para uma raiz, p = —1.5707963267948968 que estd fora do intervalo em que a funcio esté

definida. As Tabelas 16 exibem as iteracdes obtidas em cada um desses métodos.

Tabela 16 — Iteracdes do Método de Wu e Wu e Método de Newton o Exemplo 6.4.

(a) Método de Wu e Wu.
n Pn f ()]
0 3.5 -
1 | 2.601371940994912 0.8575951841846744
2 | 2.083780354584462 0.4907793634155008
3 | 1.7442673928887016 0.1726023528855814
4 1 1.5964368960255222 0.025637759805508087
5 1 1.5714373296081592 | 0.0006410027693662004
6 | 1.5707967374162937 | 4.106213970454369x 10"
7 | 1.5707963267950653 | 1.6869266740306641 %10~
8 | 1.5707963267948968 | 1.6081226496766366x 10~ 1°
(b) Método de Newton.

n Pn |f (pu)

0 3.5 -

1| 6.16961648496887 0.993557989799850

2 | -2.59772816850558 0.855715410830415

3 | -0.944001642456988 0.586551752701094

4| -1.66821851339413 0.0972681527140461

5| -1.57048693816704 | 0.000309388622918670

6 | -1.57079632680477 | 9.87159781341708x 10~

7 | -1.57079632679490 | 6.12323399573677x10 17

6.1.1 Programa em Python

A seguir apresentamos uma func¢do para ser implementada em Python que determina
uma aproximacao para a raiz de uma equagao através do método estudado neste capitulo, cujas

variaveis de entrada sao:

f - fungdo associada a equacao.
Do - aproximagao inicial.

[ - constante.
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A cada iteragdo a fung¢do ird nos fornecer a varidvel de saida, p, que é a aproximacgdo do
ponto fixo da funcio f.

def wumethod(f,p0,mu):
iteration = 0

max_iteration = 100

# We combinate two stop criterion
1
1

precision = 10%x(-10)

error_x

error_f

while ((error_x > precision) or (error_f > precision)) and (iteration
< max_iteration):
numerador = f(p0)**2
denominador = muxf(p0)**2 + f(pO+f(p0)) - £(p0)
p = pO - (numerador / denominador)
print(f/p_{iteration+1} = {p}’)
error_ x = abs(p - p0)
error_f = abs(f(p) - £(p0))
PO =p
iteration += 1
print(f’iteragoes ={iteration}’)

return p
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Consideracoes finais

Neste trabalho notamos a importancia dos métodos numéricos para aproximar raizes
de equagdes. Ha diversas equagdes nas quais ndo conseguimos encontrar suas raizes através
de simples operacdes aritméticas, como no caso de equagdes polinomiais de grau menor que
5. Assim, estudamos alguns métodos numéricos cldssicos (Método da Bisse¢do, Iteragcdo para
Obtencado de Ponto Fixo, Método de Newton, da Secante e da Falsa Posicdo) e analisamos a

ordem de convergéncia de cada um.

A ordem de convergéncia € algo relevante em um método numérico e sempre buscamos
por métodos com ordem de convergéncia maior, o que os tornam mais rapidos. Analisando a
ordem de convergéncia dos métodos mais conhecidos na literatura, verificamos que o Método de
Newton € o que possui a ordem de convergéncia maior, sendo de ordem quadrética. No entanto,

este método requer o cdlculo de derivadas, tornando-o mais restrito.

O método proposto por WU (2000) possui ordem de convergéncia pelo menos quadratica
e ndo necessita do calculo de derivadas, sendo, entdo, um método bom para se trabalhar. A fim
de demonstrar a taxa de convergéncia desse método, tivemos a necessidade de escolher/definir
uma linguagem adequada (a saber, a ‘0’ pequeno) para se obter o resultado desejado, ficando
evidente a importancia de desenvolver notacdes para facilitar a obtengdo de novos resultados

matematicos.

Ainda, este trabalho foi importante para se estudar uma linguagem de programacao,
(neste caso, a Python), que é uma ferramenta cada vez mais necessdria e importante para obter
resultados matematicos, mas até entdo pouco discutida e estudada na graduacao em Matematica.
Com essa linguagem, conseguimos realizar testes numéricos e discutir exemplos analisando a
convergéncia ou divergéncia de um determinado método numérico. Além disso, percebemos
que o método proposto por WU (2000) pode convergir em casos em que o cldssico Método de

Newton diverge.



86 Capitulo 6. Um método de iteracdo com convergéncia quadrdtica sem derivadas

Por fim, apesar de inicialmente o tema deste trabalho ser estudado apenas no ensino
superior, apresentamos atividades que possibilitam a discussao desse assunto nos anos finais do
ensino médio. Para realizar essas atividades, foi essencial ter dominio do software GeoGebra, que
€ uma Gtima ferramenta para inserir a tecnologia nas aulas de Matemadtica, além de possibilitar
aulas mais dindmicas e investigativas, sendo algo importante a se desenvolver na formagao de

um professor.
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APENDICE A

Alguns conceitos importantes de
analise

Neste apéndice apresentamos algumas definicdes, bem como resultados importantes
de andlise matemadtica e andlise de erros. Os resultados apresentados foram necessarios para o
desenvolvimento e compreensdo deste trabalho. Para isso, utilizamos BURDEN (2016) e LIMA

(2018) como principais referéncias.

A.1  Sequéncias numéricas

A busca de raiz de uma func¢do através de métodos numéricos acontece a partir de
iteracOes que geram uma sequéncia numérica. Nessa se¢ao apresentamos brevemente o que €

uma sequéncia numérica e o limite de tal sequéncia.

Definicao A.1 (Sequéncia). Uma sequéncia é uma funcdo x : N — R que associa cada niimero
natural n a um nimero real x(n) = .
Notagdes: (), (X1, T2, T3, ..., Tp, ...).
1
Exemplo A.1. A funcdo x : N — R em que x(n) = —, n € N, é uma sequéncia e podemos
n
) 1 11 1
denotd-la comox, = —ou (1,=,=,...,—, ... |.
n 23 n

Definicdo A.2 (Limite de uma sequéncia). Seja (x,) uma sequéncia. Dizemos que o limite de
() éigual a L e donotamos por lim x,, = L se para todo € > 0 existir ny € N, tal que para

n > ng tem-se |r, — L| < ¢.

Em outras palavras, dizemos que o limite de uma sequéncia (x,,) é igual a L se a partir

de um termo dessa sequéncia todos os outros estdo a uma distancia menor que € > 0 de L.
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1
Exemplo A.2. O limite da sequéncia (x,) = — é igual a .
n

1
De fato, dado € > 0, pela propriedade arquimediana de R, existe ny € N tal que ng > —.
€

Entdo, para n > ng, tem-se:

——0=-<—<g,
n n o ng

1 ‘ 1 1
o que mostra que lim z,, = 0.

A.2 Limite e continuidade de funcoes

A noc¢ao de limite e continuidade de fun¢des € muito importante e utilizada para obter
diversos resultados deste trabaho. Assim, apresentamos nesta sec¢ao as definicdes desses conceitos,
além de um teorema importante, o Teorema do Valor Intermediario, que € a base de um dos

métodos estudados.

Definicao A.3 (Ponto de acumulagdo). Seja X C R um conjunto ndo vazio. Dizemos que a € R
é um ponto de acumula¢do de X se para todo € > 0 temos (a —e,a +¢) N (X — {a}) # @.

Denotamos por X' o conjunto de todos os pontos de acumulagéo de X.

Definicao A.4 (Limite de funcdo). Seja X C R um conjunto ndo vazio, f : X — R uma fungdo
e a € X'. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L e, denotamos por glcl_rg flz) =L,
se para todo € > 0 existir um niimero 0 > 0, tal que para x € X e 0 < |x — a|] < § tem-se
|f(x)—L| <e.

Definicao A.5 (Limite no infinito). Seja X C R um conjunto ilimitado superiormente. Dizemos
que o limite de f(x) quando x tende ao infinito é L, e denotamos por a:h—{go = L, se para todo
e > 0 existe M > 0 tal que para todo x € X, com x > M, tem-se | f(x) — L| < e.

Definiciao A.6 (Funcio continua). Seja X C R um conjunto ndo vazio e f : X — R uma func¢do.
Dizemos que [ é continua em v = a € X se para todo € > 0 existir um niimero § > 0 tal que
parax € X e |v —a| < 6 tem-se |f(x) — f(a)| < e. Caso f seja continua em todo a € X,

dizemos que [ é uma fungdo continua.

Teorema A.1 (Teorema dos Intervalos Encaixados). Dada uma sequéncia decrescente Iy O 15 D
... D I, D ... de intervalos limitados e fechados I,, = |a,,, b,|, existe pelo menos um niimero real

c tal que c € I, para todon € N.

Demonstracdo. Observe que I,, D I,,41 paratodon € N, com I,, = [a,, b,]|. Assim, temos que

al§a2§...§an§...Sbng...§62§bl.
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Note que o conjunto A = {ay, as, ...a,, ...} é limitado superiormente, uma vez que b; > a,, para
todo n € N. Dai, existe ¢ € R tal que ¢ = supA, ou seja, a,, < ¢ para todo n € N. Ainda, temos
que b, € cota superior de A. Como ¢ é a menor das cotas superiores de A, ¢ < b,, para todo n.

Portanto, a,, < b,, para todo n, o que mostra que ¢ € I,, para todo n € N. O

Teorema A.2. Sejam I = [a,b] e f : I — R uma funcdo continua em 1. Se f(a) < 0 < f(b) ou
f(a) > 0> f(b) entdo existe um niimero ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstragdo. Sem perdade de generalidade, vamos assumir f(a) < 0 < f(b).

Seja I = [a1,b1], em que a; = a e by = b e seja p; o ponto médio de a; e by, isto &,

b
P = ((112;1). Se f(p1) = 0, tomamos ¢ = p; e o teorema estd demonstrado. Se f(p;) # 0,

entdo f(p1) > 0ou f(p1) < 0.

Se f(p1) > 0, entdo definimos ay = ay, by = py e se f(p1) < 0 definimos ay = py, by =

b1. Em ambos os casos, Iy = [ag, bs], Io C 11 e f(ay) <0, f(by) > 0.
Continuemos o processo de bissecao. Suponha que os intervalos [y, I, ..., [, foram
ay + by,
5

obtidos por bisse¢des sucessivas da mesma maneira. Entéo, f(ax) < 0, f(bx) > 0epr =

Se f(pxr) = 0, tomamos ¢ = py.

Caso f(pr) > 0, definimos axy1 = ag, bpy1 = pr € se f(pr) < 0 definimos ayyq =
Dk, bpy1 = bg. Em ambos os casos, temos Iy 11 = [ags1,bki1], ler1 C Ix € flags1) < 0,
f(br41) > 0.

Se neste processo localizamos um ponto p,, tal que f(p,) = 0, entdo o teorema estd
demonstrado. Caso contrario, obtemos uma sequéncia de intervalos fechados encaixados /,, =

[a,, b,] tal que para todo n € N temos

fla,) <0 e f(b,) >0.

Além disso, uma vez que os intervalos sdo obtidos por bisse¢des repetidas, o comprimento

. —a . .
de [, éigualab, —a, = pr= Pelo Teorema dos Intervalos Encaixados, existe um ponto ¢ que
pertence a [,, para todo n € N. Como a,, < ¢ < b, paratodon € Ne lim(b, — a,) = 0, temos

que lim(a,) = ¢ = lim(b,). Como f é continua em c,
lim(f(an)) = f(c) = lim(f(bn))-
O fato que f(a,) < 0 para todo n € N implica que f(c) = lim(f(a,)) < 0. Além disso,
o fato que f(b,,) > 0 para todo n € N implica que f(c) = lim(f(b,)) > 0.Logo, f(c) =0. O

Teorema A.3. [Teorema do Valor Intermedidrio] Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungdo
continua em I. Se a,b € I e se k € R satisfaz f(a) < k < f(b), entdo existe um ponto c € 1
entre a e b tal que f(c) = k.
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Demonstragdo. Suponhamos a < b e definimos g(x) = f(z) — k. Entéo, g(a) < 0 < g(b). Dai,
pelo teorema anterior, existe um ponto ¢ com a < ¢ < b tal que 0 = g(c¢) = f(¢) — k. Logo,
f(c) = k.Se b < a, definimos h(x) = k — f(z) e, assim, h(b) < 0 < h(a). Logo, existe ¢ com
b<c<a,talque 0= h(c) =k — f(c), o que implicaem f(c) = k. O

Definicdo A.7 (Funcdo de Lipschitz). Sejam M um espaco métrico e d uma métrica em M.
Uma funcdo f : M — M é chamada de Lipschitz se existir uma constante ¢ > 0 tal que
d(f(z), fly)) < c-d(z,y), para todos x, y € I.

Definicao A.8 (Contragdo). Sejam M um espagco métrico e d uma métrica em M. Uma contragdo
€ uma funcdo de Lipschitz, com constante k, tal que 0 < k < 1, isto é, se f : M — M for uma

contragdo, vale

d(f(x), f(y)) < k- d(x,y)

para quaisquer x,y € M, com k < 1.

Teorema A.4. Toda funcdo de Lipschitz é continua.

Demonstragdo. Seja f : I — R uma fungdo lipschitiziana, isto é, | f(z) — f(y)| < ¢|x — y| para

todos x,y € 1. Consideremos z( € [ fixo e € > 0 tais que
[f(2) = f(zo)| < el — o] <e.
) € € ~
Agora, seja § = —. Temos que |x — 24| < — = 4. Entao,
c c
|2 — x| <6 = |f(z) = flzo)| <&

Portanto, toda funcdo de Lipschitz € continua. [

A.3 Derivadas

A derivada de uma func¢do é estudada no célculo e é vista como a taxa de variagcdo
instantdnea da funcdo em algum ponto. A derivada estd presente em alguns métodos numéricos,

tornando-os, em geral, mais rdpidos.

Definicao A.9 (Derivada). Seja X C R um conjunto ndo vazio, f : X — R uma fungdo e
a € X N X'. A derivada da funcdo f no ponto a é denotada por f'(a) e é dada pelo limite
o @)= @ flath) = f(a)

r—a Tr— a h—0 h

f'(a) =

O limite acima definido pode existir ou ndo. Se existir, dizemos que f é derivdvel no ponto a. Jd

quando a derivada existe em todos os pontos x € X dizemos que f é derivdvel.
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Observacio A.1. Denotamos por ["(a) e f"(a) a segunda e terceira derivadas de f no ponto

a, respectivamente. Para n > 3, denotamos por f () (a) a n-ésima derivada de [ no ponto a.

Geometricamente a derivada de f no ponto a indica a inclinag@o da reta tangente ao
grifico de f em (a, f(a)).

Teorema A.5. Seja [ : R — R diferencidvel. Se existe k > 0 tal que | f'(x)| < k, entdo para
quaisquer .,y € R, tem-se |f(z) — f(y)| < k|lx — yl.

Demonstragdo. Seja k > 0 tal que |f'(x)| < k para todo x € R e consideremos quaisquer
x,y € R. Como f é diferencidvel, segue-se do Teorema do Valor Médio que existe c entre x e y

tal que
Portanto,

]

Observacao A.2. Funcoes que satisfazem essa propriedade sdo chamadas de lipschitzianas.

Teorema A.6 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, com f(a) = f(b).

Se f ¢é derivdvel no intervalo (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Geometricamente, o Teorema de Rolle nos indica que se o grafico de uma fun¢do continua
¢ uma curva que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), com f(a) = f(b), entdo existe um ponto ¢

em que a reta tangente neste ponto € horizontal.

Teorema A.7 (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se f é

derivdvel no intervalo (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que

F0) = fla)

7o) = 20—

Teorema A.8 (Regra de L’Hopital). Sejam f e g duas funcoes reais derivdveis no ponto a, tais
/

/!
que lim f(z) = lim g(x) = 0. Se = estiver definida e o limite lim f/(x) existir, entdo
r—a r—a g z—a g (:L')
!/
lim —f@) = lim / (I)
z—a g x) T—a g’(x)
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A.4 Polinbmios de Taylor

Dada uma funcdo qualquer € possivel aproximé-la, ao redor de um ponto a pertencente
ao seu dominio, de um polindmio de grau n. Uma vez que funcdes polinomiais sao simples de
serem trabalhadas, realizar este tipo de aproximacao pode ser interessante em diversas situagoes,

como na analise numérica.

Teorema A.9 (Férmula de Taylor infinitesimal). Seja f : I — R uma funcdo n vezes derivdvel
no ponto a € 1. A fungcdo r : J — R, definida no intervalo J = {h € R;a + h € I} pela

igualdade
" (n)
fla+h) :f(a)+f’(a)-h+f7m)-h2+...+fn—'(a)-h”+r(h),
. r(h) . ) o :
cumpre }IZIH(I) T 0. Reciprocamente, se p(h) é um polindmio de grau menor ou igual a n
_>
h
tal que r(h) = f(a+ h) — p(h) cumpre }llirr(l] T}(L_) = 0, entdo p(h) é o polinémio de Taylor de
— n
ordem n de f no ponto a, isto é,
1L fO@
i=0 ’

Teorema A.10 (Férmula de Taylor, com resto de Lagrange). Seja f : [a,b] — R uma funcdo n

vezes derivdvel no intervalo aberto (a,b), com f™Y continua em [a, b]. Existe ¢ € (a,b) tal que

(n=1)(q ™) (¢
f0) =fla) + f(a)(b—a) + ... + ﬁ(b —a)" "+ / n!( )(b —a)".

pn(b) mn(b)

Dizemos que p,,(b) é o polinomio de Taylor de ordem n de f em a e r,(b) é chamado

de resto de p,,(b).

Exemplo A.3. Aproxime a func¢do [ : R — R dada por f(x) = sen(2x) por um polinémio de

Taylor de ordem 3 em torno de x = (.

Note que f'(x) = 2cos(2z), f"(x) = —4sen(2x), f"(x) = —8cos(2z) e f¥(z) =
16sen(2x). Assim,

" " (4) T
pa) = 70)+ 1) -0+ T o 4 0 g TZED g
= sen(0) + 2cos(0) - x + _4%71(0) c? 4 _8%!"(0) 2 4 1656”i?£(x)) ot

4 2 2
C e b 2EED
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com £(x) entre 0 e z. Logo, o polindmio de Taylor de ordem 3 de f em torno de x = 0 é

2sen(26(x)) 4,
3

ps(z) =2z — §x3, com resto relativo x%,&(x) entre 0 e x.

fla) = sen(2z)

palx) = 2o — — o

Figura 17 — Aproximacao da funcao f do Exemplo A.3 por polindmio de Taylor.
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APENDICE B

Espacos Métricos Completos

O Teorema do Ponto Fixo de Banach apresentado no Capitulo 3 € muito importante, uma
vez que garante a convergéncia dos métodos de iteracdo de ponto fixo sob algumas condicoes.
Uma destas condicdes € que o dominio e contradominio da funcdo utilizada seja um espago
métrico completo. Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢des e resultados importantes
sobre espagos métricos, necessdrios para a compreensdo da prova do Teorema 3.3. Para isso,
utilizamos DOMINGUES (1982) e LIMA (2017) como referéncias.

B.1 Meétricas e Espacos Métricos

A nocao de distancia é importante em varios ramos da matematica e apesar da distancia

euclidiana ser a mais utilizada, este conceito pode ser generalizado, levando a defini¢dao

Definicao B.1 (Métrica). Seja X um conjunto ndo vazio. Chamamos de métrica uma fun¢do

d: X x X — R caso possua as seguintes propriedades:

1. Positividade: d(a,b) > 0 para todos a, b € X.

2. Condigdo de distancia nula: d(a,b) =0 <= a =b.

3. Simetria: d(a,b) = d(b,a) para todos a eb € X.

4. Desigualdade triangular: d(a,b) < d(a,c) + d(c,b) para todos a, be c € X.

Exemplo B.1. A funcdo d(z,y) = |[xt —y

, T,y € R, é uma métricaem X = R chamada de

métrica usual.

Defini¢iio B.2 (Espaco métrico). Espaco métrico é um par (X, d) em que X é um conjunto ndo

vazio e d é uma métrica em X.
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Exemplo B.2. R" munido da métrica d dada por d(z,y) = \/(y1 — 21)2 + ... + (Y — 2,,)%,

sendo x = (x1,...,x,) €y = (Y1, ..., Yn) € um espago métrico.

Exemplo B.3. O conjunto de todas as fungées reais continuas definidas em [O, 1], munido da
métrica
dw : C([0,1]) x C([0,1]) — R
dw(frg) = sup [f(x)—g(z)]

z€]0,1]
é um espago métrico.
Exemplo B.4 (Espaco [P). Seja p > 1 um niimero real fixo. Por definicdo, cada elemento do
espago 1P é uma sequéncia x = (x;) = (z1,%2,...) de nimeros tais que |z1|" + |xa|? +

converge, ou seja, E |z;|P < oo. O espago [P é um espago métrico munido da métrica definida
j=1

1
pord(x,y) = <Z|xj—yj ) sendo y = (y;) Z|yj|p<oo

Vamos verificar que d(z, y) (Z \z; — vl ) satisfaz a propriedade de desigual-

dade triangular de métrica. As demais propriedades sdo ficeis de perceber que sdo vélidas.

1 1
Seja p > 1 e definimos ¢ tal que — + — = 1. Temos que
P q

p+q 1
l=—— , pg=p+q, p—-1(¢-1)=1, — =¢—1 (B.1)
pq p—1

Dai, se tomarmos u = t*~!, temos que t = ui™t,

Sejam «, 5 > 0 com o3 a drea do retangulo a seguir: Temos que

u
u

u=!

[e]

o B P q
aff < / 1 +/ Wiy = (B.2)
0 0
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Consideremos (7;) e (y;) tais que
Ml =1e > lGI" =1 (B.3)
j=1 Jj=1

1 1
Definindo o = |z;| e 8 = |y;], temos, de (B.2), que |Z; y;| < —|7;|” + —|y;|?. Usando
p q
(B.1) e (B.3), temos:

—1 (B.4)

>l

’BIH
rQIr—\

Agora, tomemos qualquer x = (z;) € I’ e y = (y;) € [” diferente de zero e definimos:

L R A — (B.5)

Observe que essa defini¢cdo satisfaz (B.3), entdo podemos aplicar (B.4). Substituindo
(B.5) em (B.3), temos:

i _ /N PPN

(2 m\p) (£ wr)’

1 1
> lziyl < (Z \kuf’) (Z \ynlq) (B.6)
7=1 k=1 n=1
A desigualdade (B.6) demonstrada é chamada desigualdade de Holder.
Agora, vamos provar a desigualdade de Minkowski para somas:
(Sbur) = () o (Siwr) ®
j=1 k=1 n=1
emquer = (z;) €elPey=(y,) €lPep>1.

Consideremos p > 1 e escrevemos x; + y; = w;. Pela desigualdade triangular, obtemos

que

Jwil? = Jaj + ] [ws P~ < (] + [y )- (s
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Somando de 7 = 1 a n fixo, temos:
D lwiP <> g wi P s s P (B.8)
j=1 j=1 j=1

Observe que podemos aplicar a desigualdade de Holder. Entao,

o> by < (Zmrp)p . (Z|<wj>“rq> )

1 1

n n P n q

)yl Tt < (Z|yj|p> - (Z|(wy‘)p—1|q> :
j=1 j=1 j=1

Além disso, por B.1, temos que (p — 1)¢ = p. Logo, podemos reescrever B.8 da seguinte

maneira: ) )
n n i n q n P
Z!wﬂ”é(Z(\wﬂ%) (zw) +(zryj|p) -
j=1 j=1 j=1 j=1
Z:l‘w]"p n % n % n %
j:
—1=(z|wj|p) s<z|xj|p) +(z|yj|p) |

n g — —
(2 |wjrp) ’ ’
j=1

Obtemos, entdo, a desigualdade que queriamos para n. Fazendo n — oo na ultima
desigualdade, temos a direita duas séries que convergem, pois x,y € [”, e assim a da esquerda

também converge, comprovando a desigualdade.

1 1 1
<z|xj+yj|p) s(zm\p) +(z|yn\p) |
7=1 k=1 n=1

Entdo, tomando z, y, z € I, com z = (z;), temos:

da) = (Sl —ur)’
= (Xl =zl + 1z~ wl?)
< <Z|$j—zj|p>;+<Z|Zj—yj|p>;

= d(z,z)+d(zv).

3=
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B =

Logo, a desigualdade triangular é vdlida para d(z,y) = Z |z; — ;[P | e, portanto,
j=1

d € uma métrica no espago [”, o que prova que [” € um espago métrico.

B.2 Espacos métricos completos

Na secdo A.1 do Apéndice A estudamos sequéncias numéricas. Um tipo especial de
sequéncia numérica é denominada sequéncia de Cauchy, que € um conceito muito importante

para definir a completude de um espaco métrico. Vejamos a defini¢do desse tipo de sequéncia:

Definiciio B.3 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico X = (X, d)

é dita ser de Cauchy se para todo € > 0 existe um ng € N tal que

m,n > ng = d(Ty,, ,) <.

Em outras palavras, dizemos que uma sequéncia é de Cauchy quando, a partir de um

certo indice, seus termos ficam cada vez mais préximos.

Exemplo B.5. No espaco métrico R munido da métrica usual, a sequéncia (z,) =

S
N
&

Cauchy.

2
De fato, dado € > 0, tomemos ny € N tal que ng > —. Entao, para todos m > n > ny,
€

temos:

1 1
AT, Tn) = |T — 0| = ’E -

1

g
<|=|+
m

Logo, z,, € de Cauchy.

O Teorema a seguir relaciona sequéncia convergente em um espago métrico com sequén-

cia de Cauchy.

Teorema B.1. Seja M um espago métrico e (x,,) uma sequéncia de M convergente. Entdo, (x,,)

€ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Seja (z,,) uma sequéncia convergente tal que x,, — z no espago métrico M.

Entdo, dado £ > 0, existe ny € N tal que

n>ny = d(z,, x) <

DO ™
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: 5
Sendo assim, para todos m, n > ng temos que d(x,,, ) < 3¢ d(xm,x) <

N ™

Pela desigualdade triangular, temos que

A 22) < dl) + d(ry,2) < 5+ 5 =<,

isto é, para todo ¢ > 0, d(x,,, x,) < €. Logo, (z,,) é de Cauchy.

Teorema B.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, ou seja, uma sequéncia tal que para todo
e > 0 existe ng € N tal que

m,n > ng = d(Tm,, T,) < €.

Tomando € = 1, temos que existe ng tal que
m,n > ng = d(Ty,, ,) < 1.

Em particular, n > ng = d(z,, x,,) < 1, ja que vale para m = ny. Ento, x,, pertence a bola
centrada em x,,, e com raio 1, B(x,,, 1), para todo n > ny.

Observe que

{z1, 29, Ty, .} = {z1, T2, o, T} U{Zng, Tigids ooy Ty oo} =

{z1,29, ..y, ...} C A{x1,29,...;x1} U B(2p,, 1).

Temos a direita a unido de dois conjuntos limitados. Entdo o conjunto a esquerda € limitado e,

portanto, (z,,) é limitada. O

Definicao B.4 (Espaco métrico completo). Um espaco métrico X ndo vazio é considerado
completo se cada sequéncia de Cauchy em X converge, ou seja, tem um limite, que é um

elemento de X.

Pela definicdo acima, temos que espagcos métricos completos sdo aqueles em que a

condicdo de Cauchy € necessaria e suficiente para a convergéncia.

Teorema B.3. A reta real é um espagco métrico completo.

Demonstra¢do. Suponhamos que a sequéncia (x,) é de Cauchy em R. Entdo, dado ¢ = 1,
existe ny € N tal que m,n > ng implica em d(x,, — x,) = |x,, — x,| < 1. Dai, temos que
Ty — 1 <z, < x5+ 1, o0useja, (z,,) é limitada. Como (x,,) é limitada, temos que existe uma

subsequéncia convergente.
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Consideremos a = lim z,,, . Afirmamos que a = limx,,. De fato, dado € > 0, como (z,,) é de

Cauchy, existe m; € N tal que

€
m,n > my = Ty, — x,| < 7

Como (z,, ) é convergente, entdo existe mo € N tal que

£
k2m2:>|$nk—a|<§.

Seja M = max{mq, ms} e n > my. Entdo, |z,,, — z,| < % e |z, —al < g. Observe que
|xn - a| = |xn — Tnpy T Ty — al < |ng - In’ + |ITLJVI - a| <€

Logo, (z,) é convergente.

Portanto, a reta real € um espago métrico completo. 0

Exemplo B.6. O espaco Q dos niimeros racionais ndo é completo.

De fato, considere a sequéncia de nimeros racionais
(11 11 1 11 1 1 1 11 1 1
@) =\gratmoatntaatatata g Tntat o)

Temos que z,, € uma sequéncia de Cauchy, mas x,, converge para o nimero irracional e, ou seja,

ndo converge em Q.
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