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Resumo
Nesta monografia estudaremos a decomposição primária de ideais em aneis Noetherianos.

Faremos aqui um breve estudo de aneis e ideais, apresentaremos o conceito de anel

Noetheriano e sua caracterização, e em seguida mostraremos uma prova do Teorema da

Base de Hilbert. Além disso, vamos definir uma decomposição primária deduzindo seus

respectivos resultados através dos ideais primários e radicais. Por fim, exibiremos resultados

que garantirão a existência de uma decomposição primária em aneis Noetherianos.

Palavras-chave: Aneis Noetherianos. Ideais Primários. Decomposição Primária.





Abstract
In this monograph we will study the primary decomposition of ideals in Noetherian rings.

We will make here a brief study of rings and ideals, we will present the Noetherian ring

concept and its characterization, and then we will show a proof of Hilbert’s Basis Theorem.

Furthermore, we will define a primary decomposition by deducing its respective results

through the primary and radical ideals. Finally, we will show results that will ensure the

existence of a primary decomposition in Noetherian rings.

Keywords: Noetherian Rings. Primary Ideals. Primary Decomposition.
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Introdução

A Álgebra Comutativa é essencialmente o estudo dos aneis comutativos, desenvolvendo-

se respectivamente a partir da Geometria Algébrica e da Teoria Algébrica dos Números.

Na primeira vertente, o modelo dos aneis estudados é o anel de polinômios em diversas

variáveis sobre um corpo K enquanto que na segunda, o modelo é o anel dos inteiros

racionais (ATIYAH M.F; MACDONALF, 1969, Adaptado).

Em uma grande classe de aneis comutativos, incluindo todos os aneis Noetherianos,

todo ideal possui uma decomposição primária, que é uma decomposição semelhante, mas

permite ideais que são análogos às potências de primos. Esta decomposição pode ser

considerada como uma generalização da fatoração de um inteiro n em Z como produto de

potências de primos através dos ideais primários (DUMMIT; FOOTE, 2003, página 681).

A presente monografia tem como objetivo o estudo da decomposição primária de

ideais em aneis Noetherianos e, para isto, apresentamos primeiramente no Capítulo 1

tópicos da Teoria de Conjuntos e Teoria de Aneis cujos resultados relativos a Teoria de

Ideais serão amplamente explorados ao longo do nosso trabalho. Nesse capítulo, dois ideais

que recebem destaque na Álgebra Comutativa: o Nilradical e o Radical de Jacobson de

um anel A cujas caracterizações decorrem das definições relativas aos ideais maximais e

primos.

O objetivo do Capítulo 2 é definir e caracterizar os aneis Noetherianos sob várias

operações familiares da teoria de aneis, em particular, provamos o famoso Teorema da Base

de Hilbert além de apresentarmos algumas deduções importantes da condição noetheriana.

No Capítulo 3, apresentamos os principais resultados que nos auxiliam para o

desenvolvimento dos pontos apresentados sobre a decomposição primária de um ideal

em um anel A, em particular, em aneis Noetherianos, tais como ideais radicais e ideais

primários, a definição de decomposição primária, ideais P -primários além dos teoremas de

unicidade de tal decomposição.

As principais referências para o desenvolvimento desta monografia foram (ATIYAH

M.F; MACDONALF, 1969) e (MARTIN, 2014).
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1 Base Teórica

Apresentamos neste capítulo os resultados mais pertinentes para o desenvolvimento

do nosso trabalho relativos à teoria de conjuntos e à teoria de aneis. As principais referências

deste capítulo foram (CONRAD, 2020), (DOMINGUES; IEZZI, 2003), (HALMOS, 1970),

(LEQUAIN Y; GARCIA, 2005) e (HEFEZ, 2016).

1.1 Teoria de Conjuntos

Nesta seção, apresentamos conceitos da teoria de conjuntos referentes a relação

de ordem, elemento maximal, condição de cadeia e o Lema de Zorn, uma vez que tais

conceitos são utilizados em alguns resultados envolvendo a decomposição primária em

anéis noetherianos.

Definição 1. Seja I um conjunto não vazio qualquer. Uma família indexada por I é

uma coleção de conjuntos Ai com i ∈ I.

Notação: {Ai}i∈I .

Definição 2. Definimos o par ordenado de a e b, com a sendo a primeira coordenada e

b sendo a segunda coordenada, o conjunto (a, b) definido por:

(a, b) = {{a} , {a, b}} .

Proposição 1. Se (a, b) e (x, y) são pares ordenados e se (a, b) = (x, y), então a = x e

b = y.

A demonstração dessa proposição pode ser consultada em (HALMOS, 1970, página

24).

Definição 3. Sejam A, B dois conjuntos não vazios. Definimos o produto cartesiano

de A e B, como o conjunto de todos os pares ordenados em que a primeira coordenada

pertence a A e a segunda a B.

Notação: A × B = {x; x = (a, b) | a ∈ A e b ∈ B} .
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Observação 1. Todo conjunto de pares ordenados é um subconjunto de um produto

cartesiano de dois conjuntos.

Fazendo uso de pares ordenado, podemos aqui estabelecer a ideia de relação entre

conjuntos, dita relação binária.

Definição 4. Definimos por relação binária de A em B todo subconjunto R de A × B.

Se (a, b) ∈ R, dizemos que a se relaciona com b, escrevendo de forma usual que

aRb, ao longo dessa seção.

Exemplo 1. Seja X um conjunto qualquer e seja R o conjunto de todos os pares (x,y)

de X × X para os quais x = y. A relação R aqui estabelecida é a de igualdade entre os

elementos, ou seja, x se relaciona com y, é o mesmo que x = y.

Exemplo 2. Sejam X um conjunto qualquer e R o conjunto de todos os pares (x,A) de

X × P(X) para os quais x ∈ An onde P(X) é o conjunto das partes de X. A relação R é

tal que se x ∈ X e A ∈ P(X), então xRA é o mesmo que x ∈ A.

Definição 5. Seja X um conjunto não vazio. Dizemos que uma relação R é:

i) reflexiva, se xRx para todo x ∈ X;

ii) simétrica, se xRy implicar yRx, para todos x, y ∈ X;

iii) transitiva, se xRy e yRz implicar xRz para todos x, y e z ∈ X;

iv) antissimétrica, se xRy e yRx implicar x = y para todos x, y ∈ X.

Definição 6. Dizemos que R é uma relação de equivalência sobre um conjunto X se

for reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 3. A igualdade é uma relação de equivalência. De fato, como visto no Exemplo

1 dados x, y e z ∈ X quaisquer temos que x = x, isto é, xRx naturalmente. Além disso,

dizer que x = y é o mesmo que y = x, logo se xRy então yRx e portanto R é simétrica.

Agora se x = y e y = z podemos concluir que x = z, e isso nos diz que como xRy e yRz

então xRz. Portanto a igualdade é uma relação de equivalência.

Exemplo 4. Dado X um conjunto não vazio, temos que o produto cartesiano X × X

define uma relação de equivalência.



1.1. Teoria de Conjuntos 17

Definição 7. Uma ordem parcial em um conjunto X é uma relação reflexiva, antissi-

métrica e transitiva.

Exemplo 5. Dado um conjunto X, a relação de inclusão (⊂) em P(X) é uma ordem

parcial.

Definição 8. Um conjunto parcialmente ordenado é um par ordenado (X, ≤) em

que X é um conjunto e ′′ ≤ ′′ uma ordem parcial nele.

Definição 9. Seja R uma relação de ordem parcial sobre X. Dados x, y ∈ X, dizemos que

x e y são comparáveis mediante R se x ≤ y ou y ≤ x. Caso contrário, dizemos que

são não comparáveis.

Definição 10. Se dois elementos quaisquer de um conjunto X forem comparáveis mediante

R, então R é dito relação de ordem total sobre X. Nesse caso, X é chamado de

conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 6. A ordem parcial em qualquer conjunto X de números reais (com a or-

dem natural) é uma ordem total, uma vez que dois números reais quaisquer são sempre

comparáveis.

Observação 2. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Então a ordem parcial de X

induz uma ordem parcial em todo subconjunto de X.

Definição 11. Se X é um conjunto parcialmente ordenado e A um subconjunto não vazio

de X, um elemento L ∈ X é um limite superior de A se, para todo x ∈ A temos que

x ≤ L. Por outro lado dizemos que um elemento l ∈ X é um limite inferior de A se

para todo x ∈ A temos que l ≤ x.

Definição 12. No conjunto dos números naturais definimos a | b, ordem parcial dita

divisibilidade para todos a, b ∈ N, o que significa, a | b se existe c ∈ N tal que b = ac.

Exemplo 7. Seja R a relação definida nos naturais como R = {x, y ∈ N | x múltiplo de y} ,

então temos que R é uma relação de ordem parcial.

Exemplo 8. Sejam X = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36} , A = {2, 4, 6} ⊆ X e a ordem parcial

divisibilidade. Então temos que 12 e 36 são limites superiores para A e 1 e 2 são limites

inferiores.
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Definição 13. Sejam X um conjunto parcialmente ordenado e A um subconjunto não

vazio de X. Um elemento M de A é máximo se M é um limite superior de A. De forma

análoga, um elemento m de A é mínimo se m é um limite inferior de A.

Exemplo 9. O conjunto C = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} com a ordem de divisibilidade,

temos que C não possui máximo porém possui o 1 como elemento mínimo.

Exemplo 10. Sejam X = {a, b, c} e P(X) = {∅, {a} , {b} , {c} , {a, b} , {a, c} , {b, c} , {a, b, c}}

o conjunto das partes de X. Como o conjunto ∅ é subconjunto de todo conjunto, ele é o

elemento mínimo de P(X) com a relação do Exemplo 5 e X é o elemento máximo, pois

todo conjunto de P(X) está contido nele.

Definição 14. Se X é um conjunto parcialmente ordenado e A um subconjunto não vazio

de X, dizemos que um elemento M ∈ A é um elemento maximal de A se para todo

x ∈ A de modo que M ≤ x, então x = M. De forma análoga, um elemento m ∈ A é um

elemento minimal de A se para todo x ∈ A de modo que x ≤ m, então x = m.

Exemplo 11. Seja C a coleção de subconjuntos não vazios de um conjunto X não vazio,

ordenado pela inclusão. Cada conjunto unitário é um elemento minimal de C, porém o

mesmo não possui mínimo.

Exemplo 12. Sejam X = {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36}, A = {2, 4, 6} ⊆ X e a ordem parcial

divisibilidade. Temos que 2 é o elemento minimal de A e 4 e 6 são os elementos maximais

de A.

Notemos que dizer que um elemento é máximo ou mínimo dentro de um conjunto

é dizer que esse elemento é comparável a todos os elementos do conjunto, diferentemente

de um elemento ser minimal ou maximal no conjunto, é que não existe nenhum elemento

estritamente menor ou maior do que esse elemento.

As definições a seguir possuem grande relevância para o desenvolvimento do capítulo

3.

Definição 15 (Cadeia). Definimos uma cadeia como sendo qualquer subconjunto C

totalmente ordenado de um conjunto parcialmente ordenado.

Segundo CONRAD, em um conjunto X parcialmente ordenado, podemos falar de

elementos minimais tanto quanto de elementos maximais. O Lema de Zorn não é intuitivo,
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mas é logicamente equivalente a declarações mais intuitivamente plausíveis na teoria dos

conjuntos, como o Axioma da Escolha, afirma que todo produto cartesiano de conjuntos

não vazios é não vazio.

Lema 1 (Lema de Zorn). Se X é um conjunto não vazio parcialmente ordenado tal que

toda cadeia em X é limitada, então X contém um elemento maximal.

Uma vez que nosso objetivo principal referente ao Lema de Zorn é a sua aplicação,

caso seja do interesse, a demonstração da equivalência desses resultados pode ser vista em

(HALMOS, 1970, página 69).

Exemplo 13. Note que Z+ não é totalmente ordenado com relação a ordem divisibilidade,

uma vez que a maioria dos pares de inteiros não são comparáveis sob essa relação. Por

exemplo, 3 ∤ 5 e 5 ∤ 7.

Exemplo 14. O subconjunto dos inteiros, X = {1, 2, 4, 8, 16, ...} formado pelas potências

de 2 é totalmente ordenado sob a relação de divisibilidade.

Definição 16. Seja A um conjunto não vazio parcialmente ordenado. Uma sequência

(an)n∈N de elementos de A é dita uma cadeia ascendente (crescente) se para todo n ∈ N

tem-se que an ⩽ an+1. Isto é,

a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ⩽ an+1 ⩽ . . . .

Definição 17. Um limitante superior para uma sequência (an)n∈N de elementos de A

é um elemento x ∈ A tal que an ⩽ x, para todo n ∈ N. Analogamente, dizemos que um

limitante inferior para uma sequência (an)n∈N de elementos de A é um elemento x ∈ A

tal que x ⩽ an, para todo n ∈ N.

Exemplo 15. Se A = R e X =]0, 1] com a ordem habitual dos números reais, temos que

os limitantes superiores de A são todos x ⩾ 1 com x ∈ R.

Exemplo 16. Se A = R e X = ]2, 5] com a ordem habitual dos números reais, temos que

os limitantes inferiores de A são todos x ⩽ 2 com x ∈ R.

Definição 18. Uma sequência (an)n∈N de elementos de A é dita estacionária se existir

n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 tivermos que an = an0 .

Definição 19. Dizemos que A satisfaz a condição de cadeia ascendente (C.C.A)

se toda cadeia ascendente em A for estacionária.
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1.2 Teoria de Aneis

Os livros didáticos de álgebra geralmente dão a definição de um anel primeiro e

seguem com exemplos. É claro que os exemplos vieram primeiro, e a definição abstrata

depois; muito depois (KLEINER, 2007).

Na presente seção definiremos um anel como sendo comutativo com unidade e

ainda, traremos alguns resultados que serão importantes para o desenvolvimento desta

monografia tais como homomorfismo de aneis, elementos notáveis de um anel além das

definições de domínio de integridade e corpo.

Definição 20 (Aneis). Seja A um conjunto não vazio munido das operações binárias (+)

e (·) ditas respectivamente adição e multiplicação. Dizemos que (A,+, ·) é um anel se

para todos a, b, c ∈ A tivermos que:

i) a + (b + c) = (a + b) + c (associativa da adição);

ii) a + b = b + a (comutativa da adição);

iii) Existe único 0 ∈ A de modo que, a + 0 = 0 + a = a (neutro aditivo);

iv) Para todo a ∈ A, existe único −a ∈ A tal que a + (−a) = (−a) + a = 0 (simétrico

aditivo);

v) a(bc) = (ab)c (associativa da multiplicação);

vi) ab = ba (comutativa da multiplicação);

vii) Existe único 1 ∈ A de modo que 1a = a (neutro multiplicativo);

viii) A multiplicação é distributiva em relação a adição

a(b + c) = ab + ac e (a + b)c = ac + bc.

Exemplo 17. Os conjuntos numéricos Z,Q,R e C com as operações usuais são aneis.

Exemplo 18 (Anel de funções). Seja X um conjunto não vazio. Então o conjunto

A = {f : X −→ R | fcontínua}
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munido com as operações usuais de soma e produto de funções

+ : (f + g)(x) = f(x) + g(x)

· : (fg)(x) = f(x)g(x)

para todo x ∈ X, é um anel.

De fato, dados x ∈ X e f, g, h ∈ A temos

i) (f + (g + h))(x) = f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x) = ((f + g) + h)(x)

portanto vale a associatividade da adição.

ii) (f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x) portanto vale a comutatividade

da adição.

iii) Dado f ∈ A, seja q ∈ A, tal que (f + g)(x) = 0. Então

(f + q)(x) = 0 ⇔ f(x) + q(x) = 0

⇔ f(x) + (−f(x)) + q(x) = 0 + (−f(x))

⇔ f(x) + (−f(x)) + q(x) = −f(x)

⇔ q(x) = −f(x).

Portanto, existe q(x) ∈ A, simétrico aditivo e denotado por −f(x).

iv) Existe a função nula tal que para toda f ∈ A tem-se

0 + f(x) = f(x) + 0 = f(x).

Além disso, dados f, g, h ∈ A temos

v) (f(gh))(x) = f(x)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(x) = ((fg)h)(x). Portanto a multiplica-

ção é associativa.

vi) (fg)(x) = f(x)g(x) = g(x)f(x) = (gf)(x). Portanto a multiplicação é comutativa.

vii) (f(g + h))(x) = (f(x)(g(x) + h(x))) = f(x)g(x) + f(x)h(x) = (fg)(x) + (fh)(x).

Portanto vale a distributiva da multiplicação em relação a adição. A outra forma é

análoga.
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viii) Existe a função identidade f(x) = 1 ∈ A tal que para toda g(x) ∈ A tem-se

g(x)f(x) = f(x)g(x) = g(x).

Proposição 2. Sejam A um anel e a, b, c ∈ A. Se a + b = a + c, então b = c (lei do

cancelamento da adição).

Demonstração. Se a, b, c ∈ A tais que a + b = a + c temos que

(−a) + (a + b) = (−a) + (a + c) ⇒ (−a + a) + b = (−a + a) + c ⇒ 0 + b = 0 + c ⇒ b = c.

Proposição 3. Seja A um anel. Então para todos a, b e c ∈ A temos:

i) a0 = 0;

ii) a(−b) = (−a)b = −(ab);

iii) (−a)(−b) = ab.

Demonstração. i) Note que

0 + a0 = a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

Aplicando a Proposição 2 tem-se que 0 = a0.

ii) Temos, por i) que

ab + [−(ab)] = 0 = a0 = a [b + (−b)] = ab + a(−b).

Aplicando novamente a Proposição 2 temos −(ab) = a(−b).

iii) Aplicando ii), temos

(−a)(−b) = −(a(−b)) = a(−(−b)) = ab.

Exemplo 19. Seja Zn = {0, 1, · · · , n − 1}, n ≥ 0, o conjunto das classes residuais módulo

n, com as operações em Zn definidas por:
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a + b = a + b

ab = ab

para todos a, b ∈ Zn. O anel (Zn, +, ·) é chamado de anel dos inteiros módulo n.

Observação 3. Para todo a, b ∈ Zn temos que:

a = b ⇐⇒ a ≡ b mod n ⇐⇒ n | (a − b).

Exemplo 20 (Anel de polinômios). Sejam A = Z,Q ou R. Então denotamos A[X]

conjunto dos polinômios na variável x com coeficientes em A, isto é,

A[X] =
{
aix

i + ai−1x
i−1 + · · · + a1x + a0 | ai ∈ A, i ∈ N

}
∪ {0} .

Dados f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 e g(x) = bmxm + bm−1x

m−1 + · · · + b1x + b0,

para todo m, n ∈ N ∪ {0} com m ≤ n temos que A[X] munido com as operações de adição

e produto definidas como

+ : f(x) + g(x) =
n∑

i=1
(ai + bi)xi

· : f(x)g(x) =
n+m∑
i=1

ckxk

em que

ck =
m+n∑
k=1

ajbk−j

para todo k = 0, 1, . . . , n + m, é um anel.

Definição 21. Seja A um anel, a ∈ A e n ∈ N ∪ {0}. Definimos

an =



1 , se n = 0

a , se n = 1

an−1 · a , se n > 1.

Proposição 4. Seja A um anel em que a ∈ A e m, n ∈ N ∪ {0} . Então

i) aman = am+n;

ii) (am)n = (a)mn;

iii) (ab)n = anbn.
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Demonstração. Façamos a demonstração por indução sobre n.

i) Se n = 0, então

ama0 = am1 = am = am+0.

Logo, vale a igualdade. Seja 0 ≤ k ∈ N e suponhamos amak = am+k.

Desse modo,

(am)k+1 = am(aka) = (amak)a = (am+k)a = a(m+k)+1 = am+(k+1).

Como a validade para k ≥ 0 implica na validade para k + 1, portanto vale para todo

n ≥ 0.

ii) Novamente se n = 0, vale a igualdade, pois

(am)0 = am·0 = a0 = 1.

Agora suponhamos que para 0 ≤ k ∈ N temos (am)k = amk. Daí,

(am)kam = (amk)am = amk+m = am(k+1).

Como a validade para k ≥ 0 implica na validade para k + 1, portanto vale para todo

n ≥ 0.

iii) O caso para n = 0 é trivial e para n = 1 temos

(ab)1 = ab = a1b1.

Suponhamos válido para 0 ≤ k ∈ N, isto é, (ab)k = akbk. Então temos

(ab)k+1 = (ab)k(ab) = akbk(ab) = akbkab = akabkb = ak+1bk+1.

Desse modo, vale para k + 1, e portanto vale para todo n ≥ 0.

As definições e resultados a seguir são referentes a elementos notáveis dentro de

um anel e introduzimos também a noção de domínio.

Definição 22. Se A é um anel, então um elemento a ∈ A não nulo é dito divisor de

zero se existir 0 ̸= b ∈ A tal que ab = 0. Caso contrário, a é dito regular.
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Definição 23. Sejam A um anel e a ∈ A um elemento não nulo. Dizemos que a é

nilpotente, se existir n ∈ N tal que an = 0.

Notação: Nilp(A) = {a ∈ A | an = 0 para algum n ∈ N} .

Definição 24. Dado um anel A, um elemento u ∈ A é dito invertível se existe v ∈ A

tal que

uv = 1,

em que v é chamado de inverso (multiplicativo) de u e é usualmente denotado por u−1.

Observação 4. Um elemento do anel é sempre associado de si mesmo.

Definição 25. Dois elementos a, b ∈ A, A anel, são ditos associados se existir um

elemento invertível u de A tal que

a = ub.

Definição 26. Um elemento não nulo e não invertível de um anel A é dito irredutível

se seus únicos divisores são os elementos invertíveis do anel e seu associados.

Exemplo 21. O número 2 ∈ Z é irredutível, pois seus únicos divisores são ±1 e ±2.

Proposição 5. Um elemento nilpotente não nulo de um anel não pode ser invertível.

Demonstração. Sejam a invertível e suponhamos que a seja nilpotente, isto é, an = 0 para

algum n ∈ N. Como a é invertível, existe b ∈ A tal que

ab = 1 ⇒ an−1(ab) = an−1

⇒ (an−1a)b = an−1

⇒ anb = an−1

⇒ 0b = an−1

⇒ 0 = an−1.

Continuando o processo acima, temos que an−1 = 0 implica que an−2 = 0 e assim por diante,

até que a2 = 0 implicar que a = 0. Disso, obtemos que 1 = ab = 0b = 0, absurdo.

Definição 27. Um elemento p não nulo e não invertível de um anel A é dito primo se

dados a, b ∈ A, com p | ab tivermos p | a ou p | b.
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Exemplo 22. O número 2 é primo em Z, pois dados a, b ∈ Z se 2 | ab então a ou b tem

que ser par.

Definição 28 (Domínio de integridade). Se A é um anel, dizemos que A é um domínio

de integridade se A não possuir divisores de zero.

Proposição 6 (Lei do cancelamento). Seja A um domínio de integridade. Para todos

a, x, y ∈ A com a não nulo, se ax = ay então x = y.

Demonstração. Como A é domínio, em particular anel, temos que para todo a ∈ A, existe

−a ∈ A. Sendo ax ∈ A, então existe −(ax) ∈ A. Então aplicando o item iv) da Definição

20 e o item ii) da Proposição 3 temos:

ax = ay ⇒ ax + (−(ax)) = ay + (−(ax)) ⇒ 0 = a(y − x).

Uma vez que A é domínio de integridade, devemos ter a = 0 ou y − x = 0. Como,

por hipótese, a é não nulo, temos y − x = 0, o que implica que y = x.

Exemplo 23. O anel dos inteiros Z é um domínio de integridade.

Exemplo 24. Em Z6, os elementos 2 e 3 são divisores de zero, pois ambos são diferentes

de zero e, 2 · 3 = 0, o que prova que Z6 não é um domínio de integridade.

Proposição 7. Se A é um domínio de integridade, então A[X] é domínio de integridade.

Demonstração. Sejam f(x), g(x) ∈ A[X] dois polinômios não nulos em que f(x) = anxn +

an−1x
n−1 + · · · + a0 e g(x) = bmxm + bm−1x

m−1 + · · · + b0 com an, bm ̸= 0. Então temos,

f(x)g(x) = anbmxm+n + · · · + a0b0 ̸= 0,

uma vez que anbm ̸= 0.

Definição 29 (Corpo). Um anel K é dito corpo se todo elemento não nulo de K admite

inverso multiplicativo.

Observação 5. Denotaremos um corpo qualquer por K.

Exemplo 25. Os anéis Q,R e C são corpos porém o anel dos inteiros Z não é corpo.

Basta notarmos que para todo a ∈ Z não existe 1
a

/∈ Z em que 1
a

a = 1.
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Proposição 8. Todo corpo é domínio de integridade.

Demonstração. Sejam a, b ∈ K tais que ab = 0 com a ̸= 0. Como K é corpo, existe a−1 ∈ K

de modo que a−1a = 1. Daí,

ab = 0 ⇒ a−1(ab) = a−10 ⇒ (a−1a)b = 0 ⇒ b = 0.

Portanto K é domínio de integridade.

Observação 6. A recíproca da Proposição 8 é falsa. De fato, o anel dos inteiros Z é um

domínio de integridade que não é corpo.

A proposição a seguir estabelece uma condição para que um domínio de integridade

seja corpo.

Proposição 9. Todo domínio de integridade finito é corpo.

Demonstração. Seja K = {a1, a2, a3, . . . , an} um domínio de integridade com n elementos

distintos, em que para cada a ∈ K não nulo, mostraremos que a é invertível. Se 0 ̸= a ∈ K

qualquer, tem-se que aK = {aa1, aa2, . . . , aan} . Se dados i, j ∈ {1, · · · , n} com n ∈ N,

temos aai = aaj, como K é domínio de integridade, então, ai = aj pela lei do cancelamento.

Por hipótese K é finito, então obtemos aK = K, ou seja, qualquer ai pode ser expresso como

um aaj para algum j. Em particular temos que 1 = aaj para algum j, isto é, aj = a−1.

Portanto, K é corpo.

Proposição 10. O anel Zn é domínio de integridade se, e somente se n é primo. Nesse

caso, Zn é corpo.

Demonstração. De fato, se 1 < n ∈ N é composto, então existem a, b ∈ Z tais que

0 < a, b < n e n = ab. Portanto, temos a, b ∈ Zn ambos não nulos, de modo que

ab = ab = n = 0.

Assim, a, b são divisores de zero em Zn, o que prova que Zn não é domínio de

integridade. Reciprocamente, sejam n primo e a, b ∈ Zn tais que ab = ab = 0. Então

existem a, b ∈ Z tais que ab = nt em que t ∈ Z, ou seja, n | ab.
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Como por hipótese n é primo, então n | a ou n | b, isto é, a = 0 ou b = 0. Logo, Zn

não possui divisores próprios de 0 e portanto Zn é domínio de integridade. Notemos que

pela Proposição 9 garantimos que Zn com n primo é corpo.

Definição 30 (Homomorfismo). Dados A,B dois aneis, uma função f : A → B é dita

homomorfismo se dados a, b ∈ A valerem as seguintes igualdades:

i) f(a + b) = f(a) + f(b)

ii) f(ab) = f(a)f(b)

Exemplo 26. A função nula é um homomorfismo chamado homomorfismo nulo. De

fato,

f : A −→ B

f(a) = 0

para todo a ∈ A. Assim, dados a, b ∈ A temos

f(a + b) = 0 = 0 + 0 = f(a) + f(b)

e

f(ab) = 0 = 0 · 0 = f(a)f(b).

Exemplo 27. Se A é um anel qualquer a função identidade

f : A −→ A

f(a) = a

é um homomorfismo para todo a ∈ A, dito homomorfismo identidade.

f(a + b) = a + b = f(a) + f(b)

e,

f(ab) = a · b = f(a)f(b).

Proposição 11. Se f : A −→ B é um homomorfismo de anéis, então:

i) f(0) = 0;
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ii) f(−a) = −f(a);

iii) Se f é bijetora, então f−1 : A −→ B é um homomorfismo de aneis.

Demonstração. i) Sabemos que

0 = 0 + 0.

Aplicando f em ambos os lados da equação acima e usando o fato de f ser homo-

morfismo, temos

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0).

Somando −f(0), obtemos f(0) = 0.

ii) Note que

0 = f(0) = f(a + (−a)) = f(a) + f(−a).

Daí, 0 = f(a) + f(−a), ou seja, −f(a) = f(−a).

iii) Se f é bijetora, então dados y, y
′ ∈ B existem únicos x, x

′ ∈ A tais que f(x) = y e

f(x′) = y
′ .

Daí,

f−1(y + y′) = f−1(f(x) + f(x′)) = f−1(f(x + x′)) = x + x′ = f−1(y) + f−1(y′).

Além disso,

f−1(y · y′) = f−1(f(x) · f(x′)) = f−1(f(x · x′)) = x · x′ = f−1(y) · f−1(y′).

Portanto f−1 é um homomorfismo de anéis.

Se um homomorfismo é uma função sobrejetora, ele é dito um homomorfismo

sobrejetor ou epimorfismo. Se um homomorfismo é uma função injetora, ele é dito um

homomorfismo injetor ou monomorfismo.

Definição 31 (Núcleo). Dado um homomorfismo de anéis f : A −→ B, o núcleo de f é

o subconjunto Ker(f) ⊂ A tal que

Ker(f) = {x ∈ A | f(x) = 0B} .
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Proposição 12. Seja f : A −→ B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Então temos

que:

i) O elemento f(1A) é a unidade do anel B;

ii) Se a ∈ A é invertível, então f(a) também o é, ou seja, (f(a))−1 = f(a−1).

A demonstração desta proposição pode ser consultada em (DOMINGUES; IEZZI,

2003, página 234).

1.3 Teoria de Ideais

Segundo HEFEZ, a definição de ideal foi introduzida no final do século dezenove

por Kummer e Dedekind a fim de estudar certas questões em Teoria dos Números. Essa

noção tornou-se um objeto central na teoria dos aneis.

Na presente seção, apresentaremos as definições de ideais de um anel A, ideais

finitamente gerados, além de algumas propriedades operacionais. Por fim traremos o

conceito de anel quocientado por um ideal I.

Definição 32 (Ideal). Seja I um subconjunto não vazio de um anel A. Dizemos que I é

um ideal de A se para todos a, b ∈ I e r ∈ A:

i) a − b ∈ I;

ii) ar ∈ I.

Exemplo 28. Em todo anel A, temos que I = {0} e o próprio A são ideais ditos os

ideais triviais.

Definição 33. Dizemos que A é um anel simples se possuir apenas os ideais triviais.

Definição 34. Se A é um anel, então todo ideal I ⊂ A tal que I ̸= A é dito ideal

próprio.

Exemplo 29. Para qualquer inteiro n positivo temos que o conjunto nZ = {nz | z ∈ Z} é

um ideal de Z.
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De fato, nZ ̸= ∅, pois 0 ∈ nZ. Além disso, dados a, b ∈ nZ, temos que a = tn e

b = sn com t e s inteiros. Assim,

a − b = tn − sn = (t − s)n = qn ∈ nZ.

E ainda, dado r ∈ Z, temos

ar = (tn)r = (tr)n ∈ nZ.

Portanto, nZ é um ideal de Z.

Proposição 13. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se I possui um elemento invertível

de A, então I = A.

Demonstração. Sendo I um ideal de A, temos que I ⊆ A. Por outro lado, dados a ∈ A e

x ∈ I um elemento invertível de A, por hipótese, existe x−1 ∈ A. Como I é ideal, temos

que a = (ax−1)x ∈ I e portanto A ⊆ I.

Exemplo 30. Um corpo só possui os ideais triviais. De fato, se I é um ideal do corpo K

de modo que I ̸= {0} , então existe 0 ̸= a ∈ I em que a ∈ K, pois I ⊆ K. Sendo K corpo,

existe a−1 ∈ K e ainda, pela Proposição 13, I possui elemento invertível. Portanto, I = K.

Logo, K só possui os ideais triviais.

Proposição 14. Sejam I e J ideais de um anel A. Então:

i) I ∩ J = {x ∈ A | x ∈ I e x ∈ J} é um ideal de A;

ii) I + J = {x + y ∈ A | x ∈ I e y ∈ J} é um ideal de A;

iii) IJ =
{

n∑
i=1

aibi | ai ∈ I e bi ∈ J e n ∈ N
}

é um ideal de A;

iv) IJ ⊆ I ∩ J.

Demonstração. i) Temos que I ∩ J ̸= ∅ pois como I e J são ideais então 0 ∈ I e 0 ∈ J,

donde 0 ∈ I ∩ J. Além disso, se x, y ∈ I ∩ J, então x, y ∈ I e x, y ∈ J. Daí x − y ∈ I

e x − y ∈ J, ou seja, x − y ∈ I ∩ J. Agora se r ∈ A, então temos que xr ∈ I e xr ∈ J

uma vez que ambos são ideais. Logo, xr ∈ I ∩ J. Portanto, I ∩ J é ideal de A.
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ii) Note que I + J ̸= ∅ pois como I e J são ideais temos que 0 ∈ I e 0 ∈ J e portanto

0 = 0 + 0 ∈ I + J. Se x, y ∈ I + J então temos que existem i1, i2 ∈ I e j1, j2 ∈ J tais

que x = i1 + j1 e y = i2 + j2.

Assim,

x − y = (i1 + j1) − (i2 + j2) = (i1 − i2) + (j1 − j2) ∈ I + J.

Ainda, dado r ∈ A, obtemos

xr = (i1 + j1)r = i1r + j1r ∈ I + J.

Portanto, I + J é ideal de A.

iii) Temos que IJ ̸= ∅, pois como 0 ∈ I e 0 ∈ J então 0 ∈ IJ. Sejam x, y ∈ IJ , então

x =
n∑

i=1
aibi e y =

m∑
j=1

cjdj com ai, cj ∈ I e bi, dj ∈ J. Como I é ideal, temos que

(−cj) ∈ I e assim,

x − y =
n∑

i=1
aibi −

m∑
j=1

cjdj =
n∑

i=1
aibi +

m∑
j=1

(−cj)dj,

que é soma finita de elementos de I multiplicados por elementos de J , ou seja,

x − y ∈ IJ.

E ainda, dado r ∈ A e ai ∈ I, obtemos

rx = r
n∑

i=1
aibi = x =

n∑
i=1

(rai)bi ∈ IJ.

Portanto, IJ é ideal A.

iv) Dado x ∈ IJ, temos x =
n∑

i=1
aibi em que ai ∈ I e bi ∈ J. Como J ⊆ A, temos que

para todo bi ∈ J, então bi ∈ A e daí x ∈ I, o que implica que IJ ⊆ I. De forma

análoga, para todo ai ∈ I temos que ai ∈ A, ou seja, x ∈ J e com isso IJ ⊆ J.

Portanto IJ ⊆ I ∩ J.

Observação 7. Dados I e J ideais de um anel A, temos que I ∪ J nem sempre é ideal

de A. A título de ilustração, considere 2Z ∪ 3Z = {x ∈ Z | 2 | x ou 3 | x} . Note que

2, 3 ∈ 2Z ∪ 3Z, porém 3 − 2 = 1 /∈ 2Z ∪ 3Z. Uma condição para que a união de ideais seja

um ideal é dada no item ii) da Proposição 16.
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Proposição 15. Seja f : A −→ B um homomorfismo de anéis. Se J é um ideal de B,

então

f−1(J) = {x ∈ A | f(x) ∈ B}

é um ideal de A.

Demonstração. Como f(0A) = 0B ∈ J então 0A ∈ f−1(J) e assim f−1(J) ̸= ∅. Além

disso, se x, y ∈ f−1(J) temos f(x), f(y) ∈ J e sendo J ideal de B, temos f(x) − f(y) =

f(x−y) ∈ J, ou seja, x−y ∈ f−1(J). Seja α ∈ A e x ∈ f−1(J). Então f(x) ∈ J. Mas como

J é um ideal de B, temos f(α · x) = f(α) · f(x) ∈ J, ou seja, α · x ∈ f−1(J). Portanto,

f−1(J) é ideal de A.

Proposição 16. Se {Ii}i∈N é uma família de ideais de A, então:

i)
⋂
i∈N

Ii é um ideal de A;

ii) se I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · · , então I =
⋃
i∈N

Ii é ideal de A.

Demonstração. i) Sejam {Ii}i∈N uma família de ideais com x, y ∈
⋂
i∈N

Ii e a ∈ A. Então

para todo i ∈ N temos que x − y ∈ Ii e ax ∈ Ii, uma vez que cada Ii é um ideal de

A e, portanto, temos que x − y ∈
n⋂

i=1
Ii e ax ∈

n⋂
i=1

Ii.

ii) Se x, y ∈ I então existem m, n ∈ N tais que x ∈ Im e y ∈ In. Tomando r =

máx {m, n} temos que x, y ∈ Ir e consequentemente x − y ∈ I. De modo similar,

temos que x ∈ I e a ∈ A temos que xa ∈ I e, portanto, I =
⋃
i∈N

Ii é ideal de A.

Sejam a1, a2, · · · , an elementos de um anel A e consideremos o subconjunto a seguir:

⟨a1, a2, · · · , an⟩ = {a1x1 + a2x2 + · · · + anxn | x1, x2, · · · , xn ∈ A} (1.1)

com n ∈ N.

Proposição 17. O conjunto definido em (1.1) é um ideal de A.

Demonstração. Note que ⟨a1, a2, · · · , an⟩ ≠ ∅, pois 0 ∈ ⟨a1, a2, · · · , an⟩ uma vez que

0 = a10+a20+ · · ·+an0. E ainda, dados r, s ∈ ⟨a1, · · · , an⟩ existem x1, · · · , xn e y1, · · · , yn
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elementos de A tais que r = a1x1 + a2x2 + · · · + anxn e s = a1y1 + a2y2 + · · · + anyn. Assim,

r − s = (a1x1 + a2x2 + · · · + anxn) − (a1y1 + a2y2 + · · · + anyn)

= a1 (x1 − y1)︸ ︷︷ ︸
∈A

+a2 (x2 − y2)︸ ︷︷ ︸
∈A

+ · · · + an (xn − yn)︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ ⟨a1, · · · , an⟩ .

Além disso, dado β ∈ A temos

r · β = (a1x1 + a2x2 + · · · + anxn)β

= a1 (x1 · β)︸ ︷︷ ︸
∈A

+a2 (x2 · β)︸ ︷︷ ︸
∈A

+ · · · + an (xn · β)︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ ⟨a1, · · · , an⟩ .

Portanto ⟨a1, · · · , an⟩ é um ideal de A.

Definição 35. Se A é um anel e S = {a1, a2, a3, · · · , an} ⊂ A, então o ideal ⟨S⟩ é dito

ideal finitamente gerado pelos elementos de S.

Definição 36. Se a ∈ A então ⟨a⟩ = {ax | x ∈ A} é um ideal principal gerado por a.

Definição 37. Um domínio de integridade cujos ideais são todos principais é chamado de

Domínio de Ideais Principais (DIP).

Exemplo 31. O anel dos inteiros Z é um DIP. De fato, se J é o ideal do anel Z tal que

J = ⟨0⟩ , não há o que fazer. Supondo J ̸= ⟨0⟩ , então existe 0 ̸= a ∈ J tal que −a ∈ J, ou

seja, |a| ∈ J. Considerando d ∈ Z o menor inteiro positivo de J, queremos mostrar que

J = dZ. De fato, se a ∈ dZ então a = dn para algum n ∈ Z e ainda, visto que J é ideal

temos que dn = a ∈ J e portanto, dZ ⊆ J.

Por outro lado, sendo a ∈ J , temos pela divisão euclidiana que existem q, r ∈ Z

tais que a = qd + r em que 0 ≤ r < d, ou seja, a − qd = r. Sendo a, qd ∈ J e 0 ≤ r < d,

temos pela minimalidade de d que r = 0, ou seja, a ∈ dZ. Portanto J ⊆ dZ.

Teorema 1. Sejam I = ⟨x⟩ e J = ⟨y⟩ ideais de Z. Temos que I + J = ⟨mdc(x, y)⟩ e

I ∩ J = ⟨mmc(x, y)⟩ .

A demonstração pode ser vista em (DOMINGUES; IEZZI, 2003, página 261).

Teorema 2. Sejam I = ⟨x⟩ e J = ⟨y⟩ ideais de Z. Então IJ = I ∩ J se, e somente se, I

e J são coprimos entre si.
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Demonstração. Pelo item iv) da Proposição 14, IJ ⊆ I ∩ J. Então basta mostrarmos que

I ∩ J ⊆ IJ. Se z ∈ I ∩ J, como I e J são coprimos, então existem x ∈ I e y ∈ J tais que

1 = x + y. Daí, temos que

z = zx + zy.

E assim, z ∈ J e x ∈ I

z ∈ I e y ∈ J
⇒ z ∈ IJ.

Portanto I ∩ J ⊆ IJ e, assim, concluímos a demonstração.

Lema 2. Seja I1 ⊂ I2 ⊂ · · · In ⊂ · · · uma cadeia ascendente de ideais num domínio

principal A. Então existe m ∈ N tal que Im = Im+i, para todo i ≥ 0.

Demonstração. Sejam I =
∞⋃

i=1
Ii ideal de A e d ∈ A de modo que I = ⟨d⟩. Como d ∈ I,

temos que existe m ∈ N tal que d ∈ Im, então ⟨d⟩ ⊆ Im tal que Im ⊆ I = ⟨d⟩ ⊆ Im. Assim,

I = Im e se repetirmos o processo acima, temos que para todo i > 0,

Im ⊆ Im+i ⊆ I = Im.

Ṗortanto Im = Im+i.

Exemplo 32. Sejam A = Z12 e ⟨4⟩ = {0, 4, 8} , ⟨8⟩ = {0, 8} ideais de Z12. Temos que

8 ∈ ⟨4⟩ e além disso ⟨8⟩ ⊆ ⟨4⟩ .

Agora seja A um anel e I um ideal de A. Definamos a relação ∼ em A por:

a ∼ b ⇔ a − b ∈ I (1.2)

para todo a, b ∈ A.

Proposição 18. A relação definida em (1.2) é uma relação de equivalência em A.

Demonstração. Visto que a − a = 0 ∈ I, temos que a ∼ a e portanto ” ∼ ” é reflexiva.

Sendo a ∼ b então a − b ∈ I e daí, b − a = −(a − b) ∈ I, segue que b ∼ a e portanto ” ∼ ”

é simétrica. Se dados a, b, c ∈ A, a ∼ b e b ∼ c então temos que a − b ∈ I e b − c ∈ I.

Desse modo, a − c = (a − b) + (b − c) ∈ I. Logo ∼ é transitiva e portanto ” ∼ ” é uma

relação de equivalência.
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Além disso, para todo a ∈ A denotemos a = a + I := {x ∈ A | x ∼ a ∈ I} .

Consideremos então A/I o conjunto das classes de equivalência de ∼, isto é,

A/I = {a + I | a ∈ A} .

Definamos as seguintes operações em A/I :

+ : (a + I) + (b + I) = (a + b) + I.

· : (a + I) · (b + I) = (a · b) + I.

Proposição 19. As operações acima estão bem definidas.

Demonstração. Se a + I = a′ + I e b + I = b′ + I, então existem x1, x2 ∈ I tais que

a = a′ + x1 e b = b′ + x2. Desse modo,

(a + I) + (b + I) = (a + b) + I = ((a′ + x1) + (b′ + x2)) + I

= (a′ + b′) + (x1 + x2) + I

= (a′ + b′) + I + (x1 + x2)︸ ︷︷ ︸
∈I

+I

= (a′ + b′) + I + (0 + I)

= (a′ + b′ + 0) + I = (a′ + b′) + I

= (a′ + I) + (b′ + I).

Além disso,

(a + I) · (b + I) = (a · b) + I = ((a′ + x1) · (b′ + x2)) + I

= (a′b′ + a′x2 + x1b
′ + x1x2) + I

= (a′b′ + I) + ((a′x2 + x1b
′ + x1x2)︸ ︷︷ ︸

∈I

+I

= (a′b′) + I

= (a′ + I) · (b′ + I).
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Proposição 20 (Anel quociente). Seja I um ideal de A. Com as operações acima definidas

tem-se que (A/I, +, ·) é anel chamado anel quociente em que 1 + I é o neutro da

multiplicação e 0 + I é o nulo de A/I.

A demonstração desta proposição pode ser consultada em (BHATTACHARYA;

JAIN; NAGPAUL, 1994, página 184).

Exemplo 33. Sejam A um anel e I ideal de A. Temos que a + I ∈ A/I é invertível se, e

somente se, existe r ∈ A tal que 1 − ar ∈ I. De fato, se a + I é invertível, então existe

r + I ∈ A/I com r ∈ A tal que (a + I)(r + I) = 1 + I, ou seja,

(a + I)(r + I) = 1 + I ⇒ ar + I = 1 + I ⇒ 1 − ar ∈ I.

Reciprocamente, se existe r ∈ A tal que

1 − ar ∈ I ⇒ ar + I = (a + I)(r + I) = 1 + I.

Portanto a + I é invertível em A/I.

Proposição 21. Seja I um ideal em A e consideremos a seguinte aplicação:

π : A −→ A/I

π(a) = a + I

para todo a ∈ A. Então π é um homomorfismo sobrejetor de anéis com o Ker(π) = I, dito

homomorfismo projeção canônica.

Demonstração. Dados a, b ∈ A temos que

π(a + b) = (a + b) + I = (a + I) + (b + I) = π(a) + π(b)

e,

π(ab) = (ab) + I = (a + I)(b + I) = π(a)π(b)

Logo π é um homomorfismo. E ainda, se a + I ∈ A/I como a ∈ A, temos

π(a) = a + I,
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portanto π é sobrejetora. Além disso,

Ker(π) = {a ∈ A | π(a) = 0B}

= {a ∈ A | π(a) = a + I = 0 + I}

= {a ∈ A | a ∈ I}

= I.

1.4 Ideais Maximais e Primos

Existem dois tipos muito especiais de ideais: maximais e primos. No primeiro tipo,

os ideais são maximais com relação a inclusão de conjuntos no anel. Já no segundo tipo,

muito similar a definição de número primo sobre o conjunto dos inteiros positivos, o ideal

absorve o produto de dois elementos do anel se, e somente se, um deles já está no ideal.

Na presente seção exibiremos os principais resultados relacionados a esses dois

ideais.

Definição 38 (Ideal Maximal). Se A é um anel, dizemos que um ideal M ≠ A é um ideal

maximal sempre que um ideal J de A é tal que se M ⊂ J, então ou M = J ou M = A.

Exemplo 34. O ideal ⟨0⟩ não é maximal em Z. Basta notarmos que ⟨0⟩ ⊊ 2Z ⊊ Z.

Exemplo 35. No anel A = 2Z o ideal 4Z é maximal. Suponha que I seja um ideal

de A tal que 4Z ⊆ I ⊆ A. Então temos que existe m ∈ Z em que I = 2mZ e assim

4Z ⊆ 2mZ ⊆ 2Z. Daí, 2m | 4, ou seja, m = 1 ou m = 2. Assim, temos que I = 2Z = A

ou I = 4Z e portanto 4Z é maximal em A.

Teorema 3. Se A é um anel então M é um ideal maximal de A se, e somente se, A/M é

corpo.

Demonstração. Seja M um ideal maximal de A, de modo que a classe a + M não seja o

elemento neutro, com a ∈ A. Queremos mostrar que todo elemento a + M é invertível no

anel quociente. Primeiro note que a /∈ M e portanto ⟨a⟩ + M = A uma vez que o ideal

⟨a⟩ + M contém M propriamente. Temos que

1 = ab + m ⇒ 1 − ab = m ∈ M (1.3)
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para algum b ∈ A e m ∈ M. Portanto,

1 + M = ab + M = (a + M)(b + M). (1.4)

Logo, a + M é invertível em A/M e portanto A/M é corpo. Reciprocamente, sendo A/M

corpo, temos que M ≠ A, caso contrário, A/M = {0 + M} o que é uma contradição. Sejam

J ideal de A de modo que J ⊋ M e um elemento a ∈ J \ M. Temos que a + M ̸= 0 + M,

ou seja, a + M é um elemento não nulo em A/M e sendo A/M corpo, existe b ∈ A de

modo que

1 + M = (a + M)(b + M) = ab + M (1.5)

e assim, 1 − ab ∈ M ⊆ J. Como a ∈ J, então 1 ∈ J consequentemente temos J = A.

Corolário 1. Se A é um anel, então são equivalentes:

i) O ideal ⟨0⟩ é maximal em A;

ii) O anel A é corpo.

Demonstração. i) ⇒ ii) Vamos mostrar que 0 ̸= a ∈ A é invertível. Se 0 ̸= a ∈ A, temos

que a = a1 ∈ aA implica que ⟨aA⟩ ≠ ⟨0⟩ e desse modo, ⟨0⟩ ⊊ ⟨aA⟩ ⊆ ⟨A⟩ . Uma vez que

⟨0⟩ é maximal, temos que aA = A, ou seja, 1 ∈ aA e portanto existe a−1 ∈ A tal que

aa−1 = 1, logo A é corpo.

ii) ⇒ i) Dado I um ideal de A em que ⟨0⟩ ⊆ I, se I = ⟨0⟩ não há o que fazer. Caso

contrário, I ̸= ⟨0⟩ e portanto existe 0 ̸= a ∈ I ⊆ A. Como A é corpo, existe a−1 ∈ A de

modo que aa−1 = 1, ou seja, I possui elemento invertível em I, e portanto I = A. Daí, ou

I = ⟨0⟩ ou I = A, ou seja, o ideal ⟨0⟩ é maximal de A.

Exemplo 36. Uma vez que Z não é corpo o ideal ⟨0⟩ não é maximal.

Através da aplicação do Lema 1 mostraremos que de fato que os ideais maximais

existem.

Teorema 4 (Krull). Todo anel não nulo contém um ideal maximal.

Demonstração. Sejam A anel não nulo e Ω o conjunto de todos os ideais próprios de A

parcialmente ordenados pela inclusão. Então temos que Ω ̸= ∅ uma vez que ⟨0⟩ ∈ Ω. Vamos
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mostrar aplicando o Lema de Zorn, que Ω possui um elemento maximal. Seja C = {Iα}

uma cadeia de ideais em Ω. Então I =
⋃
α

Iα é um ideal de A pelo item ii) da Proposição

16. Além disso, para cada par de índices α e β nesta cadeia, temos que Iα ⊆ Iβ ou Iβ ⊆ Iα.

Supondo que I não seja um ideal próprio de A, então 1 ∈ I e como I =
⋃
α

Iα, isso implica

que 1 ∈ Iα para algum α. O que é uma contradição com o fato de Iα ser um ideal próprio.

Assim, I é uma cota superior para C e daí, pelo Lema de Zorn, existe M ∈ Ω elemento

maximal. Dado K um ideal de A em que M ⊆ K ⫋ A, como K ̸= A, então K ∈ Ω e como

M é elemento maximal em Ω, obtemos que M = K. Portanto, M é ideal maximal em

A.

Corolário 2. Todo ideal próprio I de A está contido num ideal maximal.

A demonstração desse Corolário pode ser consultada em (CONRAD, 2008, página

11).

Corolário 3. Se A é um anel, então todo elemento de A que não é invertível está contido

em um ideal maximal.

Demonstração. Se a é um elemento não invertível de A, então temos que para todo

r ∈ A, ar ̸= 1 e assim, aA ̸= A uma vez que 1 ∈ A e 1 /∈ aA. Como aA é ideal próprio de

A e aA ≠ A pelo Corolário 2 existe M ideal maximal de A de modo que aA ⊆ M. Mas

isso nos diz que a ∈ M.

Exemplo 37. Temos que 2 não é invertível em Z4, mas pelo Corolário 2 existe M ideal

maximal de Z4 de modo que 2 ∈ M. Considerando M = 2 · Z4 = ⟨0, 2⟩ temos que 2 ∈ M e

além disso, M é maximal de Z4 visto que os ideais de Z4 são ⟨0⟩ , ⟨0, 2⟩ e o próprio Z4.

Definição 39 (Ideal Primo). Se A é um anel, dizemos que um ideal próprio P é um ideal

primo de A se, para todos a, b ∈ A, sempre que ab ∈ P tivermos que a ∈ P ou b ∈ P.

Exemplo 38. Se A é um domínio de integridade, então o ideal ⟨0⟩ é um ideal primo.

De fato, dados a, b ∈ A tais que ab ∈ ⟨0⟩, então temos que ab = 0, isto é, ou a = 0

ou b = 0 uma vez que por hipótese A é domínio de integridade. Assim a ∈ ⟨0⟩ ou b ∈ ⟨0⟩

e, portanto ⟨0⟩ é primo.

Proposição 22. O ideal nZ é primo se, e somente se, n ∈ Z é primo.
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Sejam nZ ideal primo e a, b ∈ Z tais que n = ab, 1 ⩽ a, b ⩽ n. Então devemos

mostrar que n = a ou n = b. Como ab ∈ nZ, então a ∈ nZ ou b ∈ nZ, ou seja, n | a ou

n | b. Digamos n | a, isto é, existe q ∈ Z tal que

a = nq = abq ⇒ bq = 1,

donde b = 1 e n = a. O caso n | b é análogo. Reciprocamente, se n ∈ nZ é primo, ou

seja, ab ∈ nZ, então n | ab implica que n | a ou n | b. Daí, ab ∈ nZ implica que a ∈ nZ ou

b ∈ nZ, portanto nZ é um ideal primo.

Proposição 23. Seja

f : A −→ A/I

f(a) = a + I

o homomorfismo sobrejetor em que I é um ideal de A. Se Q é um ideal primo de A/I,

então f−1(Q) = P, em que P é um ideal primo de A.

Demonstração. Temos, pelo item iv) da Proposição 15, que f−1(Q) é um ideal de A. Então

basta mostrarmos que f−1(Q) é primo. Dados x, y ∈ A temos que se xy ∈ f−1(Q), então

f(x)f(y) = f(xy) ∈ Q. Como Q é ideal primo de A/I, isso implica que f(x) ∈ Q ou

f(y) ∈ Q, isto é, x ∈ f−1(Q) ou y ∈ f−1(Q). Portanto f−1(Q) é ideal primo de A.

Teorema 5. Em um anel A, todo ideal maximal é primo.

Demonstração. Sejam M um ideal maximal de A e a, b ∈ A tais que ab ∈ M com a /∈ M

e consideremos I = ⟨a⟩ + M . Uma vez que 1 ∈ A, temos que a = 1a + 0 ∈ I, e assim,

M ⊊ I ⊆ A. Como M é maximal, temos que que I = A. Em particular, 1 ∈ A = ⟨a⟩ + M,

e com isso, existem m ∈ M e x ∈ A tais que 1 = ax + m. Isto é,

1 = ax + m ⇒ 1b = (ax + m)b = (axb) + mb = (ab)x + mb. (1.6)

Uma vez que ab ∈ M e m ∈ M temos que b ∈ M. Portanto M é ideal primo de A.

Observação 8. A recíproca do Teorema 5 não é verdadeira. De fato, o ideal ⟨0⟩×Z é primo

em Z×Z mas não é maximal, pois se (a, b), (c, d) ∈ Z×Z tais que (ac, bd) ∈ ⟨0⟩×Z, então

temos que ac = 0, ou seja, a = 0 ou c = 0. Mas então, (a, b) ∈ ⟨0⟩ × Z ou (c, d) ∈ ⟨0⟩ × Z

e portanto ⟨0⟩ × Z é primo. Além disso, notemos que 2Z × Z também é um ideal de Z × Z

e que 2Z × Z ⊋ ⟨0⟩ × Z e 2Z × Z ̸= Z × Z.
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Proposição 24. O ideal P é primo se, e somente se, A/P é um domínio de integridade.

Demonstração. Sejam P um ideal primo de A e (a + P ), (b + P ) pertencentes a A/P de

modo que (a + P )(b + P ) = ab + P = P, ou seja, ab ∈ P. Como P é primo, temos que

a ∈ P ou b ∈ P , isto é, a + P = P ou b + P = P. Portanto, A/P não possui divisores de

zero e com isso é um domínio de integridade. Reciprocamente, se A/P um domínio de

integridade, dados a, b ∈ A de modo que ab ∈ P, temos ab + P = (a + P )(b + P ) = P,

donde obtemos que ou a + P = P ou b + P = P , ou seja, a ∈ P ou b ∈ P. Portanto, P é

um ideal primo.

Corolário 4. Se o ideal ⟨0⟩ de um anel A é primo, então A é domínio de integridade.

Demonstração. Se a, b ∈ A tais que ab = 0, então ab ∈ ⟨0⟩ . Mas isso nos diz que, a ∈ ⟨0⟩

ou b ∈ ⟨0⟩ , isto é, a = 0 ou b = 0. Portanto, A é domínio de integridade.

Proposição 25. Sejam A um anel, P um ideal primo de A e x ∈ A. Se xn ∈ P para

algum n ∈ N então x ∈ P.

Demonstração. Suponhamos que n ∈ N é o menor natural tal que xn ∈ P. Como P é

primo, temos que xn = xn−1x ∈ P, isto é, ou x ∈ P ou xn−1 ∈ P. Mas uma vez que

xn−1 ∈ P contradiz a minimalidade de n, segue que x ∈ P.

Proposição 26. Se I1, · · · , Ir e P são ideais de A com P primo tais que
r⋂

i=1
Ii ⊆ P, então

P ⊇ Ij para algum j. Além disso se P =
r⋂

i=1
Ii, então P = Ij para algum j.

Demonstração. Suponhamos que para cada i ∈ {1, ...., n} existe xi ∈ Ii em que xi /∈ P, isto

é, Ii ⊈ P. Definindo x := x1x2 · · · xn, onde cada um dos xi está no seu ideal correspondente,

temos que

x1x2 · · · xn ∈ I1I2 · · · In ⊆
n⋂

i=1
Ii ⇒ x ∈

n⋂
i=1

Ii.

Como xi /∈ P para cada i e P é um ideal primo, então temos que o produto

x1x2 · · · xn /∈ P, ou seja, x /∈ P e portanto
n⋂

i=1
Ii ⊈ P, o que é uma contradição.

Além disso, se
n⋂

i=1
Ii = P, em particular,

n⋂
i=1

Ii ⊆ P, então existe j ∈ {1, ..., n} tal

que Ij ⊆ P tendo em vista o resultado anterior. E ainda, sendo
n⋂

i=1
Ii = P temos que P

está contido em cada Ii, ou seja, P ⊆ Ij. Portanto P = Ij.
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Outros dois ideais que merecem destaque na Álgebra Comutativa são o Nilradical

e o Radical de Jacobson de um anel A cujas propriedades, como veremos a seguir, são

decorrentes das definições relacionadas aos ideais maximais e primos.

Proposição 27 (Nilradical). O conjunto de todos os elementos nilpotentes de um anel A

é um ideal dito nilradical de A.

Demonstração. Seja N o conjunto de todos os elementos nilpotentes de A. Então dado

x ∈ N ,existe n ∈ N tal que xn = 0, e com isso, se α ∈ A, temos

(αx)n = αnxn = αn0 = 0.

Logo αx ∈ N . Além disso, dados x, y ∈ N , existem m, n ∈ N tais que xn = 0 e ym = 0.

Notemos que,

(x − y)m+n =
m+n∑
i=0

(−1)i

(
m + n

i

)
xm+n−iyi.

Se m + n − i ≥ n, isto é, m ≥ i, temos xm+n−i = 0. Caso m < i, yi = 0. Em ambos os

casos, cada parcela (−1)i

(
m + n

i

)
xm+n−i(y)i é igual a 0. Logo, (x − y)m+n = 0 e disso,

x − y ∈ N .

Proposição 28. Sejam A um anel e N o nilradical de A. Então temos que A/N não

possui elementos nilpotentes não nulos.

Demonstração. Se a ∈ A/N um elemento nilpotente, então por definição existe n ∈ N tal

que 0̄ = (a)n = an, isto é, an ∈ N . Portanto, existe m ∈ N tal que (an)m = anm = 0 e

assim, temos que a ∈ N . Com isso a = 0.

Proposição 29. O nilradical de A é a interseção de todos os ideais primos de A.

Demonstração. Sejam N o nilradical de A e S =
⋂
i∈N

Pi a interseção de todos os ideais

primos de A. Se a ∈ N e P é um ideal primo, uma vez que ak = 0 para algum k ∈ N, então

existe um menor natural n tal que an ∈ P. Mas aplicando a Proposição 25, concluímos

que a ∈ P. Uma vez que P é arbitrário, temos que a ∈ S o que mostra que N ⊆ S. Agora,
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provaremos que S ⊆ N , mostrando que se a /∈ N , então a /∈ S. Seja a ∈ A tal que an ̸= 0

para todo n ∈ N. Definindo

F = {I ⊆ A | an /∈ I, para todo n ∈ N} ,

temos que F é um conjunto parcialmente ordenado pela inclusão. Note inicialmente que

F é não vazio, pois ⟨0⟩ ∈ F . Considerando C = {Jα} cadeia ascendente de ideais em F de

modo que J =
⋃

Jα, sendo J um ideal de A, se an não está contido em nenhum ideal Jα

da cadeia C, então an não está contido em J , o que mostra que C em F possui um limite

superior. Assim, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal P.

Afirmação: O ideal P é primo.

Sejam x, y ∈ A tais que x, y /∈ P em que xy ∈ P. Assim, P está estritamente contido nos

ideais ⟨x⟩ + P e ⟨y⟩ + P e com isso, pela maximalidade de P , temos que existem m, n ∈ N

tais que am ∈ ⟨x⟩ + P e an ∈ ⟨y⟩ + P, isto é,

am = p′ + x e an = p′′ + y.

Daí,

am+n = (x + p′)(y + p′′) = p′p′′ + p′y + xp′′ + xy = p + xy,

em que p ∈ P. Então am+n ∈ ⟨xy⟩ + P = P, contradizendo o fato de P ser um elemento

de F . Com isso mostramos que P é de fato um ideal primo que não contém a e, portanto,

a /∈ S.

Definição 40 (Radical de Jacobson). A interseção de todos os ideais maximais de A é

chamado de radical de Jacobson e denotado por R.

Proposição 30. Vale que x ∈ R se, e somente se, 1 − xy é invertível em A para todo

y ∈ A.

Demonstração. Se 1−xy não é invertível, então, pelo Corolário 3, 1−xy está contido num

ideal maximal M . Como, por definição, R é a interseção de todos os ideais maximais de A,

tem-se que R ⊆ M. Sendo x ∈ R, temos x ∈ M. Como x ∈ M , então 1 ∈ M, contradição,

com o fato de que M é ideal maximal. Logo x /∈ R.

Por outro lado, supondo x /∈ R, então existe um ideal maximal M de A tal que

x /∈ M e, assim, M ⊊ ⟨x⟩ + M ⊆ A. Mas pela definição de ideal maximal, ⟨x, M⟩ = A, ou
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seja, existe u ∈ M de modo que 1 = u + xy, isto é, u = 1 − xy ∈ M. Portanto 1 − xy não

é invertível em A.

Como todo ideal primo está em um ideal maximal, a interseção dos ideais maximais

contém a interseção dos ideais primos e tal inclusão pode ser estrita, embora exemplos de

tais aneis não sejam normalmente vistos em um primeiro curso de álgebra abstrata. Se

todo ideal primo é a interseção dos ideais maximais que o contém, então o anel é chamado

de anel de Jacobson (CONRAD, 2008, página 13).
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2 Aneis Noetherianos

Os Aneis Noetherianos são de longe a classe mais importante de aneis em Álgebra

Comutativa, uma vez que nos fornecem uma generalização comum dos primos da aritmética

e dos tópicos de geometria (ATIYAH M.F; MACDONALF, 1969, Adaptado).

O termo Noetheriano é uma homenagem à matemática alemã Emmy Noether

cujas contribuições matemáticas revolucionaram a Algebra Abstrata. No presente capítulo

definimos e caracterizamos os Anéis Noetherianos exibindo alguns resultados e aplicações.

As principais referências deste capítulo foram (MILIES, 1972) e (MARTINS; TENGAN,

2020).

Definição 41 (Anel Noetheriano). Dizemos que A é um anel Noetheriano se toda cadeia

ascendente de ideais de A com relação a inclusão for estacionária, isto é, se

I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · · , (2.1)

então existe n0 ∈ N tal que para todo n ⩾ n0 tem-se que In = In0 .

Teorema 6 (Caracterização de Aneis Noetherianos). Em um anel A as seguintes afirmações

são equivalentes:

i) A é Noetheriano;

ii) Toda família não vazia de ideais de A possui elemento maximal 1;

iii) Todo ideal de A é finitamente gerado.

Demonstração. i) ⇒ ii) Seja F uma família não vazia de ideais de A tal que F não possui

elemento maximal. Então dado I0 ∈ F, existe I1 em que I0 ⊊ I1. Como I1 ∈ F e F não tem

elemento maximal, existe I2 ∈ F tal que I1 ⊊ I2. Repetindo o processo sucessivamente,

construímos então

I0 ⊊ I1 ⊊ I2 ⊊ · · · ⊊ In ⊊ · · · (2.2)
1 Esse elemento maximal não necessariamente é um ideal maximal, ver Definição 14.
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cadeia ascendente e não estacionária. Uma[ contradição, pois A é um anel Noetheriano.

ii) ⇒ iii) Suponha, por absurdo, que exista I ideal de A não finitamente gerado e seja

a0 ∈ I. Então I ̸= ⟨a0⟩ , e portanto existe a1 ∈ I \ ⟨a0⟩ . Se I = ⟨a0, a1⟩ teríamos que I é

finitamente gerado. Logo, existe a2 ∈ I \ ⟨a0, a1⟩ , e continuando o processo, obtemos a

seguinte cadeia ascendente de ideais não estacionária

⟨a0⟩ ⊊ ⟨a0, a1⟩ ⊊ ⟨a0, a1, a2⟩ ⊊ · · · ., (2.3)

gerando uma contradição, pois obtemos uma família de ideais do tipo ⟨a1, · · · , ai⟩ ordenados

parcialmente pela inclusão que não possui elemento maximal.

iii) ⇒ i) Dada uma cadeia ascendente de ideais de

I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · · , (2.4)

considere o ideal I =
⋃

n∈N
In. Por hipótese, I é finitamente gerado, ou seja, existem

a1, a2, · · · , an ∈ A tais que I = ⟨a1, a2, ..., an⟩ . Uma vez que aj ∈ I, então existe nj ∈ N tal

que aj ∈ Inj
⊆ I. Sendo n0 = max {n1, n2, .., nj} , então temos que a1, a2, · · · , anj

∈ In0 e

com isso

I = ⟨a0, a1, ..., an⟩ ⊆ In0 ⊆
⋃

n∈N
In = I. (2.5)

Desse modo, In0 = I e, portanto, temos que toda cadeia ascendente de ideais de A

é estacionária, isto é, A é Noetheriano.

Exemplo 39. Todo DIP é Noetheriano uma vez que todo ideal é finitamente gerado.

Exemplo 40. Se K é um corpo então K é Noetheriano. De fato, os únicos ideais de K

são {0} = ⟨0⟩ e K = ⟨1⟩ e ambos são finitamente gerados.

Teorema 7 (Teorema da base de Hilbert). Se A é Noetheriano, então o anel de polinômios

A[X] é Noetheriano.

Demonstração. Para mostrarmos que A[X] é Noetheriano, provaremos que todo ideal de

A[X] é finitamente gerado. Seja I um ideal qualquer de A[X]. Se I = {0} ou I = A[X],

então I = ⟨0⟩ ou I = ⟨1⟩, e em ambos os casos, I é finitamente gerado em A[X] e, portanto,

não há o que fazer. Seja então I um ideal próprio de A[X] e Definamos, o subconjunto

Jd = {a ∈ A | a é o coeficiente líder de algum f(x) ∈ I em que ∂(f(x)) = d} ∪ {0} .
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Afirmação 1: O subconjunto Jd é um ideal de A. De fato, se a, b ∈ Jd, então existem

f(x), g(x) ∈ I com f(x) = axd +(termos de grau menores) e g(x) = bxd+(termos de grau

menores) de forma que, f(x) − g(x) = (a − b)xd+(termos de grau menores), de modo que

a − b ∈ Jd. Além disso, se r ∈ A, dado a ∈ Jd, existe f(x) ∈ A[X] em que f(x) = axd

+(termos de grau menores). Daí, r · f(x) = raxd + (termos de grau menores), donde

concluímos que ra ∈ Jd.

Afirmação 2: Para todo d ∈ N, Jd ⊆ Jd+1. De fato, como b ∈ Jd, existe g(x) ∈ I

em que g(x) = bxd + (termos de grau menores). Daí, x · g(x) = bxd+1 + (termos de grau

menores) ∈ I, e portanto b ∈ Jd+1.

Sendo A Noetheriano, existe D ∈ N tal que para todo d ≥ D temos,

J0 ⊆ J1 ⊆ J2 ⊆ · · · ⊆ JD = JD+1 = JD+2 = · · · (2.6)

cadeia ascendente estacionária de ideais finitamente gerados, ou seja, para cada i ∈

{1, · · · , D}, Ji é um ideal de A. Assim, existe um conjunto Bi finito de polinômios cujos

coeficientes líderes geram Ji, de modo que
D⋃

i=1
Bi é finito.

Denotando
D⋃

i=1
Bi = {f1, f2, · · · , fn} em que cada fi ∈ I, temos que

⟨f1, · · · , fn⟩ ⊆ I. (2.7)

Por outro lado, sendo p(x) ∈ I, p(x) ̸= 0, se ∂(p(x)) = 0, então existe um k ∈ A tal

que p(x) = k em que k ̸= 0. Logo, p(x) = k ∈ J0 que é gerado pelos coeficientes líderes de

B0 ⊆ {f1, · · · , fn} . Assim, existem fi1 , · · · , fir ∈ {f1, · · · , fn} de grau 0 cujos coeficientes

líderes geram p(x) = k e desse modo, p(x) ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩ .

Consideremos agora ∂(p(x)) > 0 de modo que exista g(x) ∈ {f1, · · · , fn} com

∂(g(x)) < ∂(p(x)) e valemos da seguinte afirmação.

Afirmação 3: Existe h(x) ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩ tal que ∂(h(x)) = ∂(p(x)) e além disso,

h(x) e p(x) possuem o mesmo coeficiente líder.

Suponhamos ∂(p(x)) ≤ D e sejam m = ∂(p(x)) e cp o coeficiente líder de p(x).

Assim, cp ∈ Jm em que cp é combinação dos coeficientes líderes dos polinômios que estão

em Bm, ou seja, existem α1, · · · , αr ∈ A tais que,

cp = α1cfi1
+ α2cfi2

+ · · · + αrcfir
. (2.8)
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em que ∂(fil
) = m, com l ∈ {1, · · · , r} . Considerando,

h = α1fi1 + · · · + αrfir (2.9)

temos que h ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩ em que ∂(h(x)) = m e o coeficiente do termo de grau m de h

é dado em (2.8) com cp ̸= 0 e, portanto, ∂(h(x)) = ∂(p(x)) e ch = cp.

Suponhamos agora que ∂(p(x)) = d > D temos que Jd = JD. Sendo cp ∈ A o

coeficiente líder de p(x), temos cp ∈ Jd = JD e, assim, existem β1, · · · , βs ∈ JD tais que

fi1 , · · · , fis ∈ BD, de modo que

cp = β1cfi1
+ β2cfi2

+ · · · + βscfis
. (2.10)

Considerando

h = β1x
d−Dfi1 + · · · + βsx

d−Dfis , (2.11)

novamente obtemos h ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩ . Sendo o coeficiente do termo de grau d de h(x) dado

em (2.10) com cp ̸= 0, temos que h(x) ̸= 0 e ∂(h(x)) = d = ∂(p(x)) e, portanto, ch = cp.

Portanto, concluímos da afirmação acima que se p(x) = h(x), então p(x) ∈

⟨f1, · · · , fn⟩ , obtendo I finitamente gerado. Supondo p(x) ̸= h(x), como ∂(p(x)) = ∂(h(x))

e ch = cp, temos que ∂(p(x)−h(x)) < ∂(p(x)). Além disso, visto que p(x), h(x) ∈ I\{0} tem-

se que p(x) − h(x) ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩ e sendo h(x) ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩ e p(x) = (p(x) − h(x)) + h(x)

podemos concluir que p(x) ∈ ⟨f1, · · · , fn⟩. Desse modo,

I ⊆ ⟨f1, · · · , fn⟩ . (2.12)

Assim, por (2.7) e (2.12), temos que I é finitamente gerado e, portanto, A[X] é Noetheriano.

Corolário 5. Se A é um anel Noetheriano, então A[X1, · · · , Xn] é Noetheriano.

Demonstração. Façamos a demonstração por indução sobre n. Se n = 1 estamos no caso do

teorema acima, e portanto é válido. Suponhamos válido para A[X1, X2, · · · , Xn−1]. Como

A[X1, X2, · · · , Xn] = A[X1, X2, · · · , Xn−1][Xn], então pelo Teorema da Base de Hilbert e

pela hipótese de indução, podemos concluir que A[X1, · · · , Xn] é Noetheriano.
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3 Decomposição Primária em Aneis Noethe-

rianos

A decomposição primária fornece uma generalização da fatoração de um inteiro

como um produto de potências de primos e a generalização correspondente a uma potência

de um número primo é um ideal primário (ATIYAH M.F; MACDONALF, 1969, Adaptado).

Em razão da literatura consultada, para o presente capítulo adotaremos uma nova

notação para ideais em um anel, em particular, aos ideais primários e seus respectivos

resultados. As principais referências deste capítulo foram (ATIYAH M.F; MACDONALF,

1969), (ZWALD; COLEMAN, 2020) e (MARTIN, 2014).

3.1 Decomposição Primária

Começamos esta seção apresentando as definições e propriedades de um ideal radical

e um ideal primário para posteriormente introduzirmos a definição de uma decomposição

primária e os resultados mais pertinentes relativos a tal decomposição.

O estudo que faremos aqui servirá como base para a construção da decomposição

primária de ideais em aneis Noetherianos.

Definição 42. Se A é um anel então para cada ideal I de A, definimos o radical de I

por
√

I = {x ∈ A | xn ∈ I para algum n ∈ N} .

Proposição 31. O radical de I é um ideal de A que contém I, isto é, I ⊆
√

I.

Demonstração. Note que para I ⊆
√

I, pela Definição 42, basta considerarmos n = 1. Os

demais passos da demonstração dessa proposição são análogos aos que foram feitos na

Proposição 27.

Proposição 32. Se I e J são ideais de A, então

√
IJ =

√
I ∩

√
J =

√
I ∩ J.
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Demonstração. Uma vez que IJ ⊆ I e IJ ⊆ J temos que
√

IJ ⊆
√

I e
√

IJ ⊆
√

J, isto

é,
√

IJ ⊆
√

I ∩
√

J. Por outro lado, se x ∈
√

I ∩
√

J, então existem n, m ∈ N tais que

xn ∈ I e xm ∈ J. Logo, xnxm = xn+m ∈ IJ, ou seja, x ∈
√

IJ e assim,
√

I ∩
√

J ⊆
√

IJ.

Portanto,
√

IJ =
√

I ∩
√

J.

Analogamente, como I ∩ J ⊆ I e I ∩ J ⊆ J, então
√

I ∩ J ⊆
√

I e
√

I ∩ J ⊆
√

J,

isto é,
√

I ∩ J ⊆
√

I ∩
√

J. Além disso, dado x ∈
√

I ∩
√

J, então existem n, m ∈ N tais

que xn ∈ I e xm ∈ J. Daí, xn+m = xnxm ∈ I ∩ J, donde vemos que, x ∈
√

I ∩ J. Portanto,
√

I ∩ J =
√

I ∩
√

J.

Definição 43 (Ideais Radicais). Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que I é um

ideal radical de A se
√

I = I.

Proposição 33. Se I é um ideal de A, então o radical de I é um ideal radical de A.

Demonstração. Como
√

I é um ideal de A, então
√

I ⊆
√√

I pela Proposição 31. Por

outro lado, se x ∈
√√

I, então existe n ∈ N tal que xn ∈
√

I. Daí, temos, por definição,

que existe m ∈ N tal que (xn)m = xnm ∈ I e, portanto, x ∈
√

I.

Corolário 6. Se I é um ideal radical de A, então
√

In = I, com n ∈ N.

Demonstração. Façamos a demonstração por indução. Para n = 1, temos que é válido

pois
√

I = I por definição. Suponhamos válido para n > 1, ou seja,
√

In−1 = I. Segue da

Proposição 32 que,
√

In =
√

In−1I =
√

In−1 ∩
√

I = I ∩ I = I.

Portanto, pelo Princípio de Indução Finita, temos o resultado desejado.

Exemplo 41. Em um anel Noetheriano, o nilradical N é dado por N =
√

⟨0⟩.

Proposição 34. Se P é um ideal primo de A, então P é um ideal radical de A.

Demonstração. Uma vez que P é um ideal de A, temos que P ⊆
√

P . Por outro lado, se

x ∈
√

P então existe n ∈ N tal que xn ∈ P logo, pela Proposição 25 temos que x ∈ P,

assim,
√

P ⊆ P. Logo, P =
√

P e, consequentemente, P é um ideal radical de A.

Proposição 35. Sejam f : A −→ B um homomorfismo de anéis e J um ideal de B. Então
√

f−1(J) = f−1
(√

J
)

.
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Demonstração. Dado x ∈ A tal que x ∈
√

f−1(J), existe n ∈ N de modo que

xn ∈ f−1(J) ⇔ f(xn) ∈ J ⇔ (f(x))n ∈ J ⇔ f(x) ∈
√

J ⇔ x ∈ f−1(
√

J).

Corolário 7. Sejam f : A −→ B um homomorfismo sobrejetor de anéis e J um ideal

radical de B. Então, f−1(J) é um ideal radical de A.

Demonstração. Uma vez que
√

f−1(J) = f−1
(√

J
)

e J é um ideal radical de B, então

por definição, temos que
√

J = J. Assim, tomando a imagem inversa f−1 em ambos os

lados da igualdade anterior, e utilizando a Proposição 35,
√

f−1 (J) = f−1
(√

J
)

= f−1(J).

Definição 44 (Ideal primário). Seja A um anel e q um ideal próprio de A. Dizemos que q

é primário se para quaisquer x, y ∈ A tais que xy ∈ q então x ∈ q ou yn ∈ q para algum

n ∈ N.

Exemplo 42. Todo ideal primo é primário. De fato, se P é um ideal primo de A, então

dados x, y ∈ A, se xy ∈ P , então x ∈ P ou y ∈ P , em particular, ou x ∈ P ou yn ∈ P ,

para todo n ∈ N. Portanto P é um ideal primário.

Exemplo 43. Os ideais ⟨0⟩ e ⟨pn⟩ de Z, com p primo, são primários.

Teorema 8 (Caracterização de ideais primários). Seja A um anel. Então o ideal q é ideal

primário de A se, e somente se, o anel quociente A/q ̸= {0 + q} e todo divisor de zero em

A/q é nilpotente.

Demonstração. Se q é primário, então q está propriamente contido em A e portanto,

A/q ̸= {0 + q}. Se u + q ∈ A/q é um divisor de zero, então existe v /∈ q tal que

uv + q = q ⇒ uv ∈ q.

Como v /∈ q, existe n > 0 tal que un ∈ q e então (u + q)n = q.
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Por outro lado, suponha que A/q ̸= {0 + q} e que todo divisor de zero em A/q é

nilpotente. Segue que q ⊊ A. Dados x, y ∈ q tais que xy ∈ q, se x /∈ q então

(x + q)(y + q) = xy + q = q,

logo y + q é um divisor de zero e existe n > 0 tal que

yn + q = (y + q)n = q ⇒ yn ∈ q.

Portanto, q é um ideal primário.

Proposição 36. Seja f : A −→ B homomorfismo sobrejetor de aneis. Se q é um ideal

primário de B, então P = f−1(q) é um ideal primário de A.

Demonstração. Se f−1(q) = A, então 1 ∈ f−1(q) o que implica que f(1) ∈ q e daí, 1 ∈ q.

Logo, q = B, uma contradição pois q ⊊ B. Portanto f−1(q) ⊊ A. Dados, x, y ∈ A tais que

xy ∈ f−1(q), então f(xy) ∈ q, o que implica que f(x)f(y) ∈ q. Sendo q primário,

f(x) ∈ q ou (f(y))n ∈ q ⇒ f(x) ∈ q ou f(yn) ∈ q ⇒ x ∈ f−1(q) ou yn ∈ f−1(q)

para algum n > 0. Portanto, f−1(q) é primário.

Proposição 37. Seja q um ideal primário do anel A. Então
√
q é um ideal primo e, além

disso,
√
q é o menor ideal primo que contém q.

Demonstração. Sejam q um ideal primário de A e x, y ∈ A, tais que xy ∈
√
q. Então existe

n > 0 tal que (xy)n ∈ q, ou seja, xnyn ∈ q, donde xn ∈ q ou (yn)m ∈ q para algum m > 0.

Mas pela definição de radical de um ideal, temos que x ∈
√
q ou y ∈

√
q e, portanto, √

q é

um ideal primo.

Suponhamos agora que P é um ideal primo que contém q. Se x ∈
√
q, então

xn ∈ q ⊂ P para algum n > 0. Assim, pela Proposição 25 temos que x ∈ P e portanto,
√
q ⊆ P.

Definição 45. Se q é ideal primário em um anel A, então o ideal primo P = √
q é

chamado de primo associado a q e q é dito P-primário.

Segue que os elementos minimais do conjunto de primos associados ao ideal primário

q, denotado por Assoc(q), são chamados de ideais primos isolados sempre que existir um

Pi ∈ Assoc(q) em que Pi ⊆ P, implicar que Pi = P.
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Proposição 38. Se
√
q é maximal, então q é ideal primário. Em particular, as potências

de um ideal maximal M são M-primárias.

Demonstração. Seja q ideal de A em que M = √
q com M maximal. Como √

q é a

interseção de todos os ideais primos que contém q, se P é um ideal primo, então M ⊆ P.

Se M é ideal maximal, temos que M = P e M é o único ideal primo de A que

contém q. Segue-se então que M/q é o único ideal primo do anel A/q. Como todo elemento

não invertível está contido em um ideal maximal, temos que todo elemento não invertível

de A/q está contido em M/q.

Portanto, todos os elementos em M possuem potências em q e todo elemento não

invertível é nilpotente em A/q. Assim, pelo Teorema 8, como todo divisor de zero no anel

A/q é nilpotente, q é ideal primário.

Agora, se M é maximal em A, então M é primo. Decorre da Proposição 34, que M

é radical, isto é,
√

M = M. Se x ∈
√

Mn para algum n > 0, então existe m > 0 tal que

xm ∈ Mn ⊂ M. Daí, x ∈
√

Mn ⊆
√

M = M. Ṗor outro lado, se x ∈ M, então xn ∈ Mn, o

que implica que x ∈
√

Mn e, assim, M ⊆
√

Mn. Uma vez que M =
√

Mn é maximal, Mn

é primário e, além disso, Mn é um ideal M -primário.

Exemplo 44. Sejam A = K[x, y] e q =
〈
x, y2

〉
. Então, A/q ≃ K[y]/

〈
y2
〉

em que os

divisores de zero são múltiplos de y e, portanto, nilpotentes. Aplicando o Teorema 8 segue

que, q é ideal primário e P = √
q = ⟨x, y⟩ . Desse modo

P 2 ⊊ q ⊊ P.

Assim, obtemos um ideal primário que não é necessariamente uma potência de primo.

Uma interseção finita de ideais primos não é necessariamente um ideal primo. No

entanto, uma interseção finita de ideais primários é primária, se impormos que todos os

ideais são P -primários para um dado primo P (ZWALD; COLEMAN, 2020, página 3).

Para estabelecermos tal interseção, precisamos do resultado a seguir.

Lema 3. Se q1, · · · , qn ideais de um anel A e I =
n⋂

i=1
qi, então

√
I =

n⋂
i=1

√
qi.
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Demonstração. Se x ∈
√

I, então existe m > 0 tal que xm ∈ I, donde xm ∈ qi para todo

i. Assim, x ∈
n⋂

i=1

√
qi e, portanto,

√
I ⊆

n⋂
i=1

√
qi.

Agora suponhamos que x ∈
n⋂

i=1

√
qi. Então para todo i, existem mi > 0 tais que

xmi ∈ qi. Sejam I ideal primário e m = máx {mi} . Então

xm ∈ qi ⇒ xm ∈ I ⇒ x ∈
√

I.

Daí,
n⋂

i=1

√
qi ⊆

√
I e portanto

√
I =

n⋂
i=1

√
qi.

Teorema 9. Sejam P um ideal primo de A e q1, · · · , qn ideais P-primários. Então,

I =
n⋂

i=1
qi

é P-primário.

Demonstração. Do Lema 3 e aplicando a Proposição 37, temos que

√
I =

n⋂
i=1

√
qi =

n⋂
i=1

P = P.

Para finalizar, mostraremos que I é primário. Suponhamos que xy ∈ I, então

xy ∈ qi para todo i ∈ {1, ..., n} . Além disso, se x /∈ qj para algum j, então existe m > 0,

tal que ym ∈ qj donde qj é P -primário, isto é, y ∈ √
qj = P =

√
I. Logo existe n > 0 tal

que yn ∈ I e, portanto, I é ideal primário.

Definição 46. Sejam I,J um ideais de A, e a ∈ A. Definimos o conjunto

(I : J) = {a ∈ A | ab ∈ I, para todo b em J} . (3.1)

Em particular, (0 : J) é dito o aniquilador do ideal J e usualmente denotado por Ann(J),

isto é,

Ann(J) = {a ∈ A | aJ = {0}} .

Exemplo 45. Sejam I ⊂ J ideais de A e a ∈ A. Então,

(I : a) = {b ∈ A | ab ∈ I ⊂ J}

⊆ {b ∈ A | ab ∈ J}

= (J : a).
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Proposição 39. O conjunto definido em (3.1) é um ideal do anel A, dito ideal quociente.

Demonstração. De fato, (I : J) ̸= ∅ pois 0 ∈ I e 0 ∈ J, então para qualquer b ∈ J temos

que 0b = 0 ∈ I. Agora, dados x, y ∈ (I : J), temos que xb ∈ I e yb ∈ I para todo b em J.

Assim, xb − yb = (x − y)b ∈ I para todo b ∈ J. Além disso, para quaisquer x ∈ (I : J)e

a ∈ A, temos que ax ∈ (I : J). Daí, se x ∈ (I : J), então para todo b ∈ J, xb ∈ I. Portanto,

axb ∈ I para todo b ∈ J.

Proposição 40. Sejam P ideal primo de A, q um ideal P -primário e a ∈ A, então:

i) Se a ∈ q, então (q : a) = A;

ii) Se a /∈ q, então (q : a) é P -primário;

iii) Se a /∈ P, então (q : a) = q.

Demonstração. i) Se a ∈ q, então 1a ∈ q, ou seja, 1 ∈ (q : a), o que implica que

(q : a) = A.

ii) Se b ∈ (q : a), então ab ∈ q e como q é primário e a /∈ q, existe n > 0 tal que bn ∈ q.

Portanto, b ∈
√
q = P e assim nós temos

q ⊆ (q : a) ⊆ P.

Consequentemente,

P = √
q ⊆

√
(q : a) ⊆

√
P = P,

e daí
√

(q : a) = P. Agora precisamos mostrar que (q : a) é primário e desde que

a /∈ q, temos que 1 /∈ (q : a). Daí, supondo que xy ∈ (q : a), se yk /∈ (q : a) para

todo k > 0 então y /∈
√

(q : a) = P. No entanto, xya ∈ q, o que implica que xa ∈ q

ou yj ∈ q para algum j > 0, caso contrário, y ∈
√
q = P, o que é uma contradição.

Logo xa ∈ q implica que x ∈ (q : a). Portanto, (q : a) é primário.

iii) Se a /∈ P e b ∈ (q : a), então ab ∈ q. Supondo que b /∈ q, então ak ∈ q para algum

k > 0, o que implica que, a ∈
√
q = P, contradição com o fato de a /∈ P. Logo, b ∈ q,

isto é, (q : a) ⊆ q.
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Proposição 41. Se q1, q2, · · · , qn são ideais no anel A e a ∈ A, então((
n⋂

i=1
qi

)
: a

)
=

n⋂
i=1

(qi : a)

A demonstração dessa proposição pode ser vista em (ZWALD; COLEMAN, 2020,

página 4).

Definição 47. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal decompo-

nível em A se existirem ideais primários q1, · · · , qn tais que o ideal I =
n⋂

i=1
qi. Além disso,

definimos a decomposição primária de um ideal I do anel A como sendo

I =
n⋂

i=1
qi, (3.2)

em que cada qi é primário.

Exemplo 46. O ideal ⟨12⟩ é decomponível em Z e para verificar este fato, basta no-

tar que ⟨12⟩ =
〈
22
〉

∩ ⟨3⟩ . Se a ∈
〈
22
〉

∩ ⟨3⟩ , então a ∈
〈
22
〉

e a ∈ ⟨3⟩ logo, a ∈ ⟨12⟩ .

Portanto, ⟨12⟩ admite uma decomposição primária e tal decomposição é dada por
〈
22
〉

∩⟨3⟩ .

A expressão em (3.2) é dita minimal se:

i) Todos os radicais √
qi são dois a dois distintos;

ii) Tivermos que
⋂
i ̸=j

qj ⊈ qi para todo i ∈ {1, · · · , n}.

Proposição 42. Uma decomposição primária pode ser substituída por uma decomposição

primária minimal.

A demonstração dessa proposição pode ser vista em (ZWALD; COLEMAN, 2020,

página 5).

Uma vez garantida a existência de uma decomposição primária minimal obtida

de uma decomposição primária qualquer, enunciaremos a seguir os teoremas relativos a

unicidade de tais decomposições.

Teorema 10 (Primeiro Teorema da Unicidade). Sejam I um ideal decomponível e I =
n⋂

i=1
qi

uma decomposição primária minimal de I. Se Pi = √
qi, então os P ′

i s são precisamente

os ideais primos que ocorrem no conjunto de ideais
√

(I : a) com a ∈ A, e portanto não

dependem de uma decomposição particular de I.
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Demonstração. Sendo I =
n⋂

i=1
qi uma decomposição primária minimal de I, para cada

a ∈ A, pela Proposição 41, tem-se que

(I : a) =
(

n⋂
i=1

qi

)
: a =

n⋂
i=1

(qi : a) .

Denote La := {j ∈ {1, ..., n} | a /∈ qj} . Então, pela Proposição 40, se a ∈ qj, então

(qj : a) = A, caso contrário a /∈ qj, daí (qj : a) = qj. Logo,j ∈ La ⇒ (qj : a) = qj.

j /∈ La ⇒ (qj : a) = A.

Assim,

(I : a) =
n⋂

i=1
(qi : a) =

⋂
i∈La

(q : a) =
⋂

i∈La

qi,

donde √
(I : a) =

√ ⋂
i∈La

qi =
⋂

i∈La

√
qi =

⋂
i∈La

Pi.

Pela Proposição 26, existe j ∈ La tal que
√

(I : a) = Pj. Por outro lado, dado

i ∈ {1, ..., n} , como
n⋂

j=1
qj ⊈ qi, então existe a ∈

n⋂
j=1

qj tal que a /∈ qi com i ̸= j. Mas uma

vez que qi é Pi-primário e a /∈ qi, então temos que (qi : a) é Pi-primário, ou seja,

√
(qi : a) = Pi.

E ainda, sendo I ⊆ qi, então

(I : a) ⊆ (qi : a) ⇒
√

(I : a) ⊆
√

(qi : a) = Pi ⇒
√

(I : a) ⊆ Pi.

Para finalizar, vamos mostrar que qi ⊆ (I : a). Considerando b ∈ qi, uma vez que

a ∈
⋂
j=1

qj para todo i ̸= j, o produto ba está necessariamente em qi e qj, ou seja,

ba ∈ qi

⋂ n⋂
j=1

qj

 =
n⋂

l=1
ql = I. (3.3)

Assim, b ∈ (I : a), logo
√
qi ⊆

√
(I : a) ⇒ Pi ⊆

√
(I : a).

Portanto, Pi =
√

(I : a).
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Definição 48. Sejam A um anel e S ⊆ A subconjunto não vazio. Dizemos que S é um

conjunto multiplicativo se dados s, t ∈ S:

i) st ∈ S;

ii) 1 ∈ S.

A definição acima é apresentada, uma vez que, se faz necessária para a demonstração

do Teorema a seguir. Visto que nosso trabalho tem como foco a decomposição primária

em aneis Noetherianos, iremos apenas enunciá-lo e caso seja de interesse do leitor as

demonstrações de tal resultado pode ser consultado em (MARTIN, 2014, páginas 84-85).

Teorema 11 (Segundo Teorema da Unicidade). Sejam I um ideal decomponível de um

anel A, I =
n⋂

i=1
qi uma decomposição primária minimal de I e

∑
= {Pi1 , · · · , Pin} um

conjunto isolado de ideais primos associados a I. Então qi1 ∩ · · · ∩ qin é independente da

decomposição.

3.2 Decomposição Primária em Aneis Noetherianos

No Capítulo 2 definimos e caracterizamos os aneis Noetherianos, agora, nesta seção

faremos o estudo da decomposição primária em tais anéis.

Definição 49 (Ideal Irredutível). Sejam A anel e I,J e K ideais de A. Dizemos que I é

um ideal irredutível se sempre que I = J ∩ K, então ou I = Jou I = K.

Exemplo 47. O ideal ⟨0⟩ é irredutível em Z.

Lema 4. Em um anel Noetheriano todo ideal é uma interseção finita de ideais irredutíveis.

Demonstração. Suponhamos que o conjunto

L = {I ideal de A tal que I não é uma interseção finita de ideais irredutíveis}

seja não vazio. Então pelo lema de Zorn, L possui um elemento maximal M. Note que

M não é irredutível. então existem J, K ideais tais que M = J ∩ K em que J ̸= M ̸= K.

Mas como M ⊂ J e M ⊂ K. Pela maximalidade de M em L, J /∈ L e K /∈ L, ou seja, J

e K são ambos uma interseção finita de ideais irredutíveis. Mas uma vez que M = J ∩ K,

temos que M também é uma interseção finita de ideais irredutíveis, contradizendo o fato

de M ∈ L. Portanto, L é vazio e o lema está provado.
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Lema 5. Em um anel Noetheriano todo ideal irredutível é primário.

Demonstração. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal irredutível de A. Considerando

o anel quociente A/I e aplicando o Teorema 8, é suficiente mostrarmos que se o ideal nulo

de A é irredutível então ele é primário. Dados x, y ∈ A tais que xy = 0, vamos mostrar

que x = 0 ou yn = 0, para algum n ∈ N. Se x ̸= 0, considere a cadeia de ideais,

Ann(y) ⊆ Ann(y2) ⊆ · · · ⊆ Ann(yn) ⊆ · · · . (3.4)

Ċomo A é Noetheriano, existe 1 ≤ n ∈ N tal que Ann(yn) = Ann(yn+1) = · · · . A partir

disso, mostraremos que se x, y ∈ A tal que

Ann(yn) = Ann(yn+1) = · · · ,

então ⟨x⟩ ∩ ⟨yn⟩ = ⟨0⟩ para algum n > 1.

Dado z ∈ ⟨x⟩ ∩ ⟨yn⟩ , então existem v, w ∈ A tais que z = vx = wyn. Daí,

wyn+1 = (wyn)y ⇒ (vx)y = v(xy) = v0 = 0.

Portanto, wyn+1 implica que

w ∈ Ann(yn+1) = Ann(yn) ⇒ wyn = 0,

isto é, z = wyn = 0. Assim, ⟨x⟩ ∩ ⟨yn⟩ = ⟨0⟩ . Como ⟨0⟩ é irredutível, temos que ⟨x⟩ = ⟨0⟩

ou ⟨yn⟩ = ⟨0⟩, donde x = 0 ou yn = 0.

Teorema 12. Em um anel Noetheriano, todo ideal admite uma decomposição primária.

Demonstração. Segue imediatamente do Lema 4 e do Lema 5, pois todo ideal noetheriano

é uma interseção finita de ideais irredutíveis e todo ideal irredutível é primário.

Este resultado é frequentemente chamado de Teorema de decomposição de Lasker-

Noether, uma vez que foi provado pela primeira vez para aneis de polinômios pelo mestre

de xadrez Emmanuel Lasker e a prova foi posteriormente simplificada e generalizada por

Emmy Noether (DUMMIT; FOOTE, 2003, página 683).

Proposição 43. Em um anel Noetheriano, todo ideal I contém uma potência do seu

radical.
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Demonstração. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal de A. Então
√

I é finitamente

gerado, ou seja,
√

I = ⟨x1, x2, ..., xk⟩ em que x1, ...., xk ∈ A. Assim, por definição, existem

ni ∈ N tais que xni
i ∈ I. Seja N = máx {ni} . Então o ideal (

√
I)Nk é gerado pelos

elementos da forma
{
xi1

1 xi2
2 · · · xik

k

}
. em que

n∑
j=1

ij = Nk. Pelo Princípio da Casa dos

Pombos, cada um desses elementos tem pelo menos um fator xnl
l com il ≥ N. Então,

xil
l ∈ I e, por isso, cada gerador de (

√
I)Nk está em I, logo (

√
I)Nk ⊆ I.

Corolário 8. Em um anel Noetheriano, o nilradical N é nilpotente.

Demonstração. Temos pelo Exemplo 41 que N =
√

⟨0⟩. Pela proposição anterior, N m ⊆

⟨0⟩ para algum m ≥ 1, donde vale a igualdade, o que prova que N é nilpotente.

Proposição 44. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal próprio de A. Então os ideais

primos associados a I são precisamente os ideais primos que ocorrem no conjunto de ideais

(I : a) com a ∈ A.

Demonstração. Pelo Primeiro Teorema de Unicidade, temos que os ideais primos associados

a I são os ideais primos que ocorrem no conjunto
{√

(I : a) | a ∈ A
}

.

Portanto, se (I : a) = P é um ideal primo de A, então

√
(I : a) = (I : a) = P.

Com isso, (I : a) é um ideal primo associado a I. Reciprocamente, sejam I =
n⋂

i=1
qi uma

decomposição primária minimal de I e denotemos Ii =
⋂
i ̸=j

qj ̸= I. Além disso, vimos pela

demonstração do Primeiro Teorema da Unicidade que Pi =
√

(I : a) para qualquer a ∈ Ii

e a /∈ qi, então (I : a) ⊆ qi logo qi é Pi-primário. Como A é Noetheriano, pela Proposição

43, existe m ∈ N tal que P m
i ⊆ qi e, assim, obtemos

IiP
m
i ⊆ Ii ∩ P m

i ⊆ Ii ∩ qi. (3.5)

Seja m ≥ 1 o menor natural tal que

P m
i ⊆ qi e b ∈ IiP

m−1
i ⊆ Ii ∩ P m−1

i ,
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em que b /∈ I. Então, bPi ⊆ I e daí temos que (I : b) ⊇ Pi. Além disso, como b ∈ Ii

mas b /∈ I, segue que b /∈ qi. Portanto, (I : b) ⊆ qi e os ideais primos associados a I são

exatamente os ideais primos da forma (I : a) com a ∈ A.

Exemplo 48. Todo ideal do anel Z admite uma decomposição primária.

Demonstração. Seja m ∈ Z tal que m = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k em que cada pi é primo e αi ∈ N

com 1 ≤ i ≤ k. Façamos a demonstração por indução sobre k. Notemos que se k = 1,

então m = pα1
1 ⇒ ⟨m⟩ = ⟨pα1

1 ⟩ é ideal primário como visto no Exemplo 43. Suponhamos

válido o resultado para k. Desse modo,

m = pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k p

αk+1
k+1

= (pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k ) p

αk+1
k+1 .

Além disso, mdc(pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k , p

αk+1
k+1 ) = 1 e daí,

⟨m⟩ = ⟨pα1
1 pα2

2 · · · pαk
k ⟩

⋂〈
p

αk+1
k+1

〉
= ⟨pα1

1 ⟩ ∩ ⟨pα2
2 ⟩ ∩ · · · ∩ ⟨pαk

k ⟩ ∩
〈
p

αk+1
k+1

〉
.

Uma vez que cada ⟨pαi
i ⟩ é um ideal primário e Z é um anel Noetheriano,concluímos a

demonstração.
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4 Conclusão

Nesta monografia, trouxemos a definição e caracterização dos aneis Noetherianos

juntamente com sua aplicação ao Teorema da Base de Hilbert. Estudamos também os

ideais primários e radicais para que pudéssemos, assim, posteriormente desenvolver a

decomposição primária em tais aneis.

Sabemos que a decomposição de determinados objetos matemáticos se faz presente

em diversas subáreas da Álgebra, sendo a principal delas, a Teoria dos Números através do

Teorema Fundamental da Aritmética. Por meio deste teorema, garantimos a decomposição

de qualquer número inteiro (exceto 1, −1 ou 0) em um produto finito de números primos.

Durante o desenvolvimento do nosso trabalho, conseguimos estabelecer um paralelo

entre o Teorema Fundamental da Aritmética e a decomposição primária de um ideal em

um anel, em particular, em aneis Noetherianos. Devido a este fato, uma vez que os aneis

dos inteiros Z atende todas as nossas condições para que tal decomposição exista, sua

importância foi se tornando cada vez mais clara, visto que esbarramos em resultados que

afirmavam que em determinados aneis, um ideal primário não é necessariamente uma

potência de primo e, ainda, as potências de um ideal primo não são precisamente primárias

(ver Exemplo 44).

Além disso, ao buscarmos o embasamento teórico necessário para o desenvolvimento

desse trabalho, tivemos a oportunidade de revisitar conceitos vistos anteriormente em um

primeiro curso de Álgebra aplicados ao objeto de estudo desta monografia.

Por fim, o que fica claro durante todo estudo referente a este trabalho, é que a

Matemática pode ser cada vez mais surpreendente, pois o que num primeiro momento

se tratava de um estudo sobre aneis Noetherianos e aplicações foi se tornando algo mais

sólido ao decidirmos aprofundar nosso olhar entre uma dessas aplicações. Além disso,

proporcionou o acesso a conteúdos que normalmente não são vistos em um primeiro curso

de graduação em Matemática, possibilitando o aperfeiçoamento do senso crítico sobre

o conteúdo visto através do contato constante de determinados temas. Uma possível

continuidade dos estudos desenvolvidos nesse trabalho é através do estudo de tais tópicos

na teoria de módulos e variedades.
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