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Resumo

Nesta monografia estudaremos a decomposicao primaria de ideais em aneis Noetherianos.
Faremos aqui um breve estudo de aneis e ideais, apresentaremos o conceito de anel
Noetheriano e sua caracterizacao, e em seguida mostraremos uma prova do Teorema da
Base de Hilbert. Além disso, vamos definir uma decomposicao primaria deduzindo seus
respectivos resultados através dos ideais primarios e radicais. Por fim, exibiremos resultados

que garantirao a existéncia de uma decomposicao primaria em aneis Noetherianos.

Palavras-chave: Aneis Noetherianos. Ideais Primarios. Decomposi¢cao Primaria.






Abstract

In this monograph we will study the primary decomposition of ideals in Noetherian rings.
We will make here a brief study of rings and ideals, we will present the Noetherian ring
concept and its characterization, and then we will show a proof of Hilbert’s Basis Theorem.
Furthermore, we will define a primary decomposition by deducing its respective results
through the primary and radical ideals. Finally, we will show results that will ensure the

existence of a primary decomposition in Noetherian rings.

Keywords: Noetherian Rings. Primary Ideals. Primary Decomposition.
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Introducao

A Algebra Comutativa é essencialmente o estudo dos aneis comutativos, desenvolvendo-
se respectivamente a partir da Geometria Algébrica e da Teoria Algébrica dos Ntumeros.
Na primeira vertente, o modelo dos aneis estudados é o anel de polinémios em diversas

variaveis sobre um corpo K enquanto que na segunda, o modelo é o anel dos inteiros

racionais (ATIYAH M.F; MACDONALF, 1969, Adaptado).

Em uma grande classe de aneis comutativos, incluindo todos os aneis Noetherianos,
todo ideal possui uma decomposicao priméaria, que é uma decomposicao semelhante, mas
permite ideais que sao andlogos as poténcias de primos. Esta decomposicao pode ser
considerada como uma generalizacao da fatoragdo de um inteiro n em Z como produto de

poténcias de primos através dos ideais primarios (DUMMIT; FOOTE, 2003, pagina 681).

A presente monografia tem como objetivo o estudo da decomposi¢ao primaria de
ideais em aneis Noetherianos e, para isto, apresentamos primeiramente no Capitulo 1
topicos da Teoria de Conjuntos e Teoria de Aneis cujos resultados relativos a Teoria de
Ideais serao amplamente explorados ao longo do nosso trabalho. Nesse capitulo, dois ideais
que recebem destaque na Algebra Comutativa: o Nilradical e o Radical de Jacobson de
um anel A cujas caracterizagoes decorrem das defini¢oes relativas aos ideais maximais e

primos.

O objetivo do Capitulo 2 é definir e caracterizar os aneis Noetherianos sob varias
operacgoes familiares da teoria de aneis, em particular, provamos o famoso Teorema da Base

de Hilbert além de apresentarmos algumas dedugoes importantes da condicao noetheriana.

No Capitulo 3, apresentamos os principais resultados que nos auxiliam para o
desenvolvimento dos pontos apresentados sobre a decomposicao primaria de um ideal
em um anel A, em particular, em aneis Noetherianos, tais como ideais radicais e ideais
primarios, a definicdo de decomposicao primaria, ideais P-primérios além dos teoremas de

unicidade de tal decomposicao.

As principais referéncias para o desenvolvimento desta monografia foram (ATIYAH

M.F; MACDONALF, 1969) e (MARTIN, 2014).
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1 Base Tedrica

Apresentamos neste capitulo os resultados mais pertinentes para o desenvolvimento
do nosso trabalho relativos a teoria de conjuntos e a teoria de aneis. As principais referéncias
deste capitulo foram (CONRAD, 2020), (DOMINGUES; IEZZI, 2003), (HALMOS, 1970),
(LEQUAIN Y; GARCIA, 2005) e (HEFEZ, 2016).

1.1 Teoria de Conjuntos

Nesta secao, apresentamos conceitos da teoria de conjuntos referentes a relagao
de ordem, elemento maximal, condicao de cadeia e o Lema de Zorn, uma vez que tais
conceitos sao utilizados em alguns resultados envolvendo a decomposi¢ao primaria em

anéis noetherianos.

Definicao 1. Seja I um conjunto ndo vazio qualquer. Uma familia indexada por I é

uma colegdo de conjuntos A; com 1 € 1.

Notacao: {A;},c; -

Definicao 2. Definimos o par ordenado de a e b, com a sendo a primeira coordenada e

b sendo a sequnda coordenada, o conjunto (a,b) definido por:

(a,b) = {{a} {a,b}}.
Proposicao 1. Se (a,b) e (x,y) sdo pares ordenados e se (a,b) = (x,y), entdo a =z e
b=y.
A demonstracao dessa proposigao pode ser consultada em (HALMOS, 1970, pagina

24).

Definicao 3. Sejam A, B dois conjuntos nao vazios. Definimos o produto cartesiano
de A e B, como o conjunto de todos os pares ordenados em que a primeira coordenada

pertence a A e a sequnda a B.

Notagao: A x B ={x; © = (a,b) |a € Aebe B}.
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Observacao 1. Todo conjunto de pares ordenados € um subconjunto de um produto

cartesiano de dois conjuntos.

Fazendo uso de pares ordenado, podemos aqui estabelecer a ideia de relagao entre

conjuntos, dita relacao binéria.

Definicao 4. Definimos por relagdo bindria de A em B todo subconjunto R de A x B.

Se (a,b) € R, dizemos que a se relaciona com b, escrevendo de forma usual que

aRb, ao longo dessa secao.

Exemplo 1. Seja X um conjunto qualquer e seja R o conjunto de todos os pares (z,y)
de X x X para os quais x = y. A relacao R aqui estabelecida é a de igualdade entre os

elementos, ou seja, x se relaciona com y, € 0 mesmo que x = y.

Exemplo 2. Sejam X um conjunto qualquer e R o conjunto de todos os pares (xr,A) de
X X P(X) para os quais x € An onde P(X) € o conjunto das partes de X. A relagio R é

tal que se x € X e A € P(X), entdo tRA é o mesmo que x € A.

Definicao 5. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que uma rela¢io R é:

i) reflexiva, se tRx para todo v € X;

it) simétrica, se xRy implicar yRx, para todos x,y € X;
iii) transitiva, se xRy e yRz implicar xRz para todos x,y e z € X;
i) antissimétrica, se tRy e yRx implicar v =y para todos x,y € X.

Definicao 6. Dizemos que R é uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto X se

for reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 3. A igualdade é uma relagdo de equivaléncia. De fato, como visto no Exemplo
1 dados x, y e z € X quaisquer temos que x = x, isto €, xRx naturalmente. Além disso,
dizer que x =1y € 0o mesmo que y = x, logo se xRy entdo yRx e portanto R € simétrica.
Agora se x =y e y = z podemos concluir que x = z, e isso nos diz que como xRy e yRz

entdo xRz. Portanto a igualdade é uma relacao de equivaléncia.

Exemplo 4. Dado X um conjunto ndo vazio, temos que o produto cartesiano X x X

define uma relagdo de equivaléncia.
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Definicao 7. Uma ordem parcial em um conjunto X é uma relacao reflexiva, antissi-

métrica e transitiva.

Exemplo 5. Dado um conjunto X, a relagio de inclusao (C) em P(X) é uma ordem

parcial.

Definigao 8. Um conjunto parcialmente ordenado é um par ordenado (X, <) em

que X é um conjunto e” < " uma ordem parcial nele.

Definigao 9. Seja R uma relagao de ordem parcial sobre X. Dados x,y € X, dizemos que
x ey sao compardveis mediante R se v <y ouy < z. Caso contrario, dizemos que

$40 NAo compardveis.

Definicao 10. Se dois elementos quaisquer de um conjunto X forem compardveis mediante
R, entao R ¢é dito relacao de ordem total sobre X. Nesse caso, X é chamado de

conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 6. A ordem parcial em qualquer conjunto X de nidmeros reais (com a or-
dem natural) € uma ordem total, uma vez que dois nimeros reais quaisquer sio sempre

compardveis.

Observagao 2. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Entao a ordem parcial de X

induz uma ordem parcial em todo subconjunto de X.

Definicao 11. Se X é um conjunto parcialmente ordenado e A um subconjunto nao vazio
de X, um elemento L € X € um limite superior de A se, para todo x € A temos que
x < L. Por outro lado dizemos que um elemento | € X ¢ um limite inferior de A se

para todo x € A temos que | < x.

Definigao 12. No conjunto dos nimeros naturais definimos a | b, ordem parcial dita

divisibilidade para todos a,b € N, o que significa, a | b se existe c € N tal que b = ac.

Exemplo 7. Seja R a relagao definida nos naturais como R = {x,y € N | x maltiplo de y} ,

entao temos que R € uma relagio de ordem parcial.

Exemplo 8. Sejam X ={1,2,3,4,6,9,12,18,36}, A = {2,4,6} C X e a ordem parcial
divisibilidade. Entao temos que 12 e 36 sdo limites superiores para A e 1 e 2 sdo limites

inferiores.
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Definicao 13. Sejam X um conjunto parcialmente ordenado e A um subconjunto ndo
vazio de X. Um elemento M de A é madximo se M é um limite superior de A. De forma

andloga, um elemento m de A é minimo se m é um limite inferior de A.

Exemplo 9. O conjunto C = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} com a ordem de divisibilidade,

temos que C' nao possui mdzimo porém possui o 1 como elemento minimo.

Exemplo 10. Sejam X = {a,b,c} ¢ P(X) = {0, {a},{b} . {c} . {a,b} , {a.c} . {b,c} . {a,b,c}}
o conjunto das partes de X. Como o conjunto () é subconjunto de todo conjunto, ele é o
elemento minimo de P(X) com a relagao do Exemplo 5 e X € o elemento mdzimo, pois

todo conjunto de P(X) estd contido nele.

Definicao 14. Se X é um conjunto parcialmente ordenado e A um subconjunto nao vazio
de X, dizemos que um elemento M € A é um elemento maximal de A se para todo
x € A de modo que M < x, entao x = M. De forma andloga, um elemento m € A € um

elemento minimal de A se para todo x € A de modo que x < m, entdo xr = m.

Exemplo 11. Seja C a colegio de subconjuntos ndao vazios de um conjunto X ndao vazio,
ordenado pela inclusao. Cada conjunto unitdario ¢ um elemento minimal de C, porém o

mesmo nao possui minimo.

Exemplo 12. Sejam X = {1,2,3,4,6,9,12,18,36}, A ={2,4,6} C X e a ordem parcial
divisibilidade. Temos que 2 € o elemento minimal de A e 4 e 6 sdo os elementos mazximais

de A.

Notemos que dizer que um elemento é mdazimo ou minimo dentro de um conjunto
é dizer que esse elemento é comparavel a todos os elementos do conjunto, diferentemente
de um elemento ser minimal ou maximal no conjunto, ¢ que nao existe nenhum elemento

estritamente menor ou maior do que esse elemento.

As definigbes a seguir possuem grande relevancia para o desenvolvimento do capitulo

Definigao 15 (Cadeia). Definimos uma cadeia como sendo qualquer subconjunto C

totalmente ordenado de um conjunto parcialmente ordenado.

Segundo CONRAD, em um conjunto X parcialmente ordenado, podemos falar de

elementos minimais tanto quanto de elementos maximais. O Lema de Zorn nao é intuitivo,



1.1. Teoria de Conjuntos 19

mas ¢é logicamente equivalente a declaragbes mais intuitivamente plausiveis na teoria dos
conjuntos, como o Axioma da Escolha, afirma que todo produto cartesiano de conjuntos

nao vazios é nao vazio.

Lema 1 (Lema de Zorn). Se X é um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado tal que

toda cadeia em X € limitada, entdo X contém um elemento maximal.

Uma vez que nosso objetivo principal referente ao Lema de Zorn é a sua aplicacao,

caso seja do interesse, a demonstracao da equivaléncia desses resultados pode ser vista em

(HALMOS, 1970, pagina 69).

Exemplo 13. Note que Z ndao ¢é totalmente ordenado com rela¢ao a ordem divisibilidade,
uma vez que a maioria dos pares de inteiros nao sio compardveis sob essa relacao. Por

exemplo, 315 e 51 7.

Exemplo 14. O subconjunto dos inteiros, X = {1,2,4,8,16, ...} formado pelas poténcias

de 2 ¢ totalmente ordenado sob a relagdo de divisibilidade.

Definicao 16. Seja A um conjunto ndao vazio parcialmente ordenado. Uma sequéncia
(an)nen de elementos de A é dita uma cadeia ascendente (crescente) se para todo n € N

tem-se que a, < apyq1. Isto é,
a1 Las < <Ay <py1 < oee

Definigao 17. Um limitante superior para uma sequéncia (a,)nen de elementos de A
¢ um elemento x € A tal que a, < x, para todo n € N. Analogamente, dizemos que um
limitante inferior para uma sequéncia (a,)nen de elementos de A é um elemento x € A

tal que r < ay,, para todo n € N.

Exemplo 15. Se A=R e X =]0,1] com a ordem habitual dos nimeros reais, temos que

os limitantes superiores de A sdo todos x > 1 com x € R.

Exemplo 16. Se A =R e X = |2,5] com a ordem habitual dos nimeros reais, temos que

os limitantes inferiores de A sao todos v < 2 com x € R.

Definicao 18. Uma sequéncia (a,)nen de elementos de A é dita estaciondria se existir

ng € N tal que para todo n > ng tivermos que a, = Gy,

Definigao 19. Dizemos que A satisfaz a condi¢do de cadeia ascendente (C.C.A)

se toda cadeia ascendente em A for estaciondria.
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1.2 Teoria de Aneis

Os livros didaticos de algebra geralmente dao a definicao de um anel primeiro e

seguem com exemplos. E claro que os exemplos vieram primeiro, e a definicao abstrata

depois; muito depois (KLEINER, 2007).

Na presente secao definiremos um anel como sendo comutativo com unidade e
ainda, traremos alguns resultados que serao importantes para o desenvolvimento desta
monografia tais como homomorfismo de aneis, elementos notaveis de um anel além das

defini¢oes de dominio de integridade e corpo.

Definigao 20 (Aneis). Seja A um conjunto nao vazio munido das operagoes bindrias (+)
e () ditas respectivamente adicao e multiplicagao. Dizemos que (A,+, -) é um anel se

para todos a,b,c € A tivermos que:

i) a+ (b+c) = (a+b) + c (associativa da adigdo);
i1) a+b = b+ a (comutativa da adi¢do);
i1i) Existe tinico 0 € A de modo que, a +0 = 0+ a = a (neutro aditivo);

iv) Para todo a € A, existe tnico —a € A tal que a + (—a) = (—a) + a = 0 (simétrico

aditivo);
v) a(bc) = (ab)c (associativa da multiplicagao);
vi) ab = ba (comutativa da multiplica¢ao);
vii) Existe tnico 1 € A de modo que la = a (neutro multiplicativo);

viit) A multiplicagao é distributiva em relacao a adigao

a(b+c¢) =ab+ace (a+b)c=ac+ be.

Exemplo 17. Os conjuntos numéricos Z,Q,R e C com as operacoes usuais sdo aneis.

Exemplo 18 (Anel de fungoes). Seja X um conjunto ndo vazio. Entao o conjunto

A={f: X — R fcontinua}
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munido com as operacoes usuais de soma e produto de funcoes

+:(f+9)(x) = f(z) +g(x)
1 (fg)(z) = f(z)g(z)

para todo v € X, € um anel.

De fato, dados v € X e f,g,h € A temos

i) (f+(g+h)(x) = fz)+ (9(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + hz) = ((f + 9) + h)(2)

portanto vale a associatividade da adicao.

i) (f+9)(x)=f(z)+g(x) =g(z)+ f(x) = (g + f)(z) portanto vale a comutatividade

da adicao.

iii) Dado f € A, seja g € A, tal que (f + g)(z) = 0. Entao

(f+q)(z) =0 f(r)+q(z) =
& flx) + (= f(z)) +q(x) = 0+ (= f())
& f(r) + (= f(z)) + q(z) = = f(z)

Portanto, existe ¢(z) € A, simétrico aditivo e denotado por — f(z).

iv) Existe a fungdo nula tal que para toda f € A tem-se

0+ f(z) = f(x) + 0= f(2).

Além disso, dados f,g,h € A temos

v) (fgh))(2) = f(2)(g(x)h(x)) = (f(x)g(x))h(z) = ((fg)h)(x). Portanto a multiplica-

¢ao é associativa.

vi) (fg)(z) = f(x)g(z) = g(x)f(z) = (¢f)(x). Portanto a multiplicacdo é comutativa.

vii) (f(g+h))(x) = (f(x)(g(z) + h(z))) = f(@)g(z) + f(z)h(z) = (f9)(z) + (fh)(2).
Portanto vale a distributiva da multiplicacao em relagao a adicao. A outra forma é

analoga.
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viii) Existe a fungao identidade f(x) =1 € A tal que para toda g(z) € A tem-se

Proposicao 2. Sejam A um anel e a,b,c € A. Se a+b = a+c, entio b = c (lei do

cancelamento da adigio).

Demonstracio. Se a,b,c € A tais que a + b = a + ¢ temos que

(—a)+(a+b)=(-a)+(a+c)=(—a+a)+b=(—a+a)+c=>0+b=04+c=b=c

O]
Proposigao 3. Seja A um anel. Entao para todos a,b e c € A temos:
i) a0 = 0;
it) a(—=b) = (—a)b = —(ab);
ii1) (—a)(—b) = ab.
Demonstragao. i) Note que
0+ a0 = a0 = a(0+0) = a0 + a0.
Aplicando a Proposicao 2 tem-se que 0 = a0.
i1) Temos, por i) que
ab+ [—(ab)] =0 =1a0 =a[b+ (=b)] = ab + a(—b).
Aplicando novamente a Proposigao 2 temos —(ab) = a(—b).
i11) Aplicando i), temos
(—a)(=b) = —(a(=b)) = a(=(=b)) = ab
O]
Exemplo 19. Seja Z, = {0,1,--- ,n—1}, n > 0, o conjunto das classes residuais modulo

n, com as operacoes em L, definidas por:
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(ol

a—+ +b

Q

S

ab = ab

para todos @,b € Z,,. O anel (Zy,+,-) é chamado de anel dos inteiros médulo n.

Observacao 3. Para todo @,b € Z,, temos que:

a=b<=a=bmodn<=n|(a—>b).

Exemplo 20 (Anel de polindmios). Sejam A = Z,Q ou R. Entio denotamos A[X]

conjunto dos polinomios na varidvel x com coeficientes em A, isto €,
AX] ={aia’ + a2 4wz tag | g € Aji € NpU{0}.

Dados f(x) = apz™ + ap_12™ '+ - Farx+ag e g(x) = bpa™ F by 1™ b+ b,
para todo m,n € NU {0} com m < n temos que A[X] munido com as operagoes de adi¢io

e produto definidas como

em que
m-+n
k= D aibiy
k=1
para todo k= 0,1,....,n+m, é um anel.

Definicao 21. Seja A um anel, a € A e n € NU{0}. Definimos

1, sen =20
n o __
a =53a, sen=1
n—1
a -a, sen>1.

Proposicao 4. Seja A um anel em que a € A e m,n € NU{0}. Entao



24

Capitulo 1. Base Teorica

Demonstracao. Fagamos a demonstracao por inducao sobre n.

i)

i)

iii)

Se n = 0, entao

k +k

Logo, vale a igualdade. Seja 0 < k € N e suponhamos a™a” = a™™".

Desse modo,

(am)k+1 _ am(aka) _ (amak)a _ (am—i-k)a _ a(m+k)+1 _ am-&-(k—i—l)‘

Como a validade para k > 0 implica na validade para k 4 1, portanto vale para todo

n > 0.
Novamente se n = 0, vale a igualdade, pois

(am)o — am-O — aO - 1.

Agora suponhamos que para 0 < k € N temos (a™)* = a™*. Dal,

(am)kam _ (amk)am _ amk-{—m _ am(k-{-l)'

Como a validade para k > 0 implica na validade para k + 1, portanto vale para todo

n > 0.
O caso para n = 0 é trivial e para n = 1 temos
(ab)' = ab = a'b'.
Suponhamos vélido para 0 < k € N, isto é, (ab)* = a*b*. Entao temos
(ab)*™ = (ab)*(ab) = a*b*(ab) = a*b*ab = aFab®b = aFTHFT.

Desse modo, vale para k + 1, e portanto vale para todo n > 0.
]

As defini¢oes e resultados a seguir sao referentes a elementos notaveis dentro de

um anel e introduzimos também a nocao de dominio.

Definicao 22. Se A é um anel, entao um elemento a € A ndao nulo é dito divisor de

zero se existir 0 # b € A tal que ab = 0. Caso contrdrio, a € dito regular.
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Definicao 23. Sejam A um anel e a € A um elemento nao nulo. Dizemos que a €

nilpotente, se exvistirn € N tal que a” = 0.

Notagao: Nilp(A) = {a € A|a" = 0 para algum n € N}.

Definicao 24. Dado um anel A, um elemento u € A € dito invertivel se existe v € A
tal que

uv =1,
em que v é chamado de inverso (multiplicativo) de u e é usualmente denotado por u™.

Observacao 4. Um elemento do anel é sempre associado de si mesmo.

Definicao 25. Dois elementos a,b € A, A anel, sao ditos assoctados se existir um
elemento invertivel u de A tal que

a = ub.

Definigao 26. Um elemento nao nulo e nao invertivel de um anel A é dito irredutivel

se seus unicos divisores sao os elementos invertiveis do anel e seu associados.
Exemplo 21. O numero 2 € Z ¢ irredutivel, pois seus unicos divisores sao +1 e +2.

Proposicao 5. Um elemento nilpotente nao nulo de wm anel nao pode ser invertivel.

Demonstracdo. Sejam a invertivel e suponhamos que a seja nilpotente, isto é, a = 0 para

algum n € N. Como a é invertivel, existe b € A tal que

ab=1= a""'(ab) = a"*

= (a"'a)b = a"*

=a"b=a"""!
= 0b=qg"!
=0=qa" "

Continuando o processo acima, temos que ! = 0 implica que "2 = 0 e assim por diante,

até que a® = 0 implicar que a = 0. Disso, obtemos que 1 = ab = 0b = 0, absurdo. O

Definicao 27. Um elemento p ndao nulo e nao invertivel de um anel A é dito primo se

dados a,b € A, com p | ab tivermos p | a ou p | b.
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Exemplo 22. O nimero 2 é primo em Z, pois dados a,b € 7 se 2 | ab entdo a ou b tem

que ser par.

Defini¢cao 28 (Dominio de integridade). Se A é um anel, dizemos que A é um dominio

de integridade se A ndo possuir divisores de zero.

Proposicao 6 (Lei do cancelamento). Seja A um dominio de integridade. Para todos

a,x,y € A com a nao nulo, se ax = ay entio x = y.

Demonstracio. Como A é dominio, em particular anel, temos que para todo a € A, existe
—a € A. Sendo axr € A, entdo existe —(ax) € A. Entao aplicando o item iv) da Definigao

20 e o item #i) da Proposigao 3 temos:

ar = ay = ax + (—(az)) = ay + (—(ax)) = 0 = a(y — ).

Uma vez que A é dominio de integridade, devemos ter a = 0 ou y — x = 0. Como,

por hipétese, a é nao nulo, temos y — x = 0, o que implica que y = . ]
Exemplo 23. O anel dos inteiros Z. é um dominio de integridade.

Exemplo 24. Em Zg, os elementos 2 e 3 sao divisores de zero, pois ambos sio diferentes

de zero e, 2-3 =0, o que prova que Zg ndo € um dominio de integridade.

Proposicao 7. Se A é um dominio de integridade, entdo A[X] é dominio de integridade.

Demonstragio. Sejam f(x), g(x) € A[X] dois polinémios ndo nulos em que f(z) = a,z" +

12" dag e g(x) = bpa™ 4 by 12™ 7 + - 4+ by com ay,, by, # 0. Entdo temos,
f(l')g(l’) = anbmmern +-+ aObO 7A 07
uma vez que a,b,, # 0. O

Definig¢ao 29 (Corpo). Um anel K é dito corpo se todo elemento ndio nulo de K admite

inverso multiplicativo.
Observacao 5. Denotaremos um corpo qualquer por K.

Exemplo 25. Os anéis Q,R e C sao corpos porém o anel dos inteiros 7 nao é corpo.

1 1
Basta notarmos que para todo a € Z nao existe — ¢ Z em que —a = 1.
a a
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Proposicao 8. Todo corpo é dominio de integridade.

Demonstragio. Sejam a,b € K tais que ab = 0 com a # 0. Como K é corpo, existe a™! € K

de modo que a*a = 1. Dai,

ab=0=a'(ab)=a'0= (a"'a)b=0=b=0.

Portanto K é dominio de integridade. O]

Observacgao 6. A reciproca da Proposicio 8 € falsa. De fato, o anel dos inteiros 7. é um

dominio de integridade que nao é corpo.

A proposicao a seguir estabelece uma condigao para que um dominio de integridade

seja corpo.

Proposicao 9. Todo dominio de integridade finito é corpo.

Demonstracio. Seja K = {ay, as, as, ...,a,} um dominio de integridade com n elementos
distintos, em que para cada a € K nao nulo, mostraremos que a ¢é invertivel. Se 0 # a € K
qualquer, tem-se que aK = {aay,aas,...,aa,}. Se dados i,5 € {1,--- ,n} com n € N,
temos aa; = aa;, como K é dominio de integridade, entao, a; = a; pela lei do cancelamento.
Por hipétese K é finito, entao obtemos alK = K, ou seja, qualquer a; pode ser expresso como
um aa; para algum j. Em particular temos que 1 = aa; para algum j, isto é, a; = al.

Portanto, K é corpo. O

Proposicao 10. O anel Z, ¢ dominio de integridade se, e somente se n € primo. Nesse

caso, L, € corpo.

Demonstracao. De fato, se 1 < n € N é composto, entdo existem a,b € Z tais que

0 < a,b <n en = ab. Portanto, temos @, b € Z, ambos nao nulos, de modo que

ab=ab=m=0.

Assim, @, b sao divisores de zero em Z,, o que prova que Z, nao ¢ dominio de
integridade. Reciprocamente, sejam n primo e a,b € Z, tais que ab = ab = 0. Entao

existem a, b € 7Z tais que ab = nt em que t € Z, ou seja, n | ab.
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Como por hipétese n é primo, entdo n | a oun | b, isto é, @ =0 ou b = 0. Logo, Z,
nao possui divisores préprios de 0 e portanto Z, é dominio de integridade. Notemos que

pela Proposicao 9 garantimos que Z,, com n primo é corpo. O

Defini¢cdo 30 (Homomorfismo). Dados A,B dois aneis, uma fun¢io f : A — B € dita

homomorfismo se dados a,b € A valerem as sequintes igualdades:

i) fla+0)= f(a)+ f(b)
i) flab) = f(a)f(b)

Exemplo 26. A funcio nula é um homomorfismo chamado homomorfismo nulo. De

fato,

para todo a € A. Assim, dados a,b € A temos

flatb)=0=0+0= f(a)+ f(b)

flab) =0=0-0=f(a)f(b).

Exemplo 27. Se A ¢ um anel qualquer a fung¢do identidade

fiA— A
fla)=a

¢ um homomorfismo para todo a € A, dito homomorfismo identidade.

fla+b)=a+b= f(a)+ f(b)

flab) = a-b= f(a)f(b).

Proposigao 11. Se f: A — B é um homomorfismo de anéis, entao:

i) (0) = 0;
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i) f(—a) =—f(a);

iii) Se f € bijetora, entdo f~': A — B é um homomorfismo de aneis.

Demonstracao. i) Sabemos que

0=0+0.

Aplicando f em ambos os lados da equagao acima e usando o fato de f ser homo-

morfismo, temos
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).

Somando — f(0), obtemos f(0) = 0.

i1) Note que
0=f(0) = fla+(=a)) = fla) + [(=a).

Dai, 0 = f(a) + f(—a), ou seja, —f(a) = f(—a).

iii) Se f é bijetora, entdo dados v,y € B existem tnicos x,x € A tais que f(z) =y e
fle)=vy.
Dai,

Fly+y) = (f@) + f@) = (flat+d) =z +2" = f7y) + ()
Além disso,
Ny -y) = f@) f@) = (flz-a)=z-2"= [T (y) - [T W)

Portanto f~' é um homomorfismo de anéis.

Se um homomorfismo é uma fung¢ao sobrejetora, ele é dito um homomorfismo
sobrejetor ou epimorfismo. Se um homomorfismo é uma fungio injetora, ele é dito um

homomorfismo injetor ou monomorfismo.

Definigao 31 (Nucleo). Dado um homomorfismo de anéis f: A — B, o nicleo de [ é

o subconjunto Ker(f) C A tal que

Ker(f)={x€ A| f(z) =0g}.



30 Capitulo 1. Base Teorica

Proposicao 12. Seja f : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis. Entao temos

que:

i) O elemento f(14) € a unidade do anel B;

i) Se a € A ¢ invertivel, entdo f(a) também o é, ou seja, (f(a))™* = f(a™).

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser consultada em (DOMINGUES; IEZZI,
2003, pagina 234).

1.3 Teoria de ldeais

Segundo HEFEZ, a definicao de ideal foi introduzida no final do século dezenove
por Kummer e Dedekind a fim de estudar certas questoes em Teoria dos Numeros. Essa

nog¢ao tornou-se um objeto central na teoria dos aneis.

Na presente secao, apresentaremos as defini¢goes de ideais de um anel A, ideais
finitamente gerados, além de algumas propriedades operacionais. Por fim traremos o

conceito de anel quocientado por um ideal 7.

Definicao 32 (Ideal). Seja I um subconjunto nao vazio de um anel A. Dizemos que I €

um tdeal de A se para todos a,b € [ er € A:

i) a—bel;
i) ar € 1.

Exemplo 28. Em todo anel A, temos que I = {0} e o prdprio A sdo ideais ditos os

ideais triviais.
Definicao 33. Dizemos que A é um anel simples se possuir apenas os ideais triviais.

Definicao 34. Se A é um anel, entdo todo ideal I C A tal que I # A ¢é dito ideal

proprio.

Exemplo 29. Para qualquer inteiro n positivo temos que o conjunto nZ ={nz |z € Z} é

um ideal de 7.
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De fato, nZ # (), pois 0 € nZ. Além disso, dados a,b € nZ, temos que a = tn e

b= sn com t e s inteiros. Assim,

a—b=tn—sn=(t—s)n=qn € nZ.

E ainda, dado r € Z, temos

ar = (tn)r = (tr)n € nZ.

Portanto, nZ é um ideal de Z.

Proposicao 13. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se I possui um elemento invertivel

de A, entio I = A.

Demonstracio. Sendo I um ideal de A, temos que I C A. Por outro lado, dados a € A e
z € I um elemento invertivel de A, por hipétese, existe 27+ € A. Como I é ideal, temos

que a = (ax ')z € I e portanto A C I. O

Exemplo 30. Um corpo so possui os ideais triviais. De fato, se I é um ideal do corpo K
de modo que I # {0}, entdao existe 0 # a € I em que a € K, pois I C K. Sendo K corpo,
existe o' € K e ainda, pela Proposicio 13, I possui elemento invertivel. Portanto, I = K.

Logo, K s6 possui os ideais triviais.

Proposicao 14. Sejam I e J ideais de um anel A. Entdo:

i)INJ={ze€A|lxeclexcJ} éumideal de A;
i) I+ J={cs+ycAlzeleyecJ} éumideal de A;
ii1) IJ:{Zaibi | aiEIebiGJeneN} ¢ um ideal de A;

=1

w) IJCINJ

Demonstracao. i) Temos que I NJ # ) pois como I e J sdo ideais entao 0 € [ e 0 € J,
donde 0 € I N J. Além disso, se z,y € INJ, entao v,y € [ ex,y € J. Daiz —y € [
exr—y € J ouseja, r—y € INJ Agoraser € A, entdo temos que xr € I e xr € J

uma vez que ambos sao ideais. Logo, zr € I N J. Portanto, I N J ¢é ideal de A.
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i1) Note que I + J # () pois como I e J sdo ideais temos que 0 € I e 0 € J e portanto
0=040€el+J Sex,yecl+Jentao temos que existem iy,i5 € I e ji, jo € J tais
que x =1i1 + J1 € Yy =g + Jo.
Assim,
x—y=(i1+751)— (la+jo) = (i1 —t2) + (j1 — j2) € I + J.
Ainda, dado r € A, obtemos
xTrr = (Zl +j1)7” = i1T+j1T el+J
Portanto, I + J é ideal de A.
i11) Temos que IJ # 0, p01s como 0 € le0e€Jentao 0 € IJ. Sejam z,y € IJ, entao

iv)

r = Zab ey = Zc]d com a;,¢; € I e b;,d; € J. Como [ ¢ ideal, temos que
=1 7j=1
(—c;j) € I e assim,

r—y= Z;aibi - ZLdej = ;aibi + z:1<_cy)dy
i= J= = J=

que é soma finita de elementos de I multiplicados por elementos de J, ou seja,

—yellJ

E ainda, dado r € A e a; € I, obtemos
n n

rr = TZaibi == Z(mi)bi clJ

i=1 i=1

Portanto, I.J é ideal A.

n
Dado x € I.J, temos = = Zaibi em que a; € [ e b; € J. Como J C A, temos que
i=1
para todo b; € J, entdo b; € A e dal x € I, o que implica que IJ C I. De forma
analoga, para todo a; € I temos que a; € A, ou seja, x € J e com isso IJ C J.

Portanto IJ C I N J.

[

Observacgao 7. Dados I e J ideais de um anel A, temos que I U J nem sempre é ideal

de A. A titulo de ilustragio, considere 2ZU3Z = {x €Z | 2|xou3|xz}. Note que

2,3€ 2ZU3Z, porém 3 —2=1¢ 2ZU3Z. Uma condigio para que a uniao de ideais seja

um ideal é dada no item i) da Proposi¢io 16.



1.8. Teoria de Ideais 33

Proposicao 15. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Se J ¢ um ideal de B,

entao
fH () ={z € Al f(x) € B}

¢ um ideal de A.

Demonstragio. Como f(04) = 0p € J entdao 04 € f1(J) e assim f~'(J) # 0. Além
disso, se z,y € f~1(J) temos f(z), f(y) € J e sendo J ideal de B, temos f(x) — f(y) =
fx—y) € J ouseja, v—y € f(J). Sejaa € Aex € f(J). Entdo f(z) € J. Mas como
J é um ideal de B, temos f(a-z) = f(a)- f(z) € J, ou seja, a -z € f~'(J). Portanto,
f7H(J) éideal de A. O

Proposigao 16. Se {I;}, . ¢ uma familia de ideais de A, entdo:

i) () 1; é um ideal de A;
ieN
i) sehCclyc---CI,C---, entdoI:UIi ¢ ideal de A.

€N

Demonstragio. i) Sejam {I;},. uma familia de ideais com z,y € (| I; e a € A. Entdo
ieN
para todo 2 € N temos que x —y € I; e ax € I;, uma vez que cada I; ¢ um ideal de

n n
A e, portanto, temos que r — y € ﬂ I, ear e ﬂ I;.
i=1 i=1

i1) Se x,y € I entao existem m,n € N tais que =z € [, e y € I,. Tomando r =
max {m,n} temos que z,y € I, e consequentemente x —y € I. De modo similar,

temos que x € I e a € A temos que xa € [ e, portanto, I = U I; é ideal de A.
ieN
m

Sejam aq, as, - - - , a, elementos de um anel A e consideremos o subconjunto a seguir:
(ar,ag, -+ an) = {1z + agwy + - 4 anxy | 1,22, ,x, € A} (1.1)
com n € N.

Proposicao 17. O conjunto definido em (1.1) é um ideal de A.

Demonstragio. Note que (ai,as, - ,a,) # 0, pois 0 € {(ay, a9, ,a,) uma vez que

0=a0+a0+---+a,0. E ainda, dados r, s € (a, -+ ,a,) existem 1, ,Tp €Y1, - ,Yn
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elementos de A tais que r = a121 +asxo+ -+ -+ a, T, € S = a1y1 + a2y + - - - + ap¥Y,. Assim,

r—s= (a1 + a2+ + auTn) — (@Y1 + a2y2 + -+ anyy)

=ay (11 — Y1) +ag (v —y2) + -+ (T — Yn) € (a1, -+, an) .
—_—————
cA cA cA

Além disso, dado § € A temos

r-fB=(a1x1 + agxre + -+ + ayx,)

=ay (z1-B) +az (x2- B)+- -+ ay (¥, B) € (a1, ,an).
—— N—— N——
€A €A cA
Portanto (aj,- -+ ,a,) é um ideal de A. O

Definicao 35. Se A é um anel e S = {ay,as,a3, -+ ,a,} C A, entdo o ideal (S) é dito

ideal finitamente gerado pelos elementos de S.
Definigao 36. Se a € A entdio (a) = {azx | x € A} € um ideal principal gerado por a.

Definicao 37. Um dominio de integridade cujos ideais sao todos principais é chamado de

Dominio de Ideais Principais (DIP).

Exemplo 31. O anel dos inteiros Z, ¢ um DIP. De fato, se J ¢ o ideal do anel Z tal que
J =(0), nao hd o que fazer. Supondo J # (0), entao existe 0 # a € J tal que —a € J, ou
seja, |a| € J. Considerando d € 7 o menor inteiro positivo de J, queremos mostrar que
J = dZ. De fato, se a € dZ entao a = dn para algum n € Z e ainda, visto que J ¢ ideal

temos que dn = a € J e portanto, dZ C J.

Por outro lado, sendo a € J, temos pela divisao euclidiana que existem q,r € 7
tais que a = qd +1r em que 0 < r < d, ou seja, a —qd =r. Sendo a, qd € J e 0 <r < d,

temos pela minimalidade de d que v = 0, ou seja, a € dZ. Portanto J C dZ.

Teorema 1. Sejam I = (x) e J = (y) ideais de Z. Temos que I + J = (mdc(z,y)) e
InJ = (mme(z,y)).

A demonstragao pode ser vista em (DOMINGUES; IEZZI, 2003, pagina 261).

Teorema 2. Sejam [ = (x) e J = (y) ideais de Z. Entao IJ =1NJ se, e somente se, I

e J sao coprimos entre si.
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Demonstragao. Pelo item iv) da Proposicao 14, IJ C I N J. Entdo basta mostrarmos que
INJCIJ SezelINdJ como I e J sdo coprimos, entdao existem x € [ e y € J tais que
1 = +y. Dai, temos que

Z=2zx + zy.

E assim,
zeJexel
=zell
zeleyelJ
Portanto I N J C IJ e, assim, concluimos a demonstragao. O
Lema 2. Seja Iy C I, C --- 1, C --- wma cadeia ascendente de ideais num dominio

principal A. Entdo existe m € N tal que I,, = I,,.;, para todo i > 0.

Demonstragio. Sejam I = | J I; ideal de A e d € A de modo que I = (d). Como d € I,
i=1
temos que existe m € N tal que d € I,,,, entdo (d) C I, tal que I,,, C I = (d) C I,,,. Assim,

I = I, e se repetirmos o processo acima, temos que para todo 7 > 0,
I, Cl,; CI=1,.
Portanto Ly = 1. ]
Exemplo 32. Sejam A = Z2 e (4) = {0,4,8}, (8) = {0,8} ideais de Zy5. Temos que
8 € (4) e além disso (8) C (4).
Agora seja A um anel e I um ideal de A. Definamos a relacdo ~ em A por:

a~bsa—-bel (1.2)

para todo a,b € A.

Proposicao 18. A relagio definida em (1.2) é uma relagao de equivaléncia em A.

2

Demonstracao. Visto que a —a = 0 € I, temos que a ~ a e portanto 7 ~ 7 é reflexiva.

Sendo a ~ b entdo a —b € I e dai, b—a = —(a —b) € I, segue que b ~ a e portanto ” ~ ”
é simétrica. Se dados a,b,c € A, a ~beb~ centao temosquea—beleb—cel
Desse modo, a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) € I. Logo ~ é transitiva e portanto ” ~ 7 é uma

relacao de equivaléncia. O
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Além disso, para todo a € A denotemos @ = a+ [ := {r € A|z~acl}.

Consideremos entao A/I o conjunto das classes de equivaléncia de ~, isto é,

A/l ={a+1|acA}.

Definamos as seguintes operagoes em A/ :

+:(a+1)+(b+1)=(a+0b)+ 1.

(a+I)-(b+1)=(a-b)+ 1.

Proposicao 19. As operacoes acima estao bem definidas.

Demonstracio. Se a +1 = a +1 e b+ 1 = b + I, entao existem z,,7, € I tais que

a=a 4z eb=1"b 4+ . Desse modo,

(a+D+b+1)=(a+b)+1=((a+z)+ b +x5))+ 1
:(a/+b,)+(1'1+$2)+]

= (a' + V) + 1+ (x1 +x9) +1
| ———
el

= +b)+IT+(0+1)
=@ +b+0)+I=(@+b)+1I

=(a+ 1)+ +1).

Além disso,

(a+1)-(b+1)=(a-b)+1=((a"4+x1) - b +x2))+1
= (' + a'zg + 210 + x129) + 1

= (V' + 1)+ ((a'xg + 21V + 129) +1

el

= (a'b)+1

= +1)-(b+1).
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Proposicao 20 (Anel quociente). Seja [ um ideal de A. Com as operagoes acima definidas
tem-se que (A/I,+,-) é anel chamado anel quociente em que 1 + I é o neutro da

multiplicagio e 0+ I € o nulo de A/I.

A demonstragao desta proposigao pode ser consultada em (BHATTACHARYA;
JAIN; NAGPAUL, 1994, pagina 184).

Exemplo 33. Sejam A um anel e I ideal de A. Temos que a+ I € A/I € invertivel se, e
somente se, existe r € A tal que 1 —ar € I. De fato, se a + I € invertivel, entdo existe

r+1€A/l comre A tal que (a+1)(r+1)=1+1, ou seja,
(a+D(r+1)=1+I=ar+I1=1+1=1—arecl.
Reciprocamente, se existe r € A tal que

l—arel=ar+I=(@+)(r+I)=1+1.

Portanto a + I € invertivel em A/I.
Proposicao 21. Seja I um ideal em A e consideremos a sequinte aplicacao:

T A— A/l

m(a)=a+1

para todo a € A. Entao m é um homomorfismo sobrejetor de anéis com o Ker(m) = I, dito

homomorfismo projecao canonica.

Demonstragdo. Dados a,b € A temos que

mla+b)=(a+b)+I=(a+1)+(b+I)=mn(a)+ 7(b)

m(ab) = (ab) + I = (a+ I)(b+ 1) = w(a)m(b)
Logo 7 é um homomorfismo. E ainda, se a+ I € A/I como a € A, temos

m(a) =a+1I,
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portanto m é sobrejetora. Além disso,

Ker(m)={a€ A|n(a) =0p}
={acA|m(a)=a+I=0+1}
={a€cA|lacl}
=1

1.4 ldeais Maximais e Primos

Existem dois tipos muito especiais de ideais: maximais e primos. No primeiro tipo,
os ideais sao maximais com relagao a inclusao de conjuntos no anel. J4 no segundo tipo,
muito similar a definicao de niimero primo sobre o conjunto dos inteiros positivos, o ideal

absorve o produto de dois elementos do anel se, e somente se, um deles ja esta no ideal.

Na presente secao exibiremos os principais resultados relacionados a esses dois

ideais.

Definigao 38 (Ideal Maximal). Se A é um anel, dizemos que um ideal M # A é um ideal

maximal sempre que um ideal J de A € tal que se M C J, entdo ou M = J ou M = A.
Exemplo 34. O ideal (0) ndo é maximal em Z. Basta notarmos que (0) C 27 C Z.

Exemplo 35. No anel A = 27 o ideal 47, ¢ maximal. Suponha que I seja um ideal
de A tal que 47 C I C A. Entdo temos que existe m € Z em que I = 2mZ e assim
47, C 2mZ C 27. Dai, 2m | 4, ou seja, m = 1 ou m = 2. Assim, temos que [ =27 = A

ou I = 47 e portanto 47 € mazimal em A.

Teorema 3. Se A é um anel entao M é um ideal mazimal de A se, e somente se, A/M é

corpo.

Demonstracdo. Seja M um ideal maximal de A, de modo que a classe a + M nao seja o
elemento neutro, com a € A. Queremos mostrar que todo elemento a + M é invertivel no
anel quociente. Primeiro note que a ¢ M e portanto (a) + M = A uma vez que o ideal

(a) + M contém M propriamente. Temos que

l=ab+m=1—ab=meM (1.3)
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para algum b € A e m € M. Portanto,
1+ M=ab+ M = (a+ M)Db+ M). (1.4)

Logo, a + M é invertivel em A/M e portanto A/M é corpo. Reciprocamente, sendo A/M
corpo, temos que M # A, caso contrario, A/M = {0+ M} o que é uma contradi¢ao. Sejam
J ideal de A de modo que J 2 M e um elemento a € J \ M. Temos que a + M # 0+ M,
ou seja, a + M é um elemento nao nulo em A/M e sendo A/M corpo, existe b € A de
modo que

1+ M=(a+M)(b+M)=ab+ M (1.5)

eassim, 1 —abe M C J. Como a € J, entdo 1 € J consequentemente temos J = A. [

Corolario 1. Se A é um anel, entdao sao equivalentes:

i) O ideal (0) é mazimal em A;

it) O anel A € corpo.

Demonstragdo. i) = i) Vamos mostrar que 0 # a € A é invertivel. Se 0 # a € A, temos
que a = al € aA implica que (aA) # (0) e desse modo, (0) C (aA) C (A). Uma vez que
(0) é maximal, temos que aA = A, ou seja, 1 € aA e portanto existe a™* € A tal que
aa™' =1, logo A é corpo.

i) = 1) Dado I um ideal de A em que (0) C I, se I = (0) nao ha o que fazer. Caso
contrario, I # (0) e portanto existe 0 # a € I C A. Como A é corpo, existe a * € A de
modo que aa~! = 1, ou seja, I possui elemento invertivel em I, e portanto I = A. Dai, ou

I =(0) ou I = A, ou seja, o ideal (0) é maximal de A.

Exemplo 36. Uma vez que Z ndao é corpo o ideal (0) ndo é mazimal.

Através da aplicacdo do Lema 1 mostraremos que de fato que os ideais maximais

existem.

Teorema 4 (Krull). Todo anel nio nulo contém um ideal maximal.

Demonstracio. Sejam A anel nao nulo e €2 o conjunto de todos os ideais préprios de A

parcialmente ordenados pela inclusdo. Entdao temos que © # () uma vez que (0) € €. Vamos
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mostrar aplicando o Lema de Zorn, que € possui um elemento maximal. Seja C = {I,}
uma cadeia de ideais em €). Entao [ = U I, é um ideal de A pelo item ii) da Proposigao
16. Além disso, para cada par de indices (Zv e 3 nesta cadeia, temos que I, C Ig ou Ig C I,.
Supondo que I nao seja um ideal préprio de A, entdo 1 € I e como I = U[a, isso implica
que 1 € I, para algum «. O que é uma contradi¢cao com o fato de I, ser Cznn ideal proprio.
Assim, [ é uma cota superior para C e dai, pelo Lema de Zorn, existe M € €2 elemento
maximal. Dado K um ideal de A em que M C K ; A, como K # A, entdao K € () e como
M é elemento maximal em €2, obtemos que M = K. Portanto, M é ideal maximal em

A. ]

Corolario 2. Todo ideal proprio I de A estda contido num ideal mazimal.

A demonstragao desse Corolario pode ser consultada em (CONRAD, 2008, pagina
11).

Corolario 3. Se A € um anel, entdo todo elemento de A que ndo € invertivel estd contido

em um ideal mazimal.

Demonstracio. Se a é um elemento nao invertivel de A, entdo temos que para todo
re A ar #1 eassim, aA # Auma vez que 1 € Ae 1 ¢ aA. Como aA é ideal préprio de
A e aA # A pelo Corolario 2 existe M ideal maximal de A de modo que aA C M. Mas

isso nos diz que a € M. O

Exemplo 37. Temos que 2 nao é invertivel em Z,, mas pelo Coroldrio 2 existe M ideal
mazimal de Z4 de modo que 2 € M. Considerando M =274 = (0,2) temos que 2 € M e

além disso, M é mazximal de Z, visto que os ideais de Z, sao (0),(0,2) e o proprio Z,.

Defini¢ao 39 (Ideal Primo). Se A é um anel, dizemos que um ideal préprio P é um ideal

primo de A se, para todos a,b € A, sempre que ab € P tivermos que a € P ou b € P.

Exemplo 38. Se A é um dominio de integridade, entao o ideal (0) é um ideal primo.

De fato, dados a,b € A tais que ab € (0), entdo temos que ab = 0, isto é, ou a =0
ou b = 0 uma vez que por hipétese A é dominio de integridade. Assim a € (0) ou b € (0)

e, portanto (0) é primo.

Proposicao 22. O ideal nZ ¢ primo se, e somente se, n € Z, ¢ primo.
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Sejam nZ ideal primo e a,b € Z tais que n = ab,1 < a,b < n. Entdao devemos
mostrar que n = a ou n = b. Como ab € nZ, entdo a € nZ ou b € nZ, ou seja, n | a ou

n | b. Digamos n | a, isto é, existe ¢ € Z tal que
a=mnq=abg=bqg=1,

donde b =1 en =a. O caso n | b é andlogo. Reciprocamente, se n € nZ é primo, ou
seja, ab € nZ, entdao n | ab implica que n | a ou n | b. Dai, ab € nZ implica que a € nZ ou

b € nZ, portanto nZ é um ideal primo.
Proposicao 23. Seja

fA— A/l
fla)=a+1

o homomorfismo sobrejetor em que I é um ideal de A. Se Q é um ideal primo de A/I,

entio f~1(Q) = P, em que P é um ideal primo de A.

Demonstragdo. Temos, pelo item iv) da Proposicao 15, que f~'(Q) é um ideal de A. Entdo
basta mostrarmos que f~(Q) é primo. Dados z,y € A temos que se zy € f(Q), entdo
f(z)f(y) = f(zy) € Q. Como Q é ideal primo de A/I, isso implica que f(z) € Q ou
fly) € Q,isto é, x € f71(Q) ouy € f1(Q). Portanto f~(Q) ¢ ideal primo de A. O

Teorema 5. Em um anel A, todo ideal maximal € primo.

Demonstrag¢io. Sejam M um ideal maximal de A e a,b € A tais que ab € M com a ¢ M
e consideremos [ = (a) + M. Uma vez que 1 € A, temos que a = la+ 0 € I, e assim,
M C I C A Como M é maximal, temos que que I = A. Em particular, 1 € A = (a) + M,

e com isso, existem m € M e x € A tais que 1 = ax + m. Isto é,
1 =az+m = 1b = (ax + m)b = (axb) + mb = (ab)x + mb. (1.6)
Uma vez que ab € M e m € M temos que b € M. Portanto M é ideal primo de A. O

Observacgao 8. A reciproca do Teorema 5 nao € verdadeira. De fato, o ideal (0) X Z € primo
em Z X Z mas nao € mazimal, pois se (a,b), (c,d) € Zx Z tais que (ac,bd) € (0) X Z, entdo
temos que ac = 0, ou seja, a =0 ou ¢ = 0. Mas entao, (a,b) € (0) X Z ou (¢,d) € {0) X Z
e portanto (0) X Z € primo. Além disso, notemos que 27 X 7 também é um ideal de 7 X Z

e que2Z xZ 2 (0) X Z e 2Z X Z # 7 X L.
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Proposigao 24. O ideal P é primo se, e somente se, A/P é um dominio de integridade.

Demonstragio. Sejam P um ideal primo de A e (a + P), (b+ P) pertencentes a A/P de
modo que (a + P)(b+ P) = ab+ P = P, ou seja, ab € P. Como P é primo, temos que
a€ Poube P,istoé,a+ P =P oub+ P = P. Portanto, A/P nao possui divisores de
zero e com isso é um dominio de integridade. Reciprocamente, se A/P um dominio de
integridade, dados a,b € A de modo que ab € P, temos ab+ P = (a+ P)(b+ P) = P,
donde obtemos que ou a4+ P = P ou b+ P = P, ou seja, a € P ou b € P. Portanto, P ¢é

um ideal primo. O

Corolario 4. Se o ideal (0) de um anel A € primo, entao A é dominio de integridade.

Demonstragio. Se a,b € A tais que ab = 0, entdo ab € (0) . Mas isso nos diz que, a € (0)

oub e (0), isto é, a =0 ou b = 0. Portanto, A é dominio de integridade. O

Proposicao 25. Sejam A um anel, P um ideal primo de A e x € A. Se 2" € P para

algum n € N entao x € P.

Demonstracao. Suponhamos que n € N é o menor natural tal que 2" € P. Como P é

primo, temos que z" = z" 'z € P, isto é, ou x € P ou "' € P. Mas uma vez que

"' € P contradiz a minimalidade de n, segue que = € P. O

Proposigao 26. Se Iy,--- , 1. e P sdo ideais de A com P primo tais que ﬂ I; C P, entdo

i=1

P 2 I; para algum j. Além disso se P = ﬂ I;, entao P = I; para algum j.
i=1

Demonstra¢ao. Suponhamos que para cada i € {1,....,n} existe x; € I; em que x; ¢ P, isto
é, I; Q P. Definindo x := 21245 - - - z,,, onde cada um dos x; esta no seu ideal correspondente,

temos que
n

n
T1Xo Xy € I1Ig--- 1, C ﬂ]zz>l'€ ﬂlz
=1 i=1

Como z; ¢ P para cada ¢ e P é um ideal primo, entdo temos que o produto
n

T1T2 - T, & P, ou seja, v ¢ P e portanto (| I; € P, o que é uma contradicio.
i=1

n n
Além disso, se (| I; = P, em particular, () I; C P, entao existe j € {1,...,n} tal
i=1 i=1
n
que I; C P tendo em vista o resultado anterior. E ainda, sendo ﬂ I; = P temos que P
i=1
estd contido em cada I;, ou seja, PP C ;. Portanto P = I;. O
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Outros dois ideais que merecem destaque na Algebra Comutativa sao o Nilradical
e 0 Radical de Jacobson de um anel A cujas propriedades, como veremos a seguir, sao

decorrentes das defini¢oes relacionadas aos ideais maximais e primos.

Proposigao 27 (Nilradical). O conjunto de todos os elementos nilpotentes de um anel A

¢ um ideal dito nilradical de A.

Demonstracio. Seja N o conjunto de todos os elementos nilpotentes de A. Entao dado

x € Nexiste n € N tal que 2" = 0, e com isso, se a € A, temos
()" = a"2" = "0 = 0.

Logo azx € N. Além disso, dados z,y € N, existem m,n € N tais que 2" =0 e y" = 0.

Notemos que,

i=0 L

mn=i — (. Caso m < 4,y° = 0. Em ambos os

Se m+n—1>n,isto é, m > i, temos x
i m+mn m+n—i 14 m+n :
casos, cada parcela (—1) N (y)" é igual a 0. Logo, (z —v) = 0 e disso,
i

r—yeN. O

Proposigao 28. Sejam A um anel e N o nilradical de A. Entdo temos que AJN ndo

possui elementos nilpotentes nao nulos.

Demonstragio. Se a € A/N um elemento nilpotente, entdo por defini¢ao existe n € N tal
que 0 = (@)" = a7, isto é, " € N. Portanto, existe m € N tal que (a")" = a" =0 e

assim, temos que a € N. Com isso a = 0.

Proposicao 29. O nilradical de A é a intersegio de todos os ideais primos de A.

Demonstracio. Sejam N o nilradical de A e S = ﬂ P; a intersecao de todos os ideais
ieN

primos de A. Se a € N e P é um ideal primo, uma vez que a* = 0 para algum k € N, entdo

existe um menor natural n tal que a" € P. Mas aplicando a Proposi¢ao 25, concluimos

que a € P. Uma vez que P ¢ arbitrario, temos que a € S o que mostra que N C S. Agora,
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provaremos que S C N, mostrando que se a ¢ N, entdo a ¢ S. Seja a € A tal que a” # 0
para todo n € N. Definindo

F={ICA|a" ¢ I,para todon € N},

temos que JF é um conjunto parcialmente ordenado pela inclusao. Note inicialmente que
F é nao vazio, pois (0) € F. Considerando C = {J,} cadeia ascendente de ideais em F de
modo que J = U Ju, sendo J um ideal de A, se a” nao esta contido em nenhum ideal J,
da cadeia C, entao a" nao esta contido em J, o que mostra que C em F possui um limite

superior. Assim, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal P.

Afirmagdo: O ideal P é primo.
Sejam z,y € A tais que z,y ¢ P em que xy € P. Assim, P esta estritamente contido nos
ideais (x) + P e (y) + P e com isso, pela maximalidade de P, temos que existem m,n € N

tais que a™ € (z) + P e a" € (y) + P, isto ¢é,
m / n /1
a"=p+rxea =p +y.

Dai,
/1

A" =(z+p)y+p") =pp" +py+ap” +ay=p+ay,

m+n€<

em que p € P. Entao a xy) + P = P, contradizendo o fato de P ser um elemento

de F. Com isso mostramos que P é de fato um ideal primo que nao contém a e, portanto,

ags. O

Defini¢ao 40 (Radical de Jacobson). A interse¢io de todos os ideais mazimais de A é

chamado de radical de Jacobson e denotado por fR.

Proposicao 30. Vale que x € R se, e somente se, 1 — xy € invertivel em A para todo

y € A.

Demonstracao. Se 1 —xy nao é invertivel, entao, pelo Corolério 3, 1 — zy esta contido num
ideal maximal M. Como, por definigao, R é a intersecao de todos os ideais maximais de A,
tem-se que R C M. Sendo x € R, temos x € M. Como = € M, entdao 1 € M, contradicao,

com o fato de que M ¢ ideal maximal. Logo = ¢ fA.

Por outro lado, supondo x ¢ fR, entdo existe um ideal maximal M de A tal que

x ¢ M e, assim, M C (x) + M C A. Mas pela defini¢ao de ideal maximal, (x, M) = A, ou
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seja, existe u € M de modo que 1 = u + zy, isto é, u = 1 — xy € M. Portanto 1 — xy nao

é invertivel em A. O

Como todo ideal primo esta em um ideal maximal, a intersecao dos ideais maximais
contém a intersecao dos ideais primos e tal inclusao pode ser estrita, embora exemplos de
tais aneis ndo sejam normalmente vistos em um primeiro curso de algebra abstrata. Se
todo ideal primo é a intersecao dos ideais maximais que o contém, entao o anel é chamado

de anel de Jacobson (CONRAD, 2008, pagina 13).
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2 Aneis Noetherianos

Os Aneis Noetherianos sao de longe a classe mais importante de aneis em Algebra
Comutativa, uma vez que nos fornecem uma generalizagdo comum dos primos da aritmética

e dos tépicos de geometria (ATIYAH M.F; MACDONALF, 1969, Adaptado).

O termo Noetheriano ¢ uma homenagem a matematica alema Emmy Noether
cujas contribui¢oes matematicas revolucionaram a Algebra Abstrata. No presente capitulo
definimos e caracterizamos os Anéis Noetherianos exibindo alguns resultados e aplicagoes.
As principais referéncias deste capitulo foram (MILIES, 1972) e (MARTINS; TENGAN,
2020).

Definigao 41 (Anel Noetheriano). Dizemos que A é um anel Noetheriano se toda cadeia

ascendente de ideais de A com relacdo a inclusdo for estaciondria, isto €, se
LChChLC-CL,C-, (2.1)
entao existe ng € N tal que para todo n = ny tem-se que I, = I,,,.

Teorema 6 (Caracterizagao de Aneis Noetherianos). Em um anel A as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

i) A é Noetheriano;
i) Toda familia ndo vazia de ideais de A possui elemento mazimal *;

iii) Todo ideal de A é finitamente gerado.

Demonstragio. i) = ii) Seja § uma familia ndo vazia de ideais de A tal que § nao possui
elemento maximal. Entao dado [y € §, existe I em que Iy C I;. Como [; € § e § ndo tem
elemento maximal, existe I, € § tal que I; C I». Repetindo o processo sucessivamente,
construimos entao

LhGhGhG - GlnG - (2.2)

! Esse elemento maximal nio necessariamente é um ideal maximal, ver Definicio 14.
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cadeia ascendente e nao estacionaria. Uma[ contradigao, pois A é um anel Noetheriano.

i1) = 4i1) Suponha, por absurdo, que exista [ ideal de A nao finitamente gerado e seja
ag € 1. Entao I # (ag), e portanto existe a; € I\ {ag). Se I = (agp, a;) terfamos que I é
finitamente gerado. Logo, existe as € I\ (ag,a;1), e continuando o processo, obtemos a

seguinte cadeia ascendente de ideais nao estacionaria

(ao) € (ag,a1) < (ao,a1,a2) < --- ., (2.3)

—= -

gerando uma contradi¢do, pois obtemos uma familia de ideais do tipo (a4, - - - , a;) ordenados
parcialmente pela inclusao que nao possui elemento maximal.

i1i) = 1) Dada uma cadeia ascendente de ideais de

ILhChLCl,C- -, (2.4)
considere o ideal I = U I,,. Por hipétese, I é finitamente gerado, ou seja, existem
ai, as, -+ ,a, € A tais qggNI = (a1, as, ..., a,) . Uma vez que a; € I, entdo existe n; € N tal
que a; € I,; € I. Sendo ng = max {ny,ne,..,n;}, entdo temos que ar, as, - - - yln; € Ing €
com isso

I ={ag,ay,...,a,) C I, C U I, =1. (2.5)
neN

Desse modo, I,,, = I e, portanto, temos que toda cadeia ascendente de ideais de A

é estaciondria, isto é, A é Noetheriano. ]
Exemplo 39. Todo DIP é Noetheriano uma vez que todo ideal é finitamente gerado.

Exemplo 40. Se K é um corpo entdo K é Noetheriano. De fato, os unicos ideais de KK

sio {0} = (0) e K= (1) e ambos sao finitamente gerados.

Teorema 7 (Teorema da base de Hilbert). Se A é Noetheriano, entdo o anel de polinémios

A[X] é Noetheriano.

Demonstragio. Para mostrarmos que A[X] é Noetheriano, provaremos que todo ideal de
A[X] é finitamente gerado. Seja I um ideal qualquer de A[X]. Se I = {0} ou I = A[X],
entdo I = (0) ou I = (1), e em ambos os casos, [ ¢ finitamente gerado em A[X] e, portanto,

nao hé o que fazer. Seja entdo I um ideal préprio de A[X] e Definamos, o subconjunto

Jg={a € A|aé o coeficiente lider de algum f(z) € I em que 9(f(x)) =d} U {0}.
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Afirmacdo 1: O subconjunto .J; é um ideal de A. De fato, se a,b € J;, entdo existem
f(x), g(x) € I com f(z) = az® +(termos de grau menores) e g(x) = bz’ (termos de grau
menores) de forma que, f(z) — g(z) = (@ — b)z4(termos de grau menores), de modo que
a—b € Jy Além disso, se r € A, dado a € J, existe f(z) € A[X] em que f(z) = az?

+(termos de grau menores). Dai, r - f(z) = raz® + (termos de grau menores), donde

concluimos que ra € Jy.

Afirmagdo 2: Para todo d € N, J; C Jgy1. De fato, como b € Jy, existe g(x) € [
em que g(z) = bz + (termos de grau menores). Dai, - g(x) = bz®™ + (termos de grau

menores) € I, e portanto b € Jy,1.

Sendo A Noetheriano, existe D € N tal que para todo d > D temos,
JC L CHhC---CJUp=Jpt1=Jpr2="-"" (2.6)

cadeia ascendente estaciondria de ideais finitamente gerados, ou seja, para cada i €

{1,---, D}, J; é um ideal de A. Assim, existe um conjunto B; finito de polinémios cujos
D

coeficientes lideres geram J;, de modo que U B; é finito.

=1

D
Denotando | J B; = {f1, fo, -+, [»} em que cada f; € I, temos que
i=1

(frree o fu) C 1. 2.7)

Por outro lado, sendo p(z) € I, p(z) # 0, se d(p(x)) = 0, entdo existe um k € A tal
que p(x) = k em que k # 0. Logo, p(x) = k € Jy que é gerado pelos coeficientes lideres de
Bo CA{f1, -, fa}. Assim, existem f;, -+, fi. € {f1, -+, fu} de grau 0 cujos coeficientes

lideres geram p(z) = k e desse modo, p(x) € (f1, -+, fa) -

Consideremos agora J(p(z)) > 0 de modo que exista g(x) € {f1, -, fn} com
Jd(g(z)) < d(p(z)) e valemos da seguinte afirmacao.

Afirmagao 3: Existe h(z) € (f1, -+, fn) tal que O(h(x)) = d(p(z)) e além disso,
h(x) e p(x) possuem o mesmo coeficiente lider.

Suponhamos d(p(x)) < D e sejam m = Jd(p(x)) e ¢, o coeficiente lider de p(x).

Assim, ¢, € J,,, em que ¢, é combinacao dos coeficientes lideres dos polinémios que estao

em B,,, ou seja, existem «aq,--- ,a, € A tais que,

Cp = Qucp, + Qocp, + ot apcy, (2.8)
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em que O(f;) =m, com [ € {1,--- ,r}. Considerando,
h=oayfi +- +ofi, (2.9)
temos que h € (f1,-- -, fu) em que (h(z)) = m e o coeficiente do termo de grau m de h

¢ dado em (2.8) com ¢, # 0 e, portanto, d(h(z)) = d(p(z)) e ci = ¢p.

Suponhamos agora que d(p(z)) = d > D temos que J; = Jp. Sendo ¢, € A o
coeficiente lider de p(z), temos ¢, € J; = Jp e, assim, existem fy,--- , 3, € Jp tais que

fi17 e 7f7ls € BDa de modo que

cp = bicy, + Pacy, + -+ Bscy, - (2.10)
Considerando
h= B P fi, + -+ B P fi, (2.11)
novamente obtemos h € (fi,--- , f,). Sendo o coeficiente do termo de grau d de h(x) dado

em (2.10) com ¢, # 0, temos que h(x) # 0 e d(h(x)) = d = I(p(x)) e, portanto, ¢, = c,.

Portanto, concluimos da afirmacao acima que se p(x) = h(z), entdo p(z) €
(fi,---, fn), obtendo I finitamente gerado. Supondo p(x) # h(z), como d(p(x)) = A(h(z))
e cp, = ¢p, temos que d(p(z)—h(z)) < d(p(x)). Além disso, visto que p(x), h(z) € I\{0} tem-
se que p(x) —h(z) € (f1,---, fu) e sendo h(z) € (f1,---, fu) e p(x) = (p(z) = h(z)) + h(z)

podemos concluir que p(x) € (f1, -, fa). Desse modo,

IS (fie s fa)- (2.12)

Assim, por (2.7) e (2.12), temos que [ ¢é finitamente gerado e, portanto, A[X| é Noetheriano.
O]

Corolario 5. Se A é um anel Noetheriano, entao A[Xq,- -+, X,] é Noetheriano.

Demonstragdo. Fagamos a demonstragao por indugao sobre n. Se n = 1 estamos no caso do
teorema acima, e portanto é valido. Suponhamos valido para A[X7, Xs, -+, X,,_1]. Como
AlXy, Xo, - X = A[XG, X, -, X1][ X, entdo pelo Teorema da Base de Hilbert e

pela hipétese de indugao, podemos concluir que A[X7, -+, X,,] é Noetheriano. O



o1

3 Decomposicao Primaria em Aneis Noethe-

rlanos

A decomposicao primaria fornece uma generalizacdo da fatoracdo de um inteiro
como um produto de poténcias de primos e a generalizacao correspondente a uma poténcia

de um niimero primo é um ideal priméario (ATTYAH M.F; MACDONALF, 1969, Adaptado).

Em razao da literatura consultada, para o presente capitulo adotaremos uma nova
notacao para ideais em um anel, em particular, aos ideais primarios e seus respectivos
resultados. As principais referéncias deste capitulo foram (ATTYAH M.F; MACDONALF,
1969), (ZWALD; COLEMAN, 2020) e (MARTIN, 2014).

3.1 Decomposicao Primaria

Comecamos esta secao apresentando as definigoes e propriedades de um ideal radical
e um ideal primério para posteriormente introduzirmos a definicao de uma decomposicao

primaria e os resultados mais pertinentes relativos a tal decomposicao.

O estudo que faremos aqui servird como base para a construcao da decomposicao

priméria de ideais em aneis Noetherianos.

Definicao 42. Se A € um anel entdo para cada ideal I de A, definimos o radical de I

por

VI={zeAl|z" el para algumn € N} .

Proposicao 31. O radical de I é um ideal de A que contém I, isto é, I C V1.

Demonstracao. Note que para I C VI, pela Definicao 42, basta considerarmos n = 1. Os
demais passos da demonstragao dessa proposicao sado analogos aos que foram feitos na

Proposicao 27. [

Proposigao 32. Se I e J sdo ideais de A, entdo

VIJ=VInVJ=VInlJ.
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Demonstracao. Uma vez que IJ C I e IJ C J temos que VIJC VT eVIJC \/7, isto
é, VI1J C VInNVJ. Por outro lado, se x € VIn \/j, entao existem n,m € N tais que
2" €1 ex™ e J Logo, z"z™ = "™ € IJ, ou seja, x € VIJ e assim, VINVJ C VIJ.
Portanto, VIJ=VINVJ.

Analogamente, como INJ CITelINJCJ entdo VINJ C \/YevIﬂJQ \/j,
isto ¢, VINJ CVINVJ. Além disso, dado z € VI N \/j, entao existem n, m € N tais
que 2" € I e ™ € J. Dai, "™ = z"a™ € I N J, donde vemos que, x € v I N J. Portanto,

VInJ=VInvJ. 0

Definigao 43 (Ideais Radicais). Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que I é um

ideal radical de A se VI =1.

Proposicao 33. Se I é um ideal de A, entdo o radical de I é um ideal radical de A.

Demonstracao. Como VT é um ideal de A, entao VI C V VI pela Proposicao 31. Por
outro lado, se z € \/7, entao existe n € N tal que 2" € VI. Dali, temos, por defini¢ao,

que existe m € N tal que (z")™ = 2™ € [ e, portanto, = € V1. ]
Corolario 6. Se I ¢ um ideal radical de A, entdo vVI™ =1, com n € N.
Demonstracao. Facamos a demonstragao por indugao. Para n = 1, temos que é valido

pois VI=1 por defini¢do. Suponhamos véalido para n > 1, ou seja, VI"~! = I. Segue da
Proposicao 32 que,

VIt =V =V nVI=InI=1.
Portanto, pelo Principio de Inducgao Finita, temos o resultado desejado. O
Exemplo 41. Em um anel Noetheriano, o nilradical N é dado por N = 1/{0).

Proposicao 34. Se P ¢ um ideal primo de A, entdo P ¢ um ideal radical de A.

Demonstracio. Uma vez que P é um ideal de A, temos que P C V/P. Por outro lado, se
z € VP entdo existe n € N tal que z" € P logo, pela Proposicao 25 temos que x € P,
assim, VP CP. Logo, P = VP e, consequentemente, P é um ideal radical de A. O

Proposicao 35. Sejam f: A — B um homomorfismo de anéis e J um ideal de B. Entao

VIO =1 (V).
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Demonstragio. Dado z € A tal que x € \/f~1(J), existe n € N de modo que

e fU ) e f@Mede (f@)eds flx)e Ve xe V).
]

Corolario 7. Sejam f : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis e J um ideal

radical de B. Entdo, f~'(J) é um ideal radical de A.

Demonstragio. Uma vez que 1/ f~1(J) = f* (ﬁ) e J é um ideal radical de B, entao
por definicao, temos que V/J = J. Assim, tomando a imagem inversa f~! em ambos os

lados da igualdade anterior, e utilizando a Proposicao 35,

VI = (V) = 7).
]

Definicao 44 (Ideal primério). Seja A um anel e q um ideal préprio de A. Dizemos que q
¢ primario se para quaisquer x,y € A tais que xy € q entdo x € q ou y" € q para algum

n € N.

Exemplo 42. Todo ideal primo é primdrio. De fato, se P é um ideal primo de A, entao
dados x,y € A, se xy € P, entdo v € P ouy € P, em particular, ou x € P ou y" € P,

para todo n € N. Portanto P é um ideal primdrio.
Exemplo 43. Os ideais (0) e (p") de Z, com p primo, sao primdrios.

Teorema 8 (Caracterizagao de ideais primarios). Seja A um anel. Entao o ideal q € ideal
primdrio de A se, e somente se, o anel quociente A/q # {0+ q} e todo divisor de zero em

A/q € nilpotente.

Demonstracio. Se q é primario, entao q estd propriamente contido em A e portanto,

AJq#{0+q}. Se u+q € A/q é um divisor de zero, entdo existe v ¢ q tal que

uv +q=q=uv cq.

Como v ¢ q, existe n > 0 tal que u" € q e entdao (u+ q)" = q.
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Por outro lado, suponha que A/q # {0+ q} e que todo divisor de zero em A/q é

nilpotente. Segue que q C A. Dados x,y € q tais que zy € q, se x ¢ q entao

(z+q9)(y+q) =zy+q=q,

logo y + q é um divisor de zero e existe n > 0 tal que
y'ta=(y+a)"=a=y"cq
Portanto, g é um ideal primario. [

Proposicao 36. Seja f : A —> B homomorfismo sobrejetor de aneis. Se q € um ideal

primdrio de B, entdo P = f'(q) é um ideal primdrio de A.

Demonstragio. Se f~'(q) = A, entdo 1 € f~'(q) o que implica que f(1) € q e daf, 1 € q.
Logo, q = B, uma contradicio pois q C B. Portanto f~'(q) C A. Dados, z,y € A tais que
ry € f71(q), entdo f(zy) € q, o que implica que f(z)f(y) € q. Sendo q primario,

flz)€qou(f(y)" €q= flx) €qou f(y") €q=xec f'(q) ouy" € f(q)
para algum n > 0. Portanto, f~*(q) é primario. ]

Proposicao 37. Seja q um ideal primdrio do anel A. Entao \/q é um ideal primo e, além

disso, \/q € o menor ideal primo que contém q.

Demonstragio. Sejam q um ideal priméario de A e z,y € A, tais que zy € /q. Entao existe
n > 0 tal que (zy)" € q, ou seja, "y" € q, donde z" € q ou (y")™ € q para algum m > 0.
Mas pela defini¢ao de radical de um ideal, temos que x € \/q ou y € \/q e, portanto, 1/q é

um ideal primo.

Suponhamos agora que P é um ideal primo que contém q. Se x € /q, entdo

x"™ € q C P para algum n > 0. Assim, pela Proposicao 25 temos que x € P e portanto,

ViCP. 0

Definicao 45. Se q € ideal primdrio em um anel A, entdo o ideal primo P = \/q €

chamado de primo associado a q e q € dito P-primdrio.

Segue que os elementos minimais do conjunto de primos associados ao ideal primario
q, denotado por Assoc(q), sao chamados de ideais primos isolados sempre que existir um

P, € Assoc(q) em que P; C P, implicar que P; = P.
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Proposigao 38. Se \/q é mazimal, entao q € ideal primdrio. Em particular, as poténcias

de um ideal maximal M sdo M -primdrias.

Demonstragio. Seja q ideal de A em que M = ,/q com M maximal. Como /q é a

intersecao de todos os ideais primos que contém ¢, se P é um ideal primo, entao M C P.

Se M é ideal maximal, temos que M = P e M é o tunico ideal primo de A que
contém ¢. Segue-se entdao que M /q é o tinico ideal primo do anel A/q. Como todo elemento
nao invertivel esta contido em um ideal maximal, temos que todo elemento nao invertivel

de A/q esta contido em M /q.

Portanto, todos os elementos em M possuem poténcias em ¢ e todo elemento nao
invertivel é nilpotente em A/q. Assim, pelo Teorema 8, como todo divisor de zero no anel
A/q é nilpotente, q é ideal primério.

Agora, se M é maximal em A, entao M é primo. Decorre da Proposicao 34, que M
é radical, isto é, VM = M. Se x € VM" para algum n > 0, entao existe m > 0 tal que
™ e M"™ C M. Dal, z € VM" C /M = M. Por outro lado, se x € M, entao " € M", o
que implica que x € VM? e, assim, M C VM". Uma vez que M = VM é maximal, M"

é primario e, além disso, M" é um ideal M-primario. n

Exemplo 44. Sejam A = K[z,y] e q = <m,y2>. Entao, A/q ~ K[y]/<y2> em que 08
divisores de zero sao maltiplos de y e, portanto, nilpotentes. Aplicando o Teorema 8 seque

que, q € ideal primdrio e P = \/q = (x,y) . Desse modo
P>CqCP
Assim, obtemos um ideal primdrio que ndo € necessariamente uma poténcia de primo.

Uma intersecao finita de ideais primos nao é necessariamente um ideal primo. No
entanto, uma intersecao finita de ideais primarios é primaria, se impormos que todos os

ideais sao P-primarios para um dado primo P (ZWALD; COLEMAN;, 2020, pagina 3).

Para estabelecermos tal intersecao, precisamos do resultado a seguir.

Lema 3. Se qi,---,q, ideais de um anel A e [ = ﬂ qi, entdao
i=1

ﬁ:ﬁ\@.
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Demonstracao. Se x € \/7, entao existe m > 0 tal que 2™ € I, donde 2™ € q; para todo

i. Assim, z € (1) /4; e, portanto, VI C M V-
i=1 =1

n
Agora suponhamos que x € ﬂ v/q:. Entao para todo i, existem m; > 0 tais que
i=1
z™ € g,;. Sejam I ideal primdrio e m = mdx {m;}. Entao

meqi:>xm€I:>a:€\/7.

Dai, () & C VT e portanto VI = M V% O
i=1 i=1
Teorema 9. Sejam P um ideal primo de A e qq,- - ,q, ideais P-primdrios. Entao,
I = m i
i=1
¢ P-primario.
Demonstracio. Do Lema 3 e aplicando a Proposicao 37, temos que

\/T:ﬁ\/a:ﬁpzp.

Para finalizar, mostraremos que I é primario. Suponhamos que zy € I, entao
zy € q; para todo i € {1,...,n}. Além disso, se = ¢ q; para algum j, entdo existe m > 0,
tal que y™ € q; donde q; ¢ P-primario, isto ¢, y € \/q;, = P = V1. Logo existe n > 0 tal

que y" € I e, portanto, I é ideal primério. ]
Definicao 46. Sejam I,J um ideais de A, e a € A. Definimos o conjunto

(I:J)={a€ A|abe I, para todo b em J}. (3.1)

Em particular, (0 : J) € dito o aniquilador do ideal J e usualmente denotado por Ann(J),
isto €,

Ann(J) ={a € A|aJ ={0}}.
Exemplo 45. Sejam I C J ideais de A e a € A. Entao,

(I:a)={bcAlabel C J}
C{beAlabe J}
=(J:a).
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Proposicao 39. O conjunto definido em (3.1) é um ideal do anel A, dito ideal quociente.

Demonstragio. De fato, (I :J) # () pois 0 € I e 0 € J, entao para qualquer b € J temos
que 0b =0 € I. Agora, dados =,y € (I : J), temos que zb € I e yb € I para todo b em J.
Assim, b — yb = (z — y)b € I para todo b € J. Além disso, para quaisquer x € (I : J)e
a € A, temos que ax € (I :J). Dai, se x € (I : J), entdo para todo b € J, zb € I. Portanto,

axb € I para todo b € J. O

Proposigao 40. Sejam P ideal primo de A, q um ideal P-primdrio e a € A, entdo:

i) Sea € q, entdao (q:a) = A;
it) Se a ¢ q, entdo (q : a) é P-primdrio;

iii) Se a ¢ P, entao (q:a) = q.

Demonstragio. i) Se a € q, entdo la € g, ou seja, 1 € (q : a), o que implica que

(q:a) = A.

it) Se b€ (q:a), entdo ab € q e como q é primério e a ¢ q, existe n > 0 tal que b" € q.

Portanto, b € \/q = P e assim nés temos

qC€(q:a) CP.

Consequentemente,

P=\4gC/(q:a)SVP=P,

e dai 1/(q:a) = P. Agora precisamos mostrar que (q : a) é primério e desde que
a ¢ q, temos que 1 ¢ (q : a). Dai, supondo que zy € (q : a), se y* ¢ (q : a) para
todo k > 0 entdo y ¢ \/(q : a) = P. No entanto, zya € ¢, o que implica que xa € q
ou 3/ € q para algum j > 0, caso contrario, y € \/q = P, o que é uma contradicio.

Logo xa € q implica que = € (q : a). Portanto, (q : a) é primario.

iii) Se a ¢ P eb € (q: a), entdo ab € q. Supondo que b ¢ g, entdo a* € q para algum
k > 0, o que implica que, a € \/q = P, contradigdo com o fato de a ¢ P. Logo, b € q,

isto é, (q:a) Cq.



58 Capitulo 3. Decomposi¢io Primdria em Aneis Noetherianos

Proposicao 41. Se q1,qs2,- - ,qn Sao ideais no anel A e a € A, entao

«é qi) : a> = é (q: : a)

A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser vista em (ZWALD; COLEMAN;, 2020,

péagina 4).

Definicao 47. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal decompo-
nivel em A se existirem ideais primdrios qy,--- ,q, tais que o ideal I = ﬂ q;. Além disso,

i=1
definimos a decomposi¢ao primdria de um ideal I do anel A como sendo

i=1
em que cada q; € primdrio.

Exemplo 46. O ideal (12) é decomponivel em Z e para verificar este fato, basta no-
tar que (12) = <22> N(3). Sea € <22> N (3), entdo a € <22> e a € (3) logo, a € (12).

Portanto, (12) admite uma decomposi¢io primdria e tal decomposicao é dada por <22>ﬁ<3> )

A expressao em (3.2) ¢é dita minimal se:

i) Todos os radicais /g, sao dois a dois distintos;
ii) Tivermos que []q; € q; para todo ¢ € {1,--- ,n}.
i#]
Proposicao 42. Uma decomposicio primdria pode ser substituida por uma decomposicao

primadria minimal.

A demonstracao dessa proposigao pode ser vista em (ZWALD; COLEMAN;, 2020,

péagina 5).

Uma vez garantida a existéncia de uma decomposicao priméria minimal obtida
de uma decomposi¢ao primaria qualquer, enunciaremos a seguir os teoremas relativos a

unicidade de tais decomposigoes.

Teorema 10 (Primeiro Teorema da Unicidade). Sejam I um ideal decomponivel e I = () q;

i=1
uma decomposicao primdria minimal de I. Se P; = \/q;, entao os Pls sdo precisamente
0s ideais primos que ocorrem no conjunto de ideais \/(I : a) com a € A, e portanto ndo

dependem de uma decomposicao particular de I.
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n
Demonstracao. Sendo I = ﬂ g; uma decomposicdo priméaria minimal de I, para cada

i=1
a € A, pela Proposicao 41, tem-se que

<f:a>=(zr_ﬁqi>:a=@<qi:a>.

i= i=1

Denote L, := {j € {1,...,n} | a ¢ q;} . Entao, pela Proposigao 40, se a € q;, entao

(q; : a) = A, caso contrario a ¢ q;, dai (q; : a) = q;. Logo,

je€L, = (¢:a)=gq.
j¢ L, = (g:a)=A

Assim,
(I:ia)=Vgi:a)= (N (g:a)= ) %
i=1 i€Lq i€La

donde

yIa)= [Na=)Va= ()P

€L i€L, 1€ Lg

Pela Proposigao 26, existe j € L, tal que /( : a) = P;. Por outro lado, dado
i€{l,...,n}, como ) q;  q;, entdo existe a € () q; tal que a ¢ g; com ¢ # j. Mas uma

j=1 j=1
vez que (; é P-primario e a ¢ q;, entdo temos que (q; : a) é P-primério, ou seja,

E ainda, sendo I C g;, entao

(I:a)C(q:a)=/(I:a)Cy/(q:a)=P = \/(I:a)CP.

Para finalizar, vamos mostrar que q; C (I : a). Considerando b € q;, uma vez que

a € ﬂ q; para todo ¢ # j, o produto ba estd necessariamente em ¢, e q;, ou seja,
j=1

b@Eqiﬂ(éqJ):ém:I- (3:3)

Assim, b € (I : a), logo

V3 Cy/(:a)= P, C/(I:a).

Portanto, P; = /(I : a). O
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Definicao 48. Sejam A um anel e S C A subconjunto nao vazio. Dizemos que S é um

conjunto multiplicativo se dados s, t € S:

i) st € S;

i) 1€ 8.

A definicao acima é apresentada, uma vez que, se faz necessaria para a demonstragao
do Teorema a seguir. Visto que nosso trabalho tem como foco a decomposi¢ao priméaria
em aneis Noetherianos, iremos apenas enuncia-lo e caso seja de interesse do leitor as

demonstragoes de tal resultado pode ser consultado em (MARTIN, 2014, paginas 84-85).

Teorema 11 (Segundo Teorema da Unicidade). Sejam I um ideal decomponivel de um

anel A, I = ﬂ q; uma decomposicao primdria minimal de I e Z ={P,,---, P, } um
i=1

conjunto isolado de ideais primos associados a 1. Entdo q;, N---MNgq,, € independente da

decomposicao.

3.2 Decomposicao Primaria em Aneis Noetherianos

No Capitulo 2 definimos e caracterizamos os aneis Noetherianos, agora, nesta se¢ao

faremos o estudo da decomposi¢ao priméria em tais anéis.

Definicao 49 (Ideal Irredutivel). Sejam A anel e I,J e K ideais de A. Dizemos que I é

um tdeal irredutivel se sempre que I = J N K, entao ou [ = Jou I = K.
Exemplo 47. O ideal (0) € irredutivel em Z.

Lema 4. Em um anel Noetheriano todo ideal é uma intersegdo finita de ideais irredutiveis.

Demonstracdo. Suponhamos que o conjunto
L = {I ideal de A tal que I ndo é uma intersecao finita de ideais irredutiveis}

seja nao vazio. Entao pelo lema de Zorn, £ possui um elemento maximal M. Note que
M nao é irredutivel. entao existem J, K ideais tais que M = JN K em que J # M # K.
Mas como M C J e M C K. Pela maximalidade de M em L, J ¢ L e K ¢ L, ou seja, J
e K sao ambos uma intersecao finita de ideais irredutiveis. Mas uma vez que M = J N K,
temos que M também é uma intersecao finita de ideais irredutiveis, contradizendo o fato

de M € L. Portanto, £ é vazio e o lema esta provado. ]
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Lema 5. Em um anel Noetheriano todo ideal irredutivel é primdrio.

Demonstragdo. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal irredutivel de A. Considerando
o anel quociente A/I e aplicando o Teorema 8, é suficiente mostrarmos que se o ideal nulo
de A é irredutivel entao ele é primario. Dados =,y € A tais que zy = 0, vamos mostrar

que x = 0 ou y" = 0, para algum n € N. Se = # 0, considere a cadeia de idealis,
Ann(y) C Ann(y*) C--- C Ann(y") C --- . (3.4)

Como A é Noetheriano, existe 1 < n € N tal que Ann(y") = Ann(y"*') = --- . A partir

disso, mostraremos que se =,y € A tal que
Ann(y") = Ann(y™*h) = -+,
entao (z) N (y") = (0) para algum n > 1.
Dado z € (z) N (y"), entdo existem v,w € A tais que z = v = wy". Dali,

wy™ = (wy™)y = (vr)y = v(xy) = v0 = 0.

Portanto, wy™ implica que
w € Ann(y"t) = Ann(y") = wy" = 0,

isto é, z = wy" = 0. Assim, (x) N (y") = (0) . Como (0) é irredutivel, temos que (z) = (0)
ou (y") = (0), donde = = 0 ou y" = 0. O

Teorema 12. Em um anel Noetheriano, todo ideal admite uma decomposicdo primdaria.

Demonstracdo. Segue imediatamente do Lema 4 e do Lema 5, pois todo ideal noetheriano

¢ uma intersecao finita de ideais irredutiveis e todo ideal irredutivel é primario. O]

Este resultado é frequentemente chamado de Teorema de decomposicao de Lasker-
Noether, uma vez que foi provado pela primeira vez para aneis de polindmios pelo mestre

de xadrez Emmanuel Lasker e a prova foi posteriormente simplificada e generalizada por

Emmy Noether (DUMMIT; FOOTE, 2003, pagina 683).

Proposicao 43. Em um anel Noetheriano, todo ideal I contém wma poténcia do seu

radical.
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Demonstracao. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal de A. Entao VT & finitamente
gerado, ou seja, VI = (1,29, ..., T) €m que Ty, ....,r; € A. Assim, por defini¢do, existem
n; € N tais que 2 € I. Seja N = max {n;}. Entdo o ideal (v I)"* é gerado pelos
elementos da forma {x’f:v’f X :1:2’“} em que zn:ij = Nk. Pelo Principio da Casa dos
Pombos, cada um desses elementos tem pelojzenos um fator z;" com i, > N. Entao,

zit € I e, por isso, cada gerador de (VI)N* estd em I, logo (VI)™* C I. O

Corolario 8. Em um anel Noetheriano, o nilradical N € nilpotente.

Demonstragio. Temos pelo Exemplo 41 que N/ = 1/(0). Pela proposi¢ao anterior, N C

(0) para algum m > 1, donde vale a igualdade, o que prova que N é nilpotente. ]

Proposicao 44. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal proprio de A. Entao os ideais
primos associados a I sao precisamente 0s ideais primos que ocorrem no conjunto de ideais

(I:a) comaé€ A.

Demonstracao. Pelo Primeiro Teorema de Unicidade, temos que os ideais primos associados

a [ sdo os ideais primos que ocorrem no conjunto
{,/(I;a)|aeA}.

Portanto, se (I : a) = P é um ideal primo de A, entao

(I:a)=(:a)=P.

n
Com isso, (I : a) é um ideal primo associado a I. Reciprocamente, sejam [ = ﬂ ¢; uma

i=1

decomposicao primaria minimal de I e denotemos I; = ﬂ q; 7 1. Além disso, vimos pela
i#]

demonstracao do Primeiro Teorema da Unicidade que P; = /(I : a) para qualquer a € [;

eaédq;entdao (I:a)Cq,; logo q; é P-primario. Como A é Noetheriano, pela Proposi¢ao

43, existe m € N tal que P" C g, e, assim, obtemos

LP"CL,NP™CINg. (3.5)

Seja m > 1 o menor natural tal que

P"Cqebe [P CLNP,
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em que b ¢ I. Entao, bP; C I e dail temos que (I : b) 2O P,. Além disso, como b € [;
mas b ¢ I, segue que b ¢ q;. Portanto, (I : b) C g; e os ideais primos associados a [ sao

exatamente os ideais primos da forma (I : a) com a € A. ]

Exemplo 48. Todo ideal do anel Z admite uma decomposicao primdria.

Demonstragio. Seja m € Z tal que m = p{'ps? - - pp* em que cada p; é primo e o € N
com 1 < i < k. Fagcamos a demonstragao por inducao sobre k. Notemos que se k = 1,
entdo m = p{* = (m) = (p{*) é ideal primdrio como visto no Exemplo 43. Suponhamos

valido o resultado para k. Desse modo,
— X1 Q2 g, k41
m =Dy P2" Pk P41

QXf+1

= (P'pe* Dkt iy
Além disso, mdc(pSps? - -+ pp*, ppii') = 1 e dai,
(m) = (pp3” - i) ) (piii)
= () N (5?) M- N (k) N (D)

Uma vez que cada (p{") é um ideal primério e Z é um anel Noetheriano,concluimos a

demonstracao. O
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4 Conclusao

Nesta monografia, trouxemos a defini¢ao e caracterizacao dos aneis Noetherianos
juntamente com sua aplicagao ao Teorema da Base de Hilbert. Estudamos também os
ideais primarios e radicais para que pudéssemos, assim, posteriormente desenvolver a

decomposi¢ao primaria em tais aneis.

Sabemos que a decomposicao de determinados objetos matematicos se faz presente
em diversas subdreas da Algebra, sendo a principal delas, a Teoria dos Nimeros através do
Teorema Fundamental da Aritmética. Por meio deste teorema, garantimos a decomposicao

de qualquer niimero inteiro (exceto 1,—1 ou 0) em um produto finito de niimeros primos.

Durante o desenvolvimento do nosso trabalho, conseguimos estabelecer um paralelo
entre o Teorema Fundamental da Aritmética e a decomposicao primaria de um ideal em
um anel, em particular, em aneis Noetherianos. Devido a este fato, uma vez que os aneis
dos inteiros Z atende todas as nossas condigoes para que tal decomposicao exista, sua
importancia foi se tornando cada vez mais clara, visto que esbarramos em resultados que
afirmavam que em determinados aneis, um ideal primario nao é necessariamente uma
poténcia de primo e, ainda, as poténcias de um ideal primo nao sao precisamente primarias

(ver Exemplo 44).

Além disso, ao buscarmos o embasamento tedrico necessario para o desenvolvimento
desse trabalho, tivemos a oportunidade de revisitar conceitos vistos anteriormente em um

primeiro curso de Algebra aplicados ao objeto de estudo desta monografia.

Por fim, o que fica claro durante todo estudo referente a este trabalho, é que a
Matematica pode ser cada vez mais surpreendente, pois o que num primeiro momento
se tratava de um estudo sobre aneis Noetherianos e aplicagoes foi se tornando algo mais
sOlido ao decidirmos aprofundar nosso olhar entre uma dessas aplicagoes. Além disso,
proporcionou o acesso a conteidos que normalmente nao sao vistos em um primeiro curso
de graduagao em Matematica, possibilitando o aperfeicoamento do senso critico sobre
o conteudo visto através do contato constante de determinados temas. Uma possivel
continuidade dos estudos desenvolvidos nesse trabalho é através do estudo de tais topicos

na teoria de médulos e variedades.
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