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RESUMO

Este trabalho consiste em uma pesquisa bibliogréafica de teses e dissertacfes sobre a Razédo
Aurea, sua relagdo com a Sequéncia de Fibonacci, e propostas de atividades voltadas para o
ensino médio. A pesquisa foi realiza no catdlogo de dissertacdes e teses da Capes e
contemplou 12 trabalhos defendidos no periodo de 2014 a 2021. Aborda-se 0 contexto
historico, definicdes, e exemplos onde a Razdo Aurea é aplicada na Matematica e na natureza.
Além de ampliar o aprendizado sobre o tema, e aumentar ainda mais o fascinio sobre a Razéo
Aurea e a Sequéncia de Fibonacci, levar esse conhecimento para a sala de aula, possibilita que

0 aluno visualize que a Matematica esta presente no nosso cotidiano e ao nosso redor.

Palavras-chave: Razdo Aurea, Sequéncia de Fibonacci, Aplicacbes, Atividades didaticas,

Ensino médio.
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1. INTRODUCAO

1.1. Motivacao

Durante uma conversa informal com alguns alunos de matematica do ensino basico, e
algumas vezes do ensino superior, € comum escutar as seguintes frases: “Mas para que
estudar isso?”, “Eu nunca vou usar isso na minha vida.”. Parte-se do principio que a
matematica ¢ feita apenas para calcular, realizar contas, quando na verdade ela vai além.

A Sequéncia de Fibonacci e sua relagdo com a Razdo Aurea é a prova de que a
matematica aparece na natureza, na ciéncia e no corpo humano, de forma muito singela,
comprovando a perfeicdo como algumas coisas no mundo séo formadas.

E importante apresentar sugestdes de exercicios que possibilitem a ampliacdo da vis&o

do aluno que a matematica esta presente no cotidiano e no mundo que o rodeia.

1.2. Objetivo

O objetivo desse trabalho é trazer o contexto histérico, as definicdes e a relagdo entre a
Razdo Aurea e Sequencia de Fibonacci, e posteriormente propostas de aplicacio em

atividades direcionadas para o ensino medio.

2. METODOLOGIA

O levantamento bibliografico para a realizacdo dessa pesquisa foi realizado através
catalogo de dissertacdes e teses da Capes em duas etapas.

Na primeira etapa, com o intuito de selecionar trabalhos que tratassem do contexto
historico, a pesquisa foi realizada por meio da busca das palavras-chave: razdo aurea,
Sequéncia de Fibonacci e matematica.

Na segunda etapa, com o intuito de selecionar trabalhos que abordassem a pratica
didatica as palavras-chave utilizadas foram: razdo aurea, sequéncia de Fibonacci, ensino de
Matematica e atividades.

Apos a pesquisa foram selecionadas doze dissertacfes defendidas no periodo de 2014
a 2020, das quais trés foram selecionadas na primeira etapa por serem pesquisas bibliograficas
que possibilitam uma fundamentacdo tedrica no processo de desenvolvimento da sequéncia de
Fibonacci e sua relagio com a Razdo Aurea. As demais dissertagdes apresentam propostas de

ensino e atividades voltadas para o 6° ano do ensino fundamental, ensino médio e ensino



superior, sendo apresentadas aqui apenas as atividades voltadas para o ensino médio.

3. RAZAO AUREA

Segundo Fulone (2017) provavelmente o interesse pela Razdo Aurea foi despertado
por sua relacdo com o pentagrama, figura muito representada pelos mais variados motivos em

diversas civilizagdes (Figura 1).

Figura 1: Pentagrama formado pelas diagonais de um pentagono regular
Fonte: FULONE, 2017.

Apesar de estudos de tabuletas cuneiformes do segundo milénio a.E.C.
descobertas em 1936 em Susa, no Ird, indicarem que os babildnios
conheciam uma formula para determinar a area (aproximada) de um
pentdgono, ndo ha indicios matematicos de que conhecessem de fato a Razéo
Aurea, a0 menos nio nos documentos encontrados até hoje. (FULONE,
2017)

De acordo com Fulone (2017) boa parte do trabalho que possibilitou a definicdo e a
compreensdo da Razdo Aurea ocorreu antes e durante a abertura da Academia de Platdo em
386 a.E.C., com forte influéncia dos estudos de Theaetetus (cerca de 417 a 369 a.E.C.).

Segundo Amaral (2014) em cerca de 300 a.C. o matematico Euclides descreveu no
Livro VI de sua obra Os Elementos, a divisdo de um segmento em duas partes dividindo-o em
razdo média e extrema (Figura 2).

A Razdo Aurea, secdo aurea ou proporcao divina é definida pela razdo:

x+y _x _ 14V5

= 1,6180339887498 ... = .

x y
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Figura 2: Divisdo de um segmento em duas partes dividindo-o em razdo média e extrema

Fonte: AMARAL, 2014

Fulone (2017) apresenta algumas figuras geométricas que possuem naturalmente a

razao aurea, como o Fractal, pentagrama formado pelas diagonais de um pentagono regular

(Figura 3), o tridngulo &ureo formado pela construcdo de um triangulo isésceles cuja medida

dos angulos da base € o dobro da medida do angulo oposto a ela (Figura 4), o retangulo aureo

(Figura 5), e a espiral aurea, construida pela espiral logaritmica (Figura 6).

0

“Fazendo as razdes entre os segmentos formados
pelos pontos de interseccdo das diagonais, sempre
obteremos a Razdo Aurea.”
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Figura 3: Fractal, pentagrama formado pelas diagonais de um pentagono regular.
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Fonte: FULONE, 2017.

“O triangulo ABC (assim, como CAD) possui a razio
F entre o lado e a base, sendo conhecido como
Triangulo Aureo.”
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Figura 4: Triangulo Aureo
Fonte: FULONE, 2017.
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“O retangulo que possui seus lados na proporcao
Aurea, isto é, tal que a razdo entre o lado maior e 0

C F1 F2 D .C menor é ®, recebe 0 nome de Retangulo Aureo.”
| AE, &AB
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Figura 5: Construgdo do Retangulo Aureo
Fonte: FULONE, 2017.

“A Espiral Aurea pode ser obtida pelo lugar
geométrico que o vértice A percorre para coincidir
com o vértice E quando o retangulo ABCD tiver um
movimento simultdneo de rotacdo e contracdo dado
por um fator Fd™, com centro no “Olho de Deus”,
para sobrepor o retangulo ECBF. Em seguida,
continuando 0 movimento, passar pelos vértices H e J,
sobrepondo, respectivamente, os retangulos HBFG e
JFGI, e assim sucessivamente para 0s demais
retdngulos da série.”

Figura 6: Espiral Aurea
Fonte: FULONE, 2017.

Abaixo apresentamos alguns exemplos de ocorréncias da razdo aurea na

natureza:

Para atacar suas presas, os falcdes-peregrinos usam essa propriedade. Pelo
fato de seus olhos estarem nas laterais de sua cabeca, eles precisam inclinar a
cabeca em torno de 40 graus para um dos lados e assim ndo perder o alvo de
vista. Dessa forma, o falcdo desce em rota de espiral logaritmica para poder
manter esse angulo constante, usando a propriedade Equiangular (Figura 7).
(SANTOS, 2020)



Figura 7: Voo do Falcdo-Peregrino em forma de espiral

Fonte: LIVIO (2011) apud SANTOS (2010)

Observando um girassol, por exemplo, percebemos que a distribuicdo de
suas sementes é em formato de espiral (Figura 8). Séo varias espirais tanto
no sentindo horario quanto no sentido anti-horario e a quantidade delas esta
relacionada com os numeros de Fibonacci. Dependendo do tamanho do
Girassol ele possui 21 espirais em um sentido e 34 no outro sentido, 34
espirais em um sentido e 55 em outro sentido, 55 e 89 ou 89 e 144, que sdo
nameros de Fibonacci adjacentes. (SANTOS, 2010)
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Figura 8: Girassol
Fonte: FRANCISCO (2017) apud SANTOS (2010)



4. SEQUENCIA DE FIBONACCI

Segundo Fulone (2017) Leonardo de Pisa nasceu por volta da década de 1170,
atualmente mais conhecido por Fibonacci, do latim filius Bonacci, filho da familia Bonacci,
ou “filho da boa natureza”. Fibonacci é conhecido por uma importante descoberta Matematica
que ficou conhecida como “o problema dos coelhos” (Figura 9), cuja solu¢do gera a sequéncia

de Fibonacci:

“Quantos casais de coelhos podem ser formados a partir de um unico casal
de recém-nascidos durante um ano, se cada par originar um novo casal a
cada més, o qual se torna fértil a partir do segundo més de vida, e ndo
ocorrerem mortes?” (FULONE, 2017)

6 Meses Casais: 0
1 1
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Figura 9: llustragdo do problema sobre a reproducéo dos coelhos
Fonte: BELINI, 2015

De acordo com o enunciado do problema, dois meses € 0 tempo necessario para que
esse casal atinja a fertilidade, portanto apds dois meses, continua com apenas 1 casal. No
terceiro més havera 2 casais, o casal original e sua primeira cria. [...] Dessa forma, 0 nimero
de casais no quinto més sera 5. E assim por diante (BELINI, 2015).

O resultado é uma sequéncia de niumeros em que cada um deles é obtido pela soma
dos dois niUmeros imediatamente anteriores: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
.. Esta é a sequéncia de Fibonacci (BELINI, 2015).

Belini (2015) coloca a expressdo que da o numero de Fibonacci de ordem n é
representada por uma funcdo F: N — N dada por:

1,n=1
F(n)=F, = 1,n=2
Fo1+ F,,,n=3
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De acordo com Belini (2015) Johannes Kepler, o célebre astrbnomo das trés leis
planetérias, notou em 1611 que a diviséo entre um numero de Fibonacci e seu precedente leva

ao numero @ quando se avanca para valores cada vez maiores na sequéncia. Ou seja:

. E,
Him, (Fn_l) =

5. ATIVIDADES PROPOSTAS PARA O ENSINO MEDIO

Atividade 1: Explorando a Razdo Aurea em objetos do dia-a-dia.

Com esta atividade pretende-se mostrar uma aplicacéo pratica de obtencdo da razéo aurea,
promover a socializacdo e discussdo entre os discentes e demonstrar a relacdo entre a
Matemética e 0 mundo material. A mesma tera a duracdo de 1h/aula e os recursos
utilizados seréo: fotos 3 x 4, identidades, cartdes de banco, carteira de trabalho, carteira de
motorista, quadros, régua e papel oficio. Para a sua execucdo, é requerido do aluno
conhecimento sobre 0s nameros racionais e suas operacdes elementares, do nimero de
ouro, do sistema métrico e também da manipulagédo da calculadora.

A atividade acontecera da seguinte maneira: de inicio o professor indagarad que a aula ira
demonstrar uma aplicagcdo préatica da razdo aurea. Depois dividira a sala em 4 equipes,
pedindo que cada equipe obtenha as medidas dos lados dos objetos e depois calculem a
razdo entre as mesmas. No final todos apresentardo os resultados obtidos e o professor
mediara a discussdo, enfatizando que os resultados encontrados sdo aproximacdes da

razao aurea e que a mesma esta presente em nosso cotidiano.
Fonte: SILVA, 2015.

Atividade 2: Representacdo do numero aureo.
Existem outras formas de representarmos o nimero aureo. Uma delas esta expressa pela

equacdo abaixo:

E—
i —

I||II."| y 1Ir Fy 14T

Resolva a equacdo e mostre que x =.
Fonte: BELINI, 2015
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Atividade 3: Explorando a relacdo entre o nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci.

Outra situacdo em que o0 nimero de ouro esta presente é na sequéncia de Fibonacci: 1, 1,
2, 3, 5 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... Note que ela possui uma propriedade bem
interessante: cada termo da sequéncia, a partir do terceiro, é obtido pela soma dos dois

termos anteriores. Assim, temos:

Fs=F 4+ Fg=134+8=21

Mantendo a construcdo da sequéncia, determine os valores de F14, F15 e F16.
Fonte: BELINI, 2015

Atividade 4: Explorando a sequéncia de Fibonacci ¢ o “Problema dos Coelhos”.

Fibonacci apresentou em seu livro Liber Abaci o problema dos coelhos: “Um homem
colocou um par de coelhos num local cercado por todos os lados. Quantos pares de
coelhos podem ser gerados a partir desse par ao fim de um ano, sabendo que, por més,

cada par gera um novo par, que se torna produtivo no segundo més de vida”.
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Numero de Pares

o

/\
7\ ,/\

Tomando como verdade que nenhum coelho morreu, responda: Quantos pares de coelhos
existirdo no 7° més? Quantos pares de coelhos existirdo no 8° més?

a)13e21
b)8e 13
c)8e2l
d)21e43

Fonte: BELINI, 2015

6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou o contexto histérico e a definicdo da Razdo Aurea, um
namero irracional, que se encontra presente em diversas constru¢cdes matematicas, como o
Fractal, pentagrama sendo gerado pelas diagonais do pentagono regular, o tridngulo aureo, o

retdngulo &ureo, a espiral aurea, o angulo &ureo, além da perfeicdo em que se encontra em
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diversos fendmenos da natureza.

Em seguida, foi demonstrado como se obtém a sequéncia de Fibonacci, e sua relagéo
com a razdo aurea, onde o limite da razdo entre dois termos sucessivos da sequéncia de
Fibonacci converge para o nimero de ouro quando a ordem (n) tende para o infinito.

Para finalizar foram apresentadas propostas de aplicacdo de atividades direcionadas
para 0 ensino médio, explorando a razdo aurea em objetos do dia-a-dia, 0 nimero aureo, a
relacdo entre o nimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci, e a sequéncia de Fibonacci e o
“Problema dos Coelhos”.

Além de ampliar o aprendizado sobre o tema, e aumentar ainda mais o fascinio sobre a
razao aurea e a sequéncia de Fibonacci, as atividades propostas sdo 6timas sugestdes para se
aplicar futuramente em sala de aula, demonstrando para os alunos que a matematica esta

presente no nosso cotidiano e ao nosso redor.
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