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Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas de equacoes diferenciais ordinarias auténomas, seus
pontos de equilibrio e uma aplicacao dessa teoria por meio da modelagem matematica.
Comegamos estudando a existéncia e unicidade das soluc¢oes de problemas de valor inicial.
Estudamos também alguns sistemas de equagoes diferenciais lineares em que classificamos
os pontos de equilibrio e sua estabilidade por meio de uma anélise qualitativa e assim
esbocamos os seus planos de fase. Analogamente analisamos os sistemas nao lineares e
os classificamos por meio da sua linearizacdo. Examinamos, ainda, determinadas classes
de modelos epidemioldgicos. Por fim, aplicamos a teoria estudada no controle biologico
da broca da cana-de-agticar por meio da modelagem matematica, em que utilizamos um
sistema de equacoes diferenciais nao lineares que descreve as interagoes entre a praga e seu
parasitoide, e com sua linearizagao conseguimos analisar o comportamento das solugoes e

assim explorar sua estabilidade.

Palavras-chave: Sistema de equagoes diferenciais ordinarias. Pontos de equilibrio. Mode-

lagem matematica.



Abstract

In this work we study systems of autonomous ordinary differential equations, their equilib-
rium points and an application of this theory through mathematical modeling. We begin
by studying the existence and uniqueness of initial value problem solutions. We also study
some systems of linear differential equations in which we classify the equilibrium points
and their stability by means of a qualitative analysis and thus plotted their phase plans.
Analogously, we analyze nonlinear systems and classify them through their linearization.
We also examined certain classes of epidemiological models. Finally, we applied the theory
estudied in the biological control of the sugarcane borer through mathematical modeling,
in which we used a system of nonlinear differential equations that describes the interactions
between the pest and its parasitoid, and with its linearization we were able to analyze the

behavior of the solutions and thus explore when it is stable.

Keywords: System of ordinary differential equations. Equilibrium points. Mathematical

modeling.
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Introducao

A modelagem matemaética vem sendo aplicada cada vez mais ao longo dos anos e
tem sua origem na matematica aplicada. Se trata de uma estratégia didatico-pedagdgica
que permite transformar situagoes problemas da realidade em expressdes matematicas que
os descrevem e resolvé-los, interpretando a solugao matemaética na linguagem do mundo
real. Essa ferramenta consegue descrever uma grande diversidade de situacoes, tanto dentro

da prépria matematica quanto situagoes oriundas de outras areas do conhecimento.

A necessidade de fundamentacdo do conhecimento matematico deve
ultrapassar a teorizacdo do conhecimento enciclopédico, tdo evidenciado
no ensino tradicional da Matematica, avancando para um conhecimento
pratico, ou seja, aquele em que o sujeito podera aplicar os contetdos
mateméaticos a uma situagao real, para resolver problemas. (RANGEL
(2011))

Em especial, a modelagem matematica aplicada a controle biolégico de pragas tem
como um dos objetivos simular as dinamicas populacionais de um sistema, auxiliando
para o melhor entendimento dos principais fatores que comandam as interagoes e assim
contribuindo para a compreensao de quais programas serao mais eficientes para controle
do sistema analisado (FREIRE et al., 2005).

Nesse trabalho apresentamos alguns resultados da teoria de equagoes diferenciais
ordinarias autonomas, assim como um estudo qualitativo das mesmas e temos como objetivo
principal aplicar esses conhecimentos no estudo do controle biol6gico da praga Diatraea

Saccharalis, conhecida como broca da cana-de-ag¢ticar, com a modelagem matematica.

Com o proposito de alcancar esse objetivo, transitamos por uma via tedrica para
obter os conhecimentos matematicos necessarios. Dessa maneira, o texto se organiza da
seguinte forma: No Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos iniciais da teoria de algebra
linear e topologia dos espacos métricos, como sistemas lineares, sequéncias convergentes,
sequéncias de Cauchy no espago métrico, espago métrico completo, ponto fixo, e teoremas

como o teorema do ponto fixo de Banach.

No Capitulo 2 apresentamos e demonstramos um dos principais teoremas da teoria
de Equagbes Diferenciais Ordinarias (EDOs), conhecido como teorema de existéncia e

unicidade de solugoes para EDOs.

Ja no Capitulo 3, desenvolvemos um estudo sobre os sistemas lineares auténomos e
fazemos uma andlise qualitativa da solucao desses sistemas com os seus respectivos planos

de fase. Ainda nesse capitulo, exibimos os sistemas nao lineares e apresentamos uma forma
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de os linearizar para que seja feita a analise das suas solugoes.

No Capitulo 4, exibimos e analisamos alguns modelos matematicos em epidemiologia,
conhecidos como os sistemas dos tipos SIR, SIRI e SIRS usando sistemas de EDOs vistos

no capitulo anterior.

No Capitulo 5, finalmente, conseguimos estudar por meio de sistemas dindmicos
autonomos e modelagem matematica, o controle biologico da praga Diatraea Saccharalis.
Aqui exibimos um sistema de equacoes diferenciais que descreve as interagoes da praga
da cana-de-acucar e seu parasitoide, considerando as populacoes da praga nas fases de
ovo e larva e do seu parasitoide em termos de ovos parasitados. Encontramos os pontos
de equilibrio desse sistema e analisamos sua estabilidade. Por se tratar de um sistema
de controle biologico, analisamos as condi¢oes necessarias para estabilidade do sistema
e por tltimo fazemos uma simula¢do numérica utilizando o software gratuito Scilab

implementando o método de Runge Kutta de 4* ordem.

Por fim, o capitulo 6 encerra o texto com uma breve conclusao sobre o trabalho

desenvolvido.
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1 Resultados preliminares

Apresentaremos, nessa se¢ao, conceitos e resultados iniciais da teoria de algebra
linear e espacos métricos, juntamente com exemplos, que serao fortemente usados ao longo
deste trabalho. As referéncias usadas foram (COELHO; LOURENCO, 2018), (DOERING;
LOPES, 2016), (KREYSZIG, 1979) e (LIMA, 2016).

1.1 Algebra linear

Comegcaremos definindo conceitos importantes da teoria de dlgebra linear.

Definicao 1. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes quando possuem o

mesmo conjunto solucao.

Exemplo 1. Os dois sistemas a sequir sdo equivalentes, pois eles possuem o mesmo

conjunto solugao. Sendo

r+y=19 3r+y =43

2z +y =31 T —2y=-—2.
Observe que no primeiro sistema temos que y = 19 — x e portanto, 2x + (19 — z) = 31,
que implica que x = 12 e y = 7. No sequndo sistema temos que y = 43 — 3z e portanto,
x —2(43 — 3z) = =2, que implica em x =12 e y = 7. Logo, os dois sistemas possuem o

mesmo conjunto solugcdo e portanto, sao equivalentes.

Definicao 2. Dizemos que duas matrizes A e B sdo semelhantes quando existe uma

matriz invertivel P, tal que

A= P 'BP.

Exemplo 2. Consideres as matrizes

N I

As matrizes A e B sdo semelhantes, pois existe uma matriz invertivel P dada por
2 1
P = ,
11

A=P'BP.

tal que
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De fato, temos que

e () () () - (50 -

1.2 Espacos Métricos

Definiremos também conceitos importantes da teoria de espagos métricos.

Definigao 3 (Espago métrico). Um espago métrico é o par ordenado (X,d) em que X €
um conjunto nao vazio munido de uma funcao real d : X x X — R, denominada métrica

de X, tal que satisfaca as sequintes propriedades:

P1) d(a,b) > 0 para todo a,b € X;
P2) d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
P3) d(a,b) = d(b,a) para todo a,b € X;

P4) d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) para todo a,b,c € X.

Antes de apresentarmos exemplos de espagos métricos, apresentaremos a definigao

de norma.

Definicao 4. Uma norma consiste em uma funcao que a cada vetor de um espago vetorial

associa um numero real nao-negativo.

Observagao 1. Toda norma induz, de forma natural, uma métrica d em X cujos valores
sao dados por

d(z,y) = |z —yl.
Voltando aos exemplos de espacos métricos, temos

Exemplo 3. Considere a fungao

d:RxR — R
(a,b) — d(a,b) =|a—bl.

Temos que d é uma métrica, denominada métrica usual em R.

De fato, a funcao d esta munida das propriedades listadas acima. Provaremos cada

uma delas.
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P1) d(a,b) = |a — b] > 0 para todo a,b € R.

P2) d(a,b) = |a — b|. Mas se d(a,b) = 0, entdo |a — b| =0, o que implica em a —b=0e
portanto, b = a.
Por outro lado, se a = b, entao d(a,b) = |a —b| = |b — b] = |0] = 0, para todo
a,beR.

Logo, d(a,b) = 0 se, e s6 se, a = b.
P3) d(a,b) = |a —b] = |b — a| = d(b,a) para todos a,b € R.

P4) d(a,b) =|a—b| < |b—c|+ |c—a|l =|a—c| + |c —b] = d(a,c) + d(c,b) para todos
a,b,ceR.

Dai, concluimos que d é métrica e (R, d) é um espago métrico.
Exemplo 4. Considere a fungdio

d:R"xR* — R
(a,b) = di(a,b) = /(b — a1)? + (bo — az)? + - + (b, — a,)?,

em que a = (ay,as, -+ ,a,) € R" e b= (by,by, -+ ,b,) € R". Temos que dy é uma métrica

em R".

De fato, a fungdo d; estd munida das propriedades listadas na definigao (3). Prova-

remos cada uma delas.

P1) di(a,b) = \/(bl —ay)?+ -+ (b, — ay)? > 0 para todo a,b € R".

P2) Se di(a,b) = 0, entdo

\/(b1—a1)2—|—---—|—(bn—an)2:0;

Note que todos os termos dentro da raiz sdo nao negativos, e por isso dy(a,b) = 0 s

acontece quando, para todo ¢ € [1,n], temos
(bi—a;)>=0&b—a;=0&b;=a; paratodo i€ [l,n]

Por outro lado, se a = b, entao

di(a,b) = dy(b,b) = \/(bl—b1)2+-~+(bn—bn)2:\/0+---+ =+v0=0 para todo

Portanto, d;(a,b) = 0 se, e somente se, a = b.

P3) Como (b; — a;)? = (a; — b;)* para todo a;, b; € [1,n], temos que

di(a,b) = /(b — a)? + -+ (by — an)? = /(a1 = b1)2 + - + (a — by)? = di (b, a).

a,b
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P4) Utilizaremos para provar essa propriedade a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja
(COELHO; LOURENCO, 2018)), que diz que

[z, )] < llz[[lyll  Vz,y e R"

i < Do p2 D¢
=1 =1 =1
Dai, temos que
DN DN D B A DY AN D N DB
=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1

Isto implica que

Logo, para p,q € R" temos

f:(pi+Qi)2 < <\l§n:p%+ Jiqz) .

i=1

Agora, tomando p; = a; — ¢; e ¢; = ¢; — b;, onde ¢ = (¢, -+, ¢,) € R™, teremos

J (a; — b;)? < $ (a; —¢;)? + J (i —b;)?,
i=1 i=1 =1

que é exatamente

dl (CL, b) < dl(a7 C) + dl (C7 b)
Concluimos entdo que d; é métrica em R™ e portanto (R",d;) é um espago métrico.
Exemplo 5. Considere a fungdio

dy :R"xR" — R
(a,b) — ds(a,b) = max{|by —ai|, -, |bp — an|}-

em que a = (ay,as, -+ ,a,) € R" eb=(by,by, -+ ,b,) € R". Temos que dy é uma métrica

em R".

De fato, a fungao dy estd munida das quatro propriedades da definigao (3). Prova-

remos cada uma delas.
P1) Como para cada i = 1,--- ,n temos |b; — a;| > 0, entao
dy(a,b) = max{|by — ai|, -+, |bp —an|} >0

para todo a,b € R".
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P2) Se dy(a,b) = 0, entao
max{|by — a1, - ,|bn —an|} = 0.

Note que todos os termos sdo nao negativos, e por isso da(a,b) = 0 s6 se |b; — a;| =0

para todo ¢ € [1,n]. Logo, temos que ter
b; — a; = 0 se, e somente se, b; = a; para todo i € [1,n].
Por outro lado, se a = b, entao
dy(a,b) = da(b,b) = max{|by — by|, -, |b, — by|} = max{0,--- ,0} = 0.
Portanto, ds(a,b) = 0 se, e somente se, a = b.
P3) Como |b; — a;| = |a; — b;| para todo a;,b; € [1,n], temos que

dy(a,b) = max{|by — ai|, -+, |bp — an|} = max{|a; — by|, -+, |an — bu|} = da(b, a).

P4) Como sabemos que |r + y| < |z| + |y| para todo z,y € R e max{A + B} <
max{A} + max{B}, temos que

do(a,b) = max{|by —ai|, - ,|bp — an|}
= max{|by —c1+c1 —ayl, -, |bp —cn + cn — anl}
< max{|by — 1|+ |ar —al, - |bn — u] + en — anl}
< max{|by —ci|,- -, |bn — cnl} + max{|c; —ay], -, Jen — anl}

= dg(a, C) + dQ(C, b)

Concluimos, portanto, que dy também é métrica em R".
Exemplo 6. Considere a fungdio

ds :RxR — R
(a,b) — ds(a,b) = (a —b)>.

Note que d3 nao é uma métrica em R.

De fato, a fun¢do d3 nao esta munida de todas as quatro propriedades da defini¢ao
(3). Provaremos que essa fun¢ao nao satisfaz a quarta propriedade para todo a,b, c € R.

De fato, tome a = 3, b =5 e ¢ = 6. Note que

d(a,b) = (a—b)*=(3-5)* =4

d(a,c)=(a—c)*=(3-6)2*=9
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d(c,a) = (c—b)*= (6 —5)? = 1.
Logo,
9 =d(a,c) >d(a,b) +d(b,c) =4+1=5.
Concluimos, portanto, que d3 nao é métrica em R.

Apresentaremos agora, outras defini¢oes que se relacionam com espagos métricos.

Definicao 5. Num espago métrico (X,d), a bola aberta de raio € centrada num ponto a é

o conjunto de pontos cuja distincia a a € inferior a €, isto €,
B(a,€) :=={x € R" : ||z — a|| < €}.

Definicao 6. A bola fechada de raio € centrada num ponto a, é o conjunto de pontos a

distancia de a ndo superior a €, isto €,

Bla,¢] :={x e R" : ||z — al| < €}.

Sendo assim, a diferenca entre a bola aberta e a fechada é que na fechada os pontos

de fronteira estdo incluidos.

Definicao 7. O conjunto X C R"™ € dito limitado quando estd contido em alguma bola
Bla,r], isto é, se existir a € R" e r positivo, tal que X estd contido na bola fechada de

centro a e rato r.

Definicao 8. O conjunto X C R" € fechado se todo limite de sequéncia de pontos em X

necessariamente esta em X.

Exemplo 7. Para todo a € R" e todo € > 0 a bola Bla,e] := {x € R" : ||z —a|| <€} é

um conjunto fechado de R"™.

Definicao 9. Em um espaco métrico de dimensdo finita, um conjunto chama-se compacto

quando € limitado e fechado.

Teorema 1 (Teorema de Weierstrass). Seja X um conjunto compacto. Toda fungio real
continua f: X — R € limitada e atinge em X seus valores de mdximo e minimo, isto €,
existem a,b € X tal que f(a) < f(z) < f(b) para todo x € X.

Demonstracao. Considere X um conjunto compacto e f uma funcgao real continua, entao
sabemos que f(X) é um subconjunto compacto de R, ou seja, f(X) é fechado e limitado
em R (ver (LIMA, 2016)). Dai, existem x; = inf{f(X)} e 2 = sup{f(X)} tais que
x1, Ty € X, isto é, existem a,b € X tais que f(a) =z e f(b) = x9. Portanto, para todo
x € X, temos f(a) < f(z) < f(b). O
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Definicao 10. Uma sequéncia em um espagco métrico X € uma funcao

f: N=» X

n— f(n) =,
denotada por x,.

Definigao 11. Dizemos que uma sequéncia de pontos x,, em um espaco métrico X converge
para um ponto x € X se dado € > 0 existir ng natural, tal que d(x,,x) < €, sempre que
n > ng, isto é, x,, converge caso possamos garantir que para todo n suficientemente grande
a distancia entre x,, e x seja arbitrariamente pequena. Neste caso, o ponto x é chamado

de limite da sequéncia e é denotado por
limz, =2 ou =z, — .

Definicao 12 (Sequéncia de Cauchy). Seja X um espago métrico, com uma métrica d.

Uma sequéncia x,, de elementos de (X, d) é dita de Cauchy se

Ve >0, 3ng € N; n,m > ng = d(z,, z,) <€

1
Exemplo 8. A sequéncia x,, = — é de Cauchy no espago métrico (R,d), em que d € a

3

métrica usual em R.

2 11 1
De fato, dado € > 0, tome nyg > —. Dai, se m,n > ng temos que —, — < — e entao
€ m'n  ng

11 2
—+—=—<e

1
d(xmaxn) “lm ’ S ﬁ No N N

Logo, dado € > 0, existe ng € N tal que quando n,m > ngy temos d(z,, ,,) < €.

Definigao 13 (Espago Métrico Completo). Um espaco métrico (X,d) se diz completo

quando toda sequéncia de Cauchy em X for convergente.

Exemplo 9. Considere o espaco métrico (X,d) em que X = C[0,1] € o conjunto de todas

as fungoes reais continuas em [0,1] e d é a métrica definida por

d: XxX — R
b
(f.9) = dlf.g) = [ 1F(t) = g(0)]dt.

Veremos que esse espaco métrico nao € completo.

Primeiramente provaremos que d é métrica em X. Para isso, a funcao d tem que
satisfazer todas as propriedades definidas em (3). Aqui usaremos propriedades conhecidas

de fungoes continuas, modulo e integral definida.
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P1) Como |f(t) — g(t)| > 0 para todo t € R, entao
/yf ()]dt >0 Vf,ge X.

P2) Se d(f,g) =0, entao
[ 150~ gty ar =0,
que implica |f(t) — g(t)| = 0, pois caso contrario terfamos |f(t) — g(t)| = p(t) > 0,
o que significa que /ab |f(t) —g(t)| dt = /ab Ip(t)| dt > 0 e por isso concluimos que se
d(f,g) =0, entao f = g.

Por outro lado, se f = g, entao

b
a(f.9)=d(r )= [ 170~ F@)lde = [ lold =0
Portanto, ds(f,g) = 0 se, sé se, f = g.

P3) Como |f(t) — g(t)| = |g(t) — f(t)| para todo t € R, temos que

a(f.0) = [ 1) - g(o)lde = [ 1o(t) ~ F(0)]dt = (g, ).

P4) Como em R vale |z + y| < |z| + |y| para todos z,y € R, temos que

ithe) = [ 170~ g0l
_ Lﬂﬂ@_uw+mw—mwwt
g(ﬁ“ﬂﬂ—h@%ﬂﬂﬂ—gwuﬁ

- /\f t|dt+/abyh(t)—g(t)!df
= d(f,h)+d(h, f).

Concluimos, portanto, que d é uma métrica em X. A seguir mostraremos que esse espago
métrico com essa métrica d ndo é completo. Para isso, basta exibirmos uma sequéncia de

Cauchy que convirja para um elemento que nao esta em X.

Considere f,, : [0,1] — [0, 1] a sequéncia de fungoes dada por

: o)
se =
72 Y
1 1
fm(t) = {m (t - 2) set e [Q,am] ,
1 se t € [am, 1],

1 1
em que am = 5 + —,m € N, como na figura 1 abaixo.
m
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fa(t) ¢ : Lo )

1 |

JUNTU A P —

U A .| S,

a’TIl an am aTL

DN | = === ======- e m——— -
DN | — o= =====--— e mm e — oo

fm(t)

Figura 1 — Sequéncias fs, f,, frn com m > n > 2.
Fonte: A autora.

Agora, mostraremos que a sequéncia f,, é de Cauchy em X, isto é, verificaremos
que para todo € > 0, existe ng € N, tal que d(f,,, fn) < €, para todo m,n > n,. De fato,

supondo sem perda de generalidade que m > n, temos

A fa) = [ Unlt) = Fal0)]dt
= [ ) = Fuld [ f(o)

2

am 1 1 an 1
= t——=)— t——)|dt / 1-— <t—>‘dt
/; " ( 2> " ( 2) L A U
( )/am(t 1>dt+/a"1 (t 1>‘dt
= (m—n - = —n(t—-= .
1 2 am 2
o 1 1 . .
Substituindo a,, = = + — e a, = = + — nas integrais temos
2 m 2 n
YA b+t n
A fr) = (m=n) [ (t—2>dt+/H (1—nt+2)dt
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1
Dessa forma, , mostramos que para qualquer € > 0, existe ng = 2— tal que, para m > n > ng,
€
temos L1 | ) .
d(fmafn):2<_> — < — = €.

n 2n  2ng
Logo, f., ¢ de Cauchy em X. Finalmente, provaremos que essa sequéncia converge para

uma funcao f que nao pertence a X. De fato, suponhamos por absurdo que f,, convirja

para f € X, entao quando m — oo temos que

d(fm, f) =0. (1.1)

Por outro lado, temos

A f) = [ 1l = FCO)de

:/5 |dt+/ [ fon(t) — |dt+/ 11— f(t)] dt.

Note que quando m — oo, temos que a,, — 2 entao a segunda expressao da igualdade

acima se anula e de acordo com (1.1) temos

1

/5 |dt+/ 11— f(£)|dt = 0.

Mas a equagao acima s6 tem solugao se
1 1
2
[P iswlae= [ - fwlde=o.

Logo, tiramos que |f(t)| = 0 para todo t € { ;] |1 — f(t)] = 0 para todo t € B, 1], e
portanto
0 sete [0, ﬂ
£(6) = o
1 sete [2, 1}
que nao ¢é continua e portanto nao pertence a X, o que é um absurdo. Sendo assim,

concluimos, enfim, que o espago métrico (X, d) nao é completo.

Precisaremos também, ao longo do trabalho, das defini¢des de ponto fixo e contracao.

Defini¢cdo 14 (Ponto fixo). Chama-se de ponto fixo da func¢ao f : X — R um ponto
x € X, tal que f(x) =

Exemplo 10. Seja a fungdo f(x) = 2* — 2, por ezemplo, temos que os pontos fivos sio as

intersecgoes dos grdficos de y = f(x) comy =z, ou seja, t = —1 e x = 2.

Definigao 15. Seja (X, d) um espago métrico. Uma fungao f : X — R € denominada
contracao quando existe K € [0,1) tal que

d(f(y), f(x)) < K - d(y, z),

para todo x,y € X.
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Com esses conceitos definidos, iremos agora tratar de um teorema de grande
importancia para nosso trabalho conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Banach. E
por meio desse teorema que conseguiremos provar, mais adiante, o Teorema de Existéncia

e Unicidade de Solugbes para Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs).

Teorema 2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Uma contrag¢ao de um espago métrico

completo possui um unico ponto fixo.

Demonstracao. Seja X um espago métrico completo com uma métrica d. Suponha que

f: X — X é uma contragao, isto é, que existe uma contante 0 < K < 1, tal que

para todos z,y € X. Queremos provar que essa contra¢ao possui um unico ponto fixo. De

fato, dado um ponto =g € X qualquer, tomando f(z,) = z,4+1 com n € N, isto é,

r1 = f(xo)
zy = flz1) = f(f(x0)) = f*(x0)
w3 = f(z2) = f(f(x1)) = F(f(f(20))) = [ (o)

Como X é completo, basta mostrar que a sequéncia (z,) é de Cauchy para que possamos
concluir que ela é convergente, pois toda sequéncia de Cauchy é convergente em um espago
métrico completo (ver (DOERING; LOPES, 2016)). Provaremos esse fato por indugao.

Note que se f é uma contracao, entao temos

d(z1,m2) = d(f(xo), f(z1))
K. d(xg, z1);

IA

d($2,$3) d(f(x1), f(z2))
K- d(ﬂ?l, .’1,’2)

K2 . d(.on, Z’l).

IA

IN

Suponhamos que d(z,_1,2,) < K" ' - d(xg,z,) para algum n € N. Dai, temos que

Ad(xp, Tps1) = d(f(xn_1), f(zn))
K'. d(Tp-1,7n)

K- (K" ' d(zg, 1))
K" - d(zg,x1).

IN TN
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Logo,
d(xp, Tpe1) < K™ - d(xo, 21). (1.2)

Assim, usando a desigualdade triangular e a desigualdade (1.2), temos

d(xna anrm) S d(xna anrl) + d(xn+1> xn+2) + o+ d(xn+mfl7 $n+m)
S K" d(iCo,[L’l) + Kn+1 . d(IEQ,Il) + -4 Kn+m—1 : d(l’o, ZL’1>
= (K"+ K" 4.+ K™Y d(2g, 11)
1— Km
= Kni( 1 K )d(ZEQ,Ztl)
K

o0
Como f é contracao, entao 0 < K < 1 e portanto, a série geométrica Z K" converge e

i=1
00 n

consequentemente Z %

=1

- d(zg, x1) também converge. Entao

1i

~d(xg, 1) = 0.

Assim, dado € > 0, temos que existe nyg € N tal que, para todo n > ny,

K’n
1-K

~d(zo, 1) < €. (1.4)
Logo, pelas desigualdades (1.3) e (1.4), temos que
d(xp, Tpgm) < €
sempre que n > ng, ou seja, r, € de Cauchy. Seja x o limite dessa sequéncia, ou seja,
limzx, = .
Como x, € X e X é completo, entdo x € X. Como f é continua, temos que

flx) = lim f(z,)
= liman

= X.

Concluimos entao que x € X é um ponto fixo de f. Agora, provaremos a unicidade desse

ponto. Suponha que exista outro ponto a € X, tal que f(a) = a. Dali,

d(:z:,a) = d(f(.il?), f(a)) < K- d(l’,&),

o que implica



Capitulo 1. Resultados preliminares 22

d(z,a) — Kd(z,a) < 0
(1-K)-d(z,a) < 0
d(z,a) < 0,

pois como K € [0,1), 1 — K > 0.

Mas d é uma métrica, entdo d(z,a) > 0. Se d(z,a) > 0 e d(z,a) < 0 ao mesmo
tempo, concluimos que d(z,a) = 0 e portanto x = a. Portanto, uma contragao f de um

espago métrico possui um unico ponto fixo.

O

1.3 Critério de Routh-Hurwitz

Apresentaremos, por fim, um critério em que permite determinar a estabilidade
de um sistema dinamico a partir dos coeficientes da equacgao caracteristica. Esse critério,
conhecido como critério de Routh-Hurwitz, mostra que uma condi¢ao necessaria e suficiente
para a estabilidade é que todos os elementos da primeira coluna da tabela de Routh sejam
positivos (DEMITI, 2018).

A tabela de Routh possui n+1 linhas, em que n é o grau do polindmio caracteristico
dado por
A\ + apy A" 4 4 ag =0

Inicialmente, na primeira coluna, distribuimos de cima para baixo, as poténcias de
A da maior para a menor. As duas primeiras linhas sdo preenchidas com os coeficientes do
polinémio da esquerda para direita e com uma condicdo: os coeficientes impares ficarao na

linha em que a poténcia é impar e os coeficientes pares na linha em que a poténcia é par.

A" Qp | Apuea | -++ | Qo
)\nil Ap—1 | Qp—3 cee ay
/\n—2 C1 Co tee C;

A2 hy ho |-+ | h

X q J2o| e | Ji

A ky ky |- | K

Tabela 1 — Inicio da tabela de Routh

Os demais elementos k;, j;, h; e ¢; sao uma divisao, onde o denominador é o

elemento da primeira coluna da linha anterior (fixo para todos os elementos dessa linha). O
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numerador é o negativo do determinante das entradas das duas ultimas linhas anteriores,

onde a primeira coluna da matriz é sempre a primeira coluna da tabela anterior; ja a

segunda coluna da matriz segue a sequéncia das proximas colunas da tabela. Acrescente

zero caso haja elementos vazios na tabela.

A"
)\n—l

)\n—Q

1

ki

Qn Ap—2
Ap—1 Ap—3
—det [ (02% anQ] —det l anp an4]
n—1 Qn—3 n—1 Qn—5
Cy =
Qp—1 Ap—1
hl h2
J1 J2
—det [hl hQ] —det [hl h?’]
J1 )2 J1 I3
— : ko = :
1 N

Tabela 2 — Tabela de Routh
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2 Teorema de Existencia e Unicidade de solu-

coes para Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesse capitulo, cujas referéncias sao (FIGUEIREDO, 2021) e (FIGUEIREDO;
NEVES, 2018), apresentaremos alguns resultados e demonstragoes para que, finalmente,
consigamos enunciar e demonstrar o principal teorema desse capitulo, que é conhecido

como teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equagoes diferenciais ordinarias.

Comecaremos enunciando alguns lemas que serao utilizados na demonstragao do

teorema de existéncia e unicidade de solugoes para EDOs.

Lema 1. Seja um conjunto aberto X e uma fungdo continua f : X — R. Entdo, a funcao

continua T : I — R, em que I é um intervalo aberto, € solucdo do problema de valor

inicial
/
= x’
y = flz,y) 2.1)
y(@o) = yo
se, e somente se, for solucao da equacdo integral
y@) =wo+ [ flsy()ds wel (2:2)
x0

Demonstragdo. Seja T solugdo do problema de valor inicial (2.1), entao
T'(z) = f(z,T(x)) e T(z0) = Yo.

Integrando de xy a x de ambos os lados e usando o Teorema Fundamental do Calculo,

teremos

/g: T'(z2)dz = /x: f(z,T(2))dz.
Dai,
T(x) = T(wo) = [ f(T()dz,
que implica .
T@)=w+ [ fzT(2)de

Reciprocamente, seja T solugdo da equagao diferencial (2.2), entdo vale
T(z) =yo +/ f(s,T(s))ds; ze€l.
o

Novamente usando o Teorema Fundamental do Célculo (veja FIGUEIREDO e NEVES
(2018)), temos que

T'(z) = f(z,T(x)).
Note também que se considerarmos = = g, temos que T'(xg) = yo. Portanto, a funcdo 7' é

soluc@o do problema de valor inicial (2.1). O
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Lema 2. Seja f : X — R uma funcao continua definida em um aberto X do plano
(x,y) tal que a derivada parcial f, : X — R seja também continua. Dado um subconjunto

limitado Xo C Xy C X, ewiste uma constante K > 0 tal que
|f(x,y1) - f(x,y2)| < K|y1 - y2|'

Demonstra¢io. Veja (FIGUEIREDO; NEVES, 2018). O

Enunciaremos e demonstraremos agora o principal teorema do capitulo. Ele apre-
senta condicOes suficientes e necessarias para que exista e seja tnica a solu¢ao do problema

de valor inicial (2.1).

Teorema 3 (Existéncia e Unicidade). Seja X C R? um aberto e f : X — R uma fungio
continua. Suponha que a derivada parcial de f seja continua em relacdo a sequnda varidvel.
Entao, para cada ponto (xg,yo) € X existe um intervalo aberto I contendo xqo e uma inica

fungao continua T : I — R solugao do problema de valor inicial (2.1) com (x,T(x)) € X.

Demonstragio. Sejam (zg,y0) € X e a, b nimeros reais positivos, tais que o retangulo
A={(z,y): |r — 20| <aely—y <b}

esteja contido em X.

y,,
Yo+ p----
Yo p====q=====----- 4
Yo = b p=mmy | |
to—a T asyta &

Figura 2 — Retdngulo A = {(z,y) : |z — xo| < a e |y — yo| < b}.
Fonte: A autora.

Note que A é compacto, pois A é fechado e limitado em R?. De fato, tomando
r = Vva?+ b?, temos que A estd contido na bola fechada de centro (z,yo) e raio r e
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portanto pela definicdo 7 temos que A é limitado, ou seja, existe uma constante Ky > 0
tal que |f(x,y)| < K, para todo (z,y) € A. Dal, tome

M = max{|f(z,y)| : (z,y) € A}
e Iz como o intervalo
]E: [ZL’O — a, X —1—6]
em que

b
< a < mi — .
O_a_mln{a,M}

Agora, restringiremos o dominio de forma que este esteja no intervalo [z —a, 2+ al.

Entao defina C' da seguinte forma

C={f:Iz =R, f continua; f(zo) = yo e | f(x) — yo| < b},

isto é, C' é o conjunto das fungdes continuas que passam pelo ponto (zg,yo) e estdo dentro

do retangulo A.

y .
Yo+ b F--
v 1B 0
w—b o : |
xo‘—a‘ | To | xo¥a x

Figura 3 — Retangulo A e o espaco das fungoes definidas em C.
Fonte: A autora.

Considere d : C' x C' — R dada por

d(f1, f2) = max{|fi(z) = fa(2)] : @ € Iz},

Temos que d como definida é uma métrica em C'. De fato,

P1) Como para cada = € I temos |fi(x) — fo(z)| > 0, segue que

d(f1, f2) = max{|fi(z) — fo(z)|} 20 Vfi, f2 € C.
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P2) Se d(fi, f2) = 0, entao

d(f1, f2) = max{[f(z) — fa(z)[} =0,

para todo = € Iz. Note que d(f1, fa) = 0 se, e s6 se, | fi(z) — fao(z)| = 0, 0 que implica
que fi(z) = fo(x) para todo x € I5.

Por outro lado, se fi(z) = fo(x) para todo z € I, entdo
d(f1, f2) = d(f2, fo) = max{| fo(2) = fa()[} = max{0} = 0.
Portanto, d(fi, f2) = 0 se, e somente se, f1(z) = fo(z) para todo z € I;.
P3) Como |fi(z) — fo(x)| = |f2(x) — fi(2)] para todo @ € I, temos que

d(fy, f2) = max{[fi(z) — fa(2)[} = max{|fa(x) = fr(2)[} = d(f2, f1).

P4) Vale a desigualdade triangular, pois

|z € I3}
|+ lgs(z) — g2()] : @ € Ig}
|z € Iz} +max{|gs(z) — ¢g2(x)| : x € I}

IN

(
max{|gi(z) — g3(z)
max{|g:(r) — g3(z)
d(g1, 93) + d(gs, 92)

IN

d(g1,92) = max{|gi(z) — ga(z)

Portanto temos que (C, d) é um espago métrico. Esse espago é completo, pois a convergéncia
na métrica d é a convergéncia uniforme de fungoes e fungoes continuas convergem para
uma fungao continua na convergéncia uniforme (nao apresentaremos essa demonstragao
aqui, mas ela pode ser encontrada em (FIGUEIREDO; NEVES, 2018)).

Agora, voltemos a equagao integral (2.2). Consideremos a aplicac¢ao

T: C —=C
v o T) =g =+ [ flsu(s)ds

Note que

9@ =w| = fw+ [ flay(s)ds =

= | [ fsye)as

0

< | [ 10 | ds

0

/ Mds
xo

< Ma<b,

IN

=M|z—uxz|




Capitulo 2. Teorema de Existéncia e Unicidade de solugées para FEquagdes Diferenciais Ordindrias 28

e g(xg) = yo. Portanto, g € C.

A equagao integral (2.2) pode ser escrita da seguinte forma

Portanto, as solugoes de (2.1) sao os pontos fixos de T'. Dai, basta provar que 1" é contragao

para que possamos usar o Teorema 2. Notemos que

/:[f(s’gl(s)) — f(s,92(5))]ds

0

| T(91(x)) = T(g2(2)) | =

Para estimar o integrando do segundo membro utilizamos que

[ 76.01(5)) = F(5,02(5))ds

0

< [ 1F(5,91()) = f (s, 9a(5)) s
x0
e o lema 2, que nos garante que existe K > 0 tal que

| T(g1(7)) — T(ga2()) |< K/Ij | g1(s) — ga(s) | ds.

Dai, obtemos

K

IN

| T(g1(x)) = T(g2(2)) |

[ 1a1(s) = ga(s) | ds

0

< Kad(g,92)

em que K é uma constante positiva. E dai

d(T(g1), T(g2)) < Kad(g1, g2)-

Assim, tomando Ka < 1, isto é, @ < 1/K, temos que T é uma contragao.

Como T : C' — C é uma contragao e C' é um espago métrico completo, temos
pelo Teorema 2 que T' possui um tnico ponto fixo. Dai, o Teorema fica demonstrado com
I:(xo—a,xo—i-&). ]
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3 Sistemas Autonomos

Um sistema auténomo é um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias que
nao dependem das variaveis independentes. Nesse capitulo apresentaremos um pouco de
sistemas bidimensionais autéonomos lineares e nao lineares, baseando-se nas referéncias
(DOERING; LOPES, 2016), (BOYCE; DIPRIMA, 2012) e (FIGUEIREDO; NEVES, 2018).
Além desses sistemas, apresentaremos também os planos de fase. E a partir deles que
conseguimos estudar qualitativamente como as solugoes se comportam quando ¢ cresce,

abordando conceitos de estabilidade para os mesmos.

3.1 Sistemas autonomos lineares

Consideraremos nessa secao sistemas de equacoes diferenciais lineares e auténomos,

que sao do tipo

(ft (3.1)
() = calt) + dy o),
em que a, b, c,d sao constantes reais.
Observe que o sistema (3.1) pode ser escrito na forma matricial
dX
—(t)=A-X(t 3.2
Uty = A-X(0), (32
t b
em que X = z(t) ed=|" € Ms(R).
y(t) ¢ d

d
O sistema (3.2) se assemelha & equagao diferencial d—f = ax, cuja solucao geral é
da forma

z(t) = cpe™,

em que ¢y é uma constante. Portanto, se z(t) e y(t) sdo solugoes de (3.1) podemos, ao

invés de trabalhar com esse sistema, procurar solucoes para o seguinte sistema equivalente:

{:c(t) = c e (3.3)

y(t) = coe,

C1
Co

ou equivalentemente, X (t) = Ce™, na qual C' =
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Ao derivar cada equagao do sistema (3.3), obtemos

dx

i Aere,
d
ﬁ = A,

Substituindo em (3.1), teremos

{)\cleAlt = acie™M + beye™ N { [(@ — N)ey + begle =0

Aege = cereM + deye™ [ccr + (d — N)egleM = 0.
Sabendo que e é positivo e diferente de zero, temos
(a_)\)C]+b02:0<f’> a—A b el 0 ‘ (3.4)
ccr+ (d—N)ex =0 c d—A\ Co 0
a— A\
c d—\

Seja B a matriz B = . Dai temos:

« se detB # 0, entdo o sistema tem unica solugao (solugdo trivial), isto é, ¢; = ¢3 = 0;

o se detB = 0, entao o sistema tem infinitas solucoes.

Como estamos interessados apenas nas solugdes nao triviais, nos interessa saber quando o

determinante da matriz B é igual a zero. Portanto,

- A b
det {a d A] = 0 se, e 86 se, (a—A)(d—A)—bc = 0 se, e s6 se, \*—(a+d)A\+(ad—bc) = 0.
c _

Note que (a + d) e (ad — be) sdo o trago e o determinante da matriz A, respectivamente.
Logo,
detB = A\? — tr(A)\ 4 det(A) = 0,

em que p(A) = A* — tr(A)X + det(A) é o polindmio caracterfstico de B. As raizes deste

polinémio sdo os autovalores da matriz A, podendo ser eles

e reais iguais;
 reais distintos;

« complexos (necessariamente distintos).

Mostraremos agora como ficam as solugdes do sistema em cada caso.
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3.1.1 Autovalores reais iguais

Quando A tem autovalores iguais reais, denotados por \; = Ay = A\, temos

duas possibilidades: A pode ou nao ser diagonalizavel. Se A é diagonalizavel, entao A é

)

Logo, o sistema (3.1) é equivalente ao sistema

equivalente a sua matriz diagonal

de \

a7 . -, z(t) = coe™
cuja solucao é \

% — )\y y(t) =Ge

dt ’

em que cg € ¢; sao constantes.

Caso contrario, quando A nao é diagonalizavel, temos que A é semelhante a sua
matriz na forma de Jordan (veja (COELHO; LOURENCO, 2018) e (FIGUEIREDO;
NEVES, 2018))

Al
0 Al
A partir dai, o sistema (3.1) é equivalente ao sistema
dr \
@Y : . w(t) = (co + ert)e™
dy cuja solucao é ® “
7 y(t) = cre™.
dt y)

em que ¢y e ¢ sao constantes.

Mostraremos agora o caso quando A possui autovalores reais distintos.

3.1.2 Autovalores reais distintos

Neste caso, por A contar com dois autovalores distintos reais, temos que A é

necessariamente diagonalizavel, isto é, A é semelhante a matriz diagonal

A0
0 Ao|
A partir dai, o sistema (3.1) é equivalente a
dr 3
AT solugio s | T =
cuja solugao é
dy o T =
dt 2Y,

em que ¢y € ¢; sao constantes.

No préximo e ultimo caso, mostraremos como fica a solucao quando A tem autova-

lores complexos, necessariamente distintos.
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3.1.3 Autovalores complexos

Neste caso, temos dois autovalores da forma \y = a+if e do = A\, = o — i3,

com « e [ reais. Logo a matriz A é semelhante a matriz

M|

A partir dai, o sistema (3.1) é equivalente ao sistema

dx

ar - o ) = e

d cuja solucao é

Y = prtay, 0(t) = Bt + bo

De fato, temos por coordenadas polares que

{ x(t) = r(t) cosO(t)
y(t) = r(t)senb(t).

Dai, derivando ambas as equagoes acima, obtemos

i{? = 7'(t) cos O(t) — r(t) sen O(t)0'(t) = ar(t) cosO(t) — Br(t) sen 6(t)
igz = 7r'(t)sen O(t) + r(t) cos ()0 (t) = Pr(t) cosO(t) + ar(t) sen H(t).
Multiplicando a primeira equacao por cosf(t) e a segunda equagao por sen #(t), temos
cos Q(t)if = 7/(t) cos® O(t) — r(t) cos O(t) sen O(¢)0'(t)

d
sen H(t)d—zt/ = 7/(t) sen® O(t) + 7(t) cos O(t) sen O(t)0'(t).
Logo,
dy
dt
Agora, multiplicando a primeira equagao por —sené(t) e a segunda equagao por cos6(t),

' (t) = cos 9(15)(35 +senf(t)— = ar(t).

temos
— sen 9(75)(:; = —r'(t)sen O(t) cos O(t) + r(t) sen® O() (t)
cos H(t)(jf; =7'(t) cos O(t) sen O(t) 4 r(t) cos® O()0'(t).
Logo,
o(t) cos(t) g, —senO(t)SF _ pr(t) _ 5.

r(t) r(t)
Assim, temos
r(t) = roe™

r'(t) = ar(t)
6(t) = Bt + 0.

cuja solucao ¢
0'(t) = B,
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3.2 Planos de fase

Para analisar as solugoes dos sistemas vistos até agora, utilizamos os planos de fase,
que permitem estudarmos essas solugoes de forma qualitativa. As curvas (z(t),y(t)) sao
chamadas trajetérias e cada curva representa uma condi¢ao que passa por uma condi¢ao
inicial diferente. Os planos de fase representam geometricamente todas as trajetérias de
um sistema dindmico no plano. Dessa maneira, os planos de fase sao tteis para visualizar o
comportamento dos sistemas dinamicos. Nessas representacoes as trajetérias podem tender
em dire¢ao ao zero, ou em direcao ao infinito, ou até mesmo alcancar situacoes estaveis.

Portanto, isso ¢é util para determinar se a dindmica do sistema estudado é estavel ou nao.

Estamos interessados em analisar um sistema de EDO do tipo (3.2). Nesses sistemas,
associamos um ponto do plano para cada t. A seguir estudaremos as trajetérias de um

ponto em cada sistema obtido na secao anterior.

3.2.1 Autovalores reais iguais

Primeiramente, analisaremos o caso em que A é diagonalizavel, ou seja, analisaremos

a solucao

z(t) = coe™

y(t) = creM.

Suponha entao que A seja positivo. Para obter o plano de fase, primeiramente

analisaremos as trajetorias nos eixos y e x, isto é, quando ¢y = 0 e ¢; = 0, respectivamente.

Note que se ¢y = 0, temos sempre z(t) = 0, portanto estamos analisando a trajetoria
no eixo y. Dai, se ¢; > 0, temos que, quando t — oo, y(t) — co. Analogamente, se ¢; < 0,

temos que y(t) — —oo a medida que ¢ aumenta.

Analogamente acontece com as trajetorias no eixo x, quando ¢; = 0. Se ¢g > 0,
temos que, quando t — oo, x(t) — 0o e quando ¢y < 0, z(t) — —oo a medida que t

aumenta. O que acontece se tomarmos um ponto fora dos eixos?

Se 0 ponto estiver no primeiro quadrante, co > 0 e ¢; > 0, isto é, z(t),y(t) — oo
quando t cresce. Da mesma forma, se o ponto estiver no terceiro quadrante, ¢y < 0 e

c1 < 0, temos que x(t),y(t) — —oo, quando ¢ cresce.

Agora, se o ponto estiver no segundo quadrante, ¢y < 0 e ¢; > 0, isto é, z(t) — —o0,
enquanto y(t) — o0o. Ao contrario de quando o ponto estiver no quarto quadrante, ¢y > 0

e ¢; <0, temos que x(t) — oo e y(t) — —oo, quando ¢ cresce.

Como os autovalores sao iguais, temos que, quando nao sao nulos, z(t) e y(t)

crescem de forma igual, portanto as trajetorias sao semirretas, como na figura 4 a seguir.
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Figura 4 — Plano de fase do caso em que A é diagonalizavel e possui autovalores reais
positivos e iguais. Fonte: A autora.

Observe que em qualquer uma das trajetérias os pontos se afastam da origem,

portanto, dizemos que este sistema é instavel e o ponto de equilibrio é dito foco.

Agora, observe que se os autovalores forem negativos, teremos a mesma configuragao

das trajetérias acima, porém com sentidos contrarios. Assim temos o plano de fase abaixo.

Figura 5 — Plano de fase do caso em que A é diagonalizavel e possui autovalores reais
negativos e iguais. Fonte: A autora.

Note que em qualquer uma das trajetorias, nesse caso, os pontos se aproximam da

origem. Portanto, dizemos que este sistema ¢é estavel e o ponto de equilibrio é dito foco.

Por fim, analisaremos o caso em que A nao é diagonalizavel, isto é, analisaremos a
solugao
_ At
$(t) = (Co + clt)e

y(t) = creM.
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Suponhamos entao que A > 0. Analisaremos primeiramente, o caso em que ¢; = 0,
isto é, y(t) = 0, portanto estamos analisando a trajetéria no eixo x. Dal, se ¢g > 0, temos
que quando t — oo, x(t) — co. Analogamente, se ¢y < 0, temos que y(t) — —oo a medida

que t aumenta.

Agora, se ¢ = 0, temos que se ¢; > 0, z(t),y(t) — +ooesecy <0, z(t),y(t) = —o0
quando t — oo. Observe também que se t = 0, entao z(t) = 0 e y(t) = ¢, portanto

sabemos que o ponto (0, ¢;) faz parte da trajetéria, sendo ¢; positivo ou negativo.

Se tivermos ¢y > 0 e ¢; > 0, podemos notar que z(t) cresce mais rapido que y(t).
De fato,
y(t)

o =0

Além disso, percebemos que y(t) é sempre positivo, enquanto z(t) tem uma parte positiva
e outra negativa e que quando t — oo, z(t),y(t) — 0o. Analogamente, quando ¢y < 0 e
c; < 0, temos que y(t) é sempre negativo, enquanto z(t) tem uma parte positiva e que

quando t — oo, x(t),y(t) = —oc.

Finalmente, quando ¢y > 0 e ¢; < 0, temos que, quando t — oo, x(t), y(t) = —oco
e quando ¢y < 0 e ¢ > 0 temos z(t), y(t) — oo.

Logo, as trajetérias desse sistema tem o seguinte formato

A
%

Figura 6 — Plano de fase do caso em que A nao ¢ diagonalizavel e possui autovalores reais
positivos e iguais. Fonte: A autora.

Entao, o ponto de equilibrio aqui é dito né improprio. Esse ponto € instavel nesse
caso pois as trajetorias se afastam da origem.

Agora, se A < 0, teremos a mesma configuracao, mas com sentido das trajetorias

sendo oposto.
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A
%

Figura 7 — Plano de fase do caso em que A nao é diagonalizavel e possui autovalores reais
negativos e iguais. Fonte: A autora.

Entao, o ponto de equilibrio aqui é dito né improprio. Esse ponto é estavel nesse

caso pois as trajetorias se tendem para a origem.

Veremos agora como fica a configuragao do plano de fase quando A possui autova-

lores reais distintos.

3.2.2 Autovalores reais distintos

Nesse caso, analisaremos a solugao

z(t) = coe™?,

y(t) = cre

Aot
A analise sera dividida em casos, primeiro quando:
1) A1 e Ay com sinais contrérios.

Suponha, a principio que A; > 0 e Ay < 0. Novamente, analisaremos primeiro as trajetorias
nos eixos y e x, isto ¢, quando ¢y = 0 e ¢; = 0, respectivamente. Note que se ¢y = 0, temos
sempre x(t) = 0, portanto estamos analisando a trajetéria no eixo y. Dai, y(t) — 0 quando

t — 00, independentemente se ¢; < 0 ou ¢; > 0.

Analogamente, analisaremos as trajetorias no eixo x, quando ¢; = 0. Se ¢q > 0,
temos que quando t — oo, x(t) — oo e quando ¢y < 0, x(t) — —oo a medida que t

aumenta. Mas o que acontece se tomarmos um ponto fora dos eixos?

Se o ponto estiver no primeiro quadrante, ¢ > 0 e ¢; > 0, o que significa que z(t)
tende ao infinito quando ¢ cresce e y(t) tende a zero. Por outro lado, se o ponto estiver no
terceiro quadrante, ¢y < 0 e ¢; < 0, o que significa que z(t) - —oo e y(t) — 0 quando ¢

cresce.



Capitulo 3. Sistemas Auténomos 37

Agora, se o ponto estiver no segundo quadrante, cg < 0 e ¢; > 0, o que significa
que x(t) — —oo, enquanto y(t) — 0. Ao contrario de quando o ponto estiver no quarto

quadrante, ¢y > 0 e ¢; < 0, o que significa que z(t) — oo e y(t) — 0 quando ¢ cresce.

Logo, temos o seguinte plano de fase

N———

—
N\

Figura 8 — Plano de fase do caso em que A possui autovalores reais distintos com A\; > 0 e
Ao < 0. Fonte: A autora.

\

-

/\

Veremos a seguir um exemplo do caso acima.

Exemplo 11. Consideremos o sistema

dx
—((t)=3x—2
dt() T — 2y
dy
—Z(t) =22 — 2

que pode ser reescrito na forma matricial

dx

dat| |3 -2 RE:
<l ] [ -
dt

Temos que o polinémio caracteristico é dado por p(A) = \> — X — 2 e portanto, \y = 2 e

-2
Ao = —1 sdo os autovalores da matriz A =

] . Logo, a solucao do sistema analisado

s
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Portanto, teriamos a sequinte configuragdo do plano de fase, andlogo ao visto anteriormente

na figura 8.

Logo, temos o sequinte plano de fase

7///

Figura 9 — Plano de fase do exemplo 11.
Fonte: A autora.

Agora, observe que se A\; < 0e Ay > 0, teremos a mesma configuragao das trajetérias,

porém com sentidos contrarios. Portanto, temos a seguinte configuragao da figura 10.

N
=
77

N\

Figura 10 — Plano de fase do caso em que A possui autovalores reais distintos com A; < 0
e A2 > 0. Fonte: A autora.
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Note que nos casos das figuras 10 e 8 temos trajetérias se afastando da origem,

mas também temos algumas se aproximando. Chamamos a origem, portanto, de sela.

2) A1 e A com mesmo sinal.

Se A1 - Ay > 0 utilizaremos a andlise da se¢do anterior, quando A é diagonalizavel.
L4, os autovalores sao iguais e portanto, tém o mesmo sinal. O que difere aqui é que, sem
perca de generalidade, A; > Ay e nesse caso, as trajetérias ndo sao semirretas, pois x(t)
crescera (ou decrescerd) mais rapido que y(t). Logo, se Ay > 0 e Ay > 0, entdo temos a

seguinte configuragao da figura 11. O ponto de equilibrio é dito, nesse caso, um né instavel.

Figura 11 — Plano de fase do caso em que A possui autovalores reais distintos com Ay, Ay >
0. Fonte: A autora.

Agora, se A\ < 0 e Ay < 0, teremos a mesma configuracdo mas em sentidos opostos,

como na figura 12. O ponto de equilibrio é dito, nesse caso, um no estavel.

Figura 12 — Plano de fase do caso em que A possui autovalores reais distintos com Ay, Ay <
0. Fonte: A autora.
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Veremos agora como fica a configuracao do plano de fase quando A possui autova-

lores complexos.

3.2.3 Autovalores complexos
Nesse caso, analisaremos o seguinte sistema solugao
r(t) = roe™
0(t) = Bt + 6.
Aqui, nossas variaveis sao r e #, que sao fungoes reais.

Se a = 0, temos que r(t) = rg, isto é, a solugdo possui um raio fixo. Se § < 0, a
orbita gira em sentido horario e se 5 > 0, em sentido anti-horario. Logo, a trajetéria é
um circulo centrado na origem como na figura 13. Dizemos nesse caso, que o ponto de

equilibrio é um centro.

-
N

N

Figura 13 — Plano de fase do caso em que A possui autovalores complexos e « =0 e 5 < 0.
Fonte: A autora.

Agora, se a # 0, temos que se o < 0 entdo r(t) vai diminuindo & medida que ¢
cresce. Nesse caso, o ponto de equilibrio é dito um ponto de espiral estavel. Por outro
lado, se @ > 0, entdo r(t) vai aumentando a medida que t cresce. Logo, a trajetéria é uma
espiral, como na figura 14 a seguir. Dizemos, nesse caso, que o ponto de equilibrio é um

ponto espiral.

Repare que os autovalores nesse caso sao do tipo \y =a+ifed =N\ =a—ife
portanto, se = 0 os autovalores sao do tipo possuem parte imaginaria nula e entao sao

reais. Dai, seguirao o estudo dos planos de fase estudados anteriormente.
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R
D

A

/

AR\
(B

Figura 14 — Plano de fase do caso em que A possui autovalores complexos com o > 0 e
a < 0, respectivamente. Fonte: A autora.

3.3 Sistemas Autonomos nao lineares

Apesar de todos os métodos de andlise de um sistema vistos até agora serem em
torno de sistemas lineares, quase todos os sistemas reais nao sao desse tipo. Os sistemas
nao lineares sao complexos e grande parte deles nao possui solucao analitica. Nesse caso,
os métodos numéricos também apresentam problemas, como por exemplo a demora para
a convergéncia da solugao. Nessa segao, cuja referéncias sao (DOERING; LOPES, 2016) e
(HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 1974), veremos por que o estudo de sistemas lineares é
pertinente, embora a maioria dos sistemas seja nao linear. Para isso vamos estudar uma
ferramenta muito importante para decidir a estabilidade de um sistema nao linear na
vizinhanca de um ponto de equilibrio, o Teorema de Hartman-Grobman, que consegue, a

partir de uma matriz, obter um sistema linear de um sistema nao linear.

Consideraremos os sistemas de equagoes diferenciais do tipo

dz
X = ry)
N (3.6)

em que as fungoes f e g sdo fungdes reais continuas e nao sao simples combinagoes lineares

das variaveis = e y.

Esse sistema pode ser escrito na forma vetorial

em que



Capitulo 3. Sistemas Auténomos 42

Definicao 16. Dizemos que P = (z,y) € um ponto de equilibrio do sistema (3.6) quando
F(P) =0, isto é, f(z,y) =0 eg(z,y) =0.

A seguir apresentaremos o Teorema de Hartman-Grobman, no qual diz que, local-
mente, o comportamento do sistema nao linear (3.6) é equivalente ao sistema linear dado

por sua linearizacao.

Teorema 4 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja P = (x¢,yo) um ponto de equilibrio

do sistema (3.6) e A a matriz jacobiana do sistema calculada nesse ponto, denotada por

A= J(P) _ J(Io,yo) _ [fx(%,yo) fy<x07y0)] ‘
9= (0, Yo) gy(x07y0)

Se det A #£ 0 e todos os autovalores de A possuirem parte real nao nula, entao o comporta-
mento qualitativo do sistema (3.6) em torno do ponto P é equivalente ao comportamento

qualitativo do sistema linearizado em P, dado por

1) = ax(t) + by(1)

dy

(1) = calt) + dy(t),

em que a = fi(z0,Y0), b= fy(xo,%0), ¢ = g=(20,%0) € d = gy(xo,yo).

Omitiremos a demonstragao desse resultado por nao ser o foco deste trabalho, mas
ela pode ser encontrada em (SOTOMAYOR, 1979).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 12. Determine a estabilidade do sistema a sequir

Tr =z
/ . (3.7)
y =z +y — 1L

Para isso, calcularemos as derivadas parciais e a matriz jacobiana. As derivadas

parciais, nesse caso, sao f, =1, f, =0, g, = 2x e g, = 2y e portanto temos a seguinte

J<x,y>:{1 0}

matriz jacobiana

2 2y

Note que os pontos de equilibrio de (3.7) sdo (0,1) e (0,—1). De fato,

= =
y' =0 4yt —1=0 P —1=0=y==£l
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Assim temos a matriz jacobiana nesses pontos:

J(0,1) = [; g] e J(0,—1) = [(1) _02]

Essas matrizes ja sdo diagonais, o que nos permite observar que ambas tém como
autovetores (1,0) e (0,1), com autovalores Ay = 1, Ay = 2 (no primeiro caso) e A\; = 1,

Ay = —2 (no segundo caso), respectivamente.

Como os autovalores tém parte real ndo nula e o determinante da matriz jacobiana
calculada nos pontos de equilibrio é nao nulo, podemos aplicar o Teorema 4 que diz que a

estabilidade do sistema é localmente equivalente ao sistema linearizado.

Portanto, concluimos que no primeiro caso, o ponto ¢ um né estavel em torno do

ponto (0,1) e no segundo caso, o ponto é um ponto de sela ao redor do ponto (0, —1).

3.3.1 O problema do péndulo n3o linear

Falaremos agora sobre o exemplo do péndulo simples nao amortecido, também
conhecido como péndulo simples nao linear. As referéncias usadas aqui sao (FIGUEIREDO;
NEVES, 2018) e (DOERING; LOPES, 2016).

Considere um péndulo simples num plano coordenado sob a acao da forca da
gravidade. Consideremos esse péndulo, com uma haste rigida de comprimento [ > 0 e
massa m desprezivel, com uma das extremidades fixadas na origem do plano e outra

extremidade contendo o péndulo, conforme a figura 15 a seguir.

Figura 15 — Péndulo simples.
Fonte: A autora.
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A posicao do péndulo em relagdo ao tempo é dada por

(z(t),y(t)) = (Isen b, —l cos0).

Atuando no sistema da figura 15 a componente Fy da forca peso é tangente ao
circulo do movimento, como na figura 16. Essa componente sempre trard o péndulo em

sentido contrario ao aumento do angulo e por isso podemos descrevé-la da seguinte maneira

F, = —mgsen, (3.8)

em que g ¢ a forca da gravidade.

Figura 16 — Componentes da forca peso exercidas sobre o péndulo simples.
Fonte: A autora.

O deslocamento da particula ao longo do arco é dado por
s(t)=1-0(t).

Dai, a velocidade do péndulo é dada por

e a aceleracdo por

d?0(t)
£) = —1.

a(t) =~ 4t

Além disso, temos a forca de atrito, que é proporcional a velocidade e atua no
sentido oposto do movimento, dada por
dé(t)

F,=-bl-——=. .
a - (39)

Pela Segunda Lei de Newton, que diz que a soma das forcas se iguala ao produto

da massa pela aceleracao, temos

d20(t)

F=ma=ml- (3.10)
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Portanto, das equagoes (3.8), (3.9) e (3.10) acima, temos a EDO que descreve o

movimento de um péndulo nao-amortecido

do(t) d?6(t)
_blT —mgsenf = ml ATERE
que pode ser reescrita como
2
mddet(;) + bdi(tt) +csenf =0,

myg
em que ¢ = —=.
Exemplo 13. Considerando a EDO que descreve o movimento de um péndulo nao-
amortecido obtido acima
d?0(t) . do(t)
b
" T

em que 6 € o angulo que o péndulo faz com o eixo vertical, encontre os pontos de equilibrio

+ csenf = 0, (3.11)

do sistema e os classifique quanto a estabilidade.

Podemos escrever esse sistema nao linear na forma usual fazendo

de
v=—
dt
e dai
do_
dt — dt?
Temos entao que (3.11) é equivalente ao seguinte sistema de EDOs,
do
=
dt (3.12)
dv b c
— = ——v — —send.
dt m m
. b c :
Consideremos f(0,v) = v e g(f,v) = ——v — —senf e calculemos as derivadas
m m
parciais,

b
f9:O7 fU:1> 99:_3(30897 Qv = ——.
m m

Assim, a matriz jacobiana é dada por
0 1

J(,v) = —£cos€ —E
m m

Agora, calcularemos os pontos de equilibrio do sistema (3.12), ou seja, quando

v =0, v =0,

c
——senf = 0. senf = 0.
m
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Logo, os pontos de equilibrio sao do tipo (km,0) em que k € Z.

Observe que o determinante da matriz jacobiana calculada nos pontos de equilibrio
nunca serd nulo e que, quando os pontos de equilibrio forem do tipo k = (0, £27, +4m, - -+ ),

a matriz jacobiana serd a mesma:

0 1
J(k?ﬂ', O) - c b
m m
Nesses casos, o polindmio caracteristico é
b c
pA) =N+ —A+ —
m m
e portanto
¥4
m m
B b2 — 4me
= e

donde obtemos as duas raizes de p(\) dadas por

b b2—4dmc

Tm m?
AIQZ

Logo, temos dois autovalores

_—b+\/b2—4mc o ) _—b—\/62—4mc
a 2m T 2m ’

At

Note que, quando b* — 4me = 0, temos que A\; = Ay < 0. Analogamente, quando

b — 4me > 0, temos que

VB2 —dme < V2 =b, o que implica em A; <0

Vb2 —4me >0 implica em Ay < 0.

Concluimos entdo que se k for do tipo k = (0, +27, +4m,---) e b*> — 4me > 0,
entao os autovalores sao numeros reais negativos e portanto, aplicando o Teorema de
Hartman-Grobman, temos que os pontos de equilibrio do sistema nao linear (3.12) tém

estabilidade do tipo né estavel numa vizinhanca desses pontos.

Agora, ainda quando k é par, se b* — 4mc < 0, entao

Vb2 —4me € C, que implica Re(A;) <0
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Vb2 —4me € C, que implica Re(\y) < 0.

Concluimos entdo que se b* — 4me < 0, temos que os autovalores tém partes reais
nao nulas negativas e portanto, aplicando o Teorema de Hartman-Grobman, temos que os

pontos de equilibrio do sistema nao linear (3.12) tem comportamento do tipo foco estavel.

Por outro lado, a matriz jacobiana tera um formato diferente quando & for do tipo
(+m,+3m,---), dada por:

0 1
‘](kﬁ7 0) = C b
m m
Nesses casos, o polinémio caracteristico é
b c
p(A) =N+ —A— —
m m
e portanto
b? e
A= —+—
m m
B b% + 4me
= T.

Assim, suas raizes sao dadas por

b b2+4me

_b g [b*tdme

)\1’2 _ m ; m?
—b +Vb?* + 4dme

2m
Logo, temos dois autovalores
\ —b+ Vb2 + dmc ) —b— Vb% + dmc
1= 9 = .
2m 2m

Agora, analisaremos os autovalores encontrados. Note que b? + 4me > 0 e daf

VB2 +4dme > V2 =b, o que implica em A > 0

Vb2 +4me >0, queimplicaem Ay <O.

Concluimos entdo que se k = (+m,£37,---) e b* + 4mec > 0, temos autovalores
reais com sinais opostos e portanto, aplicando o Teorema de Hartman-Grobman, temos
que os pontos de equilibrio do sistema nao linear (3.12) tém estabilidade do tipo ponto de

sela em uma vizinhanca desses pontos.
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4 Modelos Epidemiologicos

Apresentaremos nesse capitulo modelos matematicos em epidemiologia dos tipos
SIR, SIRI e SIRS usando sistemas autonomos de equagoes diferenciais nao lineares vistos

no capitulo anterior. Usamos nessa sec¢ao a referéncia (XAVIER, 2017).

Esses modelos consideram uma populagao, que denotaremos por N, e dividem os
individuos dessa populacao entre classes, sendo elas a classe S dos suscetiveis, formada pelos
individuos saudaveis que estao passiveis de receber a infecgao, a classe I dos infectados,
formada pelos individuos que adquiriram a infeccao e a classe R dos recuperados formada
pelos individuos que se recuperaram da infec¢ao. O total de individuos da populacao é

dado pela soma dos individuos de cada classe, isto €,

N =8(t)+ 1(t) + R(?).

Para entender melhor os sistemas de cada um dos modelos, vamos assumir alguns

parametros, sendo eles

» Taxa de contagio ou funcao de incidéncia: ¢;
o Taxa de recuperacao: v;

o Taxa de reinfecao: v;

o Taxa de natalidade: b;

e Taxa de mortalidade: d.

Serdo, ainda, denotadas em alguns modelos por € e § 0 excesso de mortes causada
pela infeccao nas classes I e R, respectivamente, e a taxa com que os individuos perdem
a imunidade temporaria serd dada por p. Vale ressaltar que todos esses parametros sao

numeros reais nao negativos.

Falaremos a seguir mais detalhadamente dos modelos SIR, SIRI e SIRS. O primeiro
¢é o nico onde se considera a populagao sendo constante, enquanto os outros introduzem as
taxas de nascimento e mortalidade. No modelo SIRI, adiciona-se também a possibilidade
de uma pessoa que esta recuperada se reinfectar, como também no ultimo modelo SIRS,
mais completo, que se difere pois acrescenta-se, além desta, a possibilidade do individuo

recuperado voltar a classe dos suscetiveis.
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4.1 Modelo SIR

O primeiro modelo que vamos apresentar é o do tipo SIR, com populagao constante.
Esse modelo é o mais simples de todos e o mais apropriado para doencas que individuos
adquirem apenas uma vez na vida. Apenas nele um individuo recuperado nao volta a se

infectar, e também nao se considera nascimentos e mortes.

Nesse modelo ¢ utilizada como func¢ao de incidéncia

S
=N
em que ¢ e N sao constantes. A transicao de individuos entre as classes é mostrada

¢(S,1,N)

esquematicamente abaixo
¥
Nl #l

_— _—

Figura 17 — Transicao entre classes do modelo SIR, com populacao constante mostrada
esquematicamente.
Fonte: A autora.

Assim, consideramos que um individuo da classe dos suscetiveis pode passar para

a classe dos infectados que por sua vez pode passar para a classe dos recuperados.

O sistema de equacgoes diferenciais ordinarias que representa esse modelo é obtido
da seguinte forma: a variacao S’(t) da quantidade de individuos da classe S em fungao do
tempo decresce a uma taxa de contagio a medida que acontece o encontro de individuos
saudaveis com individuos infectados, ou seja, aqui representamos os individuos que estavam
inicialmente na classe S e passaram para classe I. Além disso, temos que a variagdo em
func¢ao do tempo da quantidade de individuos da classe I (I'(t)) aumenta a medida que
individuos da classe S passam para a classe I e diminui, simultaneamente, a uma taxa =y
de recuperacao quando individuos infectados se recuperam. Finalmente, analisaremos a
variagdo em fungdao do tempo da quantidade de individuos da classe R (R'(t)), que vai

aumentando na medida que individuos da classe I passam para a classe R.

Logo, temos o seguinte sistema dado por

,_ P
= -%31

§' = -5,

I = %S}-ﬂ,

R =~I.
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Lembrando que estamos considerando populacao constante, temos que

S'(t)+I'(t)+ R'(t) = 0.

Podemos também considerar o modelo SIR com populacao ndo constante, ou seja,
considerando-se as taxas de natalidade e mortalidade. Nesse caso, a transicao de individuos

entre as classes ¢ mostrada esquematicamente da seguinte forma

N ONOEOS

dS (d—i—e)

Figura 18 — Transi(;éo entre classes do modelo SIR com populagdo nao constante.
Fonte: A autora.

Portanto, o conjunto de equacoes que representa esse modelo é dado por

S' = —¢ST + (b—d)S,

=¢ST —~I — (d+ €)1,

R'=~I — (d+0)R.
Nesse sistema é acrescentado na primeira equagao os individuos que nascem a uma taxa
de natalidade b e diminuido os individuos que estao na classe dos suscetiveis que morrem

a uma taxa de mortalidade d.

Na segunda equagao sdo diminuidas as taxas de mortalidade e excesso de morta-
lidade dos individuos infectados, assim como na terceira equacao que sao diminuidas as
taxas de mortalidade e excesso de mortalidade dos individuos recuperados. Ou seja, nesse
modelo apenas acrescentamos as taxas de natalidade e mortalidade, que antes ndo eram

consideradas.

Veremos agora um modelo que, além de considerar populagao nao constante,

também considera a possibilidade de reinfeccao.

4.2 Modelo SIRI

No modelo epidemiolégico SIRI consideraremos a possibilidade do individuo recu-

perado voltar a se infectar. Assim, a transicao de pessoas entre as classes nesse modelo é
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mostrada esquematicamente da seguinte forma

(d+0)R
—_—
N (4

dS (d+e)

Figura 19 — Transicao entre classes do modelo SIRI.
Fonte: A autora.

Note que, um individuo da classe dos suscetiveis pode passar para a classe dos
infectados, que por sua vez pode passar para a classe dos recuperados. Além disso, uma

pessoa da classe dos recuperados pode voltar a fazer parte da classe dos infectados.

Seguindo os parametros e taxas de contagio e reinfeccao descritos anteriormente, o

conjunto de equagoes que representa esse modelo é dado por

S' = bN —dS — IS¢,
R =~I — (d+8)R — I

Note que, nesse sistema, acrescentamos apenas as hipoteses que nao eram consideradas
no modelo anterior, isto é, consideramos que individuos recuperados podem se reinfec-
tar e entao diminuimos esses individuos da terceira equacao do sistema, adicionamos,

consequentemente, essas pessoas na classe dos infectados.

Finalmente, veremos o ultimo modelo que além de considerar a reinfec¢ao, também

adiciona a possibilidade de uma pessoa recuperada poder voltar para a classe dos suscetiveis.

4.3 Modelo SIRS

O modelo epidemiologico SIRS com populagdo de tamanho varidavel é o mais
completo desses modelos (XAVIER, 2017). Nele, o individuo recuperado adquire imunidade
parcial temporaria, isto é, o individuo recuperado pode voltar tanto a classe dos individuos
suscetiveis, quanto a classe dos individuos infectados. Assim, a transicdo entre as classes é

mostrada esquematicamente da seguinte forma
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(d+e)I
(d+0)R

M

ds\_/

pR

Figura 20 — Transicao entre classes do modelo SIRS.
Fonte: A autora.

Portanto, o sistema de equagoes diferenciais que representa esse modelo é dado por

S"=bN —dS — IS¢+ pR,
I'=1S¢p—~I[+ I — (d+e€)l,
R' =~I —(d+ )R — I — pR.
Observe que acrescentamos na primeira equacao desse sistema os individuos que

perdem a imunidade temporéria e consequentemente essas sao diminuidas da terceira

equagao.
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5 Modelagem matematica do controle biold-

gico da broca da cana-de-acicar

Nesse capitulo utilizamos a referéncia (RAFIKOV; LIMEIRA, 2012) para apresentar
um sistema de equagoOes diferenciais que modelam as interacoes de duas espécies: a
praga Diatraea Saccharalis, popularmente conhecida como broca da cana-de-agtcar e
seu parasitoide da familia Trichogramma galloi. Estudaremos esse sistema por meio da
modelagem matematica e analisaremos sua solucao, interpretando-a na linguagem do

mundo real.

As pragas da cana-de-agicar podem causar sérios prejuizos econdmicos a produgao
canavieira, ocasionando até mesmo a perda da lavoura, por isso é de extrema importancia
realizar o monitoramento e controle dessas pragas. Dentre as diferentes pragas que atacam
a cana-de-agucar, a broca (Diatraea Saccharalis) é considerada uma das principais. O
ciclo de vida dessa espécie, nessa ordem, passa pelas fases de ovo, larva, pupa (casulo)
e adulto. A primeira dessas fases, a fase de ovo, tem o mais curto periodo de duragao,
variando de quatro a nove dias. Esses ovos sao depositados na face inferior das folhas da
planta e eclodem originando uma lagarta branca com a cabega marrom que inicialmente
se alimenta das folhas para depois penetrarem no colmo, que é o caule da cana-de-agucar.
A fase larval tem duragdo média de 44 dias. A fase de pupa, que segue a larval, dura um
periodo de nove a quatorze dias e resulta numa mariposa com asas amarela-palha que sai
pelo orificio deixado pela lagarta. O ciclo total tem duracao média de 53 a 60 dias e pode
resultar em até quatro geragoes no ano (ROSSETTO; SANTIAGO, 2008).

Figura 21 — Fase larval da broca da cana-de-agticar - Disponivel em (INOVADORES,
2020).
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As lagartas formam galerias no interior do colmo gerando falhas na germinagao e
perda de peso. Alguns dos danos causados sao a seca dos ponteiros, sintoma conhecido
como coragao morto, principalmente nas plantas mais novas; quebras dos colmos, plantas
com desenvolvimento reduzido, menor nimero de colmos. As galerias abertas pelas lagartas
também servem de entrada para intimeros fungos que causam podridao, diminuindo a
pureza e o rendimento do agicar. (AGROLINK, 2008)

O controle biolégico é uma técnica que utiliza meios naturais, especificamente
outros organismos vivos, criada para diminuir a populagao de organismos considerados
pragas. Essa é uma das estratégias eficientes utilizadas para o controle da broca, que se
da através da insercao de parasitas de ovos da vespa da espécie Trichogramma galloi no
sistema. Essa espécie age de forma preventiva, pois ataca os ovos e assim rapidamente
diminui a populacao da praga e consequentemente os danos que ela causaria, além de nao
possuir efeitos toxicos ao meio ambiente ou a saude do homem. A vespa coloca seus ovos
dentro dos ovos da praga e assim, no processo de desenvolvimento do parasitoide, os ovos

da praga escurecem, indicando que estao parasitados.

Figura 22 — Vespa Trichogramma galloi em ovos parasitados - Disponivel em (OLIVEIRA,
2018).

Utilizaremos a modelagem matematica para estudar o controle biolégico de pragas,
analisando de forma qualitativa sistemas dinamicos que simulam as interagoes entre as
populacoes da broca da cana-de-ac¢ucar, consideradas nas fases de ovo e larval, e seu

parasitoide da espécie Trichogramma galloi, em termo de ovos parasitados.

Para construcao do modelo matematico que analisaremos, consideramos 1, x5 € x3
como as populagoes de ovos, de ovos parasitados e de larvas da broca da cana-de-agicar,
respectivamente. Além disso, consideraremos uma taxa ( de reproducao de ovos da broca

da cana, uma taxa « de parasitismo e K como a capacidade de carga do ambiente, que é
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o tamanho populacional maximo de uma espécie que o meio pode sustentar. Portanto, a

variacao, em funcao do tempo, da densidade populacional de ovos da broca é dada por

dl’l 5 (1 l'1>
—_— = — — | T —mry — T — QTx
1 ) 171 171 172,
em que m; é a taxa de mortalidade da populagdao de ovos da broca e ny é o coeficiente

que caracteriza parte da populacao de ovos da broca que se tornaram larvas no tempo t.

Agora, a equacao que descreve a taxa de variacao, em funcao do tempo, da densidade

populacional de ovos parasitados é dada por

d[[’g
—, — QT1T2 — MaX2 — NaX2,

dt
em que msy é a taxa de mortalidade da populacao de ovos parasitados e ny é 0 coeficiente

que caracteriza parte da populacao de ovos parasitados que se tornaram parasitoides no

tempo t.

Por fim, a equacao que descreve a taxa de variagdao, em funcao do tempo, da
densidade populacional de larvas da broca é dada por

dl‘g
—; — 11 — M3T3 — N3T3,

dt

em que m3 ¢ a taxa de mortalidade da populacao de larvas e n3 é o coeficiente que

caracteriza parte da populagao de larvas que se tornaram pupas no tempo ¢.

Portanto, o sistema de equagoes diferenciais que descreve as interagoes entre a

broca da cana e seu parasitoide é dado por

% =0 (1 — xl) T1— MT] — ML — QXL1Lo

dt K ’

dzy = QX1 To — MLy — NaLa, (5.1)
dt

dZ‘g

g = N1 — M3T3 — N3IT3.

Note que o sistema (5.1) é um sistema auténomo de equagbes nao lineares e, como
ja visto, nem sempre conseguiremos explicitar as solucoes desse tipo de sistema. Por isso,
faremos uma analise qualitativa do comportamento das solugoes através da linearizacao
do sistema. Para isso, encontraremos os pontos de equilibrio do sistema (5.1) para que
possamos estudar o comportamento das solugdes em torno de cada um desses pontos e

analisar sua estabilidade.

Para encontrar os pontos de equilibrio, fazemos

*
x
1 * * * *, %
6] <1 — K) T] — mux] — ] — oxjry = 0,

*, % * *
QXITH — Maly — NaTy = 0,

nixy — maxs — nyxrs = 0.
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que implica em

*
Ty

(6—5?>—m1—n1—a9€§ =0

xy o] —mg —mng) =0 (5.2)

nixy — x5 [mg + ng) = 0.
Logo, o primeiro ponto de equilibrio ¢ dado por

P, =(0,0,0).

Observe que se x] = 0 estariamos admitindo que nao existem pragas, portanto

assumiremos que x] # 0. Logo, pela primeira equagao de (5.2) temos que

_ (=my—ny —ax; + K

3 (5.3)

Agora, analisando a segunda equagao de (5.2) temos duas opgoes: x5 = 0 ou x5 # 0.

Primeiramente, estudaremos o caso em que x3 = 0. Dal,

_ (—mi —m + B)K
5 )

Portanto, substituindo na terceira equacao de (5.2) temos

ni(—my —ny + B)K
B(ms + ng)

*7
xg—

Logo, o segundo ponto de equilibrio é dado por

P :<(—m1—n1—|—5)K 0 n1(—m1—n1+5)K>
’ o C B(ms + n3)

Como estamos tratando de populagdes, nao teria sentido biolégico se estivéssemos em um

caso que representasse populacao negativa. Por isso, note que esse ponto sé faz sentido se

—mq —ny1 + [ > 0entao B > my + nq.

Finalmente, estudaremos o caso em que 3 # 0. Dal, pela segunda equagao de (5.2)

temos que
Mo + No

(67

(5.4)

] =

Mas j& vimos em (5.3) que

_ (—my —ny —axs+ 8K
5 .
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Logo, igualando (5.4) e (5.3) temos que
(=1 —ny —axs + B)K my+ny

B

Multiplicando ambos lados da igualdade acima por e e fazendo as devidas simplificagoes

«

temos

B

o}
2K

Dal, pela terceira equagao de (5.2) e (5.4) temos

(m1 + nl)

T

o (mg +n2) —

*
2
(0%

_ ni(ms + no)
a(ms +n3)

*

T3

Logo, o segundo ponto de equilibrio é dado por

P3=<m2+"25— ’ )

Q oK
Analogamente ao ponto anterior, nao teria sentido biolégico se estivéssemos em um

(m1 +n1) ni(ma + ny)

a 7 a(ms+ns)

' (mg + ng) —

caso que representasse populacao negativa. Por isso, note que esse ponto s6 faz sentido se

B B (my ;— ny) 8> aK(my 4+ ny)

a oK aK — (ma +ngy)’

>0=

(mg +ng) —

Utilizaremos aqui o Teorema de Hartman-Grobman, enunciado no teorema 4, para
linearizar o sistema (5.1) e analisar de forma qualitativa a estabilidade desse sistema ao

redor dos pontos de equilibrio encontrados acima.

Para isso construiremos a matriz Jacobiana do sistema (5.1). Denotaremos

F1<ZL'1, T2, .]73)
F2($1, T, $3)

F3($1, T, 1‘3)

Ty
1— ) T1 — M1T1 — NT1 — QT T,

%

AT1To — Moy — N9,

Nn1xy — M3x3 — N33

e calcularemos as derivadas parciais de cada uma dessas fungoes no ponto de equilibrio.

As derivadas parciais da funcao F; sao dadas por

8F1 21’*6
* kK 1 *
87(1:1,@,:63) = f— 7o T - an,
1
oOF,
* * * _ *
61’2( 17x2ax3) = —QTy,
0F;
* * *
81'3 (‘Th Lg, .173) = 0.
As derivadas parciais da funcao F, sao dadas por
0F,
* k% _ *
aml (‘rla g, l’3> = QZy,
oF,
* * * *
e (], 25, 25) = ax] —my— ng,
2
1) T2, T3 - :

81‘3
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As derivadas parciais da funcao F3 sao dadas por

aixl(xlwrwx?)) = n,
aF?) * k%
87562($1,ZE2,.T3) = 0,

OF;

8733’3( T,.CE;,.’I?;) = —m3—ns.

Logo, a matriz jacobiana é dada por

B — 70 T A —ax] 0
0k k)
J(x1, 25, 03) = axy ax] —my — Ny 0
nq 0 —m3 — N3

Agora, analisaremos cada ponto de equilibrio. Primeiramente analisaremos a esta-
bilidade do ponto de equilibrio P, = (0,0, 0). Para isso, substituiremos os valores de P; na

matriz jacobiana e dai obtemos

6 —mp — 1N 0 0
J(P) = 0 —My — N 0
ny 0 —ms3 — N3

Calcularemos agora os autovalores de J(P;) encontrando os zeros do polindémio

caracteristico

ﬁ—ml—nl—/\ 0 0
det 0 —mg — Ny — A 0 =0.

ny 0 —mg—ng—)\

Note que a matriz acima é triangular superior e portanto, seu determinante é dado

pela multiplicacao dos elementos da diagonal principal, isto é
(B—m1—ny —AN)(—=ma —ng — A)(—m3 —ng — ) =0.
Assim, temos o seguinte sistema

B—ml—nl—kzo,
—mg—nQ—)\:(),

—Tm3 — N3 — A=0
e obtemos os autovalores a seguir

A =B —mi—n,
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>\2 = —Mma — Ng,

)\3 = —ms3 — ns.
Como se trata de um sistema de controle bioldgico, é pertinente que nao estejamos
interessados nas solugoes instaveis. Dito isso, precisamos que os pontos de equilibrio tenham

comportamento estavel e para que isso aconteca aqui precisamos que os autovalores sejam

negativos.
Sabemos que A2 e A3 sdo negativos, uma vez que as taxas m; e n;, @ € {1,2, 3}, sao
por definicdo ndo negativas. Resta analisar \;, devendo ter a seguinte condicao

B—ml—n1<0<:>ﬂ<m1+n1.

Logo, concluimos que P; é estavel se < my + ny.

Agora analisaremos a estabilidade do ponto de equilibrio P». Novamente, substitui-

remos os valores de P, na matriz jacobiana e dai obtemos

_25<H>_m . _Q<H> o |

K B 1 1 B

J(Py) = 0 o (g) — My — Ny 0 ’
i s 0 —Tms — TL3_

em que H = (—my; —ny + f)K.

Analogamente, calcularemos agora os autovalores de J(Fz)

—aK
—B4+my+n; — A % (—mq —nq + B) 0
K _
det 0 Oéﬁ(_ml—nl—kﬁ)—mQ—nQ—)\ 0 =0
nq 0 —mg—n3—>\
entao temos
167.¢
(—5—|—m1+nl—)\) (6(—m1—n1+ﬂ)—m2—n2—)\> (—md—ng—)\) =0.

Assim, temos o seguinte sistema

—5+m1+n1—)\:0,
ak
?(_ml_n1+ﬁ)_m2_n2_)\:0>
—1m3 — N3 — A=0

e obtemos os autovalores a seguir

Alz—ﬁ—i—ml—i—nl,
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aK
Ay = —(—my —ny + B) — my — no,

p

)\3 = —ms3 — Nn3.

Como ja dito anteriormente, estamos interessados nas solugdes estaveis e para que

isso aconteca precisamos que os autovalores sejam negativos.

Sabemos que A3 é negativo, uma vez que as taxas ms e n3 sao, por defini¢do, nao

negativas. Ja em \;, precisamos ter
—0B+my+ny <0entao 8 >mq +ny.

Por tultimo, analisaremos Ay e veremos

K
aﬁ(—ml —n1+ ) —ma —ng < 0entao f < Oﬁ_{,(mQ_'_nQ) +mq + ny.

Ou seja,
aK(my +nq)
aK —ms —ny’

b <

com aKK —mgy —ny # 0.
aK(my +ny)
aK —mgy —ny

Logo, concluimos que P, é estavel se m; +n, < 3 <

Agora analisaremos a estabilidade do ponto de equilibrio P3. Novamente, substitui-

remos os valores de P53 na matriz jacobiana e dai obtemos

—i (m2 -+ ng) —Mo — N2 0
3 Ko
J(P3) = /8 —_ E(mg + ng) —mp — 1N 0 O
n 0 —mg — N3

Analogamente, calculando os autovalores de J(Ps) obtemos

—[?a(mgjtng)—)\ —Mg — Ng 0
det |5 D (i bmy) — (ma+m) A 0 =0,
aK
ny 0 —ms3 — N3z — A
entao temos,
K_Kﬁa (mg + ng) — )x) (=) (—m3 —n3z — \)
— [(—mg — ng) <B — O(B[( (mz -+ 712) — (m1 + n1)> (—m3 — N3 — )\)] = O,
o que implica em,
ﬁ(mQ + 712)

[—mg—ng—)\]-[)\Q%— o )\+{(m2+n2) (6—£(m2+n2)—(m1+n1)>” = 0.
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Assim, temos que um dos autovalores é
AL = —mg3 — na,
e obtemos os outros autovalores a partir da equacgao
0/2)\2 + al)\ + ag = O,
em que
a9 = 17

a; = 7(7712 + n2),

Ka

ao:(m2+n2)< —aﬁ[((m2+n2)—(m1+n1)>.

Para analisar a estabilidade aqui utilizaremos o critério de Routh-Hurwitz. Tal
critério permite determinar a estabilidade de um sistema a partir dos coeficientes da

equagao caracteristica.

O critério de Routh-Hurwitz mostra que uma condi¢do necessaria e suficiente
para estabilidade é que todos os elementos na primeira coluna da tabela de Routh sejam
positivos. Essa tabela é construida com n + 1 linhas, em que n é o grau do polinémio.
As duas primeiras linhas serdo preenchidas com os coeficientes separados em coeficientes

pares e impares.

Dado o polinémio caracteristico (5.5), temos a seguinte tabela de Routh:

A2 1 (mg + n2) (5 - 045K (mg +ng) — (m1 + ”1)>
A ai((”h + ng)
)\U C1

Em seguida a tabela termina de ser preenchida com um coeficiente ¢; que, nesse
caso, ¢ encontrado da seguinte forma

_ {%(mg + 77,2)} . {(mz + TlQ) ( — % (m2 -+ 712) — (m1 + nl))}
[%(WLQ + n2)] '

Para que tenhamos estabilidade, que é o que nos interessa, temos que garantir que

os elementos da primeira coluna sejam positivos, ou seja, que ay > 0, a; > 0 e ag =c; > 0.

Sabemos que a1, ay > 0, entao basta analisar quando ay > 0. Para isso, é necessario

que
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ﬁ—oﬁ((m2+n2)—(m1+n1)>0.

Logo, P; ¢é estéavel se

aK(my +nq)
aK — mo — n2’

b >
com aKK —mgy —ng # 0.

Aqui, encerramos a analise de estabilidade dos pontos de equilibrio. A seguir iremos
usar o software livre Scilab para implementar o método de Runge-Kutta de quarta ordem

e realizar simulagoes numéricas.

5.1 Simulacdo numérica

Utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem na linguagem Scilab para
obtermos a solugao discreta do sistema (5.1) e compararmos as solugdes estabilizadas.

Para mais informacoes sobre a implementacao feita no software Scilab veja o apéndice A.

Para a simulacao numérica da interacao entre as populagoes da broca da cana e
seu parasitoide utilizaremos os mesmos coeficientes da referéncia (RAFIKOV; LIMEIRA,
2012): ny = 0.1, ny = 0.1, ng = 0.02439, m; = 0.03566, ms = 0.03566, ms = 0.00256,
a = 0.0001723 e K = 25000 larvas por hectare.

Vimos, ao analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio, que parametro g ¢ de
suma importancia para verificar se o ponto de equilibrio serd estavel ou nao. Cada um
dos pontos de equilibrio encontrados apresenta condi¢oes para que seja estavel o ponto.

Veremos cada um desses casos novamente.

Vimos que para que o ponto P; seja estavel, precisamos que o coeficiente 3 satisfaca

a seguinte condicao

B < my +n;, = 0.13566.

A figura 23 mostra a evolugao das populagoes ao passar do tempo quando con-
sideramos o parametro § = 0.130. Além disso, consideramos aqui as condigoes iniciais
para as populagoes como x1 = 1000, x5 = 1000 e x3 = 2000. Nesse caso, podemos observar
pela simulacgao realizada na figura 23, que todas as populagoes tendem a ser extintas e

portanto, atingem equilibrio.
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Grafico de x_1(t), x_2(t), x_3(t)
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Figura 23 — Evolugao das populagoes de ovos, ovos parasitados e larvas para S = 0.130.
Fonte: A autora.

Agora, a condi¢ao para que o ponto de equilibrio P, seja estavel é que f precisa

satisfazer as seguintes condic¢oes

0.13566 = mq +nq1 < 6

aK(my +ny)
al —my —ny

B < = 0.14007...

Consideramos, portanto, na figura 24 as populagoes iniciais x; = 100, x5 = 100 e
x3 = 250 e o parametro S = 0.139. Neste caso, podemos ver pela simulacao realizada, que
a populacao de ovos parasitados tende a extingao, e as populagoes de ovos e larvas vao
para niveis de estabilidade positivas. Portanto as populagoes, nesse caso, tendem a ficar

estaveis.
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Grafico de x_1(t), x_2(t), x_3(1)
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Figura 24 — Evolugao das populagoes de ovos, ovos parasitados e larvas para 8 = 0.139.
Fonte: A autora.

Finalmente, pela andalise feita anteriormente, vimos que para que o ponto de
equilibrio P; seja estavel a taxa de reproducdo de ovos [ deve satisfazer a seguinte

condigao

aK(my +ny)
al —moy —ny

= 0.14007...

b >

A figura 25 mostra o desenvolvimento das trés populacées quando consideramos
a taxa de reproducao de ovos = 0.1908. Além disso, as condigdes iniciais consideradas

para as populacoes foram x; = 800, x5 = 100 e x5 = 2500.

Observe que nessa simulagdo conseguimos ver que as populacoes de ovos, ovos
parasitados e larvas oscilam, e ao passar do tempo essa oscilagao diminui sua amplitude.
Portanto, concluimos que ao longo do tempo essas populagoes tendem a atingir um

equilibrio.
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Grafico de x_1(1), x_2(t), x_3(t)
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Figura 25 — Evolugao das populagoes de ovos, ovos parasitados e larvas para § = 0.1908.
Fonte: A autora.
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6 Consideracoes finais

A modelagem matematica tem se apresentado como uma ferramente importante no
processo da aprendizagem em matematica. Muitos sao os casos em que alunos se perguntam
o motivo pelo qual estao estudando Matematica, e questionam se certos conteidos tém
aplicacao fora do ambiente escolar. Dai surge a importancia da modelagem matematica,
estratégia utilizada nesse trabalho. Juntamente com contetidos tedricos, apresentamos um
modelo matematico para um problema real, que ¢é a infestacdo da praga conhecida como

broca no cultivo da cana-de-agucar.

Durante a realizacao deste trabalho foi constatada a importancia do Teorema de
Existéncia e Unicidade de solugoes de EDOs, ja que com ele conseguimos comprovar sob
quais condi¢des uma equagao diferencial possui solugdo e também conseguimos garantir
que essa solugao é tnica. Essa garantia é importante, principalmente em um sistema que
simula interagoes reais, pois ao analisar as curvas solugoes dos sistemas do ultimo capitulo,

por exemplo, nao precisamos preocupar com a possibilidade de outra solucao.

Também foi feito um estudo sobre sistemas auténomos, apresentando os planos
de fase. E a partir desses que conseguimos analisar qualitativamente como cada uma das
solugoes desses sistemas se comportam e assim concluirmos como cada um dos sistemas

dinamicos estudados se comportam.

No quarto capitulo introduzimos a modelagem matematica de sistemas, apresen-
tando alguns modelos matematicos em epidemiologia. Fizemos um breve estudo sobre os

sistemas e analisamos como esses se comportam por meio dos planos de fase.

Por fim, utilizando toda a base tedrica estudada, apresentamos um modelo ma-
tematico que rege a dinamica populacional sobre as interagoes de uma das pragas da
cana-de-ag¢uicar com seu parasitoide. Entender a dindmica de interacao entre as populagoes
da Diatraea Sccharalis e seu parasitoide Trichogramma Galloi por meio de uma ferramenta
tao poderosa como a modelagem matematica é de extrema importancia, uma vez que esse
estudo pode contribuir para o sucesso do controle da praga, evitando prejuizos. Concluimos
nesse capitulo que o parametro § é de suma importancia para analisar a estabilidade do
ponto de equilibrio e na figura 25, por exemplo, vimos que quando a populagdo da praga
apresenta valores maiores que a capacidade do meio seria necessario aplicar o controle
bioldgico.

Pode-se ainda apontar que o presente trabalho foi de extrema importancia para
minha formacao, uma vez que ao pesquisar mais a fundo sobre esse assunto foi possivel
descobrir como a Matematica estd presente nas mais variadas areas do conhecimento, bem

como suas aplicagoes.
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APENDICE A - Cédigo Scilab

O Scilab é um software cientifico gratuito para computagdo numérica que fornece
um poderoso ambiente computacional aberto para aplicagoes cientificas. Esse software
foi utilizado para implementar o método de Runge-Kutta de quarta ordem e analisar a
solugao do sistema (5.1). Para isso, precisaremos implementar no software duas fungoes:

uma para montar o sistema e outra para a execuc¢ao do método em si.

Denominaremos a primeira funcao de f(z,t) com varidvel dependente x e varidvel
independente ¢, em que = = (x1, 9, x3) é dada por nosso sistema de equagoes (5.1). Ainda
aqui, definimos as constantes K, 3, o, my, mo, ms, n1, Ny € ng para cada um dos casos,

como na figura 26.

1 |function[£] =;-;t,xjn|

2 =4 g

3 alfa= ;

4 ketha= H

g ml= H

g mi= H

7 m3= H

] nl= ;

g n2=0.17

10 ni= 4357

151 fl=betha* (1-x (1) /E)*x(1)-ml*x (1) -nl*x(l)-alfa*x{l) *x(2);
12 2=alfa*x{l)*x{2)-m2*x(2)-n2*x(2);
13 £3=nl*x{l)-m3*x{3)-n3*x{3);

14 E=[f1;£2;13];

15|endfunction

Figura 26 — Fungao f no ambiente Scilab.

Agora, definimos outra fun¢ao para implementar o método de Runge-Kutta. De-
nominaremos essa fungao de r e ela vai depender do tempo inicial (¢y), tempo final (¢s),

incremento (h) e a condi¢ao inicial no tempo zero (z).

Como a funcao f é um conjunto de equagoes entao temos a variavel z como um
conjunto de nimeros, por isso precisamos associar a quantidade de linhas ao tamanho do

vetor x e para isso fazemos X (:,1) = z.

Agora sim implementamos o método e definimos as inclinagoes de Runge-Kutta.
h
Além disso, pelo método, temos que X (3, i+1) recebe o valor de X (:, Z)+8 (k1 + 2kg + 2k3 + ky)
e t(i + 1) passa a ser t(i) + h, como na figura 27.
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1 |[Functioniei=r(to,x, tf,h)

2 iz, 1}=t0;

3 o, Ly=x>

4 b=tf:

5 for i=1:b;

a Tl i) =t{s,1)s

1' x(:,1)=K({:,1i);

8 El Lo 3 =BT 2) e, 08

g E2{:,i)=E(T(:; i) +h/2,x{:, L) +h/2¥k1 {:,i});

10 3, i)=E(T{:;i}+hf2,x{:, 1) +hsf2%k2 (., 1))

IF k4 {:, i)=E(T{:,i)+h,x(:,i)+h*k3{:,i)):

12 X3+ 1y=E(:;i)+{hfe) % (k1 {:,i)+2%k2 (i) +2%k3 (1) +kd (1))
13 t:,i+l)=t(:,i)+h;

14 end

15 SIE=ES A3 -

1a plot e, 1:b) Bl lim) " "0 e, 1ib) K205 ", g el Leb) B R3 1am) ")
17 xtitle("Grafico-de-x 1(t), -2 2(t),-Xx 3(L)");

18 ¥label ("tempo') »

19 vlabel {'po o)

20 legend {"x1{t) 2(€) T "x21(E) " "in upper right”]):
21 |endfunction

Figura 27 — Fungao r no ambiente Scilab.

Finalmente, basta salvar e executar as duas fun¢ées no ambiente inicial e chamar a

funcao r com as suas respectivas variaveis, como na figura 28.

B scilab 6.1.1 Console
Arquive Editar Controle Aplicatives 7

B[4 GD[VIS2I8K]0

—->» exec('C:\Users‘\jucch\f.sce"', -1)

—-» exec('C:\Users\jucch\r.sce', -1}

--> r(0,[100;100;100],2500,0.5)

Figura 28 — Execugao do codigo no ambiente Scilab.
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