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RESUMO

Este trabalho apresenta uma técnica para a obten¢do de um modelo nebuloso Takagi-Sugeno
para o sistema nao-linear. A nao-linearidade de setor se torna interessante porque oferece uma
representacio exata do sistema nao-linear em uma determinada regido de estudo. Em seguida
€ utilizada uma técnica de controle para garantir a estabilidade do sistema. O controle por
compensacdo paralela distribuida faz o uso das mesmas fung¢des de pertinéncia, do modelo
obtido, para o controlador. Por fim, um exemplo numérico é apresentado para demonstrar tais

técnicas.

Palavras-chaves: Modelos Takagi-Sugeno, Nao-Linearidade de Setor, Controle PDC, Estabili-

dade, Desigualdades Matriciais Lineares.



ABSTRACT

This paper presentes a technique to obtain a Takagi-Sugeno Fuzzy Model to a non-linear system.
A non-lineability of a sector is a interesting approach because it offers a exact representation
of a non-linear system in a specific study-area. Then using a control technique in necessary to
ensure the system stability. The distribute paralel compensation control uses the same functions
of membership, of obtained model, to the controller. Lastly a numeric example is presented to

demonstrate the techniques.

Key-words: Takagi-Sugeno models, Sector Non-Linearity, PDC control, Stability, Linear Matrix
Inequalities.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas encontrados no dia a dia sdo, na maioria dos casos, ndo-lineares. Processos
industriais de mineragdo, temperatura, vazao, entre outros, bem como veiculos aéreos e robds
moveis, sdo exemplos de sistemas dinamicos ndo-lineares. Tais sistemas sdao desafiadores devido
ao fato de seu comportamento ndo ser previsivel e periddico. A andlise destes sistemas deve
ser feita cautelosamente, desde a sua modelagem matematica até a execugdo final do projeto

proposto ao sistema.

Devido a complexidade de se lidar com sistemas nao-lineares, varias abordagens vém
sendo utilizadas, de modo a obter modelos lineares que representem satisfatoriamente a dindmica
do sistema ndo-linear. O uso de modelos lineares permite que a andlise do sistema seja feita
utilizando técnicas cldssicas e bem definidas na literatura. Dentre as abordagens utilizadas para se
obter modelos representativos, observa-se a linearizagdo continua do sistema em diferentes pontos
de operagdo Teixeira e Zak (1999), a utilizacdo de técnicas de identificacao de sistemas como
indicado em Aguirre (2022) além de técnicas utilizando sistemas fuzzy (TAKAGI; SUGENO,
1985).

Os sistemas fuzzy oferecem uma representacdo aproximada do sistema ndo-linear e
conseguem trabalhar com incertezas associadas, visto a sua facilidade em tratar problemas
subjetivos, computacionalmente. Além da obten¢do de modelos fuzzy, ao longo do tempo, foram
desenvolvidas também técnicas de controle de sistemas nebulosos. O controle fuzzy se iniciou
com o trabalho de Mandani (1974), estimulado pelos artigos de Zadeh que apresentavam uma
modelagem de sistemas utilizando regras se-entdo Zadeh (1996). Desde entdo, o foco nesta drea
de pesquisa vem crescendo a fim de obter melhorias para a representacdo e controle de modelos

lineares e nao-lineares.

Diversas abordagens baseadas em modelo fuzzy vém sendo desenvolvidas. Uma aborda-
gem utilizando o teorema de estabilidade de Lyapunov e formulacdes de Desigualdade Matricial
Linear (LMI) apresenta uma facilidade na andlise e implementacao em solucionadores numéricos
(BOYD et al., 1994).

1.1 Justificativa do trabalho

Como os sistemas sdo, na sua maioria, ndo-lineares, diversas técnicas para se obter
modelos linearizados vém sendo trabalhadas e discutidas para conseguir representar o sistema de
maneira aproximada fazendo com que se torne vidvel a aplicacio de técnicas de controle lineares
ao sistema. A aplicag@o de técnicas de controle aos modelos lineares € mais comumente utilizado
em relacdo as técnicas ndo lineares. Com isso, obter um modelo linear € de suma importancia para

o desenvolvimento do projeto. Técnicas para obter modelos lineares estdo sendo trabalhadas e a
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andlise do comportamento do sistema controlado quando aplicado a tais modelos deve ser feita
para a verificagdo da viabilidade, estabilidade e outros requisitos de desempenho para o sistema.
O trabalho consiste em obter um modelo fuzzy Takagi-Sugeno (TS) que represente de maneira
exata um sistema ndo-linear em um determinado setor. Com o modelo obtido, uma metodologia
para o projeto da lei de controle é apresentada. A metodologia para o controle consiste em
utilizar as mesmas fungdes de pertinéncia do modelo para o controlador, por simplicidade. As
condic¢des obtidas sdo derivadas de LMIs. A drea de pesquisa dos modelos Takagi-Sugeno vém
crescendo como forma de se obter modelos exatos para sistemas nao-lineares, de tal forma que
muitas aplicacdes em controle estdo sendo analisadas 4 partir destes modelos. Mesmo sendo uma

abordagem mais recente, varios trabalhos obtiveram bons resultados quando aplicada tal técnica.

1.2 Objetivos geral e especificos

O objetivo deste trabalho € analisar o comportamento da técnica de controle por Com-
pensacao Paralela Distribuida (PDC) em um modelo Takagi-Sugeno de um sistema nao-linear.

Como objetivos especificos pode-se citar:

* Obter o modelo Takagi-Sugeno de um sistema nao-linear;

* Analisar o comportamento do controle PDC em um sistema ndo-linear dado pelo seu

modelo linearizado;

* Analisar os efeitos do controle aplicado em relagdo a norma H;

1.3 Estrutura do trabalho

O trabalho seréd estruturado em capitulos. Este capitulo apresenta os objetivos deste tra-
balho e como ele estd organizado, bem como a introdug¢do, contendo uma breve contextualiza¢dao
sobre a técnica de controle que serd utilizada durante o trabalho e como ela funciona. No Capitulo
2, sdo apresentados os conceitos que envolvem o trabalho no ponto de vista teérico, com intuito
de embasar as escolhas realizadas durante o trabalho. A metodologia utilizada para estruturar o
desenvolvimento do projeto € apresentada no Capitulo 3. Os resultados e discussdes sao apresen-
tados no Capitulo 4. No Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho desenvolvido,
bem como sugestdes para trabalhos futuros, em vista de comparar o modelo apresentado com
outras formas de controle. Por fim, os Apéndices possuem a obtencao das condicdes LMIs para

a abordagem do trabalho e o script desenvolvido para a obtencdo dos ganhos do controlador.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Pode-se dizer que um sistema € uma disposi¢@o, conjunto ou cole¢do de partes conectadas
que atuam e realizam um objetivo. Um sistema nao se limita a algo fisico, alguns sistemas sao
abstratos, podendo ser econdmicos, bioldgicos, entre outros Ogata (2011). Um sistema pode ser
descrito por meio de um modelo matemaético, como também por meio de dados obtidos com

experiéncias e observacoes.

O modelo matematico de um sistema dinamico, pode ser representado por meio de uma
equacdo diferencial, quando se trata de um sistema continuo, ou equagao a diferenca, quando
se trata de um sistema discreto. No dia-a-dia, a maioria dos sistemas sao continuos, entretanto,
para que os calculos se tornem possiveis, € necessdrio fazer a discretiza¢do do sistema para uma
andlise computacional (AGUIRRE, 2015).

Uma das maneiras de se obter as equagdes diferenciais que constituem um modelo
matematico para o sistema, € classifica-lo em trés tipos, de acordo com as informagdes que
possuimos sobre cada sistema. Os trés tipos de classificacdo sao: modelagem em caixa branca,

modelagem em caixa cinza, e modelagem em caixa preta.

A modelagem em caixa branca, considera as leis e principios fisicos e quimicos do
sistema, podendo ser chamada de modelagem pela fisica ou conceitual, portanto, suas estruturas
sdo ajustadas, a partir de informagdes conhecidas, esse tipo de modelagem ndo é muito utilizada,
pois hd uma dificuldade em equacionar os fendmenos envolvidos, além do tempo necessario para
modelar este tipo de sistema (AGUIRRE, 2015).

A modelagem em caixa preta, também conhecida como modelagem empirica, € a mais
utilizada, para este tipo de modelagem, pouco ou nenhum conhecimento prévio do sistema é
necessario. Nesse modelo, apenas dados de entrada e saida do sistema sao usados durante a
identificacdo, procurando descrever as relagdes de causa e efeito entre essas varidveis. Este
tipo de modelagem ¢ aplicado quando o sistema em si € muito complexo, ou quando nao é
possivel obter os dados de respostas relacionando a evolugdo temporal das varidveis em estudo
(AGUIRRE, 2015).

A modelagem em caixa cinza, consiste em uma juncdo dos dois tipos de modelagem
anteriormente citados, considera as varidveis de entrada e saida do sistema, além de informacdes
auxiliares, conhecidas do sistema (AGUIRRE, 2015).

2.1 Representacio de sistemas

Existem vdrias maneiras de representar os sistemas, entre elas, a representacdo por

meio da funcdo de transferéncia e a representac@o por espago de estados. A representacdo por
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fungdo de transferéncia pode ser obtida por meio da transformada de Laplace dos sinais de
entrada e saida do sistema, para condic¢des iniciais nulas. Esta fun¢io permite separar a entrada
do sistema e a saida em partes diferentes e distintas, no sentido de que expressa a equacao
diferencial que relaciona a varidvel de saida com respeito as varidveis de entrada. Diferentemente
do que ocorre com a equagdo diferencial. Caso a resposta seja continua no tempo, a funcao de
transferéncia H (s) é obtida pela transformada de Laplace, porém se a resposta ao impulso for
discreta no tempo, a fun¢do de transferéncia € obtida pela transformada Z (OGATA, 2011). A
abordagem utilizada para esse trabalho € feita em espaco de estados, também conhecida por
abordagem moderna ou no dominio do tempo. Como afirmado por Nise e Silva (2002), esse tipo

de abordagem possui diversas vantagens, tais como:

Esta abordagem € utilizada em conjunto com técnicas avancadas de controle;

possibilita a modelagem de sistemas variantes no tempo;

Esta abordagem € aplicdvel em sistemas nao lineares;

Possui softwares e métodos computacionais que solucionam de uma forma mais simples

problemas modelados em espago de estados.

Algumas das caracteristicas de uma funcao de transferéncia sdo apontadas em : Ogata
(2011)

A func¢do de um sistema € um modelo matemaético que resulta em um método operacional

para expressar a equacdo diferencial que relaciona a varidvel de saida a varidvel de entrada;

A funcdo de transferéncia ¢ uma propriedade pertencente ao sistema, ou seja, ndo depende

da magnitude e da natureza da funcao de entrada ou de excitagao;

A funcdo de transferéncia nao informa nenhuma caracteristica relativa a estrutura fisica do

sistema;

Conhecendo a funcdo de transferéncia de um sistema, a saida ou a resposta poderd ser

estudada para varias maneiras de entrada, visando ao entendimento da natureza do sistema;

Uma forma de representacdo comum da fun¢do de transferéncia € a representacao por
diagrama de blocos, a Figura 1 corresponde a representacdo do diagrama de blocos de uma
func¢do de transferéncia, em que a entrada do sistema se encontra a esquerda, representada por
X (s), e a saida do sistema se encontra a direita, representada por Y (s). Para um sistema linear
e invariante no tempo, essa fungdo de transferéncia € a relagdo da transformada de Laplace
da saida, que também pode ser chamada de fun¢do resposta, para a transformada de Laplace
da entrada, que também pode ser dita como func¢do de excitacdo, considerando nulas todas as
condigdes iniciais (OGATA et al., 2010).
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X(s) Y(s)
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Figura 1 — Representacdo da Funcdo De Transferéncia por Diagrama de Blocos.

Fonte: (NISE; SILVA, 2002)

2.2 SLIT-Sistemas Lineares e Invariantes no tempo

Um sistema € dito linear se for valido o principio da superposi¢cdo generalizado, ou seja,
a resposta do sistema a uma combinacdo linear de duas entradas x1, x5 € uma combinagdo linear

das saidas y1, ys.

Pode-se dizer que um sistema € dito invariante no tempo se um retardo (ou avanco) de
tempo do sinal de entrada resulta em um deslocamento de tempo idéntico no sinal de saida.
Portanto, em qualquer tempo aquele sistema possui as mesmas caracteristicas € comportamento,
sendo assim, em qualquer momento que for realizado um determinado experimento com esse
sistema, os resultados obtidos deverao ser os mesmos (OPPENHEIM; SCHAFER, 2013).

Os sistemas que apresentam ambas as caracteristicas de linearidade e invariancia no

tempo sdo denominados de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo — SLIT’s.

2.3 Espaco de estados

A representacdo em espacgo de estados, consiste em escrever o sistema em fun¢do dos
estados, utilizando a representagdo em forma de vetores, sendo eles : z(t) € R™ um vetor de
estados, u(t) vetor de entradas e y(¢) um vetor de saidas, as matrizes A, B, C, D sdo matrizes do
sistema com dimensoes apropriadas. Esta representagdo facilita a visualizacio da dindmica de
um sistema de ordem n usando n equacdes diferenciais de primeira ordem Oppenheim e Schafer
(2013). Esta representacao € mais adequada para sistemas ndo lineares e multivaridveis, pois
relaciona as varidveis internas do sistema descrevendo-o no dominio do tempo. A representagao

de um sistema linear e invariante no tempo em espaco de estados € feita pela Equacao 2.1:

T = Az + Bu

2.1
y=Cx+ Du @1

Duas observagdes em relacdo a representacdo de um sistema em espago de estados,

devem ser feitas: Aguirre (2022).
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* O conhecimento do vetor de estado em qualquer instante ¢, especifica o estado ou condicao

do sistema nesse instante;

* E possivel que o mesmo sistema seja representado por mais de um modelo.

2.4 Modelo Takagi-Sugeno

Um sistema nao-linear descrito através da metodologia fuzzy Takagi-Sugeno (TS) pode
ser representado pelas regras fuzzy: Se-Entdo. Este conjunto de regras representa localmente as
relagdes lineares entre a entrada e a saida do sistema ndo-linear. Para um conjunto de varidveis
premissas, estabelece que a dindmica do sistema ndo-linear pode ser representada por um modelo
linear. O modelo fuzzy Takagi-Sugeno para um sistema nao-linear de tempo continuo pode ser

descrito por:

Regra R;: Se z(t) € M e...e z(t) € ///;

B {g‘;a) = Agz(t) + Biu(t)
y(t) = Ciz(t) + Dyu(t)

Em que R; denota a i-€sima regra de inferéncia fuzzy, ///ji comi € Q. ej €
sdo o conjunto fuzzy e A;, B;, C; e D; sao as matrizes de espago de estados de dimensdes
apropriadas do i-ésimo modelo local. As vardveis premissas podem ser funcdes das varidveis
de estado, de disturrbios externos ou do tempo. O vetor de varidveis premissas € definido por
2(t) = |z1(t) - zp(t)] . Utilizando o centro de gravidade, (que consiste em encontrar um
ponto que representa o centro de gravidade do conjunto agregado difuso em um dado intervalo).

Como método de defuzzificacdo, o modelo fuzzy pode ser representado na forma compacta por:

{a‘c(t) = Y hule) (Ai(t) + Buu(t)) 02
y(t) = Xy hi(2)(Ca(t) + Diu(t))

Em que as fungdes de pertinéncia normalizadas h;(z) sdo definidas como:

(2.3)

p
wi(z) = H,u;(zj), 1€ Q, (2.4)
j=1

As fungdes de pertinéncia das varidveis premissas nos respectivos conjuntos fuzzy //lji
sdo dadas como /ueé»(zj). As funcdes de pertinéncia normalizadas satisfazem as propriedades de

soma convexa:
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T

0<hi(z) <1, > h(z)=1, > hiz)=0 (2.5)
=1

i=1

Existem varias estratégias para se obter um modelo TS de um sistema nao-linear, como
por exemplo, por técnicas de identificagdo de sistemas Takagi e Sugeno (1985), Papadakis e
Theocharis (2002) ou por linearizacdes sucessivas em torno de diferentes pontos de operagao
Teixeira e Zak (1999), contudo, a técnica mais comumente utilizada para se obter modelos
TS exatos dentro de um dominio de analise compacto € o método da ndo-linearidade de setor
Wang e Tanaka (2004). A ndo-linearidade de setor € uma técnica que permite encontrar uma
representacio exata, num dominio compacto, para um sistema nao-linear.

2.4.1 Nao-linearidade de setor em fungdo escalar

Em uma determinada fungdo escalar ndo-linear, procura-se um setor, dentro do dominio

desejado, de modo que:

flz) € [al ag] x (2.6)

Pode-se calcular

a' = max(g(x)) a® = min(g(x)) (2.7)

Se for possivel reescrever a fungdo como

f(@) = g(z)z (2.8)

Deste modo, pode-se reescrever a fungdo como:

2
f(z) = Zwiaiw (2.9)
i=1

e encontrar as fun¢des de pertinéncia w’ como:

w! = M w? = M (2.10)

al — a2 a2 — gl

As fungdes de pertinéncia sdo tais que w' > 0, Vie Zle w® = 1 e, portanto, sdo vistas
como fungdes de pertinéncia normalizadas (KING; MAMDANI, 1977).
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2.4.2 Nao-linearidade de setor em sistemas dindmicos

De modo a obter um modelo TS para um sistema dindmico, 0 mesmo procedimento é

aplicado e por fim, combina-se as fun¢des de pertinéncia encontradas utilizando o produto.

Se o sistema ndo-linear puder ser representado por uma representacdo quasi-LPV (qLPV),
tal que:

i(t) = A(z)x + B(z)u

2.11)
y(t) = C(z)x + D(z)u

Esta representag@o ndo € unica e pode influenciar nos resultados obtidos. Apds obter o
modelo em representacdo qLPV, seleciona-se as ndo-linearidades diferentes que compdem o
modelo e o procedimento € realizado do mesmo modo que para os casos de fungdes escalares, de
acordo com os maximos e minimos das ndo-linearidades. Desta forma, o modelo (2.2) é obtido
(WANG; TANAKA, 2004).

Tal representacao se assemelha com a representacdo politdpica para sistemas incertos,
a diferencga se da na matriz de peso correspondente a cada regra/vértice do politopo, que neste
caso é conhecida. A matriz de peso correspondente é obtida agregando as funcdes de pertinéncia
correspondentes a cada conjunto nebuloso, por meio da operagao do produto (WANG; TANAKA,
2004).

2.5 Sistemas de controle

Para o Nise e Silva (2002), “Um sistema de controle é composto por um subsistema € um
processo elaborados com a finalidade de alcangar um resultado desejado com um desempenho
desejado, dado uma entrada especifica”. Para obter a saida desejada, adiciona-se um componente
ou conjunto de componentes que tratam da entrada e/ou saida. Como a resposta desejada do
sistema € conhecida, ¢ gerado um sinal proporcional ao erro entre a resposta desejada e a resposta
real. Por meio dos controladores, € possivel melhorar a acurdcia de determinadas aplica¢des em
que o manuseio de determinados equipamentos e o ajuste manual dessa acuricia seriam quase
impossiveis. Os sistemas de controle podem ser classificados de acordo com sua configuragao:

sistema de malha aberta e sistema de malha fechada.

2.5.1 Sistemas de Malha Aberta

Um sistema de controle em malha aberta opera sem retroagdo, e gera diretamente a
saida em resposta a um sinal de entrada a partir de um controlador ou atuador de controle
que age diretamente no processo. Sendo assim este tipo de controle ndo consegue compensar
perturbagdes adicionais do sistema. O dispositivo de atua¢io, ou controlador possui apenas a
capacidade de manipular a varidvel de entrada (DORF; BISHOP, 2009).
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Na Figura 2 ha a representacdo de um exemplo de um sistema de controle em malha
aberta.

Entrada =—p| Processo = Saida

Figura 2 — Sistema De controle em Malha Aberta.

Fonte: (DORF; BISHOP, 2009).

Um sistema de controle em malha aberta possui algumas caracteristicas e vantagens

especificas, sendo elas Ogata (2011):

Simples de se construir e possuem facil manutengao;

Um distirbio ou uma mudanca na calibracdo ird causar erros.
Algumas desvantagens do sistema de controle em malha aberta :

* E necessdria uma regulagem periddica, para manter a qualidade requerida do sinal de

saida;

* Possui menor custo em relagdo a um sistema correspondente de malha fechada;

Considera-se que a estabilidade € uma caracteristica existente no sistema;

E o ideal quando o sistema apresenta dificuldades na medida da saida, ou quando essa

medicdo € economicamente invidvel.

2.5.2 Sistemas de Malha Fechada

Um sistema de controle em malha fechada, usa uma medida do sinal de saida e a
comparacdo com a saida desejada, para gerar um sinal de erro que € aplicado ao atuador. Este
sistema possui como finalidade corrigir as alteragdes e erros causadas pelos disturbios. Essa
correcdo € feita pois este sistema de controle possui uma realimentacdo, que € realizada através
de um instrumento de medi¢do, esse sinal de saida, ¢ comparado novamente com o sinal de
entrada, caso haja uma discrepéncia entre as respostas, o controlador envia um sinal de atenuag@o
para realizar as corre¢des que se fizerem necessarias Dorf e Bishop (2009). Na Figura 3 temos

um sistema de controle em malha fechada.
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Resposta Sinal de controle
desejada (Varidvel manipulada) Saida
(Set Point) MV (Variavel de Processo)
SP ——{Comparagdo p{ Controlador Sistema » PV
F
Dispositivo
de medida

Sensor + Transmissor

Figura 3 — Sistema De Controle em Malha Fechada.

Fonte: (DORF; BISHOP, 2009).

2.6 Projeto de Sistemas De Controle

Para que seja possivel realizar o projeto de um controlador para um sistema de controle, €
necessdrio primeiramente, obter a configuragdo, as especificagdes e a identificacao dos principais
parametros do sistema proposto Ogata et al. (2010). Para que isso ocorra, se faz necessdrio definir
qual € a finalidade, o objetivo do sistema que serd controlado. Em seguida precisa-se identificar
quais serdo as varidveis do processo que serdo controladas, feito isso, deve-se determinar as
especificacOes em termos de exatiddo que devem ser alcangados. Posteriormente deve-se projetar
o controlador, e por fim fazer o ajuste dos parametros, para que se possa obter o resultado

desejado.

2.7 Desigualdades Matriciais Lineares

As desigualdesdes matriciais lineares, ou LMIs sdo ferramentas mateméticas amplamente
empregadas em teoria de controle, devido suas vantagens e também pela capacidade de serem
resolvidas numericamente de modo eficiente e permitirem a incorporagao de restricdes adicionais
como incertezas. Uma defini¢do importante para que se possa compreender as LMIs € o conceito
de matrizes positivas definidas. Assim, uma matriz quadrada e real P € dita positiva definida se,

€ somente se :

tT’Px>0,Vr#0, PeR"™", zcR" (2.12)

Geralmente € utilizado a notagdo P > 0 para indicar que P € definida positiva.

Uma LMI é uma desigualdade da forma : (BOYD et al., 1994)

F(z)=Fy+ Y ;F; >0 (2.13)

i=1



em que v € R" € uma varidvel vetorial e Fi = F/ € R"*" i = 0,1,2....n sdo
conhecidas Boyd et al. (1994). Observa-se que a LMI 2.13 € uma restri¢do convexa em x, ou seja,
o seu conjunto solugdo =/ F(x) > 0 é convexo, essa caracteristica ¢ fundamental, pois permite
a utilizacao de algoritmos apropriados para resolver esse tipo de problema de forma bastante
eficiente. A desigualde em 2.13 pode apresentar uma ampla variedade de restricdes convexas
em x, como a desigualdade de Lyapunov, que € um exemplo de LMI com varidvel matricial da

seguinte forma :

AP+ PA <0, (2.14)

Sendo P definida positiva, (P > 0). Seja dada uma LMI o problema associado a ela

consiste em calcular a varidvel matricial P, tal que a desigualdade € satisfeita.

2.7.1 Andlise de estabilidade Segundo Lyapunov

Considere o sistema dindmico linear autbnomo da forma Aguirre (2022) :

i = Ax(t) (2.15)

Sendo que, xr € R"e, A € R"*",

A matriz A € assintoticamente estdvel se, e somente se, o limite de z(¢) quando ¢ tende

ao infinto for nulo para uma condicao inicial arbitraria, ou seja

lim z(t) =0 (2.16)

t—o00

Para o caso de um sistema continuo, A € assintoticamente estdvel se todos os autovalores
do sistema estiverem no semiplano esquerdo do plano complexo, ou seja, se a parte real de
todo os seus autovalores for menor que zero. Um método para se verificar a estabilidade de um
sistema € por meio da fungdo de Lyapunov, seja 2.15 a matriz A é assintoticamente estdavel pela

condi¢do de Lyapunov se existir :

v(z) > 0,Vr #0

. (2.17)
v(z) < 0,Vz #0

Sendo v(z) = ' Px > 0, para P simétrica e definida positiva (P = P’ > 0), por 2.17,

tem-se que :

U(z) =4 Pr+2'Pi <0

= (A2')Px + 2’ PAz <0

=2'A'Px + 2'PAz <0
=2'(AAP+PAx <0 AP+ PA<O

(2.18)
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Dessa forma, para verificar se o sistema continuo representando por 2.15 € estavel,

encontra-se uma solucao vidvel para o seguinte conjunto de LMISs :

P=P >0

(2.19)
AP+ PA<O

2.8 Sistemas de Controle Robusto

Frequentemente o modelo do sistema, pode ser ndo-linear, e € possivel que tenha pa-
rametros distribuidos, fazendo com que sua andlise se torne mais dificil. Portanto, ¢ desejavel
fazer uma aproximag¢do por meio de uma equacgdo linear de coeficientes constantes que ird
proporcionar uma aproximacao boa do objeto real no ponto de operagdo. O controle robusto
possui como objetivo principal garantir o desempenho do sistema, superando essa diferenca
entre o modelo do objeto real. Pressumindo que se possa obter um modelo que se aproxima de
modo satisfatorio do sistema real, precisa-se obter um modelo simplificado, com o objetivo de
projetar um sistema de controle que requer um compensador da menor ordem possivel. Dito isso,
o modelo do objeto de controle provavelmente incluird um erro no processo de modelagem, para
ter-se a certeza de que o controlador ird funcionar de maneira satisfatdria para a planta original.
A teoria do controle robusto foi desenvolvida por volta de 1980 (OGATA et al., 2010).

Sistemas projetados com base na teoria do controle robusto possuem as seguintes propri-

edades :

* Estabilidade Robusta : O sistema de controle projetavel € estavel na presenca de disturbios.

* Desempenho Robusto : O sistema de controle manifesta caracteristicas de resposta prede-

terminadas na presenca de disttrbios.

2.9 Linearizacao

Segundo Dorf e Bishop (2009) para entender o funcionamento e controlar um sistema
complexo, deve-se obter um modelo matemaético quantitativo desse sistema. Como os sistemas
sao dinamicos por natureza, as equacdes que os descrevem sao naturalmente equagdes diferenci-
ais. Como os sistemas em sua maioria sao ndo-lineares, eles possuem um tratamento matematico
bastante complexo, por este motivo busca-se aproximar o sistema de um modelo matematico
linear, para isso busca-se um ponto de opercao zg, Yo, no qual o sistema se comporta dessa
forma, desde que sejam aceitas pequenas variacdes em torno desse ponto. Sendo assim € feita a

linearizagdo deste sistema, aproximando o modelo de um sistema linear.

Quando z(t) = 20 + Az(t) e y(t) =y0+ Ay(t), tem-se :

y(t) =ma(t) +b (2.20)
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ou

Yo + Ay(t) = mazg + mAz(t) + b (2.21)

Dadas satisfeitas as devidas condi¢des de continuidade em torno do ponto de operacao,
pode-se utilizar a expansdo em Série de Taylor para encontrar um sistema que seja linear e,
satisfatoriamente préximo do original, com isso pode-se realizar a anélise de caracteristicas como
polo, estabilidade entre outros Alves (2018). A série de Taylor pode ser expressa da seguinte

forma :
(z —a)

fla) =2 o)== (222)
k=0 '

Representando y(¢) em fungdo de z(t) e aplicando a expansdo em Série de Taylor, tem-se a

equagdo linearizada podendo ser reescrita como:

y(t) — yo = m(z(t) — xo)

ou

Ay(t) = mAx(t) (2.23)

2.10 Técnicas de controle

A escolha do tipo de técnica de controle a ser utilizada, deve ser realizada tendo como
base a natureza da planta e as condicdes de operagdo, alguns elementos como seguranga, custo,
disponibilidade, confiabilidade, precisdo, peso e tamanho também sdo levados em conta para a
escolha do modelo de controlador ideal a ser feito (OGATA, 2011).

2.11 Controle PDC

Diferentes esquemas de controle de realimentacdo (estado ou saida) podem ser aplicados
aos modelos fuzzy TS. A lei de controle mais comumente usada é baseada no chamado conceito
de compensagdo paralela distribuida (PDC), para o qual o controlador fuzzy compartilha as
mesmas regras e conjuntos que o modelo fuzzy TS. Como resultado, um controlador PDC ¢é
obtido a partir de uma combinac¢do convexa dos ganhos de realimentacdo local linear e as funcdes
de pertinéncia do modelo fuzzy TS, dentro da estrutura de controle baseada em LMI.

Considere a lei de controle PDC dada por
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T

u(t) =Y hi(2)Kja(t) (2.24)

J=1

Entao, o sistema TS em malha fechada pode ser obtido, tal que:

ZZh 2)(A;i + BiK;)x(t) (2.25)

i=1 j5=1

O resultado bdasico € baseado na fun¢do de Lyapunov quadrética (P > 0), tal que, para a
andlise de estabilidade de malha fechada a sua derivada no tempo, ao longo da trajetdria, deve

ser negativa, ou seja, V(x) = @7 Px + 2T Pi, o que resulta em:

Z Z hi(2)h;(2)He[(A; + BiK;)TP] <0 (2.26)

i=1 j=1

Sendo He(X) = XT + X. O resultado acima é expresso em termos de desigualdades
matriciais bilineares, devido ao acoplamento entre as matrizes de Lyapunov (P) e os ganhos do
controlador (K;). Aplicando uma transformacdo de congruéncia, com X = P~! > 0 obtém-se a

LMI equivalente:

> hi(2)hi(z)He[A;X + B;Yj] < 0 (2.27)
1 j=1

=

Entdo, a lei de controle PDC (2.24) estabiliza assintoticamente o sistema TS com K; =
Y, X!, VjeqQ,.

Uma consequéncia direta de compartilhar as mesmas func¢des de pertinéncia para o

controle PDC e o sistema fuzzy TS é que aparecem somas convexas duplas.

2.11.1 Especificacdes de desempenho

Ao analisar o desempenho de um controlador, € preciso avaliar as especificacdes de
desempenho, que sdo as condi¢cdes necessdrias de um sistema de controle. Essas especificacdes
sdo geralmente indicadas em termos de resposta transitoria e estaciondria. Segundo Ogata (2011)

para comparar as caracteristicas da resposta transitdria, utiliza-se condi¢des iniciais nulas.

A seguir serdo apresentadas duas normas de sistemas, a norma /., ¢ uma norma induzida,
ou seja, v€ o sistema como operador, dessa forma, essa norma transforma os sinais de entrada em
sinais de saida. A norma H,, v€ o sistema como um conjunto de sinais a partir da sua resposta

ao impulso.

A norma H, € um critério de desempenho associado a robustez do sistema as perturba-

¢oOes externas. Entdo a norma H, € indicada se o objetivo do projeto € ter um sistema menos
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suscetivel a ruidos do tipo w pertencente a Ly, em que Ly corresponde ao espaco de funcoes
quadraticamente integrdveis no caso continuo. Matematicamente a norma /., estd associada ao
calculo do valor singular da sua resposta em frequéncia (correspondendo ao pior caso para todas
as frequéncias). Como ela tende a minimizar a relag@o entre o vetor de saida e o vetor de entrada

ruidosa para todas as diferentes frequéncias, ela ¢ um bom critério para rejeicao de distirbios.

Matematicamente, para um sistema continuo precisamente conhecido:

(2.28)
y(t) = Cz(t) + Dw(t)
com funcdo de transferéncia:
H(s)=C(sl—A)'B+D (2.29)
e valores singulares dados por :
0i = V/Ni(H (jw)H (jw)) (2.30)
anorma H, € definida como:
|H(s)|, = mawa(H(jw)) (2.31)

Com isso conclui-se que a norma f, € definida como o maior ganho que o sistema pode
aplicar sobre um sinal, e que esse valor corresponde ao valor de pico da resposta em frequéncia

do sistema.

Em contraste, a norma H,, opera na resposta ao impulso no sistema, sendo assim, a
norma Hs € um critério de desempenho associado com a velocidade de convergéncia ou energia
gasta por um sistema para alcangar seu ponto de equilibrio. Por conta disso, essa norma é muito
comum quando trata-se de LMIs. Matematicamente, para um sistema tradicional, precisamente

conhecido:

t(t) = Az(t) + Bw(t)

(2.32)
y(t) = Cx(t)
com funcdo de transferéncia dada por :
H(s)=C(sI — A)'B (2.33)

e resposta ao impulso dada por:
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CAB t>0
h(t) = { 0 . <‘ 0 } (2.34)

anorma H, € definida matematicamente por :

|H(s)ll, = \/ [, Tr(H (s) H ()t

(2.35)
I, = /55 75, Tr(H o) H ) dw

em que (H (jw)*) representa a matriz conjugada transposta de G (jw).
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3 METODOLOGIA

Aborda-se neste capitulo a metodologia aplicada no trabalho, bem como todos os cdlculos
e modelagem do sistema estudado. Existem diversos meios de se obter matematicamente a
dindmica de um sistema. Neste capitulo, empregando a abordagem Newton-Euler, € formalizada
a modelagem matematica do sistema carro-pé€ndulo, sendo assim, obtém-se suas equagoes e

representacao em LMI’S.

3.1 Descricao do Problema

Para este trabalho, estudou-se o sistema péndulo invertido, que € composto por um trilho
onde corre um carrinho e, neste carrinho € fixada uma haste com um peso na sua extremidade
e 0 objetivo € equilibrar este peso ortogonalmente em relagao ao trilho. Foi obtido um modelo
tedrico para o sistema carro-péndulo, mostrado na Figura 4 aplicando a abordagem dinamica de

Newton-Euler.

Figura 4 — Sitema Carro-Péndulo.

Fonte: (DORF; BISHOP, 2009)

3.1.1 Modelagem

Para esta modelagem, considerou-se um péndulo invertido sobre um carrinho que esta
preso sobre um trilho cuja inclinagdo € fixa. A distancia percorrida pelo carrinho no trilho é
descrita por s. O angulo de rotacdo do péndulo em relacdo a haste, € descrito por 6, enquanto a
inclinagdo do trilho em relacdo ao plano inclinado no ponto atual é descrita por a.. Considera-se
que a massa do carrinho é dada por M = 1, 5kg, a massa do péndulo € dada por m = 0, 3kg, a

aceleragiio da gravidade é dada por g = 9, 78m/s?, a distancia entre o centro de gravidade do
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péndulo e o seu ponto de rotacdo € dada por [ = 0, 3m. Usando a segunda lei de Newton para o

carrinho.

%(Ma:) = Fcos(a) — R, + N, 3.1
d (My) = Fsen(a) — Mg — R, + N, (3.2)

dt

Com F' uma forca aplicada no carrinho no sentido do trilho, Rz e Ry as forcas de reacdo
na junta que liga o péndulo ao carrinho, e Nz e Ny a for¢a normal do trilho em relagdo ao
carrinho. Como a for¢a normal de reacdo do trilho acontece apenas devido ao peso do carrinho e

do péndulo, tem-se que :

N = (M + m)gcos()
N, = (M + m)gsen(a)cos(a) (3.3)
N, = (M + m)gcos(a)?

Considerando que cada ponto do plano xy pode ser unicamente determinado como uma

func¢do da posicao s do carrinho no trilho, obtém-se que :

dz — cos(a
a5 () (3.4)
% = sen(a)
Ao substituir 3.4 em e 3.3 tem-se :
L (M) = L (M3 cos(a)) = Meos(a)s (3.5)
o x—dt scos(a)) = Mcos(a)s .
d d
L (My) = = (M) = M 5 .
(M) = S (Ms(a)) = Msen(0)s (.6

A posicao do centro de massa do péndulo pode ser escrita, no referencial inercial, como :

s [x(s) —lsen(a + 0)
" ly(s)  Heos(a+6)

de modo que a velocidade pode ser escrita como :

. [x(s) —lcos(a + 6)8
y(s) —lsen(a + 6)0

L | cos(a) —lcos(a + 6)0
 |ssen(a) —lsen(a +6)8
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e sua aceleracdo pode ser escrita como :

. scos(a) —lcos(a+0)0 —lcos(a + 6)0
§sen(a) —lsen(a+6)0 —lsen(a+0)0

Mas, pela segunda lei de Newton aplicada no péndulo, tem-se :

Ry

mi,
R, —mg

Ao agrupar todas as equagdes anteriores, obtém-se:

Mcos(a)§ = Feos(a)(M + m)gsen(a)cos(a) — R,
Msen(a)s = Fsen(a) — Mg + (M + m)gcos*(a) — R, (3.7)
meos(a)s + misen(o + 0)0% — micos(a + )0 = R, .

msen(a)s — mlcos(a + 0)6? — mlsen(a + 0)§ = R, —mg

Somando a primeira equagdo de 3.7 com a terceira, € a segunda equacdo com a quarta

(para eliminarmos Rz e Ry), tem-se :

(M + m)cos(a)s + misen(a + 6)6? - mlcos(a + 0) = Feos(a) — (M + m)gsen(a)cos(a)

(M + m)sen(a)s — misen(a + 0)0? — mlsen(a + 0) = Fsen(a) — (M + m)gsen®(a)
(3.8)

Multiplicando a primeira equag@o por cos(«) e a segunda equacdo por sen(«) e somando

as duas, obtém-se:

(M +m)§ + mlsen(0)0* — mlcos(0)0* = F — (M + m)gsen(c) (3.9)

Voltando as equacdes do péndulo, tem-se :

meos(a)s + misen(o + 0)0% — micos(a + )0 = R, (3.10)
msen(a)s — mlcos(a + 0)6? — mlsen(a + 0)§ = R, —mg '

Multiplicando a primeira equagao por lcos(a+6), e a segunda por [sen(a+6) e somando
as duas, tem-se :
mlcos(0)§ — mlf = I(Rycos(a + 0) + Rysen(a + 0)) — mglsen(a + 0) (3.11)

E possivel se mostrar que as for¢as de reacao do pé€ndulo sdo tais que, considera-se que a

forca aplicada sobre o carrinho possui duas componentes, uma forga de atrito viscoso sobre o
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carrinho e uma forca externa que servird como sinal de controle. De forma que pode-se escrever
F=u —kvus

Rycos(a+6) + Rysen(a+0) =0 (3.12)

E pode-se escrever a dinamica como :

M+m —mlcos(@)] [s] [O mlsen(@)é] $
L+ A+
—mlcos(0) mi? 7 0 0 6
(M +m)gsen(a) _ [u — k:vé] (3.13)
—mglsen(a + 0) 0

3.1.2  Modelo TS por nao-linearidade de setor

Inicialmente € necessario obter o modelo TS correspondente, utilizando a nao-linearidade
de setor. Desta forma, realizando uma manipula¢do na matriz B,, em que se evidencia sinc(«),
¢ possivel transformar o ruido w = « para w = sen(«). Considerando tal transformagio,

substituindo os valores dos dados e definindo as varidveis premissas como:

2 cos ()
zo| = |cos(a)sinc(d) (3.14)
23 sen(0)w

O sistema qLPV correspondente é dado por:

10 0 0 $
0 1 0 0 0
— ... (3.15)
00 1,8 —0,09] |o
00 —0,092 0,027 | |&
0 0 1 0 [ s 0
0 0 0 1 0 0
= | uet-- (3.16)
0 0 —1 —-0,0923]| |v 1
00,8802z 0 0 w 0
0
! () (3.17)
en\o .
—17,604

0,8802z,
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Com o modelo na forma qLPV, define-se os mdximos e minimos das varidveis premissas
definidas. Considerando que a inclina¢do do plano € dada por —10° < o < 10°, o angulo
formado entre o péndulo e a reta normal ao plano é —60° < # < 60° e a velocidade angular é

—1 < w < 1, é possivel determinar os maximos e minimos das varidveis premissas.

al maz(z;) 1
al| = |max(z)| = 1 (3.18)
al maz(zs) L = 0,86602
a? min(z;) 0,5
az| = |min(z)| = 0,8144 (3.19)
a? min(z3) — Y3 = 0, 86602

Com os maximos e minimos das varidveis premissas, determina-se as fung¢des de perti-

néncia relativas.

* Funcdes de pertinéncia relativas a0s maximos:

21 —0,5  cos(0) —0,5

wi(51) = —5= o (3.20)
1 29 —0,8144  cos(a)sinc(f) — 0, 8144
= = 3.21
w2(22) = 51556 0, 1856 G621
1 23+ 0,86602  sen(f)w + 0, 86602
= = 22
ws(2) = =4 =3000 1,73204 (3-22)
* Funcdes de pertinéncia relativas aos minimos:
1—=z2 1 — cos(6
wi(z) = = = 05< ) (3.23)
1-— 1-— nc(6
w3(zy) = Z cos(a)sinc(6) (3.24)
0, 1856 0, 1856
0, 86602 — 0, 86602 — 0
wi(z) = = B2 sen(6)w (3.25)

1,73204 1,73204

Para obter o modelo inferido, utiliza-se as matrizes £, A e B,, usando todas as possiveis
combinagdes entre os limitantes e encontra-se as matrizes de peso correspondentes a cada regra
utilizando o operador de agregacdo do produto. A matriz B, é constante e ndo depende das
varidveis premissas, logo se mantém a mesma para todas as 8 regras do modelo. As regras para a

inferéncia do modelo sdo definidas da seguinte maneira :



* Regral) Se 2 é a? e 2 é a3 e z3 € a2, entdo:

1,8  —0,045
—0,045 0,027

o o O =
o O = O

0 1 0

0 0 1

0 -1 0,078
0,7168 0 0

2
e
Il
o o o o

0
0
—17,604
0,4401

w1

ha(x) = wi(z1)w)(z2)ws(z3)

* Regra2) Se 2 é a? e 2 é a3 e z3 € a3, entdo:

EQ - El Bw = Bw1

0 0 1 0

0 0 0 1
AQ =

0 0 -1 0,078

0 0,7168 0 0

ha(x) = wi(z1)w)(z2)ws(23)

* Regra 3) Se 21 é a? e 2, é al e z3 € a2, entdo:

ES = El ng = Bw1

0 0 1 0

0 0 0 1
A3 -

0 0 -1 0,078

0 0,8802 0 0

ha(x) = wi(z1)wy (22)ws(23)
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)



* Regrad) Se 21 é aj e 2, é a3 e z3 € a2, entdo:

&=
I

1,8 —0,09
—0,09 0,027

o O O =
oS O = O

A=A, B, =
L T 217,604

0, 8802

ha(x) = wy (21)wj (z2)w3(23)

* Regra 5) Se 21 é a? e 23 é aj e z3 € a3, entdo:

EE) = El Bw = Bw1

0 0 1 0

0 0 0 1
Ay =

0 0 -1 —0,078

0 0,802 0 0

hs () = wi(z1)wy (22)ws(23)

* Regra 6) Se 21 é al e 25 é a3 e 23 € al, entdo:

Eg=E;, Ag=A, By, =By,

he(x) = wy (z1)wy(22)ws(23)

* Regra7) Se z; é al e 2, é al e z3 € a2, entdo:

E:=E, A;=A; B, =B,

hz(z) = wy (z1)wy(z2)ws (23)
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(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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* Regra 8) Se 21 é aj e 2, é a} e z3 € a}, entdo:

Es=E, As=As By, = By, (3.46)

hs(z) = wy (z1)wy(22)ws(23) (3.47)

O modelo TS inferido € dado por:

8 8
> hi(@)Eii = hi(z)(Aix + Byu+ By,w) (3.48)

i=1 i=1
3.1.3 Controle PDC

Para projetar a lei de controle de compensagao paralela distribuida que reduza o efeito da

inclinacao no angulo do péndulo e na posi¢cao do carrinho tem-se :

s
1 0 0 0f |0
=0 . z= (3.49)
01 0 0] |v
w
A lei de controle PDC ¢ dada por:
u=>Y hj(z)Kx (3.50)
j=1
Assim, o sistema em malha fechada é dado por:
8 8 8
D hi(@)Eii =Y hi(x)hi(2)((A; + Bu,K;j)x + Bu,w) (3.51)
i=1 i=1 j=1
8
2= hi(z)Cix (3.52)

Considerando a funcao de Lyapunov quadratica (P) e utilizando o Lema de Finsler e
condi¢des linearizantes, obtém-se as condicdes LMIs para se obter o controlador PDC com custo

garantindo H ..

c1HP>0

*2)Q; <0, Vi1
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o 3)Qij+Q]’i<O, A i, j>i
Sendo ();; definido como

AX + B,Y; + XTAT + Y/ B[
P+ u(AX + B,Y;) — XTET

Qi = ot (3.53)
;X
* * *
—u(E; X + XTEY
nBy, —yl *
0 0 I

Sendo ~ o limitante superior da norma H,,, N a varidvel de folga derivada do Lema
de Finsler, ;1 € o escalar referente a varidvel de folga adicionadae X = N1, Y, = KX,
P = XTPX sio derivadas das condi¢des linearizantes, todas as matrizes sio de dimensdes

adequadas. O * indica a simetria.
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4 RESULTADOS

4.1 Resultados e discussoes

Utilizando ¢ = 0, 3, o limitante superior da norma H ., possuiu o0 menor resultado, porém
ganhos muito altos foram impostos ao controlador. Desta forma, fixou-se o limitante superior, tal
que v = 4, 6904 e assim, os ganhos obtidos para o controlador atendem situa¢des reais e aumenta
a velocidade de simulacao do sistema, ao evitar problemas numéricos. Os ganhos encontrados

pelas condi¢des LMIs sdo:

(K| [158,3128 —544,7149 136,2871 —103,9946]
K, 157,8032 —543,2222 135,9347 —103, 5630
K 161,3243 —575,5124 138,7206 —105, 6638
Ky| _ [102,2162 —357,1977 89,4844  —G7,0005 @
K 162,1880 —578,6921 139,4476 —106, 1369
K 101,5527 —355,0228 88,9402 —66, 4444
K, 104,3143 —370,1149 91,1945 —68, 0858
| Ks|  |103,4281 —367,1123 90,4545 67,3618

Simulando o modelo TS em malha fechada, considerando o controlador encontrado pelas
condi¢des LMIs, obtém-se a resposta temporal do sistema. Foi considerada como a entrada de
ruido exégena w = sen (0, 01t)e~*%*, A simulagdo foi realizada utilizando integra¢io numérica,
com o método Runge-Kutta de quarta ordem com tempo t = [0 30} e passo de integracao
fixo igual a 0,001. Os estados e a saida do sistema estdo representados nas Figuras 5 e 6,

respectivamente.

Ao observar os estados e saida do sistema, percebe-se 0 comportamento assintético, o que
indica que o controlador manteve o sistema estdvel. Além disso percebe-se que os estados estdao
dentro da regido determinada a eles durante a inferéncia do modelo Takagi-Sugeno. Ao observar
a saida, nota-se que a lei de controle PDC obtida foi capaz de reduzir o efeito da inclinag@o no

angulo do péndulo (0) e na posicao do carrinho (s), da maneira em que era proposto.

A Figura 7, mostra o ganho obtido para a simulagdo e o limitante superior encontrado

pelas condi¢oes LMIs.

Ao observar o grafico da evolucao do ganho, conclui-se que a norma H> induzida se
manteve muito abaixo do limitante encontrado pelas condi¢des LMIs, sendo de 1, 4935, enquanto

o limitante encontrado foi de 4, 6904.
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Figura 5 — Evolugdo dos estados do sistema ao longo do tempo.
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Figura 6 — Evolucao da saida do sistema ao longo do tempo.
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Norma HOO

0 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

t

Figura 7 — Ganho % ao longo do tempo para a simulacdo e o limitante encontrado pelas
condi¢des LMIs. Em azul o limitante superior encontrado pelas LMIs (4, 6904) e em
vermelho a norma .% do sistema controlado, com seu valor final (1, 4935).
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5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

A andlise e controle de sistemas nao-lineares ¢ uma drea de pesquisa que cresce ex-
ponencialmente, um dos motivos desse crescimento, se deve ao fato de utilizar metodologias
que facilitem o projeto do sistema em questdo. Vdrias abordagens para obter modelos que
sejam representativos ao sistema ndo-linear original vém sendo desenvolvidas na busca de uma

abordagem que melhor se apresenta para tratar tais sistemas.

Este trabalho apresentou uma abordagem de obten¢ao de um modelo Takagi-Sugeno
que represente exatamente o sistema nao-linear em uma determinada faixa. A técnica de nao-
linearidade de setor permite que se obtenham modelos lineares exatos ao modelo ndo-linear
e desta forma pode-se aplicar as técnicas lineares ja conhecidas e bem definidas na literatura.
Como obtém-se um modelo exato em um determinado setor, diversos modelos para representar o
sistema ndo-linear como um todo, podem ser obtidos. Com o modelo linear TS obtido, € possivel
projetar uma lei de controle de compensacao paralela distribuida que faz o uso das mesmas
funcgdes de pertinéncia do modelo para o controlador, facilitando a implementagdo. Ao analisar
as técnicas descritas, foi obtido um controlador, por meio de desigualdades matriciais lineares
que garantiram a estabilidade do sistema nao-linear de maneira satisfatoria, além de respeitar as

condic¢des limite do projeto.

Com a estabilidade do sistema garantida, uma outra vantagem analisada € o valor da
norma H, induzida bem inferior ao limitante superior encontrado pelas condi¢cdes LMIs. A
norma € um critério de desempenho associado a robustez do sistema as perturbagcdes externas,
ou seja, € um bom critério para rejei¢do de disturbios, visto que ela tende a minimizar a relacdo

entre o vetor de saida e o vetor de ruidos para todas as diferentes frequéncias.

A metodologia apresentada oferece ganhos para a andlise de sistemas nao-lineares como,
por exemplo: a facilidade para a implementacio, a alternativa de se obter uma representagao linear
exata e a possibilidade do projeto do controlador que utiliza as mesmas funcdes de pertinéncia
do modelo TS e consegue garantir a estabilidade do sistema e manter um custo garantido para
anorma H,,. Como sugestdes de trabalhos futuros, propde-se o estudo das regides em que o
modelo obtido por ndo-linearidade de setor € vélido, além do uso de outra técnica de controle
que utilize abordagens distintas, como por exemplo, fun¢des de pertinéncia distintas do modelo,

para verificar a qualidade e obter uma comparagdao com o método apresentado.
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APENDICE A - OBTENCAO DAS CONDICOES LMIS

De posse do modelo TS inferido, considerando a inclinacdo do plano como uma pertur-
bacdo medida, deseja-se projetar uma lei de controle de compensacdo paralela distribuida (PDC)
que reduza o efeito da inclinacdo no angulo do péndulo e na posi¢do do carrinho. Desta forma,

tem-se :

s
1 00 0Of (0
z=cxr.. 2= (A.1)
01 0 0| |v
w
Desta forma, € possivel projetar a lei de controle PDC, que é dada por:
8
= hj(x) Kz (A.2)
j=1
Assim, o sistema em malha fechada é dado por:
8 8
> b => ) hi(x) ((A; + By, K;)x + By,w) (A.3)
=1 =1 j5=1
8
z= Z hi(z)Cix (A4)
i=1
Deste modo, temos :
8 8
DY hil) ((A; + By, Kj)x + Byw) = > hi(x)Eii = 0 (A.5)
i=1 j=1 i=1
x
(S0 0 i)y (@) (A + BuK) = S0 a(@)Er S Bui| |#] =0 (A6)
w

Sendo %4 = Zle Z§=1 hi(z)hj(x)(A; + By, K;) — Zf— hi(z)E; Zz 1 Bus

Sendo a funcdo de Lyapunov quadratica :

V(r)=a2TPz>0= P >0
V(z) =i"PX 4+ 2TPi <0
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Para o custo garantido H, tem-se:

V42T —?0w<0 (A7)

em que v € um limitante superior da norma H .

Deste modo :
22‘8:1 hi(z)c] Z?:l hi(x)e; P 0 x
B P 0 0 | |i]<o0 (A.8)
0 0 —2| |w
21‘8:1 hi(z)e] Zf:l hi(x)e; P 0
Sendo 2 = P 0 0
0 0 —%I
Pela relagcao do lema de Finsler:
N
JreRV™ . D+ X B+ B 2T <0,com 2 = |uN
0

E considerando as seguintes transformacdes linearizantes: X = N -1 Y; = K;X e
P = XTPX, obtém-se as condicoes LMIs:

1P >0
*2)Qi <0, Vi

*3) Qi +Q; <0, Vi, j>i
Sendo ();; definido como

A X +B,Y; + XTAT + Y/ B}
P+ (A X + B,Y;) — XTET

Qi = ot (A.9)
C; X
* * *x
—u(E;X + XTET
uBy, -yl *

0 0 I
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APENDICE B - SCRIPT COMENTADO

O Apéndice B possui o script desenvolvido para as condi¢des LMIs utilizadas ao longo
do trabalho.



function [mu,P,K,diagnostico,primal] = condtf (E,A,Bu,Bw,C,gamma)

o

Numero de vértices da matriz A

N = numel (A);

% Pega o numero de estados do sistema (x)

n = size(A{1l},1); % n=4

% Pega o numero de entradas (w)

nu = size(Bu,2); % nw=1

% Pega o numero de saidas de desempenho (z)
nz = size(C,1); % nz=2

[

% Define as variaveis de deciséao

mu = sdpvar(l,1l);

Smu = 22;

X = sdpvar(n,n, 'full'");

P = sdpvar(n,n, 'symmetric');

Y = cell(1l,N);

for i=1:N
Y{i}=sdpvar (nu,n, 'full');

end

[

% Declara as restricdes

LMIs=T[];
for i=1:N
LMIs = LMIs + (P>=0);
Condl = blkvar;
Condl (1,1) = A{i}*X+Bu*Y{i}+X"*A{i}'"+Y{1i}"'*Bu';
Condl (1,2) = P'+gamma* (X'*A{i}'"+Y{i}'"*Bu')-E{i}*X;
Condl(1,3) = Bw{i};
Condl (1,4) = X'*C';
Condl (2,2) = -gamma* (E{1i}*X+X"*E{i}");
Condl (2,3) = gamma* (Bw{i});
Condl (2,4) = zeros(n,nz);
Condl (3,3) = -mu*eye (nu) ;
Condl (3,4) = zeros (nu,nz);
Condl (4,4) = -eye(nz);
Condl = sdpvar (Condl) ;

ILMIs = LMIs + (Condl <= 0);
end

for i=1:N-1
for j=i+1:N
Cond2 = blkvar;

Cond2 (1,1) = A{1i}*X+Bu*Y{J}+X"*A{i}'"+Y{J}"*Bu';
Cond2(1,2) = P'+gamma* (X'*A{i}'+Y{J}'"*Bu')-E{i}*X;
Cond2(1,3) = Bw{i};

Cond2(1,4) = X'*C';

Cond2(2,2) = -gamma* (E{i}*X+X'*E{i}");

Cond2(2,3) = gamma* (Bw{i});

Cond2(2,4) = zeros(n,nz);

Cond2 (3,3) = -mu*eye (nu);

Cond2 (3,4) = zeros(nu,nz);

Cond2 (4,4) = -eye(nz);



= sdpvar (Cond2) ;

Cond3 = blkvar;
Cond3(1,1) = A{J}*X+Bu*Y{i}+X"*A{j}'"+Y{i}"*Bu';
Cond3(1,2) = P'+gamma* (X'*A{J}"+Y{i}'*Bu')-E{]j}*X;
Cond3(1,3) = Bw{j};
Cond3(1,4) = X'*C';
Cond3(2,2) = —gamma* (E{j}*X+X"*E{j}");
Cond3(2,3) = gamma* (Bw{j});
Cond3(2,4) = zeros(n,nz);
Cond3(3,3) = -mu*eye (nu);
Cond3(3,4) = zeros(nu,nz);
Cond3(4,4) = -eye(nz);
Cond3 = sdpvar (Cond3) ;
LMIs = LMIs + ((Cond2 + Cond3) <=0);
end

end

[

% Resolve o problema

diagnostico =
%$diagnostico =
checkset (LMIs) ;

primal =
mu =

for i=1
Y{i}
end

:N

X= double (X) ;

for i=1
K{i}
end

:N

o

for i=1
K{i}
end

:N

o°

o

de otimizacéao

optimize (LMIs,mu) ;
optimize (LMIS) ;

checkset (LMIs) ;
sgrt (double (mu) ) ;

double (Y{1i}):;

Y{i}*inv (X);

double (K{i}) ;

resi=min (checkset (LMIs)) ;

end
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