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Resumo

Neste trabalho iremos abordar a teoria de anéis de grupo, em particular o problema
intitulado como O Problema do Isomorfismo para Anéis de Grupos. Para obtermos
um embasamento tedrico para a analise do problema estudaremos as teorias de anéis,
grupos, representagao de grupos, modulos, produto tensorial e anéis de grupos, estruturas

importantes na area capes Algebra Abstrata.

O Problema do Isomorfismo de Anéis de Grupo, resultado central da monografia, consiste
em determinar se ¢é suficiente K G ser isomorfo a K H para obtermos G isomorfo a H, com
K um corpo e GG, H dois grupos. Vale salientar que iremos restringir o problema para
o caso dos anéis dos inteiros e grupos abelianos finitos, ou seja, provando que se G um
grupo finito abeliano e ZG ¢é isomorfo a ZH, entao G sera isomorfo a H, utilizando os

resultados obtidos nos fundamentos tedricos descritos ao longo do trabalho.

Palavras-chave: anel. grupo. anel de grupo. problema do isomorfismo. Isomorfismo de

anel de grupo.






Abstract

In this work we will approach the theory of group rings, in particular the problem entitled
"The Problem of Isomorphism for Group Rings". In order to obtain a theoretical basis for
the analysis of the problem, we will study the theories of rings, groups, representation
of groups, modules, tensor product and group rings, important structures in the field of

Abstract Algebra capes.

The Group Rings Isomorphism Problem, central result of the monograph, consists in
determining whether it is enough for KG to be isomorphic to K H to obtain G isomorphic
to H, with K a body and G , H two groups. It is worth noting that we will restrict the
problem to the case of integer rings and finite abelian groups, that is, proving that if G
is a finite abelian group and ZG is isomorphic to ZH, then G will be isomorphic to H,

using the results obtained in the theoretical foundations described throughout the work.

Keywords: ring. group. group ring. problem of isomorphism. group ring isomorphism.
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Introducao

A primeira menc¢ao do conceito anel de grupo ocorreu de maneira implicita no
artigo do A. Cayley (1821 - 1895) que também cita a teoria abstrata de grupos. De
maneira explicita o termo anel de grupo foi mencionado por T. Molien (1861-1941) em
1897, ganhando grande destaque nas aplicacoes associadas a teoria de representagoes de
grupos (MILIES; SEHGAL, 2002). Entre os conceitos, resultados e problemas da teoria
de anéis de grupos podemos destacar o Problema do Isomorfismo de Anéis de Grupos
que teve sua primeira aparicao em 1947 como um problema na conferéncia de dlgebra em

Michigan por T.M. Thrall (1914-2006), que o formulou da seguinte maneira:

"Dado um grupo G e um corpo K, determine todos os grupos H de forma

que KG é isomorfo a KH".

Alguns anos depois, em 1950 S. Perlis (1913-2009) e G. Walker (1912-2001) provaram
que grupos abelianos finitos sdo determinados por seus anéis de grupo sobre o campo dos
nimeros racionais (MILIES; SEHGAL, 2002).

A presente monografia busca analisar um caso particular do Problema do Isomor-
fismo em Anéis de Grupo em que consideraremos o isomorfismo sobre o conjunto dos
inteiros e para grupos abelianos finitos. Dessa maneira, podemos enunciar o questionamento

central do trabalho como:

Sejam G um grupo finito abeliano e H um grupo, se ZG é isomorfo a ZH

podemos afirmar que G é isomorfo a H?

Buscando embasamento tedrico para responder a pergunta realizada anteriormente
o trabalho foi dividido em trés capitulos: o primeiro capitulo trata-se dos fundamentos
teodricos referente a teoria de anéis, abordando a defini¢ao do conceito, exemplos, definicao de
corpo, ideal. Também dissertaremos sobre a teoria de grupos como a defini¢ao da estrutura,
grupo abeliano, subgrupo, grupo ciclico, exemplos, classes laterais, homomorfismo de
grupos, grupo de permutacao raizes da unidade, grupos classicos matriciais, representacao
de grupos. No segundo capitulo, estudaremos a teoria dos médulos, algumas propriedades,
além de produto tensorial. No terceiro capitulo, abordamos um breve histérico, a defini¢ao
de anel de grupo, a aplicacdo de aumento, isomorfismo normalizado. Apds o estudo dos
temas tratados nos capitulos anteriores, finalizamos com alguns resultados envolvendo
isomorfismo normalizado e elementos de ordem finita de ZG para auxiliar na demonstracao

do teorema central da monografia. Por fim, temos o anexo com algumas definigoes e



20 SUMARIO

resultados sobre matrizes, determinante e trago para a consulta dos leitores, se necessario,

atuando como o apoio didatico.

Dentre as referéncias consultadas ao longo do nosso trabalho, destacamos o livro
intitulado An introduction to group rings dos autores César Polcino Milies e Sudarshan
Sehgal.
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1 Fundamentos Tedricos

Dentro das diversas areas da Matematica, a Algebra é um ramo que vem sendo
estudado pelos estudiosos ao longo dos séculos, sejam conceitos atualmente tratados
no Ensino Béasico a Pés Graduacao. Neste capitulo, estudaremos algumas estruturas

importantes da Algebra: anel e grupo.

1.1 Anel

Segundo Hefez (HEFEZ, 1993), Gauss iniciou o estudo dos anéis dos inteiros
algébricos e tal estudo teve continuidade por Kummer, Dedekind, Kronecker, Dirichlet e
Hibelrt ao longo do século 19 e 20. Assim, a nocao abstrata de anel foi introduzida, um
dos principais assuntos abrangidos pela algebra abstrata. Logo, nesta se¢ao estudaremos
em destaque: anel, corpo, subanel e ideal, uma vez que sdo tépicos necessarios para a

continuidade dos estudos para alcangar nosso objetivo central.

Defini¢ao 1 (Anel). Sejam R um conjunto ndo vazio munido de duas operagoes bindrias

sobre R denominadas soma (+) e multiplicagao (-) respectivamente:

+:RxR — R tRxXR — R
e
(a,b) +— a+b (a,b) +— a-b.

A terna (R, 4+, ) € dita ser um anel se para todo a,b,c € R as operagoes + e - satisfazem:
i. (a+b)+c=a+(b+c);
1. existe um elemento o € R tal que
a+oa=oa+a=a,
chamaremos o de identidade da soma de R.
1i. para cada a € R existe f € R tal que
a+pB=0+a=aq,
dizemos que 3 é simétrico de a;
w. a+b=b+ a;

v. (@-b)-c=a-(b-c);
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vi. a-(b+c)=a-b+a-c
vii. (b+c¢)-a=b-a+c-a.

Proposicao 1. Seja (R, +,) um anel, entdo:
i. a identidade da soma do anel R ¢é unica;
1. o simétrico de cada elemento de R é unico.

Demonstracao.

7. Suponhamos que « e 3 sejam duas identidades da soma do anel R, por defini¢do,

temos que para todo a € R:
ata=a+a=ae f+a=a+=a.

Assim, como a € R e 3 é a identidade de R notemos que

a+p=a. (1.1)
Da mesma forma, considerando 5 € R e « a identidade da soma de R temos que

a+ =0 (1.2)
Logo, pelas equagdes 1.1 e 1.2, concluimos que

o=,

portanto, a identidade da soma de (R, +, ) é tinica.

1. Considerando e a identidade da soma do anel e a € R, suponhamos que «, 3

sejam dois inversos de a, logo, por defini¢ao,

ata=a+a=e (1.3)

f+a=a+p=e. (1.4)

Assim, igualando as equacoes 1.3 e 1.4, e posteriormente. multiplicando por 5 temos que
ata = a+f = f+(a+a) = p+(a+p) = (f+a)+a = f+(a+p) = eta = f+e = a = .

Portanto, o simétrico de a é tnico.
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Assim, denotaremos a identidade da soma por Og, além disso, pode ser nomeada
como elemento neutro. O simétrico de um elemento a também denominado de inverso
aditivo serda denotado por —a. Por fim, se a,b € R, entdao a + (—b) denotaremos como
a — b sempre que necessario, assim como na operagao multiplicagdo que podemos denotar

a - b como ab.

Definig¢ao 2 (anel comutativo). Dizemos que (R,+,-) € um anel comutativo se possui a

comutatividade em relagao a multiplicagdo, ou seja, para todo a,b € R temos que ab = ba.

Defini¢ao 3 (Anel com unidade). Denominamos (R, +,-) como anel de unidade se existe
um elemento o € R, tal que para todo a € R temos que aa = aa = a. Chamamos a de

unidade do_anel ou de identidade da multiplicacao do anel.

Ao longo do texto, podemos referir (R, +,-) como R caso as operagoes estejam

subentendidas.

Proposicao 2. A unidade do anel R, se existir, € unica.

Demonstracao. Seja R um anel com unidade. Suponhamos que a e 3 sejam unidades do

anel R, ou seja, para todo a € R temos
ac =aa =a e af = fa = a,
em particular,
af=a e af=p0.
Assim, a = 3, logo a unidade do anel é tnica. n

Denotaremos a unidade do anel R como 1g.

Exemplo 1.

. O conjunto dos numeros inteiros, munido das operacoes usuais de soma e multiplica-

¢ao, (Z,+,-), € um anel comutativo com unidade.

ii. O conjunto das classes residuais mddulo n, representado por Z, = {0,1,--- ,n—1}

associado com as operacoesT+y=x+y e T-Y=72 -y € um anel comutativo com

unidade.

iii. Seja m € Z temos que (mZ,+,-) € um anel comutativo sem unidade se m ¢

{-1,0,1}.

w. O conjunto das matrizes quadradas 2 X 2 com entradas reais com as operagoes usuais,

(Maya (R),+,-), é um anel com unidade, mas nao é comutativo.
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v. Seja X um conjunto nao vazio. Entio A = {f : X — R | fé continua} com as

operacgoes usuais ponto a ponto

(f+9)(x) = fx)+g(x) e(f-9)(x) = f(z) g(x)

Temos que A é uma anel comutativo com unidade denominado anel de fungoes.

vi. Seja 7 [\/—1} ={a+bvV—1|a,beZ}. Considerando as operagies

(a1 +b1v/=T) + (a2 + boV/=1) = (a1 + az) + (b1 + by) V=1

(&1 + 51\/—_1) : (az + bz\/—_l) = (a1as — b1bs) + (a1by + azb) V-1

temos que 7, {\/ —1} é um anel comutativo com unidade denominado anel dos inteiros

Gaussianos.

Sejam R um anel com unidade e a € R nao nulo. Se existe § € R tal que
a3 = fa = 1g, entdo dizemos que a ¢ invertivel em R e 3 é um inverso multiplicativo de a
e vice-versa. Nao é necessario que cada elemento do anel tenha um inverso multiplicativo,
mas caso o tenha ele serd tinico. De fato, suponhamos que « e 3 sdo inversos multiplicativos

de a € R tais que

a=a-lg=a(af) =(aa)f =15 = 0.

Deste modo denotamos 3 = a~'. Assim, podemos definir R*, o conjunto dos elementos
invertiveis de R, o qual é nao vazio ja que 1z € R*. Além disso, associando o conjunto
R* com a operacao multiplicagdo obtemos que esta é bem definida. De fato, considerando

a,b € R*, entao
(ab) (b’la’l) =1g e (b’lafl) (ab) = 1,

. . ;. , —1 — _
o que equivale a dizer que a - b é invertivel e (ab)™ = b 'a"!.
E possivel observar que no anel das matrizes 2 X 2 com entradas reais, temos que

) N 11 1 0\ _ . 11 10 0 0
as matrizes nao nulas e sao tals que . = . Em
0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0

contrapartida, no anel Z com suas operagoes usuais, se a,b € Z \ {0}, entao ab # 0. Por

fim se tomarmos Zg notemos que 2 - 3 = 0. Assim podemos definir um novo conceito.

Definicao 4. Sejam R um anel e a € R com a # Og. Dizemos que a é um divisor de
zero se existir um b € R, b # Ogr, em que ab = 0g. Se x,y € R, entdo xy = Or se, somente

se, © = Op ou y = O, dizemos que R é um anel sem divisores de zero.
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Definicao 5. Um anel serd dito dominio de inteqridade ou simplesmente dominio se for

um anel comutativo com unidade sem divisores de zero .

Podemos também definir Ddz (R) como o conjunto que contém todos do divisores
de zero do anel R. Em contrapartida, quando temos a € R com a nao nulo, em que ab = Og
somente para b nulo, dizemos que a é regular, assim definimos Reg (R) como o conjunto

dos regulares de R.

Exemplo 2.

i. O conjunto dos niumeros inteiros, assim como 0s conjuntos dos numeros racionais e

reais associados com as operagoes usuais sao dominios de integridade;

it. O conjunto dos maltiplos de m € 7 com as operagoes usuais (mZ,+,-) € um anel

sem divisor de zero, e para m € {—1,0,1}, é um dominio de integridade;

iii. O conjunto das matrizes de dimensdon porn com as operagoes usuais, (Myxn (R),+,-),
possui divisores de zero para n > 1. De fato, se tomarmos (a;;)nxn € (bij)nxn, €m que

a1 = ba1 # 0 e 0 para as demais entradas. Temos desse modo que (@ij)nxn - (bij)nxn

, . . 1 0\ (0 1 00
¢ a matriz nula. Para exemplificar, temos que = :
0 0/ \0 O 0 0

w. O anel Z,, é um dominio de integridade se m for primo.

Definicao 6. Um anel R € dito anel de divisio se possui unidade e todo a € R, com

a # Og, € invertivel.

Proposicao 3. Se R um anel de divisdo, entdo R ndo possui divisor de zero.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que a € R seja um divisor de zero, assim existe
b € R, com a e b nao nulos, tais que ab = Og. Por outro lado, temos também que existe

c € R em que ac = ca = 1. Notemos que
(ca)b=1r-b=0b.
Além disso,
c(ab) = c-0g = Og,

assim temos que (ca)b # c(ab), contradizendo o fato de R ser anel. Portanto, se R é um

anel de divisao, entao nao ha divisor de zero. O

Definicao 7. Dizemos que um anel R é um corpo se for um anel de divisdo comutativo.
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Observacao 1. Notemos que pela Proposicio 3 que afirma que um anel de divisdo ndo
possui divisores de zero, concluimos que um corpo é um dominio de integridade com todo

elemento ndao nulo invertivel.
Sejam R um anel, a € R, e n € Z, podemos definir

at+a+---+a, sen > 0.
na = Og, sen = 0.
—(a+a+---+a), sen<0.

A partir da definicao acima, se a,b € R e m,n € Z, notemos que

n(ab) =ab+ab+---4+ab =a(b+b+---+b)=a(nd).
=(a+a+---+a)b=(na)b.

Além disso, como nb € R, pela propriedade anterior
(ma) (nb) = m (a(nb)) = m (n(ab)) = (mn) (ab),

portanto (ma) (nb) = (mn) (ab) .

Defini¢ao 8 (Subanel). Seja S um subconjunto nao vazio de um anel (R,+,-). Dizemos

que S é um subanel de R, denotado por S < R, se (S,+,-) for um anel.

Proposicao 4. Seja R um anel e S um subconjunto ndo vazio. Entdo S é um subanel de

R se, somente se, para todo a,b € S temos que

i. a—bes;

7. abe S.

Demonstragdo. Se S for um subanel, logo S é um anel, e disso decorre imediatamente que
a—beSeabe S, para todos a, b € S.

Reciprocamente, seja .S um subconjunto de R no qual para todo a,b € S temos

quea—beSeabe S.

Notemos que Or = b — b € S. Além disso, considerando Og,a € S temos que

Or —a = —a € S. Portanto, para todo a € S, temos que o inverso aditivo de a estd em S.

Por fim, como a,—b € S, obtemos que a — (—=b) € S implicando que a + b € S.
Assim a adigdo é fechada sobre S. Como as propriedades 7., 1v., v., vi. da Defini¢do 1 sdo
herdadas de R e pelo item . da hipdtese que nos fornece que a multiplicacao é fechada

sobre S, concluimos que S é um anel com as operacoes de R, e portanto S < R. O
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Dizemos que {Or} e R sao os subaneis trivigis de R. Além disso, se R nao possui

divisores de zero, entao S também nao possuira.

Seja S um subanel com unidade de R. Se R for um dominio de integridade, dizemos

também que S é um subdominio de R, e se S e R forem corpos, diremos que S é um

subcorpo de R.

Exemplo 3. O anel do inteiros Z. é um subdominio de Q, por sua vez, Q é um subcorpo
de R e R é um subcorpo de C. Por sua vez, 27 nao é subdominio de Z, jd que nao possui

unidade.

Definigao 9 (Ideal). Sejam R um anel e I um subanel de R ndo vazio. Dizemos que I é

um ideal a esquerda de R se

RxI — I
(a,x) — ax
é bem definida, isto é, ax € I para todo a € R.

Além disso, chamamos I de ideal a direita de R se

IxR — 1
(x,a) — za
¢ bem definida, isto é, xa € I para todo a € R.

Se, por ventura, I for ideal a esquerda e a direita, ou seja, x —y € I e ax,xa € I
comz,y € I ea € R, denominamos I de ideal bilateral de R ou simplesmente que I €

ideal de R.

Chamamos {Or} e R de ideias triviais de R.

Observagao 2. Caso R seja abeliano, temos que se I é um ideal a esquerda de A, entdo

I também serd um ideal a direita de R, ou seja, I € um ideal.

Exemplo 4.

1
i. Seja Z um subanel de Q, notemos que Z ndo é um ideal, uma vez que 3 ¢ 7.

it. Consideraremos o anel Moy (R). Seja I o conjunto das matrizes 2 X 2 com ayz =
aze = 0. Podemos afirmar que é ideal a esquerda de My (R), mas nao ideal a

direita.

De fato, primeiramente I < Mays (R), pois

a()_aloza—aloej_eao al():aaloell
b 0 b10 b—b10 b 0 b10 ba10
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Se A = i , entdo
Qo1  A22
ai; Qa2 a 0 _ ana + &12b 0 c I,
o1 a9 b 0 as1a + CLQQb 0
a 0 apir a2}  [aai;r adaiz
b 0 a21 A22 bajr  bajs

que nao necessariamente pertence a I.

mas

Por outro lado, temos que J, o conjunto das matrizes 2 X 2 com as; = ass = 0, € ideal

a direita de Mayo (R), porém nao € ideal a esquerda, uma vez que J < Myyo (R),
a b a; by a—a; b—1b
— = eJ
0 0 0 0 0 0
a b\ [a; b aa; aby
= e J
0 0 0 0 0 0
a b a1 Q2 aay; + bagl aaye + bagg
. = cJe
0 0 21 G929 0 0
a1; a9 a b . a1a aub
g a) \0 0/  \ama axnb)’

que nao pertence necessariamente a J.

PoiS

E, por fim,

Ao longo do texto, iremos utilizar a terminologia ideal para nos referir ao ideal

bilateral.

Definicao 10. Dizemos que R é um anel simples se os unicos ideais de R sdo os triviais.

Exemplo 5. Sejam R um anel com unidade e I ideal de R. Suponhamos que 1p € I e

seja a € R, assim temos que ax € I para todo x € I, em particular, para x =1z € I, ou

seja, a = a -1z € I. Logo podemos concluir que R C I, e portanto, I = R. Mais ainda,

seja I um ideal de R em que R possui unidade. Se I possui um elemento invertivel de R,
entdo R = I. De fato, se x € I € invertivel, entdo para a € R, em particular, az™' € R,
logo a = (ax_l) x € I. Portanto R = 1.

Exemplo 6. Seja R um anel comutativo e x € R, entao xR = {za | a € R} é um ideal

de R, chamado ideal principal que pode ser denotado por (x).
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1.2 Teoria de Grupos

Nesta secao, trataremos das defini¢oes e resultados da Teoria dos grupos. Tal teoria
teve infcio com o matemético francés Evariste Galois (1811-1832) em 1830, que pela
primeira vez usou o termo grupo restrito para permutagoes na sua definicio moderna e
introduziu outros termos, e posteriormente, outros estudiosos como Augustin-Louis Cauchy
(1789 — 1857), Arthur Cayley (1821 — 1895), que foi o primeiro a definir o conceito de
grupo abstrato em 1845, entre outros, construiram essa nova teoria que viria a revolucionar
a mateméatica (MILIES; SEHGAL, 2002).

Definigao 11 (Grupo). Seja G um conjunto ndo vazio munido com uma operagao bindria
denotada por -. Dizemos que G, associado a operacao bindria -, € um grupo se satisfaz as

sequintes propriedades:

i. (a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b, c € G;

1. existe um elemento o € G tal que para todo a € G temos

Chamaremos « de identidade de G;

1i. para cada a € G existe um elemento B € G tal que

a-f=0-a=a.

Ao longo dos nossos estudos, nomeamos 3 como inverso de a, e além disso, usaremos
a notagao (G, -) para denotar o conjunto GG associado a operagao bindria -, por fim, também

nos referiremos a operacao binaria apenas como operacao.

Defini¢ao 12. Considerando (G,-) um grupo, se para todo a, b € G tivermos que
a-b=">b-a,

entao nomeamos (G,-) como grupo abeliano.

Exemplo 7. Seja Z o conjunto dos niumeros inteiros associado a soma usual +, podemos
afirmar que (Z,+ ) é um grupo abeliano, assim como o conjunto das matrizes 2 X 2 com
entradas reais associado a soma usual de matrizes, denotado por (Mays (R),+ ), também

0 é. Assim como o conjunto de todas as classes residuais médulo n, Z, = {1,2,--- i}

associado com a operag¢io T+ 7Y = x +y € um grupo abeliano.

Proposicao 5. Seja (G, -) um grupo, entao:
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i. a identidade do grupo € unica;

it. o inverso de cada elemento de G € unico.
Demonstracio. As demonstracoes sao similares as realizadas na Proposicao 1. ]

Neste trabalho, a identidade do grupo (G, -) serd denotada como e.' Além disso,

1

o inverso de a tera como notagdo a” °, mas no caso particular em que estejamos em um

grupo com a operagao aditiva a notagao sera —a. Eventualmente, o conjunto G é dito
um grupo ao longo do texto referindo-se ao grupo (G, -) sempre que nao houver risco de

confusao.
Observacao 3. Seja a,b,c € G, G um grupo. Temos as sequintes igualdades:
. (cfl)_l = a;
ii. (a- b)*1 =bt.al;
ii. a-b=a-c=>b=c e b-a=c-a=b=c.

Definigao 13 (Subgrupo). Sejam (G, -) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G se (H,-) for um grupo e denotaremos H < G. Além
disso, os conjuntos {0} e G sao ditos subgrupos triviais de G.

Teorema 1. Seja H um subconjunto nao vazio de G. Entao H < G se, somente se, dados

a,b € H implica que a-b~' € H.

Demonstracao. Primeiramente, se H < G, temos que H é um grupo, entdao, para cada
be H, existe bt € H, e consequentemente, a - b~ € H. Reciprocamente, se a-b~' € H,

para todo a,b € H, consideremos h, € H:
ec=hi-hi' € H.
Agora, considerando hy € H notemos que:
ea hy € H=hy" =eq-hy' € H. (1.5)

Logo, hy,hy ' € H implica que h; - ho € H, logo a operacdo é fechada sobre H, além
disso, como H C G, dados hy, ho, hs € H, entdao hy, he, hy € G. Portanto, (hy - hy) - hg =
hi - (hg - hs) em G, acarretando que - também é associativa em H. Assim, (H,-) é um

grupo. 0]

1 Caso seja necessario iremos utilizar um subindice para expressar a qual grupo a identidade se refere,

por exemplo, eg como sendo a identidade do grupo G.
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Antes de definirmos o que é um subgrupo gerado iremos determinar a notacao a”.

Sejam G um grupo, a € G e n € Z, definimos

e, sen = 0.

a"=1<{ a"'-a, sen>0.
1\~ "

(a ) , sen < 0.

Observagao 4. Sejam (G,-) um grupo, a,b € G e n,m € N.? Podemos afirmar que:

iii. (a-b)" =a"-b" quando a-b="-a;
. (a’l)n = (a7

Definicao 14. Seja S um subconjunto nao vazio de um grupo G. Definimos o subconjunto
gerado por S como:

(S) ={ai-as-... Gp_1-am | a; € S;m € N}.
Se G ¢ um grupo abeliano, a definicio acima pode ser reescrita como:
(S) =A{ay* -a5?-----apm | m,n; €Z, a; €S para azs distintos dois a dois }.

Por convencao, temos que o conjunto vazio gera o subgrupo trivial {e}.

Definigao 15. Sejam G um grupo e S um subconjunto de G, dizemos que G é um
grupo_gerado por S se G = (S).
Se o conjunto S for finito temos que G € finitamente _gerado. Ainda nesse sentido,

se a € G, o subgrupo gerado por S = {a} é chamado por subgrupo ciclico de G gerado por
a, e nesse caso, escrevemos

G =(5) =({a}) = (@) ={a" | n € Z}.

Um grupo G € dito ser ciclico se existe a € G tal que G = {(a).

Proposicao 6. O conjunto (a) € subgrupo de G.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a,b € (a), em que a = a" e b=a™ , com m < n. Assim

2 Em nossos estudos nio consideramos o niimero zero um elemento do conjunto dos niimeros naturais.
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ab™' =a"a™ =a""" € {a).
Segue do Teorema 1 que (a) é um subgrupo de G. O

Proposicao 7. Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragio. Seja (G,-) um grupo ciclico, logo G = (a), para algum a € G. Se xz,y € G

entdo r = a" e y = a™ para n,m € Z, assim:

roy=d"-ad"=ad"=ad""=ad"-a"=y-x
]
Exemplo 8. Sejam C,, = {u’ = e,u’,--- ,u"'} e - uma operacio definida sobre C,, tal
que u' - = uI em que [i + j| representa o resto da divisao de i + j por n.

Assim, se u',w!,uF € C, e u’ -l = u'u!, observemos que a operacio é associativa:
(uluj) uk _ u[[z-l-j]—&-k’} _ U[H_[H—k” — (ujuk‘> .
Além disso, tomando u' um elemento qualquer do conjunto C,, obtemos que

uouz — u[O—l—z] — u[z] — U,l,

0

em que a ultima passagem ocorre pois 0 < 1 < n—1. Assim u~ € a identidade da operacdo.

Por outro lado, se i1 # 0 temos que

Ainda assim u"™" pertence ao conjunto C,,, uma vez que 0 < n —1i < n. Com isso, temos

que (C,-) € um grupo. Por fim, notemos que
u' =l =gyt = (Ul)l;
logo u gera o conjunto C,,. Portanto, (C,,-) é um grupo ciclico.

Ademais, temos que quaisquer dois grupos ciclicos de mesma ordem sio isomorfos®,
assim utilizaremos a notacao €, para designar um grupo ciclico de ordem n de um modo
geral, nao levando em conta a natureza dos elementos e a operagao associada ao significado

destes, mas dispondo da teoria que engloba os grupos ciclicos.

Exemplo 9.

3 Para mais informacoes sugerimos consultar o Teorema 1.3.1 na pagina 85 da bibliografia (YARTEY,

2017)
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i. Notemos que o conjunto dos numeros pares, 27, € gerado pelo numero 2 com a
adicao usual para os numeros inteiros. Generalizando, mZ € um grupo ciclico gerado

por m com a operacao adicao usual com m € N;

1. O conjunto das classes residuais modulo 6, Zg, associado a adi¢ao usual é um grupo
aditivo gerado pelo 1 ou pelo 5. Ainda nesse sentido, € possivel notar que Z,,, munido
com a adi¢do usual, € um grupo ciclico gerado ao menos pelo elemento 1 e mais, m

¢ gerador de Z, se m e n sao primos entre si.

Defini¢ao 16. Sejam G um grupo e I, = {1, ..., n} um conjunto com n € N. Se existe
uma bijecio entre G e I,, dizemos que G é um grupo finito de ordem n. Denotaremos a

ordem de um grupo finito por |G|. Caso ndo ezxista algum n tal que G e I,, sejam bijetivos,

dizemos que G € um grupo_infinito.

Defini¢ao 17 (Subgrupo Normal). Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é um
subgrupo normal de G, com a sequinte notacdo H < GG, se para todo a € G temos:

aHa™ ' C H.

Definicao 18. Seja H um subgrupo de G, dizemos que a classe lateral a esquerda de H

contendo a € o conjunto
aH :={ah|a€ G, he H}.
A classe lateral a direita de H contendo_a é o conjunto
Ha:={ha|a€ G, he H}.

Quando realizamos a operagdo em um grupo aditivo normalmente a notagao usual

para denotar as classes aH e Ha sao as seguintes, respectivamente:

a+H:={a+h|laeG , heHleH+a:={h+ala€G, heH}.

1

Observacio 5. Seja H <G, notemos que se aha™' € aHa™', entdo

aha™ = hy < ah = hya, (1.6)

para algum hy € H, logo aH C Ha. De maneira similar obtemos que Ha C aH, portanto
aH = Ha.

Reciprocamente, se aH = Ha, pela equacio 1.6 temos que aHa ' = H. Assim H é

um subgrupo normal de G se, somente, se aH = Ha.
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Observamos que ao considerarmos G um grupo, temos que {e} <G e G <G. De

fato, seja H = {e} e a € G, notemos que se v € aHa "
r=a-e-aler=a-al=e€H,

Logo aHa ! = H. Por fim,
aGa™'={a-b-a' | be G},

como G é um grupo com a operacao -, temos que a operacao é fechada, assim aGa™' = G.

Denominamos {e} e G de subgrupo normais triviais de G.

Defini¢ao 19 (Grupo Simples). Seja G um grupo, G # {e}. Quando os inicos subgrupos

normais de G sao os triviais, dizemos que G é um qrupo_simples.

Teorema 2. Sejam G um grupo, a,b € G ¢ H um subgrupo de G. Entdo:

i. aH = bH se, e somente se, b'a € H;
1. aH = bH se, e somente se, a € bH;
ii. Se aH NbH # &, entdo aH = bH ;

w. A aplicagdo

fo:H — aH
h +— ah

¢ uma bijecao.

v. Seja G um grupo finito, entdo existem g; € G, para 1= 1,2,--- ,n, com g, = e tal
que
G=gHUgHU---Ug,H

¢ uma uniao disjunta.

Demonstracao.

7. Primeiramente tomaremos como hipotese aH = bH, assim notemos que a € aH,

consequentemente a € bH, ou seja, existe h € H tal que a = bh. Logo

b 'a=heH.

Reciprocamente, considere b"'a € H. Desta forma, temos que existe hy € H tal

que
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b~ta = hy, logo

a = bhy. (1.7)
Tomando ah € aH e utilizando 1.7 temos que
ah = bhyh.
Como H ¢ subgrupo de G entdao h1h = hy € H | logo
ah = bhy € bH.
Portanto, aH C bH. Para o caso de bH C aH, a demonstracao é analoga e, deste modo,
obtemos que aH = bH. Em particular, aH = H se, somente se, a € H.

11. Suponhamos que aH = bH. Como e € H temos que ae = a € aH = bH.

Reciprocamente, se a € bH, obtemos que a = bh; com h; € H. Seja ah € aH,

entao
ah = bhih € bH.

Assim aH C bH. Obtemos que bH C aH de modo similar ao que realizamos

anteriormente, concluindo que aH = bH.

191. Por hipétese, existe ¢ € aH NbH e dai, ¢ € aH e ¢ € bH. Porém, pelo item 7.
da mesma proposicao temos que cH = aH e cH = bH, logo aH = bH.

iv. Sejam hy, hy € H. Considerando f, (h1) = f, (hs) temos que
fa (h1) = fa (hz) = ahl = CLhQ = hl = hQ.

Portanto, f, é injetiva.

Se b € aH entao existe h € H tal que b = ah, logo b = f, (h). Assim podemos
concluir que f, é sobrejetiva, consequentemente, f, é uma bijegao, implicando que |aH| =
|H|.

v.SejaG = {g1 =e,92, -+ , gm } um grupo. Notemos que gt HUg HU- - -Ug,, H = G,
uma vez que H < G. Além disso, pelo item iii. podemos definir A como o conjunto dos
indices ¢ € I,,, em que se g;HH # g;H, para todo j € I,,,. Se g;H = g;H, entdo i pertence a

I,, enquanto j ¢ I, implicando que G = U giH, com as classes duas a duas disjuntas.
ieA

]

Sejam G um grupo e H<G. O conjunto das classes laterais a esquerda com respeito
a H é denotado como

G/H ={aH | a € G}.
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Exemplo 10. Sejam G um grupo e H < G. Entao G/H é um grupo com a sequinte

operagao:

x: G/HxG/H — GJ/H
(aH, bH)  +— aH xbH := (ab)H.

Chamamos esse grupo de grupo quociente de G modulo H.

Definicao 20. Dizemos que o centro de um grupo G é definido pelo conjunto

Z(G) ={a€eG|ab=ba para todo b € G }.

Proposicao 8. Seja G um grupo. Entao Z (G) < G.
Demonstragio. Sejam a,b € Z (G), notemos que, para todo g € G,
eg=ge=bblg=gbb ' = bbb lg=b"tbgb" = b lg=gb",
logo b~! € Z(G). Além disso,
(ab_l) g=a (b_lg> =a (gb_l) =(ag)b ' =(ga)b =g (ab_1>,

portanto ab™' € Z (G), assim Z (G) é um subgrupo de G pelo Teorema 1.

Por defini¢do, se a € Z (@), entdo temos que ag = ga para todo g € G, logo
Z(G)g=9Z(G), ou seja, Z (G)<G. O

Definicao 21 (Homomorfismo de Grupos). Sejam (G,-) e (H,*) grupos. Uma aplicagio
o:G—-H

¢ um homomorfismo se para todo a,b € G
O (a-b) =2 (a)*D (D).
Considerando ® : G — H um homomorfismo, temos que se ® ¢ injetiva a denomi-
namos de monomorfismo. Por sua vez, se ® for sobrejetiva a chamamos de epimorfismo.
Ainda nesse sentido, se ® for uma bijecao, dizemos que ® é um isomorfismo, nesse caso

dizemos que G ¢ isomorfo a H e denotamos por G = H. Por fim, se  : G — G é um
isomorfismo chamamos ® de automorfismo.

Seja ® : G — H um homomorfismo de grupos. O nicleo de ® é o conjunto
Ker (®):= {ae G| ®(a)=en},
enquanto a imagem de ® é o conjunto

Im(®) :={a € H| existeb € Gemque® (b) = a}.
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Proposicao 9. Seja ® : G — H um homomorfismo com (G,-) e (H,*) grupos, entdo

i. ®(eq) =en;

De fato, considerando a € G temos que:
O (a)=P(eg-a)=P(eq) *xP(a) = P(eq) =ey.

Por sua vez, partindo que ® (eq) = ey e que b-b~' = eq obtemos que ® (eq) = @ (b) *
) (b_l) = ey, implicando que ® (b_l) =& (b)_l.

Proposicao 10. Seja ® : G — H um homomorfismo, com (G,-) e (H,*) grupos. Temos
que Ker (®) € subgrupo de G enquanto Im () é subgrupo de H.

Demonstragio. Se a,b € Ker (®) , notemos que
®(a-b')=d(a)+ ()" =en,

e, portanto, pelo Teorema 1, Ker (®) < G.

Por outro lado, se a,a; € Im (®), existem b, by € G tais que ® (b) =ae ® (by) = a;.

Assim
e a;t =@ 0)x®(b) " = (b-b71) € Im (D),
acarretando que I'm (®) é subgrupo de H pelo Teorema 1. O]

Teorema 3. Seja ® : G — H um homomorfismo de grupos. Entao ® é monomorfismo se

e somente se, Ker (®) = {eg}.

Demonstra¢io. Primeiramente, seja ® um monomorfismo. Se a € Ker (®) entao ¢ (a) =
ey, porém ® (eq) = ey. Logo a = eg, implicando que Ker (®) = {eg}. Reciprocamente,
se ® (a) = ® (b) entdo

Pa-b)=0(@+@(b)=oB)«2 (b)) =0 (b-b") =P (eq).
Como Ker (®) = {eg}, entao

a-bl=ec=a=b.

Proposicao 11. Se & : G — H um homomorfismo de grupos, entio Ker (®)<G.
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Demonstrag¢io. Sejam a € G e b um elemento de aKer (®)a™!, por definicdo, temos que

existe ¢ € Ker (®) tal que

b=aca ' = ()= (aca’l) =P(a)P(c)® (a’l) =d(a)eyd (a’l) =ey.

Portanto, b € Ker (®), implicando que aKer (®)a~' C Ker (®), concluindo que
Ker (®)«G. O

Teorema 4 (Primeiro Teorema dos Isomorfismos). Se & : G — H ¢é um homomorfismo

de grupos entao

G

Ker (3) = Im ().

Demonstracao. Para essa demonstragao, definimos

G
" Ker ()
aKer (®) +— @ (a).

0

—  Im (D)

Inicialmente, provaremos que a aplicacdo # é bem definida. De fato, sejam a,b € G tal que

aKer (®) =bKer (®), assim a = bg, com g € Ker (®) pelo item . do Teorema 2, entao
O(aKer (®))=®(a) =P (bg) =P (b)ey =D (b) =0 (bKerd).
Além disso, sabendo que Ker (®) <G temos que
0 (aKer (®)bKer (®)) =60 (abKer (®)) = ® (ab) = ® (a) P (b) = 0 (aKer®) 0 (bKerd),

donde verificamos que # é um homomorfismo.

Ademais, se 6 (aKer (®)) = 6 (bKer (®)), entao
®(a) =0 ()= (@)@ (b)) =ex =0 (ab') =en.

Assim, obtemos que ab™' € Ker (®), acarretando que a € bKer (®), logo, pelo
item ii. do Teorema 2, temos aKer (®) = bKer (P). Desse modo, podemos afirmar que a

aplicagao 6 ¢ um monomorfismo.

Por fim, se b € I'm (®) entdo existe a € G tal que ¢ (a) = b, assim 6 (aKer (P)) = b,

logo € ¢ um epimorfismo. Portanto podemos concluir que

G

W%[m(@).

Definiremos um importante exemplo de grupo a seguir.
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Defini¢ao 22 (Permutagao). Seja X um conjunto qualquer. Se a aplicagao 7: X — X €
uma bijecdo dizemos que T é uma permutacdo de X.

O conjunto de todas as permutagdes de X associado com a operagdo composicao
de fungoes, denotado por Sy, é um grupo denominado grupo de permutacao. Além disso,
considerando o conjunto I,, = {1,2,--- ,n}, podemos definir o grupo S,, como todas as

funcoes bijetivas da forma 7 : I,, — I,,.

Seja 7 € S,,, usaremos (ay ag - - - a,) para denotar 7 em que 7 (a;) = a;11, T (a,) =
aj e se 7 (a;) = a;, entdo a; ¢ (ayag -+ a,) em que 1 <i <mn, caso 7 (a;) = a;, para todo

1, dizemos que a permutacao ¢ a identidade e é expressada por e ou Id.
Exemplo 11. O grupo de permutagao paran =3 é S3 = {Id,(12)(13)(23)(123)(132)}.

Exemplo 12. Sejam B = {ej,es, - ,en} e C ={x1,29, - ,xp} € a fungdo bijetiva f

f: B — C
€ = Zj.

Note que [ induz ma bijecao de I, em I, do sequinte modo
g: I, — I,
i g(i)
em que (1) € definido como sendo o indice j dado na definicio f, ou seja, se f(e;) = x;,
entao g(i) = j.

Podemos observar que se g(i) = g(j), entdo f(e;) = f(ej), como f € injetiva
obtemos que e; = e;, acarretando que © = j. Por sua vez, se k € I, temos que existe um e;

tal que f(e;) = zx, uma vez que f é sobrejetiva, logo g(i) = k. Portanto g € uma bijegdo.

Por exemplo, se B = {ey, ey, e3,e4} e C = {1, 29,23, 24} € considerando
fler) = w3, f(e2) = x4, fles) = w2, fles) = 11,

temos que
9(1) =3, 9(2) =4, 9(3) =2, g(4) = 1,

logo podemos associar a fungao g a permutagiao com (1324).

Teorema 5. Paran > 1 o grupo de permutacdo S, possuin! elementos.

Demonstracdo. Seja S, o grupo de permutacgao de [,,, notemos que para a imagem de 1 ha
n possibilidades, ja para a imagem de 2 s@o n — 1 possibilidades, uma vez que as aplicagoes
desse conjunto sao injetivas e uma das possibilidades iniciais serd para a imagem de 1.

Ainda nesse sentindo, temos n — 2 possibilidades para a imagem de 3 assim recursivamente
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até 2 possibilidades para a imagem de n — 1 e restar apenas 1 possibilidade para a imagem
de n. Assim, temos n-(n —1) - (n —2)---2-1 = n! bijegdes. Portanto, .S,, possui n!

elementos. O]

Nosso enfoque a seguir ¢ analisar conceitos e resultados relacionados com o grupo
das raizes da unidade que nos darda um embasamento béasico para alguns tépicos futuros

dos nossos estudos.

Seja z um nimero complexo, podemos escrevé-lo, de forma algébrica, como z = a+bi
com a,b € R e i* = —1. Utilizando trigonometria obtemos, a partir da forma algébrica, a
forma polar de z:

z = |z| (cosb + isend),

em que |z| é dito o mddulo de z, dado por Va2 + b? e 0 estd em radianos. Além disso,
temos a seguinte propriedade a fim de facilitar algumas passagens posteriormente: sejam

21 = |21] (cos 01 + isen 1) e zo = |23| (cos 05 + isen s), temos que
21 - 29 = |21]| 22| (cos (01 + 63) + isen (01 + 65)) . (1.8)

Definicao 23. Sejam n € N e z € C. O numero complexo que satisfaz a equagdo x" = z

é denominado de raiz n-ésima complexa de z.

Note que como 1 = 1(cos0 + isen0), segundo (HEFEZ, 1993, pag. 187), temos que

as raizes n-ésimas da unidade sao da forma
2k ) 2km
& =cos | — | +isen | —
n n

Agora se m € Z e considerando que m = qn +1r com q € Z e 0 < r < n obtemos

comk=0,---,n—1.

que

gm = ganrr = 57‘7

uma vez que

Enn = cos (WW> ©isen (’AWH?“))

n n
2 2
= cos(?wq)cas(ﬂ) — sen(2mq)sen <W2 +
n n
r

2
+1 [sen(%rq)cos T+ cos(2mq)sen ()}
n n
2mr , T
= cos <> + isen () =¢&,.
n

n
Logo, para todo m € Z, temos que & € {&,&1,&, - ,&n—1}, implicando que

m = jmodn se, somente se, §, = &;.
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Proposicao 12. Sejam &, e &g raizes n-ésimas complexas da unidade e j € N. Entdo:
i &€ = Eavp;
i, (Ea) = Eas
i, (€2)7' = Epa.
Demonstragdao. i. Notemos pela Equagao 1.8
o - &5 = cos (25 (o + ﬁ)) +isen (2]:T (a+ B)) =0t

ii. Segue imediatamente da Férmula de De Moivre, segundo (HEFEZ, 1993) na

pagina 183, anunciada da seguinte maneira: se z = |z| (cos 8 + isen 0) e n € N, entdo
2" = |2|" (cos (n@) + isen (nh)).
Uma vez que

(§a)j = (cos (T) +isen (M>)j = cos <2jom) + isen (2j:7r) = (o

n n

ii1. Notemos que, pelo item i., &, - &,—o = &, = 1, logo (504)71 =&_a

O

Proposicao 13. O conjunto das raizes n-ésimas da unidade é um grupo ciclico com a

operagao de multiplicacio de C, gerado pela raiz n-ésima & da unidade.

Demonstragao. Temos que (C\ {0}, -) é um grupo, além disso, R = {&o, &1, -+ , &1} estd
contido em C\ {0}. Notemos que para 0 < z,y < n — 1 temos

gaz : (éy)_l = fx : €n—y = §x+n_y € R.

Assim, pelo Teorema 1, o conjunto das raizes n-ésimas da unidade é um subgrupo de
) )
* , , . 27T . 27T
(C*,-), consequentemente, é um grupo. Além disso, temos que { = cos | — | +isen | —
n n
gera o conjunto das raizes n-ésimas da unidade, logo o conjunto das raizes n-ésimas da

unidade é um grupo ciclico. O]

Definicao 24. Dizemos que & é uma raiz n-ésima _primitiva da unidade se & gera o

conjunto das raizes n-ésimas da unidade, ou seja,

<£k> = {507’517"' 7£n71}-
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2 2
Sejam £ = cos (W> + isen (W> e k € {0,1,...,n — 1}, notemos que " =
n n

n n
n-ésimas complexa da unidade.

2km 2k
cos <> + isen () , assim o conjunto {€°, &Y, €"71) ¢ constituido pelas raizes

1.3  Grupos Classicos Matriciais

Nesta segao apresentaremos alguns grupos matriciais, focando no embasamento
tedrico da Teoria de Grupos e relembrando de alguns conceitos e resultados referentes as

propriedades de matrizes.

n
Sejam A e B matrizes invertiveis n x n, entao AB = C' em que (C’)Z.j = Z aikby;
k=1
paracadaparie 7, 1 <i<nel <j<n.

Ainda nesse sentido, se A e B matrizes n X n invertiveis, temos que A™! e B!

também sdo invertiveis e
det (AB) = det A-det B#0 e (AB) (B'A™") = 1I,,

logo AB ¢ invertivel, e além disso, (AB)™' = B~ A™! com determinante néo nulo, provando
deste modo que a operacao usual de multiplicagdo de matrizes é fechada no conjunto das
matrizes invertiveis, além disso, se A é invertivel, sua inversa também o é. Ademais a
multiplicagao usual de matrizes n X n invertiveis é associativa, e a matriz identidade ¢é
invertivel e satisfaz Al, = [,A = A, para toda matriz invertivel A. Portanto, o conjunto

das matrizes n x n invertiveis munido com a multiplicacdo usual das matrizes é um grupo.

Definigao 25. O grupo linear geral sobre um corpo K, denotado por GL(n, K), € o grupo
de todas as matrizes n X n invertiveis, com entradas pertencentes ao corpo K, associado a

operacao multiplicativa usual das matrizes.

Por outro lado, seja A e B matrizes com determinante igual a 1 = 1g, notemos
que det B - det B~' = 1, implicando que det B~' = 1. Assim,

det (AB™') =det A-det B~ =1,

logo AB™! também possui determinante igual a um, acarretando que o conjunto das

matrizes com determinante igual & um é um subgrupo de GL(n, K), pelo Teorema 1.

Definicao 26. Definimos o grupo linear especial sobre um corpo K como o grupo das ma-
trizes invertiveis n X n com entradas em K, com determinante igual a um, que denotaremos
como SL(n, K).
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Ainda assim, o fato de que geralmente AB # BA acarreta que GL(n, K) e SL(n, K)
nao sao, em geral, abelianos. Antes de novos conceitos vamos relembrar como é enunciado

a ortogonalidade em relacao a matrizes.

Definicdo 27. Dizemos que uma matriz A € ortogonal se A'A = AA" = I, ou seja,

A7t = At em que A denota a matriz transposta.

Nesse sentido, ¢ possivel notar também que devido a igualdade det A = det A’,

obtemos que
det (AA") = det A-det A' =1 = (det A)* = 1 = det A = £1.

Portanto, temos que as matrizes ortogonais sao invertiveis e ainda assim observemos

que se A e B sao matrizes n X n ortogonais, entao
AB'BA' = I,,,

implicando que
-1 t
(AB') " = BA'= (AB') .
Logo AB' é uma matriz ortogonal, resultando que o conjunto das matrizes orto-
gonais, associado com a operagao multiplica¢ao, é um subgrupo de GL(n, K), ou seja, o

conjunto das matrizes ortogonais forma o grupo ortogonal, que denotaremos por O(n, K).

Ainda nesse seguimento, se A, B sdo matrizes ortogonais com determinante igual
a 1, entao det (ABt> = det A - det B* = 1 e como a multiplicacdo de matrizes ortogonais
resulta em uma matriz ortogonal, podemos afirmar que o conjunto das matrizes ortogonais

com determinante igual a 1 é o subgrupo de O(n, K).

Definig¢ao 28. Dizemos que o _grupo ortogonal especial, SO(n, K), € o grupo das matrizes

ortogonais sobre K com determinante iqual a 1k.

Agora consideraremos o conjunto W(n, K') das matrizes n X n pertencentes ao
conjunto GL(n, K) com entradas no conjunto {0 = Og, 1} e que em cada linha e em cada

coluna de A tenha apenas uma entrada preenchida por 1. Assim, sendo AB = Cj; temos

1, seay =by; =1,

0, caso contrario.

Notemos que, como em cada linha de A possui apenas uma entrada igual a 1, considerando

a i-ésima linha, suponhamos que tal entrada nao nula ocorra na k-ésima coluna, ou seja,
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aix = 1 e ay = 0 para todo [ # k. Pelo mesmo raciocinio vemos que na k-ésima linha da
matriz B temos by; = 1 e ap = 0, para algum 1 < j < n, para todo [ # j. Portanto ¢;; = 1.
Agora, supondo que na i-ésima linha de C possua pelo menos duas entradas iguais a 1,
digamos ¢;; e c;, com j < k, implicaria que a; = by, = 1 € @iy, = by, = 1, para [ # m,
1 <1< m <n. Logo na i- ésima linha de A ha duas entradas preenchidas com 1, o que é
uma afirmacao falsa, pois A € W (n, K). Assim necessariamente cada linha da matriz C
possui exatamente uma entrada igual a 1. Raciocinio andlogo para obter que cada coluna

da matriz C' possui exatamente uma entrada igual a 1.

Portanto, temos que o produto de A com B resulta em uma matriz também
pertence a W (n, K') mesmo conjunto, ou seja, a operagao multiplica¢do é fechada. Notemos
também que se Ly, Lo, - - -, L,, sao as linhas da matriz A com L; = [ay;] e L; = [ay;] para

i,j€{l,.,n}ek=1,..., n, entdo

" 1, set =7,
Li- L = agay, = {

pt 0, caso contrario.

Observamos que como c¢;; = (Li . L;), entdo C;; = AA" = I, acarretando que A é
ortogonal, assim temos que W (n, K) é subconjunto de O(n, K). Além disso, se A, B €
W(n, K), entao

AB™' = AB' € W(n, K),

pois B' € W(n,K) e W(n, K) munido com a multiplicagdo é um conjunto fechado.
Portanto, W (n, K) é um subgrupo de O(n, K).

Definigao 29. Definimos o_grupo de Weyl de GL(n, K), que denotaremos por W (n, K),

como o grupo das matrizes n X n pertencentes ao conjunto GL(n, K), associado d operagio
multiplica¢io usual das matrizes, cujas entradas pertencem ao conjunto {0,1} e em cada

linha e em cada coluna de A a unidade ocorre exatamente uma unica vez.
) 10
Exemplo 13. Notemos que o grupo de Weyl W (2, K') contém apenas os elementos 01
0 1
e .
10
1.4 Representacdo de Grupos

Nesta secdo, realizaremos uma pequena abordagem da teoria de representacao de

grupos *. De maneira simpléria, uma representaciao de um dado grupo G é um modo de

4 A referéncia bibliografica pode ser consulta em <http://mtm.ufsc.br/coloquiosul /notas minicurso_

9-corrigido.pdf> (acesso em 16/09/2021).


http://mtm.ufsc.br/coloquiosul/notas_minicurso_9-corrigido.pdf
http://mtm.ufsc.br/coloquiosul/notas_minicurso_9-corrigido.pdf
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enxerga-lo por meio de uma estrutura bem conhecida, como as matrizes, e desta forma,
podemos utilizar propriedades matriciais. Considerando a complexidade desta teoria,

focaremos nossa atencao a representagao de grupos finitos.

Defini¢ao 30. Sejam G um grupo finito, V' um espago vetorial sobre um corpo K e GL(V')
o conjunto dos automorfismo de V. Uma representacio de G em V é um homomorfismo

p: G — GL(V)
s > ps: V-V
v— ps (V).

Nesse caso, denominamos V' como o _espaco da_representacio do grupo G e a
dimensao de V' chamamos de grau_da representacdo.

Exemplo 14. Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo e G um grupo finito. A

representacdo unitdria p € dada por p(s) = ID, para todo s € G.

Exemplo 15. Sejam G = {g1,92,"* ,gn} um grupo finito de ordem n, V. um espaco
vetorial n-dimensional e B = {ey, ez, -+ ,e,} uma base de V tal que exista uma fungao
bijetiva
f+ G - BCV
gi > €.

Sabendo que para obter p(g) basta determinar as imagens dos elementos da base, podemos

definir a representacao reqular de (G, -) como:

p:G — GL(V)
g +— plg): V-V
€ eagz.(k%

para algum o, € S,, isto é, p(g;)(ex) = flgi- f " (er)) = f(gi - gr). Assim conseguimos
representar p(g;), para cada i = 1,2,---  n, por meio de uma matriz de transformagdio

[p(g:)]B. Denotaremos [p(g;)]s como p(g;) ao longo do nosso trabalho.

Notemos que se p(g;) = p(g;) entdo, para todo ey, com k =1,---  n, temos que

p(9i) (ex) = p(g;) (ex) = €oy, (k) = €oy,(k) = Oy, (k) = oy, (k) = 9: = g;.

Portanto, p é injetiva.

Vale ressaltar que as matrizes da representacio regular pertencem a W(n, K), uma
vez que p(g;)(ex) = e;, ou seja, p(g;)(ex) =0-e14+0-ea+---+1-¢e;+---+0-e,, para

algum j € {1,2,---  n}, assequrando que cada coluna terd uma dnica entrada preenchida
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com 1. Como p € injetiva obtemos que cada linha terd apenas uma entrada preenchida com
1.

Para ilustrar o exemplo acima, consideraremos o grupo (Za,+) e V. = Py 0 espago
vetorial dos polinomios na incognita de x com grau menor ou igual a 1 e a base canonica

B = {1,z}. Assim, considerando f(0) =1=e; e f(1) = z = eq, temos que

A
~~
=
S~—
—~
—
N~—

I
~
—

{p(O)(a?)Zf(

Com o0s dados acima podemos representar o elemento 0 via matriz de transformagao.

1=1-04+0-2z4¢e; =1-¢;+0-¢9

r=0-14+1-2<¢>rey =0-€1 +1-e9,

e assim,

De modo similar

10 01
Assim Ly = , sobre Pj.
01 10

Sejam p (x) € Py e B = {ey, ea} uma base de Py. Assim temos que p () = ae;+fes.
Entao

p(g) (ey + Bez) = ap(g) (ex) + Bp (g) (e2).

t
Se g =0 temos p(0) (aey + Bey) = (1 O) [a = [C( B]B = ae; + [ey.

0 1) 18],

Mas, por outro lado, se g = 1, obtemos que
0 1\ [a]’
_ Q
p (1) (cey + Bes) = (1 O) {BIB = [B O‘}B = fe; + aes.

Notemos que a representacao reqular independe do espaco vetorial se 0s espagos

vetoriais em questdo tiverem a mesma dimensao. Isso ocorre devido ao fato de que operamos
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a ordem dos elementos da base ordenada e a ordem da matriz resultante é de acordo com
a dimensao do espaco vetorial. Por exemplo, no caso anterior, se houvéssemos tomado V'

= R? teriamos a mesma representacio para Zs.

Dessa vez, consideraremos G = (Zs,+), V. = R® e a base candnica {e1, e, e3}, em
que £(0) = e1, (1) = es € f(2) = 5. Assim,

p(0) (e1) = eos1y = €1,
p(0) (e2) = €o5(2) = €2,
p(0) (es) = €o5(3) = €3-
Portanto,
10
p(0)=10 1
0 0
De modo similar, obtemos
0 01 010
p(=110 0[,p(2)=[0 0 1
010 100

Concluimos assim que a representacio de Zs em R? é

100 010 0 01
010,00 1},]1 0 O
0 01 1 00 010

Exemplo 16. Analisaremos a sequir as representacoes dos grupos de mesma ordem
Sa, Ly, Zz em um espago vetorial V' sobre C* considerando uma base qualquer. Primeira-

mente examinaremos o grupo de Klein, ou seja, o conjunto

K = {Id,(12) (34), (13) (24) , (14) (23)}.

Notemos que

em C*.

12
oS O O
o O = O
o = O O
_ o O O
o O = O
oS o O
_ o O O
o = O O
o = O O
_ o O O
o O O =
o O = O
_ o O O
o = O O
o O = O
o o O

Por outro lado, seja o grupo (Z4,+), obtemos que
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10 00 0 001 0 010 01 00
0100 10 00 0 001 0 010

Ly = , , em C*.
0010 01 00 100 0fj]0 0 0 1
0 0 01 0010 01 00 1 0 00

Ainda nesse sentido, (Z%,-) grupo em que Z: = {1,2,3,4} temos que

10 00 0 010 01 00 0 001
01 00 1 0 0 0 000110 0 1 O

Z; = , , em C*.
0010 0 001 1 0 00 01 00
0 001 01 00 0 010 1 0 00

Ao analisarmos o trago de cada matriz obtida por meio das representacoes do
exemplo acima concluimos que os tragos serao iguais a zero ou iguais a quatro. A matriz
possui traco igual a 4, quando obtemos a matriz identidade, ou trago igual a 0 nos demais

Ccasos.

Proposicao 14. Seja p uma representacao regular de um grupo G de ordem n, entdo
tr(p(g)) = 0, paratodog # e
tr(p(e)) = n.

Demonstragio. Temos que p(g) (ex) = e; com j € {1,...,n}, logo a k-ésima coluna da
matriz da representacao de g terd apenas a entrada aj; preenchida com 1. Além disso,
devido ao fato de p ser injetiva, temos que cada linha da matriz da representacao de g
tera exatamente uma entrada com o nimero 1. Desse modo, para o trago de uma matriz
de uma representacao regular M = [a;;] ser diferente de zero é necessario que, para algum
k, agr seja nao nulo, ou seja, ag, = 1, tal fato ocorre se p(g) (ex) = ey, acarretando que
g gr = gk, logo g ¢é a identidade do grupo, concluindo também que g - e, = e para todo k.
Assim, somente a matriz associada a p (g) (ex) com g sendo a identidade do grupo possui
o traco distinto de nulo, além disso, esta matriz serda a matriz identidade n x n, portanto

tera traco igual a n . ]

Por outro lado, consideremos uma representacao regular arbitraria e M uma matriz
desta representacao associada a um elemento ordem finita n de G, disto obtemos que,
M"™ = Id, implicando que M" — Id = 0, ou seja, M é raiz do polindmio " — 1. Assim,
seja myys (z) o polinémio minimal de A, temos que my (z) [z" — 1.

Além disso, pelo Teorema Fundamental da Algebra, ™ — 1 se decompde em fatores

lineares distintos sobre C, uma vez que z" — 1 possui n raizes distintas, todas as n raizes

n-ésimas da unidade, o que nos permite concluir que m () é o produto de fatores lineares



1.4. Representagdo de Grupos 49

distintos em C. Sabendo que uma matriz é diagonalizavel se, s6 se, o polindmio minimal da
mesma é produto de fatores lineares, ® concluimos que M é diagonalizével, ou seja, existe
uma matriz P invertivel tal que D = P™'M P, com D uma matriz diagonal que possui
sua diagonal principal preenchida pelos seus autovalores que coincidem com os autovalores

de M. Denotaremos tais autovalores como A;, com i € {1,2,--- n}. Assim,
D=P'MP=D"=(P'MP)" =P 'M"P=P'P=1d

Como duas matrizes sdo iguais se, somente se, suas entradas correspondentes também os

sao, obtemos que \;' = 1, logo o autovalor é uma raiz n-ésima da unidade.

® A afirmacéo citada é proveniente da definicdo de polinémio minimal e da Observacéo 5 encontrada na

pégina 89 da bibliografia (NICHOLSON, 2014).






o1

2 Teoria de Méddulos

A teoria dos mdédulos é considerada um ramo recente dentro da Matematica que
teve seu desenvolvimento no século X X. Sua primeira apari¢cao, mesmo que implicitamente
foi na obra de Richards Dedekind (1831 -1916) em Teoria dos Ntimeros. Mas, somente
em 1929 a matemaética alema Amallie Emmy Noether (1882 -1935) publicou sobre teoria
dos médulos, uma das muitas contribuicdes realizadas na Algebra Abstrata. A teoria de
modulos estd relacionada com representacao de grupos e é empregada fortemente nas
areas de algebra comutativa, algebra homoldgica, topologia algébrica e geometria algébrica
(MILIES, 2018).

Neste capitulo, trataremos do tema de modo objetivo abordando os conceitos e

resultados necessarios para os estudos do problema central desse trabalho.

Definicao 31. Seja R um anel comutativo com unidade. Nomeamos como um R-mddulo
(ou um mddulo sobre R) um conjunto ndao vazio M, munido com as operagoes denominadas

adigao (®) e produto por escalar (®), tais que, para todo r,s € R e u,v € M, satisfazem:

i. (M,®) éum grupo abeliano;
. rOUudv)=roudrou;
iWi. (r+s)Qu=roud®sou;
. (r-s)Qu=ro((sOu);

v. lp ®u=u.

Chamamos R de anel base de M e seus elementos de escalares.
Exemplo 17.
. Todo anel comutativo com unidade R é um R-modulo;
1. FEspacos vetoriais sdo modulos sobre corpos.

Proposicao 15. Seja M um R-mddulo, se m € M e r € R temos que
1. OR Om = OM,'
. r® OM = OM,'

iWi. (—r)Om=—(rom)=ro(—m).
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Demonstracao. 1. Notemos que
OrOm=(0g+0g) ©m=0rOm®0r ©®m,
assim,
O =(—0rOm)® (g M) =(—0r©m) B (0rg ©m) ® (0g ®m) = 0g © m.
17. Observemos que

On=—ro0)@rely)=—0r00y) & (e 0y +0y)=
=—(ro0y)@(reoiy)®(roiy)=roig.

iti. Temos que — (r ® m) é o elemento inverso da adi¢do de r ® m, ou seja, — (r ©@ m) ®

r®m = 0,7, assim

(—r)omedrom=(—r+r)©m=0g®m =0y,

rO(=m)@rom=ro(—m+m)=1r0 0y = 0y.

Pela unicidade do elemento inverso, concluimos que — (r®m) = (—r @ m) =
r® (—m). O

Doravante, para r € R e v € M, denotaremos r ® v como 7v por justaposicao.

Definicao 32. Seja M um R-mddulo. Um subconjunto S ndo vazio de M é chamado de

R-submddulo de M se com as operacoes de M temos que S também é um R-modulo.

Teorema 6. Um subconjunto S ndo vazio de M é submddulo de M se, e somente se, para

todos r,s € R eu,v € S, implica que ru+ sv € S.

Demonstracdo. Primeiramente consideremos r,s € R, u,v € S com ru + sv € S notemos
que como S C M a associatividade da soma valida para M também ¢é valida para o
subconjunto S, assim como a comutatividade da soma. Tomando r = s = Oz obtemos que
Oru 4+ Ogrv = 0j; € S, ainda nesse sentindo se r = 0g e s = —1p, entao —1gv € 5, logo

existe o elemento inverso da adicao de v. Assim provamos o item i. da Defini¢ao 31. Por

Teorema 7. Sejam T e S dois R-submodulos de um R-modulo M, temos que SNT e
S+T={s+t]|seSeteT} sio R-submodulos de M.
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Demonstracao. Sejam r,s € Rewu,v € SNT, entdo u,v € S eu,v €T, assim como S e T
sao R-submédulos temos que ru + sv € S e ru+ sv € T, implicando que ru+ sv € SNT,

logo SNT é um R-submodulo.

Por fim, sejam u = s1 +t;, v =8y +t, € S+ T er,s € R temos que
ru+sv=r(sy +t1) + s (s2+ ta) =1rs; + $s9 + rt; + sto,

como S e T sao R-submoddulos concluimos que rs; 4+ sso € S e rty + sty € T, implicando

que ru+sv e S+T. H

Definicao 33. Seja M um R-modulo. Chamamos de combinacao linear finita toda soma

exPTESSa COMO
rUvL D - Dy,

comr; € R,vie M en € N.

k !
Seja S um subconjunto do R-moédulo de M, consideremos x = ZTW@‘, Yy = Zsiui
i=1 i=1
com 1;,8; € Ryv;,u; € S e k,l €N, notemos que

k+1

k I k I
Ty = rvi— Y s =y i @Y — sty = Y 0,
i=1 i=1 i=1 i=1 i—1

com7; € R,v; € S.

Além disso, se r € R, entao

k k k
rr = Tvai = Zrnvi = 2511}1
i=1 i=1 i=1

Assim, sejam M um R-moédulo e S um subconjunto de M, o conjunto

((S)) = {zk:mvi |7 € Rev; € S}

i=1

é denominado R-submddulo de M gerado por S. E mais, para v € M,
{(v)) ={rv|reR}

¢é chamado de R-submédulo ciclico gerado por v.

Definicao 34. Seja M um R-Moddulo, dizemos que um subconjunto S nao vazio de M ¢é

linearmente independente se para quaisquer vy,--- ,v, € S ery,--- ,r, € R tais que
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ruv D - D rpu, =0 implicando que r; = 0 para todo 1 =1,--- ,n com n € N.
Definicao 35. Seja M um R-mddulo. Dizemos que um conjunto B, com B C M, € uma
base de M_se

i. B € linearmente independente;
i. M = ((B)).
Se um R-mddulo M possui uma base B, entao denominamos M como um Moddulo
Livre.

Definicao 36. Seja R um anel comutativo com unidade. O posto de um R-mddulo livre

nao nulo M € a cardinalidade de qualquer base para M.

O seguinte Teorema pode ser consultado em Advanced Linear Algebra. 2°Ed.

Springer. 2005. de Roman, Steven.

Teorema 8. Dois R-mddulos livres sobre um R comutativo sdo isomorfos, se, e somente

se, tiwerem o mesmo posto.

Definicao 37. Seja R um anel comutativo. Um R-modulo A € dito uma R-dlgebra se
existe uma multiplicacio definida em A tal que, com a adigdo em A, A é um anel para

qual se verifica para todosr € R e a,b € A:
r(ab) = (ra)b = a(rd).

Definicao 38. Sejam M e N R-mddulos. Definimos o produto tensorial de M com N

sobre R, denotado por M @gr N, como um conjunto que satisfaz as sequintes propriedades

para todor € R, m,m' € M, n,n' € N:

i. T(m®n)=rm®n;
i. T(m®n)=m®Q rn;
iwi. (m+m')@n=men+m'n;
w.mn+n)=men+men.
Exemplo 18. Seja a ® b € 7Z ®7 27. Assim, b=0 oub=1, se b =0, notemos
a®():O®Z,

Seb=1, ea par, isto é, a = 2k com k € Z. Da,
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2k R71=k®z2=k®0=0g,.

Por sua vez, se a for impar, ou seja, 2k + 1, com k € Z,

(2k+1)®1=2k1+101=ke0+101=1®1.

Portanto, 7 @7 27 = {0g,,1 ® 1}.
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3 Teoria de Anéis de Grupo e o Problema do
Isomorfismo para o Anel dos Inteiros em

Grupos Finitos Abelianos

Neste capitulo, estudaremos a estrutura denominada anel de grupo que surge no
século XIX por meio da andlise dos nimeros da forma o = a + bi + ¢j + dk com a, b, ¢, d
numeros reais e i, j, k unidades bésicas. Tais niimeros nomeados como quarténios foram
estudados pelo Willian Roman Hamilton em 1837, e posteriormente, John T. Graves,
analisou os ntimeros conhecidos como octonios, da forma ag + a1e; + - - - + are7, em que
a; ¢ um nimero real e e¢; unidades basicas com 0 < ¢ < 7 . Mas de forma independente
Arthur Cayley em 1845 publicou o estudo dos octonios, ficando assim conhecidos como
niumeros de Cayley (MILIES; SEHGAL, 2002).

Definicao 39. Seja G um grupo e R um anel. Definimos o conjunto RG como toda
combinacao linear finita formal de elementos de G com escalares em R, isto €, a € RG se,

e somente se, o = Zag ®g.
geG

Para melhor compreensao consideremos o anel Z3 e o grupo Ss. Listemos a seguir

os elementos de Z3S5:

O®Id+0®(12) O@Id+1I®(12) O0®Id+2® (12)
I®ld+0®(12) I®ld+1®(12) I®Id+2® (12)
2®I1d+0® (12) 2®@Id+1®(12) 2®1d+2® (12).

Vale ressaltar que a operacao ® é uma operacao formal que aplica o par (@, a) com
a € 23, a € Sy, em a ® «. Omitiremos tal operacao ao longo do nosso texto, desde que

nao haja risco de equivoco por parte do leitor ou da leitora. Assim, denotaremos por justa

posicao Zag ®g= Zagg.
geG geG

Além disso, o conjunto RG nao necessariamente é finito, mas seus elementos sao
uma soma finita. A finitude de RG se dara no caso em que o grupo e o anel sejam finitos,
pois haverda um numero finito de combinagoes lineares. Além da observacdo anterior,
considerando o = Zozgg ef = Zﬁgg, podemos afirmar que se o = 3, entao oy, = 3, para
todo g € G.

Apoés tais consideragdes podemos questionar se é possivel construir operagdes para

um anel de grupo, uma vez que tal conjunto é definido a partir de duas estruturas algébricas,
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as quais possuem operacoes. Assim, estabelecemos as seguintes operagoes bésicas para o

conjunto RG"
+: RG x RG — RG

- (Zagg,ZBQQ) — Z(O‘g‘i‘ﬁg)g-

geG geG geG

-1 RG x RG - RG

. (2%972599) — > (ayfu) gh

geG geG g,heG

*: Rx RG —  RdG

iii.
()\, Zozgg> — Y (Aay) g
gelG geG

Apods as definigoes acima podemos abordar o conceito principal deste capitulo: anel

de grupo, e construir a teoria necessaria para os nossos estudos.

Teorema 9. Dados um anel R e um grupo G, o conjunto RG munido com as operagoes

1. e 1. € um anel.

Demonstracdo. Sejam «, 5,7 € RG, assim temos que:

S agg+ Y 0rg=> (a,+0r)g = > ayg.

geG geG geG geG

Ou seja, existe o elemento neutro da soma. Assim, obtemos que, para cada elemento

a € RG, existe o elemento invertivel da soma, uma vez que

a+(—a)= a9+ (—Z%g> =D g+ —agg =) (a,— g =) Org.

geG geG geG geG geG geG

Além disso,

a+B=> a9+ > Beg=> (ag+B8)9="3 (By+ g =D Beg+ Y g9 =P+

geG geG geG geG geG geG
(a+8) +v =2 [lag+By) +1lg = D_lag + (B + 7)lg = a+ (B +7).
9eG geqG
Concluindo que a operagao i. é comutativa e associativa. Ainda nesse sentido, observemos

a demonstracao da associatividade do produto e da distributiva a seguir:

(@B)y =3 (hn)gh-D g = D [(agBn)vlghi = > lag(Buvi)lghi = a-(B-);

g,heG 9,€G g,h,j€G g,hj€G
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(a@+B8) 7= (ag+B8u)g- D vg= > [lag+ By)wmlgh = > (agyn + Byyn)gh

g9,€G g9,€G g,heG g,heG

- Z (O‘QWL) gh + Z (597h)9h = ay + (7.
g,heG g,h,€G

A prova de y(a+f) = ya+v[ é andloga & anterior. Portanto, ap6s as demonstragoes

das propriedades podemos afirmar que RG é um anel. O

Vale ressaltar que o elemento da forma Irg = 1gze € RG e mais
o Ipa = Zozgg -1lpe = Z(ozglR)ge = Zozgg = q.
gelG geG geG

De modo similar, obtemos que Irg - @ = «, assim obtemos que [rs é a unidade do anel
RG.

Definicao 40. O anel RG € denominado como anel de qrupo de G sobre R.

Desse modo, a partir das operacoes deste capitulo, podemos concluir que o anel

RG é um R-médulo. Em particular, ZG é um Z-médulo Livre de posto |G]|.

Observacao 6. Sejam «, 8 € RG com G um grupo abeliano e R comutativo, notemos que

a'ﬁz Z (Oégﬁh)gh: Z (agﬁh)hg:ﬁ'aa

g,heG g,heG

assim, concluimos que G é um grupo abeliano se, e somente se, RG é comutativo.

Dentro da teoria de Anel de Grupo nos deparamos com a seguinte fun¢ao denomi-

nada Aplicacio de Aumento de RG:

e: RG - R

Doagg > Y ay

geG geG

Sejam «, § € RG, notemos que

e<a+ﬁ>=e(z%g+mg) :e(z (%+Bg)9) S (g ) = S

geG geG geqG gelG geG

+> By=ce(a)+e(B).

geG
Além disso, considerando r € R, é possivel observar que r = ¢ (rg) para todo
g € G. Assim, concluimos que a fun¢ao ¢ é um homomorfismo sobrejetivo, cujo nticleo

denominamos como ideal de aumento_de RG.
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A seguir, abordaremos os resultados que auxiliam a demonstracao do Problema do
Isomorfismo de Anéis de Grupo, restringindo para o caso particular dos anéis dos inteiros
e grupos finitos abelianos. O primeiro registro do problema se deu por meio do Graham
Higman (1917 — 2008), em 1940, em "The units of group-rings’, e posteriormente, em
1947 0 problema foi apresentado na conferéncia de algebra em Michigan pelo T.M. Thrall
com os dizeres: "Dado um grupo G e um corpo K, determine todos os grupos H de forma
que KG ¢é isomorfo a KH" (MILIES; SEHGAL, 2002).

Primeiramente provaremos o seguinte lema que trata-se da reciproca de um caso

particular do teorema acima.

Lema 1. Sejam G e H dois grupos, tais que ZG é isomorfo a ZH, entao RG € isomorfo

a RH para qualquer anel comutativo R (como R- dlgebra).

Demonstragdo. Definindo

¢: Re,ZG — RG
finita finita

Z (Ti XKz Oéi) — Z 0,

podemos realizar algumas observagoes sobre a aplicagdo ¢. Primeiramente, se

o = Zaigg, entao
geG

finita finita finita finita
Z (ri @z 0y) = Z (n Xz Z@zgg) = Z Z(n Rz igg) = Z Z((riaig) ®z g).

geG geG geqG

Considerando que a ordem de G é n, notemos que

finita

Z Z((Tz‘az‘g) ®z g) =

geG

=101, Qz g1+ -+ 1101, QzGn+ - FTmQmg, @791+ TmQmg, @792+ + -+ mQng, @7 9n

= (roug, + raag, + -+ TmQung, ) @z g1 + - -+ + (1100, + 200, + -+ + T'mQng, ) @z Gn.

Como g, sdo escalares inteiros, temos uma agao de grupo que nos possibilita

afirmar que
finita

Z Z((riaig) ®zg) = Z(Tg ®z9).

geG geqG

Além disso,

geG

finita finita finita finita
Z Ti0y = Z T Z%’gg = Z ri(Qigy g1+ -+ g, Gn) = Z TiQhg g1+ - -+ 1 Qg, Gn
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= T4, 01 +---+ " q1g,9n + e T"mOmg, 91 + e T"mOmg, Gn,

agrupando os escalares correspondentes ao mesmo elemento do grupo, obtemos

finita n
Z rioy = Z(rlalgi + - T Qg ) G
i=1
Pela mesma argumentacao realizada acima em relagao a acao de grupos, concluimos

que
finita

D i = Y rgg.
geG
Assim, apés descrevermos a forma dos elementos que estao no dominio e contra-

dominio podemos analisar a injetividade e sobrejetividade da ¢.
finita finita

Sejam Z (r; ®z ;) = ng ®z g e Z (si @z i) = ng ®7z g elementos de
geG geq
R ®7 Z.G, entao

¢ (ng ®z g+ ng Qz g) =¢ (Z(Tg + 84) ®z 9) = Z(rg +84)9 = ngg‘{’ ngg

geG geqG geG geG geG geG

finita finita
= ¢ ( > (7’1@20@)) + ¢ ( > (si®zﬁi)) :

Ainda nesse sentido, temos que

finita finita finita
o (7" Z (1: ®z ai)) =¢ ( Z (rr; ®z Oéi)) = Z(Tﬁ)g = 7’27"99 =1 ( Z (ri @z ai)) ;

geG geqG

logo a aplicacao ¢ ¢ um homomorfismo.
finita

Podemos notar também que se > (r; @z a;) € Ker(¢) entao

finita
¢ ( Z (ri ®z Ozz)) =¢ (Z(Tg Rz g)) = ngg =0,
geG geqG
assim
ry = 0 para todog € G,
isto é,
finita finita

Y (ri®za) =Y. (0®z9)=0.

Dessa maneira, Ker(¢) = {0}, acarretando que ¢ ¢é injetiva. Por outro lado, se

B € RG, ou seja, B = By, g1 + Bg,92 + - -+ + By, gn Observemos que
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¢ (Bor @291+ By @292+ -+ + By, @2.9n) = 3¢ By, ®2.9:) Zﬁg,gz =
i=1
Assim ¢ é sobrejetivo, portanto, podemos afirmar que

R ®7 2ZG = RG.

Analogamente, obtemos que

R®y, ZH = RH,

assim como ZG = ZH, concluimos que

RG=R®;ZG= R®z;ZH = RH = RG = RH.

Por ventura, seja g € G é invertivel, temos que existe ¢~ ' em que

99 =e=c(gg7!) =e(e) = e(g)e(g™!) = ele) = e(g9)e(9) ™' =1,
logo &(g) é invertivel.

Além disso, sejam G e H grupos finitos e
¢: 272G — 7ZH

um isomorfismo, se GG possui ordem n, temos que para todo g € GG, obtemos que ¢" =

logo ¢(g)" = e. Portanto,

P(9)p(g)" " =e,

ou seja, ¢(g) é invertivel em ZH e possui ordem finita.

Lema 2. Sejam G um grupo e ¢ : ZG — ZH um isomorfismo. Se g € invertivel em G,

entdo €(p(g)) € invertivel em Z.

Seja G um grupo, definimos o conjunto dos elementos invertiveis de Z(G como

U(ZG) = {a € ZG | «é invertivel}.

Notemos que se «, § € U(ZG), entao

(aﬁ’l) (Ba™H) =a(f'Ba ! =aa™t = Ixg.
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De modo anélogo, obtemos que (Ba™')(aB™!) = Irq, assim o~ € U(ZG), portanto,
pelo Teorema 1, U(ZG) é um subgrupo de RG.

Seja a um elemento invertivel de RG, dizemos que a é um invertivel normalizado se,
e somente se, («) = 1. Assim, definimos o conjunto dos elementos invertiveis normalizados
de ZG:
Uy(ZG) ={a € U(ZG) |e(a) = 1}.

Se a, B € Uy (ZG), entao

e(BF7") =e(lna) = (B)e(B™) =1=e(B7) = 1,
€ mais
e(ap™) =e(@)e(B7) =1,
assim, U (ZG) é subgrupo de U(ZG), pelo Teorema 1.

Definigao 41. Seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo. Dizemos que ¢ é um isomorfismo
normalizado, se para todo elemento o € ZG, temos que € (¢ (a)) = € (o). E equivalente

enunciar que, para cada elemento de g € G, obtemos que £(¢(g)) = 1.

Proposigao 16. Se existe um isomorfismo ¢ : ZG — ZH, entdo existe um isomorfismo

normalizado entre ZG e Z.H .

Demonstragao. Consideraremos

T ZG — ZH
Yoagg > > e(d(9) ayd(g).

geqG geG

Temos que 7 esta bem definida pelo Lema 2, além disso, notemos que

e (e(6(9) " agd(9)) = (6(9) " elag)e(@(9)) = (b(9)) " age(d(9)) = ay,

£ (Z(e(¢(g))1ag¢(g)) = > _e(e(8(g) " age(9))) = Y _ay.

geG geqG geqG

Dessa forma, temos que 7 é um isomorfismo normalizado de ZG em ZH.

O

Vale observar que se ¢ é um isomorfismo normalizado temos que ¢! também serd

um isomorfismo normalizado, pois para todo 3 € ZH consideraremos ¢~ '(3) = «, logo

¢(a) = 3, assim
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Lema 3. Sejam G um grupo finito de ordem n, R um anel e p a representacio reqular de

g sobre C, temos que se a € RG, entdo
tr(p(a)) = aen.

Demonstragio. Sejam G um grupo tal que |G| =n, a = Y _ayg e p(g) a representacio
geG
regular de g sobre C, notemos que

geG e

pla)=p (Z%g) =Y a,p(9).

Assim,
tr(p(a)) =tr (2;;%9) = Z;;agtr (p(9)),

como tr (p(g)) = 0 para todo g # e € G e tr (p(e)) = n pela Proposicao 14, obtemos

que

tr(p(a)) = aen.
[

Lema 4. Seja G um grupo finito de ordem n, Se o € ZG é um elemento invertivel de

ordem finita tal que o, # 0, entdo a, = +1.

Demonstracao. Sabendo que « é invertivel com ordem finita m € N, pelo Lema 3 temos
que tr(p (a)) = aen.

Notemos também (p ()™ = p (™) = p(e) = I. Considerando que na representa-

¢ao de grupos os autovalores coincidem com as n-ésimas raizes da unidade, temos

& 0 - 0
po |0 e
0 0 - &

Desse modo, observemos que
I=p()"=(PDP™)" = PD"P,
portanto,

PD"P'=1=D"=P'IP=D"=1,
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ou seja, &' =1 para todo k =1,2,---  n.

Analisando o trago da matriz p () e aplicando o Lema 3, obtemos que

>
k=1

2km _ 2km 2km 2km
cos | — | +isen | — || = \|cos? | — | +sen? | — | =1,
n n n n

temos que

trip(a)) =) & = amn =Y & = |an| = <D &l (3.1)
k=1 k=1 k=1

como || =

laeln <n=la] <1=a, ==+l (3.2)

Assim, decorrente do fato de a, € Z, concluimos que o, = +1, acarretando que necessaria-

mente

> &
k=1

= lal. (3.3)

Assim, podemos concluir que & = & = ... = &,. De fato, por inducdo, para n=2

() oo (5) i oen (5) 00 (5)) =10 =0
Ccos 9 cos 9 11 8en 9 Sen 9 = = Vv,

mas, pela Equacao 3.3, temos que

notemos que

=&+ &| =

2
>
k=1

logo obtemos uma contradi¢ao, assim para n = 2 temos que & = &. Dali, consideraremos

que para n — 1 temos que as raizes coincidem.

Suponhamos que para algum §; tem-se §; # &, em que § = -+ =&, = &1 =

€j+1 == én Entao

n

sz‘ - 1) + )

k=1

(n — 1)cos <22”> 1 cos (QJn”) i ((n ~ 1)sen (2]:T> 1 sen (2?)>|
=\ (n-1)7*+2(n-1) (cos (21:;”) cos (2371”) + sen (T) sen (T)) +1

2k 27
= (n—1)2+2(n—1)cos<ﬁ—‘m>+1
n n
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Como Z&i = n temos que
i=1
2k 2j
\l(n—1)2+2(n—1)cos (W—‘M> +1l=n=
n n
2k 27
(n — 1) +2(n — 1)cos A I

n n
n? —2n+1+2(n — 1)cos <(k_n‘7>27r> +1=n=
COS<W> =1l=k=j
n
Logo & = &, ouseja, § =& =+ =& =& = -+ - = §,, assim, pelas Equagoes
3.1 3.2 e 3.3, obtemos que

nlae =Y & =nl&| = la =& =1= @ =& = +£1,
k=1

dai,
p(a) = PDP' = P(£I)P™! = 41,

acarretando que a = +e.

]

Teorema 10. Se G é um grupo abeliano finito, entao o grupo dos elementos invertiveis
de ZG € igual a +=G.

Demonstracao. Pelo Lema 4, temos que os escalares dos elementos invertiveis sao +1,

assim o grupo dos elementos invertiveis é +G. [

Teorema 11. Sejam G um grupo finito abeliano e H um grupo qualquer, se ZG € isomorfo

a ZH, entdo G € isomorfo a H.

Demonstraciao. Primeiramente, notemos que se G é abeliano, obtemos que ZG é comu-
tativo, assim decorrente do isomorfismo, concluimos que ZH também o é. Decorre da

Observagao 6 que H é abeliano.

Pela Proposicao 16, existe um isomorfismo normalizado ¢ em que, para cada
elemento g € G, temos que ¢(g) é invertivel normalizado de ordem finita de ZH. Assim,
pelo Teorema 10, temos que ¢(g) € £H, porém como ¢ é um isomorfismo normalizado,
isto é, e(¢(g)) = 1, temos que ¢(g) € H, assim ¢(G) C H .

Por sua vez, como ZG é um médulo livre de posto |G| e ZH é um modulo livre de

posto |H|, pelo Teorema 8, obtemos

Gl = [H].
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Dai, concluimos que ¢(G) = H e restringindo o dominio de ¢ a G obtemos um

isomorfismo entre G e H.

]
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4 Conclusao

De acordo com Francisco César Polcino Milies' a teoria dos anéis de grupo é um
local de encontro de multiplas teorias algébricas, naturalmente abordando a teoria de anel
juntamente com a teoria de grupo, estruturas da Algebra Abstrata, além de ter aplicacio
na representacao de grupo. Como os anéis de grupo sobre os inteiros constituem um dos
focos de particular atencao para os pesquisadores da area, a teoria algébrica de niimeros
também desempenha um papel fundamental no desenvolvimento do assunto. Finalmente,
cabe observar que eles tém também um papel importante em outros ramos da matematica,
como a algebra homologica, a topologia algébrica e a K-teoria e que, nestes tultimos anos,
os anéis de grupo vém sendo aplicados na teoria dos codigos corretores de erros, que sao
amplamente usados em transmissoes digitais, permitindo a criacao de novos cddigos, ao

mesmo tempo eficientes e confidveis.

Desta forma, neste projeto buscamos o embasamento tedrico e os mecanismos
necessarios e possiveis para provar o Problema do Isomorfismos para Anéis de Grupos
restringindo ao caso dos grupos finitos abelianos sobre o conjunto do niimeros inteiros com
o viés matematico rigoroso dessa teoria a mim, fornecendo-me uma base sélida na area da
Algebra.

Assim, o objeto de estudo deste projeto, os anéis de grupos, propicia-me, uma
graduanda em bacharelado em Matematica na UFOP, a oportunidade de consolidar meus
aprendizados curriculares em teoria de anéis, teoria de grupos e algebra linear, além disso,
a oportunidade de aprender um pouco sobre a teoria de modulos e algebras, topicos nao
integrantes do curriculo do curso de bacharelado em Mateméatica da UFOP, configurando
um diferencial para a minha formacao, pois a apresenta uma interessante opc¢ao de estudo

em um mestrado e/ou doutorado académico em matemética pura.

Vale ressaltar que o problema para o caso geral ainda continua em aberto, mas alguns
casos ja foram demonstrados, como para os grupos nilpotentes finitos, grupos metabelianos
finitos, grupos simétricos e grupos alternados. Apesar do tema ser considerado recente

temos varias pesquisas relevantes na érea.

1 sitio na USP  ( <https://www.ime.usp.br/~polcino/aneis_grupo/>, acessado em 26,/08/2021)


https://www.ime.usp.br/~polcino/aneis_grupo/
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ANEXO A - Determinante e Traco de uma
Matriz

Neste anexo estudaremos as matrizes, dando enfoque em dois conceitos: determi-
nante e trago. O determinante serda uma importante ferramenta que utilizaremos para
determinar se uma matriz é ou nao invertivel uma vez que iremos trabalhar com grupos
de matrizes invertiveis. O traco serd utilizado para associarmos uma matriz com seus

autovalores, e em especial, matrizes cujos autovalores sao raizes da unidade.

A.1 Determinante

Definicao 42. Dizemos que A é uma matriz sobre um anel comutativo R se for uma
tabela retangular composta por elementos de R, estes elementos sao chamados de entradas

da_matriz A. Podemos denotar A como

a3 Az -+ Aip

a21 Q22 -+ Q2p
A = [ajj|mxn ou A =

Am1 Am2 *°° Amn

Dizemos que a matriz A tem ordem m por n, se a matriz tem m linhas e n
colunas, caso o nimero de linhas coincida com o de colunas, por exemplo n, dizemos que
A tem ordem n e a chamamos de matriz quadrada. Além disso, considerando uma matriz
quadrada de ordem n, chamamos as entradas da forma a;; com i = 1,2,--- /n de_diagonal
principal. Assim, todas as entradas abaixo da diagonal principal sdo nulas(respectivamente,
todas as entradas acima) nomeamos a matriz como triangular superior (respectivamente,
triangular inferior). Por sua vez, se as unicas entradas nao nulas de uma matriz quadrada
A sao as da diagonal principal, chamamos A de matriz diagonal. Podemos destacar a
matriz diagonal com a diagonal principal preenchida com 1!, denominada como a matriz
identidade denotada por Id.

Sejam A = [aij]mxn € B = [bij|mxn matrizes de mesma ordem, podemos definir a
operacao soma:

Ainda nesse sentido, se A = [@;;]mxn € B = [aijlnxp 0 produto entre duas matrizes

se da
1

iremos denotar ao longo desse anexo 1z como 1.
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A-B=Dcom D = [dij}mxp em que dij = Zaikbkj.
k=1

Definicao 43. Sejam A e B matrizes. Uma matriz A € invertivel se existe uma matriz,

denotada por A7, em que

A A=A A= T4

Além disso, dizemos que A € semelhante a B se existe uma matriz P invertivel tal que

A= PBP.

Sejam A uma matriz quadrada de ordem n sobre um anel comutativo, A = [a;;], e
A;; a submatriz de ordem n — 1 obtida a partir de A pela exclusao da i-ésima linha e a
j-6sima coluna da matriz A. Definimos o cofator da entrada a;; por Ay = (—1)7 det (Ajy;).
Assim, pelo calculo de determinante via Teorema da expansao por Cofatores®, para cada

1 € 1,...,n fixado, obtemos que

j=1
e cada j € 1,...,n fixado,

i=1

Desse modo, basta escolhermos um 7 ou um j conveniente para efetuarmos a
expansao por cofatores da matriz A, permitindo assim, trocar o calculo do determinante
de uma matriz de ordem n por uma soma ponderada de determinantes de matrizes de
ordem (n — 1), e mais ainda, esse processo pode ser aplicado sucessivamente até que se

tenha determinantes de matrizes 3 x 3, caso em que podemos aplicar a regra de Sarrus.

2 31 2
, 0111 )
Exemplo 19. Consideraremos A = L1 ol O cdlculo do det (A) pode ocorrer
1 211
firando a sequnda linha de A, observemos
2 1 2 2 3 2 2 31
det (A)=1-(—=1)"-det |1 2 0|+1-(=1)°-det |1 4 0|+1-(=1)°-det|1 4 2|=1
1 11 1 21 1 21

Nesse sentido, se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem e k um escalar,

entdo podemos enunciar, sem demonstrar, as seguintes propriedades:

2 Para mais informagbes consultar [4] pagina 71.
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o det(A) = det (At) ;
o det (A-B)=det(A)-det(B);
o det(k-A)=kFk-det(A);

« se A e B sdo matrizes semelhantes, entao det (A) = det (B) ; se A possui uma linha

ou uma coluna nula temos que det (A) = 0;
« se A possui duas linhas ou duas colunas coincidentes, entao det (A) = 0;

e se A é uma matriz triangular, entdo det (A) é igual o produto dos elementos da
diagonal principal;
Agora, por sua vez seja B obtida por meio de operagoes elementares com a matriz

A, temos

o se A e B se diferenciam pela troca de posicao de duas linhas ou duas colunas, entao
det (B) = —det (A);

e se a matriz B é obtida através de A multiplicando-se ou uma linha ou uma coluna
por um escalar k,, entao det (B) = k - det (A).

A prova das propriedades citadas acima podem ser vistas ao longo do capitulo 2 em [4].

Proposigao 17. Se M é uma matriz invertivel, entao det M # 0.

Demonstracao. Se A é uma matriz n x n invertivel, entao, por definicdo, temos que existe

-1

A™' uma matriz n x n, tal que A- AP = A1 A =1, em que I, é a matriz identidade

n x n. Consequentemente, obtemos que det (A . A’l) =detl,=1+#0. O]

Considerando A e B matrizes se det AB # 0 com det B € R, para toda matriz
quadrada B sobre um dominio de integridade, entao det A # 0.

A.2 Traco

Defini¢ao 44. Seja A uma matriz quadrada de ordem n sobre um anel comutativo.

Definimos o traco de A como a soma dos elementos da diagonal principal, isto €,

tr (A) = Za“
i=1

Proposigao 18. Sejam A = [aijlnxn, B = [bijlnxn matrizes sobre um anel comutativo e k

um escalar. Entao:



78 ANEXO A. Determinante e Trago de uma Matriz

(i) tr (A+ B) =tr(A) +tr(B);
(i) tr(k-A)=k-tr(A);
(iii) tr (A) = tr (A)";

(iv) tr (AB) =tr (BA).
Demonstracao.

i. Por definicao temos que [A + Bl,xn = [aij + bijlnxn, acarretando que
7,:1 - =

ii. Como temos que k- A = [ka;;]nxn, entao
i1 i—1

iii. Sabemos, por definigio, que A* = [a;i],xn, assim é possivel notar que se i = j, entdo
a;; = aj;, implicando que as diagonais principais das matrizes A e A" coincidem.
Portanto, tr (A) = tr (A)".

iv. Sejam AB = [(ab), ]an em que ( Zaw v € BA={(ba), ]nxn com (ba) , =

r=1

n
Zam-bl-s, entao
i=1

=3 (@) = SN by = S5 b = 3 (ba),, = tr (BA).

i=1 i=1r=1 r=li=1 r=1
[

Definigao 45 (Transformacgao Linear). Sejam Vi e V, dois espagos vetoriais sobre um

corpo K, dizemos que uma aplicacao
T:Vi =V,
¢ uma transformacao linear se para todo a,b € K eu,v € V;

T(au+ bv) = aT(u) + bT(v).
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Quando temos uma transformacao linear cujos o dominio e o contra-dominio
coincidem a chamamos de operador linear. Além disso, toda transformacao linear cujos
dominio e contra-dominio sdo espacos vetoriais com dimensao finita pode ser representada

por uma matriz.

Assim, consideremos A uma matriz associada a um operador linear sobre um espaco
vetorial com dimensao finita, Id o operador identidade e A1, Ag, - -+ , A, autovalores de A e

p(x) o polindémio caracteristico de A.

Sabendo que o polinémio caracteristico é decomposto em fatores \; — x sobre C,

temos que
px)y=N—x2)---(\,—2)=(—1)" x”+(—1)”_1 AL F A+ ) 2" A A
Considerando P,_»(z) um polindémio de grau igual ou menor a n — 2 podemos notar que

p(x)=(-1)"2"+ (—1)”71 A+ X+ -+ X)) 2"+ Po(n). (A1)

Por outro lado, por defini¢ao, obtemos que p () = det (A — xId), assim

ail — & a2 T Q1n
ao1 Qoo — X -+ Q2n n
D (SC) = det . = (an — LC) AU + ZauAU.
o .. o .. .. o .. i=2
an1 (07%) ccr Opp — T

n
Notemos que o grau do polinémio O,_5(x) resultante do somatdrio ZaliAM é

=2
menor que n — 2, uma vez que ao eliminarmos a i-coluna para calcular Ay; os termos
(a11 — ), (a; — x) sdo eliminados e ndo sao utilizados no seu calculo. Por sua vez, foquemos

no termo (a;; — x) Aq;.

(an - l”) Ay =
= (an - $)[(a22 - x)AQQ + ZCLQiAQi:I = (an - ﬂU)(Clm - x)Am + (an - x)ZGQiAQi
i=3 i=3
= (an — ) ((%2 — ) ((a33 — ) Az + ZCL&;A&‘)) + (a1 — x)za%Azi
=4 =3

n

= (an - $) (CL22 - 96) (a33 - $) Agz + (an - $) (CL22 - x) Za3iA3i + (an - QC)ZG%A%-

=4 1=3

Realizando o processo recursivamente, obtemos que (a3 — x) Ay € igual &

k n
(a1 — @) (a22 — 2) -+ (Apn-2)(n-2) — T) Dpn2)(n—2 +Z (H aj;—x) Y a(kﬂ)zA(kH)i)

i=k+2

n—2

n—2 k n n
=> ( (aj; =) D a1l ) I (aj; — =) = ag-1ymann-n I ] (aj; — 2).
k=1 \j=1

i=k+2 j=1 j=1
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Em particular, ao analisarmos as parcelas acima temos que o grau do polin6-

n—2
mio resultante do produtério [] (a;; —z) é n — 2. Ainda nesse sentido, o somatério
j=1
n k
Z (k41D (k1) tem grau menor ou igual & n—(k+2), enquanto o produtério H (a;; — )
i=k+2 j=1

n—2 k n

possui grau igual a k, acarretando que o somatoério Z H (a;; —x) Z A1) A (k1)
k=1 \j=1 i=k+2

tem grau menor ou igual a n — 2. Assim, podemos considerar

n—2 k n —
Onf Z (H Q55 — Z a(k+1)iA(k+l)i> — Q(n—1)n0n(n-1) H 55 —

k=1 \j= i=k+2 j=1
em que O~n,2(:1:) ¢ m polindmio de grau menor ou igual a n — 2, logo

(an - x) Ay =

[T (03— 2) + Ouae) = (17" + (z ) 4 60a(2)

(=)™ + (=)™ Hr(A)z" 1 + On,g(x).

sy

Portanto, temos que o polindmio caracteristico é da forma

p(x) = (=1)"z" 4+ (=1)" Hr(A)z" ' + Op_s(z) + On_s(x). (A.2)

Dai, igualando comparando as A.1 e A.2 e relacdo os coeficientes de "' concluimos que

o que pode ser enunciado do seguinte modo

Teorema 12. Sejam A uma matriz de ordem n e Ay, Ag, - -+ , A, seus autovalores, entdo



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de abreviaturas e siglas
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Fundamentos Teóricos 
	Anel
	Teoria de Grupos
	Grupos Clássicos Matriciais
	Representação de Grupos

	Teoria de Módulos
	 Teoria de Anéis de Grupo e o Problema do Isomorfismo para o Anel dos Inteiros em Grupos Finitos Abelianos
	Conclusão
	Referências
	Anexos
	Determinante e Traço de uma Matriz
	Determinante
	Traço



