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Resumo

O sistema constituido de duas placas paralelas confinando um eletrolito é capaz de modelar
diversos sistemas biologicos, coloides, sistemas eletronicos, entre outros. Por meio da equa-
¢ao de Poisson-Boltzmann (PB), uma equacdo ndo linear, é possivel descrever de forma
razoavelmente precisa muitas propriedades fisicas relevantes nesses sistemas. Tal equagao
pode ser linearizada através da conhecida teoria de Debye-Hiickel (DH), a qual pode ser
extendida de forma a incoporar efeitos nao lineares via parametros efetivos. Em geral, o
sistema confinado encontra-se em equilibrio osmoético com um reservatorio de ions. A fim
de evitar a complexidade inerente da descricao precisa da interface que separa sistema e
reservatorio, costuma-se adotar uma abordagem na qual o reservatorio é descrito de forma
implicita. Para isso, deve-se impor que os campos se anulem na regiao além das interfaces.
O objetivo deste trabalho ¢ estudar o comportamento do sistema, bem como suas propri-
edades fisicas, tais como a estrutura idnica e a forca por unidade de area sobre as placas,
considerando-se para esse fim diferentes formas de impor a condicao de confinamento do
campo. Para a realizagao deste estudo, foram utilizados o modelo de equilibrio de Donnan
para descrever o potencial eletrostatico do sistema, bem como um método das funcoes de
Green que impoe explicitamente condi¢oes de contorno na interface, ambos no contexto
de equagoes integrais numéricas, usando-se para isso programacao numérica em linguagem
Fortran. Nosso estudo sugere que a aplicacao desses diferentes métodos para descrever o
confinamento do campo conduz a resultados completamente distintos, atestando para a ne-
cessidade de uma compreensao fisica adequada dos mecanismos que levam ao confinamento

do campo.
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Lima, AGM. Interaction between surfaces of homogeneous charges induced by an elec-
trolyte [Term Paper|. Ouro Preto: Instituto de Ciéncias Exatas e Biologicas, Universidade

Federal de Ouro Preto; 2021

Abstract

The system composed of two parallel plates confining an electrolyte in their inter-space is
able to model a number of biological systems, colloids, electronic systems, among others. By
means of the non-linear Poisson-Boltzmann (PB) equation, it is possible to describe within
reasonable degree of accuracy many of the relevant physical properties of these systems.
Such equation can be linearized through the well-known Debye-Hiickel (DH) theory, which
can be further extended in such a way as to incorporate non linear effects via effective
parameters. In general, the confined system is in equilibrium with an ionic reservoir. In
order to avoid the inherent complexity of a precise description of the interface which
separates system and reservoir, an approach is usually taken in which the reservoir is
described in an implicit fashion. This makes it necessary to enforce the vanishing of the
fields just beyond the interfaces. The aim of this work is to study the system behavior as well
as its physical properties, such as the ionic structure and the force per unity of transversal
area on the plates, considering to this end different ways of enforcing the field’s confinement.
To carry out this study, the Donnan equilibrium model has been employed to describe the
system electrostatic potential, as well as a Green function method which explicitly enforces
the boundary conditions at the interfaces, both in the context of a numerical integral
equations approach, employing to this end a Fortran numerical code. Our study suggests
that the application of these different methods to describe field’s confinement leads to
quite different results, thereby pointing the need of a proper physical understanding of the

mechanisms that ultimately lead to field confinement.

Keywords: Poisson-Boltzmann. Green’s function. Donnan potential.
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1 Introducao

O sistema constituido de duas placas carregadas confinando um eletrolito é um tipo
de sistema que pode ser utilizado como modelo para diversos estudos, como em membranas
de neurdnio| 1|, em dispositivos eletronicos|2], fluxo eletrosmotico|3], entre outros|1]. Porém,
esse tipo de estudo é feito com equacoes nao lineares que nao sao comumente tratados em

livros textos apesar de sua importancia e aplicabilidade como nos exemplos citados.

Duas placas planas paralelas carregadas sao capazes de interagir entre si devido ao
campo elétrico originado por elas, resultando em forcas e energia potencial. Sabe-se que
efeitos de bordas sao observados devido a placa nao ser infinita, mas para regides proximas
as placas, em muitos casos, tais efeitos podem ser desprezados. Este modelo é utilizado com
frequéncia para aproximar a interacao entre superficies carregadas (em geral macromolé-
culas suspensas em um solvente), quando a separagao tipica entre elas ou a espessura da
dupla camada é muito menor que seu raio de curvatura|5]. Isso faz com que efeitos de cur-
vatura das superficies sejam neglicenciaveis. Além disso, esses efeitos podem ser facilmente

incorporados a posteriori no modelo de placas planas.

Em muitos casos, a regido entre as placas é ocupada por um eletrolito (meio dielé-
trico) levando a formagao de uma chamada camada dupla em sua proximidade. A presenca
de um eletrolito em dispositivos capacitivos se deve ao aumento da eficiéncia do disposi-
tivo na presencga de um meio dielétrico (pois @ = CV, onde @ é a carga que o dispositivo
¢ capaz de armazenar, C a capacitancia do mesmo e V' a diferenca de potencial entre as
superficies do dispositivo. Como V %, a capacitancia aumenta com a constante dielétrica
do meio). Na presenca de um meio polar (alta constante dielétrica), ocorre a dissociagao
de grupos ionizaveis das superficies. Isso ocorre devido & reducao da energia de ligacao
entre fons de cargas opostas quando imersos em um meio de alta constante dielétrica. Por
meio dessa dissociac@o, as placas (ou membranas/superficies) liberam fons na solugao, e
adquirem carga nao nula|6]. Os ions liberados tém carga oposta & carga superficial, e sdo
por isso chamados contraions. Além das superficies, outras componentes contendo grupos
dissociaveis sao usualmente presentes nesse sistema, dissolvendo fons de cargas opostas na
solugdo (fons dissolvidos cuja carga tem mesmo sinal da carga superficial sdo chamados

co-fons). Entao, podemos caracterizar a camada dupla pela camada de contra-fons que



estarao condensados na regiao préxima as placas, devido as interacoes eletrostéticas. O
primeiro modelo que tentou descrever a estrutura formada é o modelo de Helmholtz, que
trata o sistema como um capacitor, onde os contra-fons neutralizam a carga da placa ao
se aproximarem a uma distancia d (raio do fon) da mesma, formando uma camada tnica
de ions. Como o modelo de Helmholtz era muito limitado (desconsidera a interagao da
placa com os fons além da camada tnica e nao prever influéncias da concentracao de ions
do eletrolito por exemplo|7]), foi proposto um outro modelo, que é um dos fundamentais
para descrever a estrutura formada, o modelo de Gouy-Chapman, que descreve o sistema
como o equilibrio entre a forca eletrostatica e o movimento térmico dos fons|5]. O modelo
consiste em uma placa carregada, cuja carga ¢ neutralizada pelos contra-ions do eletrolito,
que sao atraidos para a vizinhanca proxima da mesma, formando a primeira camada (cha-
mada camada compacta) e a segunda sendo formada pelos co-ions que sao repelidos pela
placa (chamada camada difusa), explicando assim a formagdo da camada dupla. Porém, o
modelo proposto trata tanto os fons quanto o solvente como ideais, além de considerar as

componentes ionicas como particulas puntuais.

Outro modelo, que toma como base o de Gouy-Chapman, é o modelo de Stern (tam-
bém denominado modelo de Gouy-Chapman-Stern), que leva parcialmente em consideragao
o tamanho dos fons, fazendo uma subdivisao da camada dupla em duas subcamadas, a ca-
mada de Stern (onde o potencial varia linearmente) que é composta de contra-ions que
nao sao capazes de se aproximar da placa em uma distancia menor que seu raio (seme-
lhante a camada do modelo de Helmholtz), incorporando assim o efeito da interagdo de
exclusao entre os ions e a superficie, e a camada difusa, semelhante a camada do modelo
de Gouy-Chapman|3]. Porém o modelo de Stern ignora efeitos de exclusdo entre os ions
e leva parcialmente em conta efeitos do solvente, os quais tendem a aumentar o tamanho
efetivo i6nico por meio do fendmeno de solvatagido (moléculas polares que se associam ao
redor dos ions, fazendo com que seu raio efetivo seja maior, aumentando a distancia mé-
dia entre eles). Na camada imediatamente contigua as placas, esse envolucro de solvente
ao redor dos fons ¢ excluido por efeitos eletrostaticos, conforme ilustrado na figura (1.1).
Os modelos de Helmholtz, Gouy-Chapman e Stern representam as primeiras tentativas de
descrever a estrutura de fons ao redor de placas carregadas. Eles nao tinham por objetivo
principal descrever as interacoes entre as placas, mas sim modelar a capacitancia efetiva

de capacitores eletrolitos. Para isso, é conveniente representar o sistema como um conjunto



de capacitores em série, o que justifica a tentativa de representar a estrutura idnica por
camadas paralelas com carga e tamanho especificos. Embora esses modelos sejam muito
antigos e simplistas, eles sao utilizados até hoje para representar, ainda que de forma qua-
litativa, muitos dos mecanismos fisicos que controlam sistemas capacitores, como descrito

pela teoria de Poisson-Boltzmman que serd apresentada e utilizada neste trabalho.
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Figura 1.1 — Estrutura ionica ao redor de placas paralelas, conforme especificada pelos mo-
delos acima, onde (a) é o modelo de Helmholtz, (b) de Gouy-Chapman e (c)
de Stern. Os planos internos e externos de Helmholtz estao relacionados a me-
nor distancia mais proxima da superficie aos ions adsorvidos e nao adsorvidos
pela superficie respectivamente. Figura adatada de Dinar et. al, Impact of
Gouy-Chapman-Stern model on conventional ISFET sensitivity and stability,
TELKOMNIKA 17, 2842-2850, (2019).

Por fim, temos a teoria de DLVO (Nomeada assim em homenagem aos quatro ci-
entistas que a desenvolveram: Boris Derjaguin, Lev Landau, Evert Verwey e Theodoor
Overbeek), que descreve o sistema como uma interacdo entre a forga eletrostatica e as
forcas de Van der Walls independentemente, onde a forca eletrostatica atua de maneira
repulsiva enquanto a forca de Van der Walls atua atrativamente. Esta teoria ainda é am-
plamente empregada, como para o estudo de estabilidade de coloides|9]. Diferentemente
dos modelos anteriormente citados, a teoria de DLVO tem o objetivo de modelar a inte-
racao entre superficies carregadas suspensas em um meio polar. Podemos conectar esses
modelos de estrutura i6nica e interacao efetiva entre as placas da seguinte forma: a camada
compacta gera uma carga superficial efetiva, que contempla a carga da placa e aquela dos
contra-ions nela “condensados” e a camada difusa que forma, entao, uma nuvem ionica que
blinda as interacoes eletrostéticas entre as placas, as quais passam a ter um decaimento ex-
ponencial cujo comprimento tipico (comprimento de Debye) é inversamente proporcional &
concentracao média de fons na camada difusa. Assim, quanto maior a concentracao de fons,
mais blindada seré a interacao entre as superficies. A interacao efetiva (que na auséncia do

eletrolito é do tipo coulombiana), passa entao a ser representada no modelo de DLVO por



uma interacao do tipo Yukawa. Apesar da teoria ser baseada em uma aproximacao linear
(aproximagao de Debye-Hiickel), efeitos nao lineares podem ser facilmente incorporados a

posteriori na teoria.

Uma teoria mais completa que os modelos acima, amplamente utilizada no estudo
de superficies suspensas em eletrolitos, é a chamada teoria de Poisson-Boltzmann (PB). A
equacao de PB pode ser obtida no contexto do modelo de Gouy-Chapman, onde temos uma
solugdo ideal, onde os fons sdo cargas puntuais em um solvente ideal (meio continuo). As
distribuigoes i6nicas sao descritas na aproximacao de campo médio, havendo assim auséncia
de correlacoes. A equacao de PB pode ser utilizada para descrever os trés modelos citados,
com algumas alteragoes para considerar propriedades do sistema que foram desconsidera-
das devido a aproximagoes feitas pelo modelo de Gouy-Chapman (como o tamanho dos
fons), porém estas alteragdes nao serao tratadas neste trabalho. Basicamente, a equagao
de PB acopla as distribuicoes i6nicas de equilibrio na aproximacao de campo médio com a
equacao de Poisson para o potencial eletrostatico médio. Por levar em conta a distribuicao
de Boltzmann (com a energia média sendo representada pelo potencial eletrostatico mé-
dio), a equacao possui um carater nao-linear, que é indispensavel caso a solu¢ao nao seja
muito diluida. Apesar de desprezar efeitos de tamanho dos ions (considerados puntuais),
a teoria de Poisson-Boltzmann descreve de forma adequada a estrutura da dupla camada
em situacoes onde as concentracoes ionicas nao sao muito altas, e quando os ions dissol-
vidos sao monovalentes. No caso de sistemas mais concentrados, efeitos de exclusao entre
os fons condensados na camada compacta passam a ser relevantes. Nesses casos, a teoria
prevé uma concentracao excessivamente alta de ions condensados as placas, visto que nao
h& limitacao de volume para os ions se aglomerarem na vizinhanca da placa, pois eles sao
puntuais. No caso de fons multivalentes, fortes correlacoes posicionais entre os contraions
da camada compacta (que se repelem fortemente) e os co-fons da camada difusa (que sao
atraidos pelos contra-ions condensados) podem resultar em uma estrutura de camadas de
cargas alternadas ao redor da placa, que claramente estd em desacordo com as teorias
tradicionais citadas acima, bem como com as predi¢oes do modelo de Poisson-Boltzmman.
Esses casos, que requerem uso de teorias que incorporem correlacoes além de campo médio,

nao serao tratados nesse trabalho.

Uma outra teoria que descreve as interacoes do sistema é a de Debye-Hiickel (DH), que

trata de uma linearizacao da equacao de PB, onde a densidade de cargas livres sao obtidas a



partir da estatistica de Boltzmann e, em seguida, linearizada. Devido a presenca do campo
elétrico da placa, os fons tendem a originar uma blindagem eletrostatica, fazendo com que
o campo elétrico decaia rapidamente na regiao entre as placas. Embora menos precisa que
a teoria de PB, o modelo de DH ¢ bastante ttil por levar a interacoes efetivas cuja forma
analitica pode ser determinada exatamente[(]. Em geral, os parametros da teoria linear
como carga superficial e comprimento de blindagem, podem ser normalizados de forma
a incorporar os efeitos nao lineares, os quais em geral estao limitados as regioes entre as
placas, onde o potencial é grande devido & alta concentracao de contra-ions presentes na

vizinhanca das placas.

Neste trabalho, utilizaremos a teoria de PB, considerando ions monovalentes e muito
diluidos no meio. Como o sistema analisado esta submetido a equacao de PB, deve-se obter
uma curva suave porém com uma taxa de variagao alta para o campo elétrico proximo as
placas, embora na regido entre as placas o campo seja predominantemente nulo (pelo fato
do mesmo decair rapidamente devido a blindagem causadas pelos fons). Para analisar o
sistema proposto, primeiro trataremos de todo embasamento teérico necessirio para a
eletrostatica do mesmo, onde também serao abordadas técnicas matematicas para efetuar
os calculos necessarios para obter de formas distintas a solucao do potencial e distribuicoes

ibnicas do sistema.

Uma das maneiras de se resolver equagoes diferenciais é pelo método da funcao de
Green, que é capaz de incorporar naturalmente e explicitamente as condi¢oes de contorno
do problema, devido a sua construcao, fazendo assim com que os métodos numéricos sejam

mais facilmente implementados.

Independentemente do modelo adotado para descrever a estrutura i6nica e a interacao
entre as placas, modelos de equilibrio requerem que o sistema atinja neutralidade em uma
regiao suficientemente afastada das placas. Caso contréario, havera um campo elétrico finito
que se estende por todo espaco, levando a uma divergéncia das interacoes eletrostaticas.
Como ilustragao, todos os modelos citados acima assumem (implicita ou explicitamente) a
neutralidade de carga na regido entre as placas (o que garante que o campo estara confinado

nessa regiao).

Podemos classificar dois tipos de sistemas: candnicos e grande-canonicos. Em siste-

mas canonicos, todas as cargas presentes no sistema provém da dissociacao de componentes



neutras previamente introduzidas no sistema (em geral, superficies com grupos ionizaveis
e moléculas ionizaveis, geralmente denominadas nesse contexto pelo termo “sal”). Assim, a
carga do sistema seré neutra por construgao, pois para cada cation dissolvido o sistema ira
conter o anion correspondente, também dissolvido. Sistemas grande-candnicos, por outro
lado, sao caracterizados pelo equilibrio do sistema com um reservatorio de particulas. Nesse
caso, particulas podem fluir livremente do sistema para o reservatorio e vice-versa, até que
um equilibrio quimico (determinado pela igualdade dos potenciais quimicos no sistema e
no reservatorio) seja estabelecido|6]. Fisicamente, esse fluxo de particulas ocorre por meio
de uma membrana permeéavel que permite o fluxo de particulas na interface sistema/re-
servatorio. O equilibrio resultante desse processo é denominado equilibrio osmoético. Essa
condicao é caracteristica de muitos sistemas fisicos, e de extrema relevancia em processos
quimicos e biologicos. Esse sistema necessariamente se estende ao infinito (regiao entre as
placas acrescido do reservatorio). Nesse caso, a neutralidade de carga nao é garantida a
priori, € deve ser imposta de alguma maneira. Neste trabalho iremos impor a condigao de
eletroneutralidade sobre o sistema por meio de condicoes de contorno sobre o potencial

elétrico.

A limitacao de que o campo elétrico deve se anular no infinito em sistemas i6nicos em
contato com um reservatério pode ser garantido de duas formas. Em uma delas, considera-se
explicitamente a presenca do reservatorio, e o equilibrio osmotico na interface que separa o
sistema do reservatorio, como pode ser observado na figura (1.2). O potencial eletrostatico
é determinado usando-se a condi¢ao de que o campo elétrico se anula no infinito. Esse
modelo é bastante realista, pois garante a neutralidade de carga global, mas permite a
quebra de neutralidade local no sistemal6]. No caso que estamos tratando, a regiao entre
as placas pode nao ser nula (violacdo da eletroneutralidade local), contanto que o sistema
como um todo (regido entre as placas acrescido do reservatorio) tenha carga liquida nula.
Essa abordagem tem em geral um custo computacional elevado, e pode ser impraticavel

computacionalmente, dependendo do modelo em questao.

Uma segunda abordagem, usualmente adotada para representar equilibrio osmoético
em membranas, é aquela no qual o reservatorio é tratado de forma implicita|6], como pode
ser observado na figura (1.2). Nesse caso, considera-se apenas as distribui¢es de equili-
brio no sistema de interesse, considerando que este esta em equilibrio com um reservatorio

de particulas na regiao além de sua fronteira. No caso em questao, considera-se apenas o
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Figura 1.2 — Modelo grande-canonico com reservatorio explicito, figura (a), e com reserva-
torio implicito, figura (b)

equilibrio na regiao entre as placas, estando a regiao fora dessa fronteira ocupada por um
reservatorio inerte. Assim, a condigao de que o campo se anula no infinito equivale a impo-
sicao de que o campo deve se anular na regiao além da fronteira do sistema. Para que isso
ocorra, é necessario que a carga liquida do sistema confinado seja nula. Matematicamente,
essa condicao é imposta através de um multiplicador de Lagrange associado a condi¢ao de
equilibrio (minimizacdo do grande potencial termodinamico), que deve entao ser determi-
nado de forma a satisfazer neutralidade local[10] (isto &, na regido confinada que define
nosso sistema). Essa condi¢do implica, como mostrado nesse trabalho, que as concentracoes
ionicas devem sofrer um salto descontinuo na fronteira sistema/reservatorio. Fisicamente,
essa descontinuidade na densidade local de carga implica em uma diferenca de potencial
abrupta na interface, gerando um campo infinito nessa regiao. Essa diferenca de potencial
é conhecida na literatura como potencial de Donnan|6]. Conforme mostramos no Apéndice
I, esse potencial corresponde ao multiplicador de Lagrange que matematicamente garante
a condicao de neutralidade de carga local. A interpretacdo fisica associada é a de que o
reservatorio deve produzir um campo elétrico na interface para impedir o fluxo natural
de particulas (imposta unicamente pelo equilibrio osmotico), de modo a suprir sempre a
quantidade necesséria de cargas para garantir o sistema neutro. Outra interpretagao equi-

valente consiste em considerar que o campo elétrico na interface deve contra-balancear o



campo que estaria “vazando” o sistema para o reservatorio, garantindo assim que o campo

no reservatorio permaneca nulo.

Nesse trabalho, vamos considerar uma abordagem alternativa ao modelo tradicional
esbocado acima. Ao invés de impor campo nulo no reservatorio através de um multiplica-
dor na condicao de Euler-Lagrange, vamos usar técnicas tradicionais de eletrostatica para
modificar a interacao Coulombiana na regiao entre as placas, de forma que essa incorpore
naturalmente a condicao de campo nulo na interface. Matematicamente, isso pode ser feito
através do método da fungao de Green que leva em conta as condicoes de contorno de um
sistema finito. Nesse contexto, o potencial coulombiano usual pode ser interpretado como
uma funcao de Green particular: aquela que garante que o campo de uma carga puntual se
anule no infinito. Adotando esse ponto de vista, podemos considerar a condicao usual de
equilibrio osmo6tico na interface, tendo em mente que o potencial coulombiano é modificado
para levar naturalmente em conta as condigoes de contorno na fronteira (interface). Fisi-
camente, essa abordagem é equivalente aquela na eletrostatica de meios condutores, onde
a condicao de campo nulo no interior do condutor pode ser imposta de duas formas equi-
valentes. Na primeira delas, cargas sao induzidas na superficie do condutor para blindar
qualquer campo externo que possa “vazar’ ao seu interior. Em uma segunda interpretacao,
cargas-imagem sao induzidas no interior do condutor, de modo a contra-balancear os cam-
pos gerados por cargas externas ao condutor. Nesse sentido, a metodologia proposta neste
trabalho equivale a modelar a regiao do reservatorio como condutores infinitos localizados

além das placas.

O objetivo principal serd entao comparar os resultados obtidos nas duas abordagem
delineadas acima. Em particular, vamos analisar de que forma esses modelos distintos
(Donnan e método de Green) influenciam a estrutura do eletrolito na regiao entre as
placas, bem como a interagao efetiva (induzida pelo eletrélito) entre elas. Note que ambos
modelos representam o mesmo sistema fisico. A diferenca fundamental entre eles esta na
forma como o campo é blindado no reservatorio: no primeiro deles, o reservatorio produz um
campo elétrico na interface de forma a suprir uma quantidade especifica de ions ao sistema
que garanta neutralidade de carga local na regiao entre as placas. No segundo modelo,
cargas sao induzidas na regiao entre as placas para garantir a blindagem do campo além
dessa regiao, de modo que o sistema confinado nao necessariamente terd carga liquida nula.

Mostraremos que essas duas abordagens resultam em resultados essencialmente distintos,



o que mostra a necessidade de se ter uma nocao clara dos mecanismos fisicos que controlam

a blindagem eletrostatica em situagoes praticas.

O restante da presente monografia é estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2,
fazemos uma revisao bibliografica do formalismo geral para solucao de problemas de valor
de contorno em eletrostatica, enfatizando as principais condicoes de contorno impostas
nesses sistemas, bem como os métodos usuais para obter solugoes formais desses proble-
mas. No capitulo 3, abordamos o célculo do potencial eletrostatico e da estrutura ionica
entre placas paralelas, portanto distribuicoes de cargas superficiais arbitrarias e analisa-
mos o limite assint6tico para o caso linear. No capitulo 4, apresentamos métodos numéricos
para a obtencao do potencial eletrostatico por meio de equagoes integrais. No capitulo 5,
mostramos os resultados que obtemos com a abordagem feita nos capitulos anteriores e a
interpretacao fisica que se pode relacionar com os mesmos. No apéndice I, é feito os calculos
para a obtencao do grande potencial termodinamico, enquanto no apéndice II é utilizados
os resultados do apéndice I para o calculo do grande potencial termodinamico para o caso
linear feito no capitulo 3. Por fim, no apéndice III, é apresentado os programas feitos pelo
método das equagoes integrais para o calculo do campo elétrico (e, consequentemente, do

potencial eletrostatico) feitos no capitulo 4.
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2 Problemas de Valor de Contorno em

Eletrostatica

2.1 Introducao

Em problemas de eletrostética, estamos interessados em obter o campo elétrico de
um sistema, pois com ele é possivel calcular a forca elétrica, a energia do sistema, bem
como muitas de suas propriedades termodinamicas e de equilibrio. Porém o calculo di-
reto do campo eletrostatico é uma tarefa trabalhosa, pelo fato do campo ser um vetor
e, consequentemente, possuir direcao e sentido. Em situacoes praticas, torna-se portanto
necessario o calculo das trés componentes espaciais dessa gradeza. Para contornar este
problema, calcula-se o potencial eletrostatico, que tem uma relacao muito simples com o

campo elétrico (E = —V4)) e é uma entidade escalar.

Além disso, o calculo do campo elétrico é feito por meio de equagoes integrais (por
meio, e. g., da aplicagao da Lei de Gauss. Para sistemas que possuem simetria e com
densidade de carga homogénea o calculo do campo por meio da lei de Gauss é simples,
como em esferas, placas ou cilindros com densidade de carga homogénea. Porém para
sistemas mais gerais onde a distribuicao de cargas é inomogénea, é necessario o uso de
outras ferramentas. ), enquanto o calculo do potencial elétrico ¢ é feito por meio de equagoes

diferenciais, em particular, por meio da seguinte equacao de Poisson|!1]:

2, _ P
V) = - (2.1)

onde p ¢ a densidade de carga local, sendo €y a constante dielétrica do meio.

Sendo uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, é possivel obter infinitas
solucoes diferidas por pelo menos uma constante. Pode-se obter uma solucao tnica da equa-
¢ao impondo condigoes sobre o problema na interface do sistema, denominadas “condigoes
de contorno” (onde é fixado o valor da funcao e de sua derivada em toda a fronteira do sis-
tema) ou “condigbes iniciais” (onde ¢ fixada o valor da fun¢do e de sua derivada em apenas
uma das fronteiras do sistema). Para o caso de uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) de

segunda ordem, ha trés tipos de condic¢oes de contorno, as condi¢oes de Neumann, Dirichlet
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e Cauchy.

O potencial eletrostatico pode ser encontrado por meio do método de separacao
de variaveis, fungoes de Green (usado em equagoes ndo homogéneas), carga-imagem, entre
outros. O método usado no trabalho seré o das fungoes de Green que consiste em achar uma

fungao G(7,7") que sera a solucao da equagao em forma de integrais a serem calculadas.

2.2 Problemas de Valor de Contorno — classificagao e proprieda-
des gerais

Para obter-se a solucao de um prolema especifico, é necessario impor condigoes sobre
um sistema. Em uma corda vibrante, por exemplo, temos a condi¢ao de que suas extremi-
dades sao fixas. Conhecendo a posicao e a velocidade inicial da corda, é possivel usar essa

condicao para achar uma tnica solucao ao resolver o problema.

Porém em outros casos pode ser mais interessante fixar apenas o valor da fungao ou o
valor da derivada da fung¢ao[!2]. Em uma esfera condutora carregada, por exemplo, temos
que o campo elétrico vai a zero no infinito, ha uma descontinuidade do campo na superficie

da esfera e o campo é nulo dentro da esfera.

Existem trés tipos de condicoes de contorno que podemos impor sobre o sistema,

sendo elas:

1. Condicao de Neumann: Quando é conhecido o valor da derivada da fun¢ao no
contorno;

2. Condigao de Dirichlet: Quando ¢é conhecido o valor da funcao no contorno;

3. Condigcao de Cauchy: Quando é conhecido tanto o valor da funcao quanto o valor

da derivada da func¢ao no contorno.

2.3 As equacoes de Poisson e Laplace
Para o problema eletrostatico, é trabalhado uma equacao diferencial que se origina

da seguinte equagdo de Maxwell (Lei de Gauss):

V- E=L
€0
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Substituindo E = —V1), temos a equacio (2.1) que é denominada equagao de Poisson.
No caso de uma regiao livre de cargas, temos que p = 0, e a equacao de Poisson se

transforma na equagao de Laplace:

V) =0

Note que, no caso geral, as solucoes da equacao de Laplace podem ser somadas a
uma solugdo particular da equacao de Poisson, Eq. (2.1), sem alterar a igualdade. Logo,
ambas equagoes possuem infinitas solucoes que se diferem por constantes, necessitando de

alguma condicao de contorno para obter uma solucao tnica.

2.4  As integrais de Green

-

Para a deducao das integrais de Green sera utilizado o resultado do calculo de V -

(1/}6@25), logo, temos:

3 3
o) N D (00 N[00, 00, 0 00
v (wvgb)—zﬁl’zez <w6]}jej)—z |:8Iiez 8Ijej+w8xiel 3%63

ij=1 J

i,5=1
onde é; é a componente i do versor é = 7/r, sendo 7 o vetor posi¢ao. Fazendo o produto

entre os versores ¢; € ¢€;, temos:

3
ob 06 0 06
2. laa? g a_] 2

4,j=1

Onde 0;; ¢ a funcao delta de Kronecker cujos valores sao:

1 se 1=

0 se 1#£]

62’]’ =

Portanto:

v (ng) — V-V + bV (2.2)
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Por meio da identidade vetorial (2.2), pode-se retirar propriedades importantes ao

integrar ambos lados da equacao:

/V<6- (vV0)) av = /V (V- Vo +uvio) av

Usando o teorema do divergente na integral do lado esquerdo, temos:

7{ (w%) -d§ = / (W Vo + w%) dv, (2.3)
ov v
onde OV é o contorno do volume V e dS é um elemento de superficie orientado.

A equacgdo (2.3) é denominada “Primeira identidade de Green”. Pode-se deduzir a
segunda identidade de Green a partir da primeira subtraindo a equacao (2.3) por ela

mesma com a troca de ¢ por ¢ e de ¢ por ¢ (¢ <> 1) da seguinte forma:

§ (w90)as—§ (o%0)as= [ (Sv-Forvwro)av— [ (9 Fvrove)av

 (v90-090)-as = [ @Wo—ovie)av (2.4)

A equacao (2.4) é denominada “Segunda identidade de Green”.

2.5 O método das funcoes de Green

A funcao de Green é um fun¢ao que possui algumas propriedades importantes|13].

Dentre elas, temos que:

V3G (7 7) =5 (7 — ) (2.5)

A equagao (2.5) também é valida se substituirmos o operador laplaciano por qual-
quer operador linear do tipo Sturm-Lioville|13], porém a discussdo a seguir sera restrita
ao operador laplaciano. Qualquer equagao diferencial que utiliza operadores lineares, em
especial a de Poisson, pode ser resolvida pelo método das fungoes de Green utilizando a

propriedade citada. Considere a seguinte equacao:
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VA (7) = F (7) (2.6)

Multiplicando ambos lados de (2.5) por F(7') e integrando em 7/, temos:

/,(V2G(F,F’)F(F’))d3 ’:/ ((F=7"YF (7)) d*,

!

ou seja,

/, (VG (7,7 ") F (F)d*) = F (7).

Usando (2.6), temos:

/ (VPG F ) d) = V(7).

Como o operador Laplaciano atua na variavel i e a integral atua em 7', pode-se
comutar as operagoes de diferenciagao e integracao, resultando em:
V2 / (G (77 F () d*) = V20 (7). (2.7)

Associando ambos lados de (2.7), temos que:

V()= | (G@ET)F @) dr') + o),

v
onde ®(7) é uma fungdo arbitraria que satisfaz V2® = 0 em V. A fungao @ (7) pode ser
escolhida de tal forma que satisfaca as condi¢oes de contorno de um sistema em particular
(sejam as de Neumann, Dirichlet ou Cauchy). Porém, este resultado nao contém informa-
coes diretas sobre as condigoes de contorno do sistema apenas indiretas em . Logo pode-se
obter outra forma para a funcdao de Green ao considerar explicitamente as condicoes de

contorno.

Usando a equagdo (2.4) e substituindo ¢ por G (7,7'), temos:
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Aplicando agora a identidade (2.5), resulta:

/, (v (76 (F—7") = GFF") V(7)) dV’ :7{

ov’

E, portanto:

w(F)://(G(F,F/)V%(F’))dvurj{ (zp(f’)ﬁe(ﬁf’)—G(f,f’)%(f’))-d§f

v’
Note que a integral volumétrica é uma convolucao da fungao de Green com a parte

direita da equagao (2.6), e a integral de superficie engloba as condi¢oes de contorno do

sistema:

v = [ CEFFE)$

1% ov’

(v(F)VCFF) = GEF) V() -dS (28)

Logo, o método das funcoes de Green se baseia em resolver a equagao diferencial
associada substituindo a funcao desejada 1) pela funcao de Green e o termo independente
pela func¢ao delta, ou seja, resolver a equacao (2.6) ao invés da equagao (2.5). Logo, o
método nao pode ser utilizado para a resolucao de equacdes homogéneas. Ap6s encontrar
a func¢ao de Green, basta aplicar a equagao (2.8) para achar a solugao do problema de valor

de contorno.

Se as condigoes sobre v forem condigoes de Neumann, pode-se assumir que o gradiente
da funcao de Green normal & superficie é nulo a fim de facilitar os calculos. Impondo essa
condigao sobre a funcdo de Green, a equacao (2.8) fica mais simples, pois um termo da

integral de superficie é nulo, resultando em:

0@ = [ GEFFE)V - ¢ GEr) Tl as
v oV’
J4& se as condicoes forem de Dirichlet, pode-se assumir que a funcao de Green é nula

na superficie, o que transforma a equagao (2.8) em:

V(@) = | (GFF)FF))dV' + ¢ (F)VG (77" dS
1% oV’
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2.6 O método da carga-imagem

Outro método para obter a solu¢ao de um problema eletrostatico de um sistema é
o método da carga-imagem, que utiliza o principio da unicidade das solucoes, garantindo
assim que a solucao obtida é a procurada. Este método é frequentemente utilizado para
obter-se a solugao no caso de superficies condutoras proximas a alguma carga puntual, a
qual induz cargas superficiais, de dificil calculo, no condutor. O principio da unicidade das

solucoes pode ser obtido a partir da seguinte hipotese:

Seja ¢1 e ¢y solugdes da equagao de Poisson (2.1) obedecendo as mesmas condigoes de
contorno. Para identificar se ambas solucoes sao iguais, basta analisar a funcao ® = ¢, — o,
que também satisfaz a equacao de Poisson, visto que esta é uma equacao homogénea.

Aplicando a primeira identidade de Green (2.3) com ¢ = ¢ = ®, temos:

VD) -dS= [ (VO VD + dV2D) dV
ov 1%

Como V2® = 0 por hipotese, resulta:

}gv (22 - a5 = /V (Vo - Vo) av

Como ¢ e ¢y satisfazem as mesmas condicoes de contorno, temos que §8V (PVO) -

dS =0 para quaisquer tipos de condicao de contorno impostas na fronteira. Logo:

/ (IVO[*)dV =0

Que & verdade para qualquer volume se, e somente se, |V®|? = 0. Portanto,

Vi = V. (2.9)

Portanto, ¢, e ¢, diferem por uma constante arbitraria, irrelevante no calculo do po-
tencial eletrostatico. Com a equagao (2.9), ao encontrar um potencial eletrostatico qualquer

que satisfaca as condigoes de contorno de um sistema, foi encontrada sua tnica solucao.

Pode-se considerar!, para um exemplo de aplicacao do método, o caso de uma carga

puntual ¢ a uma distancia a de uma esfera condutora de raio R aterrada, ou seja, o potencial

1 Exemplo baseado no livro Eletrodinamica, David J. Griffiths, 32 edicao, cap. 3, pag. 88, exemplo 3.2.
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na superficie da esfera é nulo. Deseja-se obter a solugao para r > R. Sendo a > R, temos

as seguintes condigoes de Dirichlet:

Y(r=R)=0 (2.10a)
U(r — o00) =0. (2.10b)

Para a aplicagao do método, considere um eixo que passa pela carga puntual e o centro
da esfera. Considere também que a carga puntual esteja no eixo z do espaco, assim como
o centro da esfera. Toda carga induzida pela esfera sera substituida por uma tnica carga-
imagem ¢’ posicionada fora do local onde quer se obter a solucao, ou seja, a posicao b da

carga-imagem ¢é tal que b < R. O potencial eletrostatico desse novo sistema é dado por:

1 /
d + d o (2.11)

Y=
4meo \/(7“ cos (0) — a)? 4 r2sin (9) \/(7“ cos (6) — b)* + r2sin® ()

Onde o primeiro termo é o potencial produzido pela carga ¢, sendo o segundo termo a
contribuicao da carga imagem ¢’ induzida no interior da esfera. Basta agora achar ¢’ = wq
e b < R que satisfacam as condi¢oes de contorno do problema. Segue da primeira condicao

que ¥ (r = R) = 0, que ocorre se, e somente se:

q —wq

V(Reos (0) — a)* + R2sin® (0)  \/(Reos (6) — b)? + R2sin® ()

I

ou seja:

\/(R cos (A) — b)* + R?sin? (§) = —w\/(R cos (A) — a)® + R?sin? (0),

VR? —2Rbcos (0) + b2 = —wy/R2 — 2Ra cos () + a2.

Elevando ambos lados ao quadrado, obtemos:

(R* — 2Rbcos () + b°) = w* (R* — 2Racos (0) + a*),

da onde resulta:
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(b — Rcos (0))* = w? (R? — 2Racos (0) + a®) — R?* (1 — cos® (9)) (2.12)

Como a equagao (2.12) é valida para todo 6, assumimos valores particulares de 6:

Para 0 = 0:
(b— R)*> = w? (R —a)’ (2.13)
Para 0 = %:
b? = w?a® + R? (w2 — 1)
b= \/w2 (a®> + R?) — R? (2.14)
Para 0 = 7
(b+ R)? = w*(R+ a)? (2.15)

As relacoes acima fornecem equacoes algébricas que permitem o calculo das varidveis

desconhecidas b e w. Fazendo (2.15) - (2.13) e usando (2.14), temos:

AR\/w? (a? + R?) — R? = 4w’Ra,

wia?® — w? (a2 + R2) + R? =0,

, a’+ R*+Va +2a2R? + R — 4R%a?
w =
2a? ’

, a’+ R*+ (a®* — R?)
w® = .
2a?

Portanto,
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Como a carga ¢ deve ter sinal oposto de ¢, por ter sido induzida, descarta-se as

solucoes positivas de w. Logo:

w=—1 (2.16)

ou

we B (2.17)

Sabendo que a carga-imagem nao pode estar fora da esfera, descarta-se a solugao

(2.16), pois se w = —1, b = a. Portanto temos que w = —%
Entao, substituindo (2.17) em (2.12), temos:
—R\?
(b— Rcos () = <—> (R* — 2Racos (0) + a®) — R* (1 — cos® ())
a
R* _R?
(b— Recos () = — —2—cos (0) + R* — R? + R* cos” (0)
a a

(b— Rcos (0))* = (%2 — Rcos (9))2

a

b=+ (R—2 — Rcos (9)) + Reos (0)

Como b é uma posicao fixa, descartamos a solugao b = 2R cos (0) — %2. Logo, temos:

b= (2.18)

Portanto, substituindo (2.18), (2.17) em (2.11), a soluc¢ao do problema é dado por:

1 —
d + l (2.19)

= 4me, \/(T cos (0) — a)2 + 72 gin2 () \/(m“ cos (6) — R2)2 + a2r2sin® (0)

P
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Note que a solugao satisfaz as condi¢oes de contorno: ¢ (r = R) =0e ¢ (r — 00) = 0.

Calculando o laplaciano do potencial devido a carga imagem em coordenadas esféricas

_ 1 —Rq t :
o €Imaos:
(¢sz 4720 | /(ar cos(0)— R?)?+a2r? Sin2(9)) ,

2y, - L O (200 _ L9 % ;@
Videim = r2or \" or * r2sin (0) 00 sin (6) a0 " r2sin” (0) 0%¢

Realizando as derivadas mais internas:

- _ R2 2 .. 9
V24cim = qug 9,2 (arcos (0) — R*) acos (6) + a*rsin (9)3 N
drteg r2 Or _
2 (\/ (ar cos (6) — R?)? + a*r? sin® (9))
—Rqg 1 0 (ar cos (8) — R?) (—arsin (0)) + a®r?sin () cos ()

—2sin (6)

_'_——_
4 2sin (0) 00 3
meorsin (9) 2 (\/(ar cos (0) — R?)® + a2r2 sin® (0))

Simplificando um pouco, temos:

V2o = 4};3 %% —R?r%acos (0) + a*r? e
’ (\/(ar cos (0) — R?)® + a2r2 sin® (9))
Rq 1 9 R2ar sin” ()
Areq r2sin (0) 90 3
o ©) <\/(ar cos (0) — R?)® + a2r2 sin’ (9))
Realizando as derivadas, resulta:
Rq
2 . _ -
Vv cim dmegr?
—2R?%ra cos (0) + 3a*r? 3 (=R**acos () +a*r®)2(—R?acos (0) + a’r)
2 9 52 2 i ’
\/(ar cos (0) — R?)” + a?r? sin” (6) \/(ar cos (0) — R?)” + a?r?sin” (0)
Rq 2R%ar sin (0) cos ()

T dmegr?sin (0) ( \/(a,,, cos (0) — R2)* + ar? sin? (9>>3
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Rq 3 (R2arsin® (0)) 2 (R%ar sin (9))
2

~ dmegr?sin (6) <\/ (arcos (0) — R2)? + a2r2 sin? (9)) 5

Simplificando e deixando ambas com o mesmo denominador, temos:

Ryq <(ar cos () — R?)* + a2r? sin® (0)) (3a*r? — 2R*racos (0))
+

2 <\/(a7’ cos () — R2)? + a2r? sin? (6’))
Rq —3(a*® — R*r?acos (0)) (a®*r — R?acos ()) N

dmregr? >
T (\/(ar cos () — R?)® + a2r? sin? (9))

Ry <(ar cos () — R?)* + a2r? sin® (0)) 2R?ar cos (0) — 3 (R2ar sin® (0)) (R*ar)

4drreqr?

2 (\/ (ar cos (6) — R2)? + a2r? sin? (0>>5

Rq <(a7“ cos (0) — R?)* + a2r? sin® (9)) a’r?

+
Amregr? 5

VQ,QZ)Cim =

2 (\/(ar cos () — R?)® + a2r? sin? (9))
Rq _(a*r® — R?r?acos (0)) (a®>r — R2acos (0)) — R*a?r? sin® ()

" Arear? 5
o 2 <\/(ar cos (0) — R?)® + a2r2 sin (6))

Fazendo os produtos:

Rq
4megr?

a*rt cos? (0) — 2R%a®r® cos (0) + R*a?r? + a*r*sin® () — a*r* + R%a®r® cos ()
5
2 (\/(ar cos (0) — R?)® + a2r? sin® (9))
Rq _ R%a%r3 cos (0) — R*a*r? cos® () — R*a®r?sin? (0)

2 (\/ (ar cos () — R2)? + a?r?sin? (9))5

VQQ/)C'im -

4regr?

Resultando em:

V2Ycim = 0 (2.20)
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Portanto, ¥c;,, satisfaz a equagdao de Laplace (V29 = 0) na regiao de interesse
(r > R). Isso ocorre, pois ¥cim € a funcao ¢ da equagao (2.7), uma fungio escolhida que

garante com que v satisfaca as condigOes impostas sobre ela.

Outro exemplo seria o de uma carga puntual ¢ localizada a uma distancia a de uma
placa condutora infinita no plano xy aterrada. Para obter o potencial acima da placa (onde
se localiza a carga puntual), basta considerar que a carga esteja localizada no eixo z e o
plano em z = 0. A partir disso, consideremos que toda carga induzida no condutor seja
representada por uma carga imagem fora da regiao em que desejamos obter o potencial

(z < 0). Com isso, o potencial elétrico pode ser expresso como:

b= — q n ¢ (2.21)

dme \/:B2+y2—|—(z—a)2 \/x2+y2+(z+b)2

onde, —b é a posicao da carga imagem e ¢’ = wq

Logo, aplicando a condicao de que o potencial ¢ nulo em z = 0, pois a placa esta

aterrada, temos:

1 !/
0— q N q

e\ a2+ (0— a)’ \/x2+y2+(0+b)2

Que é verdade se, e somente se:

q q

VPP +a AP

Substituindo ¢’ = wq, temos:

gV 2% + 92 + 0?2 = —wg/2? + y? + a?

Elevando ambos lados da equacao ao quadrado, temos:

7 (a:2 + 2 + b2) = w?¢? (232 + 2 + a2)

¢ (27 (1—w?) +y* (1 —w?) +b* — a’w’] =0 (2.22)
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Como a equacao (2.22) é valida para quaisquer valores de z e y, temos que:

l—w’=0—w==+l
Como a carga-imagem ¢ precisa ter sinal oposto a carga ¢, descarta-se a solucao
positiva, logo:
w=—1

Agora, assumindo x = 0 e y = 0 em (2.22), temos

¥—a>=0—b=+a

Como b deve ter o mesmo sinal de a, por construgao do potencial em (2.21), temos

que:

b=a

Portanto, substituindo b e ¢ = wqg = —q em (2.21), resulta:

b= 1 q _ q (2.23)

dme \/x2+y2+ (z —a)® \/x2+y2—|— (2 +a)’

Note que a carga-imagem ¢é simétrica a carga puntual, ou seja, a distancia da carga-

imagem a placa ¢ igual a distancia da carga puntual a placa, porém uma se localiza acima

da placa enquanto a outra se localiza abaixo da mesma e, além disso, suas cargas se diferem

apenas por um sinal.
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3 Potencial eletrostastico induzido por

um eletrolito entre placas carregadas

3.1 Introducao

Para estudar o modelo proposto (duas placas carregadas confinando um eletrolito),
é necessério fazer algumas adaptacoes na equacao de Poisson, pois precisa-se considerar a
interacao dos ions presentes no eletrélito com as placas e com eles mesmos. Além disso,
deve-se considerar que os fons nao possuem, nesse caso, uma distribuicao pré-definida no es-
paco entre as placas. Assumindo uma condi¢ao de equilibrio termodinamico, os fons devem
se distribuir de forma inomogénea como resposta ao campo induzido pelas placas. Assim,
os fons cuja carga seja oposta & da placa serao atraidos por ela, formando uma camada de
ions carregados com sinal oposto & carga da placa. Por outro lado, ions do mesmo sinal
da placa serao repelidos da vizinhanca préoxima as placas, tendo menor concentracao em
relagao aos fons de carga oposta|l1|. A estrutura idnica assim formada na regiao carregada
proxima & placa (conhecida na literatura como double layer, ou “camada dupla”), resulta

em uma blindagem no campo elétrico proveniente das placas.

As adaptacoes necessarias para este modelo sao obtidas a partir da fisica estatistica
de Boltzmann (que serd a responsavel por inserir a distribui¢do de carga dos ions do
eletrolito) aplicada na equagao de Poisson, originando a equagao de Poisson-Boltzmann,
que é uma equagao de campo médio que retrata o modelo de uma maneira muito boa (sob
diversas condi¢oes), porém sua solugao analitica s6 é possivel para casos bem especificos,
como o limite linear que serd tratado mais a frente. Tal equacao tem carater de campo
médio, ou seja, cada ion é influenciado por um campo eletrostatico médio em sua posicao,
sendo desprezadas as flutuacoes estatisticas ao redor da média. Em casos de fons em meio
aquoso a temperatura ambiente, as flutuagoes decorrentes entre fons vizinhos podem ser

desprezadas quando esses sao monovalentes, que serd o caso a ser estudado.
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3.2 Distribuicoes de Equilibrio e a Equacao de Poisson-Boltzmann

A equagao de Poisson-Botzmann (PB) é obtida a partir da equagao de Poisson e da
distribuicao de Boltzmann, assumindo que a mesma representa a distribuicao de equilibrio
termodiamico do sistema. Partindo-se da ideia de escrever a concentracao de ions (em uma

dada posigao) por meio da distribui¢do de Boltzmann, obtemos:

;= cime’ﬂEi (3.1)

onde ¢; é a concentracao do ion 7, ¢; o € a concentracao assintotica do ion de componente ¢
(assumindo-se que a energia média se anula nesse limite), F; é a energia de interagao (i. e.,
energia potencial) média sobre o fon de componente i, f = 1/kgT é o inverso da energia

térmica, kp é a constante de Boltzmann e T" é a temperatura em Kelvin.

Note que quando a energia E; devido as interagoes e campos externos ¢ muito maior
que a energia térmica, F; > kT, as distribuicoes acima tendem a se concentrar majorita-
riamente em estados de menor energia E;, ja que o argumento da funcao exponencial tera
grandes valores em modulo. No limite de temperaturas nulas (auséncia de energia cinética),
isso equivale ao equilibrio no estado fundamental. No limite oposto de altas temperaturas
kgT > FE;, o fator de Boltzmann tende a produzir distribuicoes mais uniformes sobre
todos os niveis de energia, ja que e % ~ 1. Isso reflete o favorecimento das contribuicdes
entropicas nesse limite, que atuam no sentido de tornar mais uniforme a probabilidade
de encontrar o sistema em diferentes estados de energia. O parametro que controla esse
balanco entre contribuicdes energéticas e entropicas é a temperatura 7', que é fixada pelo

equilibrio térmico com um reservatoério de temperatura conhecida.

Podemos escrever a energia de interagao da seguinte maneira:

E__<W>__</ﬁ.df*>—_</ziqﬁ-df>——ziq/—ﬁwd?”—ziqw

onde ¢ é a carga elementar, (.) denota uma média de ensemble, e z; é a valéncia do fon de
componente ¢ em uma dada posicao do espago. Podemos entao identificar o fator £ como o
trabalho da forca média necesséria para trazer uma particula de componente ¢ até uma dada

posicao no espago. Por esse motivo, essa energia de interacao é também conhecida como
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potencial de forca média. Na relacao acima, i representa o potencial eletrostatico médio

em uma dada posicao do espaco, o qual é definido a menos de uma constante arbitraria.

Substituindo em (3.1), temos:

. —2ia9(7)
¢i(T) = Ciooe *8T

Por outro lado, o potencial eletrostatico médio v (7) quando um ion de componente

i é inserido em uma posicao 7 é dado por

i (7,7
(7 (/ |T_T/|d3T’+szq/pJ = d3 ’) (3.2)

onde o(7’) representa a distribuicdo de cargas fixas no sistema, e p;;(7,7’) é a distribuigao

de ions do tipo j em uma posicao ', dado que existe um fon de componente i fizo na posicao
7. Essa probabilidade condicional pode ser escrita na forma p;; (7, 7') = ¢;(7)g;;(7,7""), onde
gi;(7,7") é a chamada fungdo de correlacao de pares, e mede a probabilidade de encontrar
um ion do tipo j em uma posi¢ao ¥ devido a presenca de um ion de componente i em 7.
Se as particulas interagem fortemete, a funcao de correlacao sera fortemente inomogéna
na regiao em que 7 e 7’ sao proximos, e se aproxima de 1 quando a separagao entre elas
é larga. Se as particulas sao fracamente correlacionadas, g;;(7,7') ~ 1 em todo espaco. A
aproximacao de campo médio consiste em considerar auséncia de correlacoes entre todas as
particulas, ou seja ¢;;(7,7') = 1 em todo espago. Usando a aproximacao de campo médio,

o potencial médio passa a ser:

Escrevendo a densidade de cargas do eletrolito, temos:

—259¢%
PETCEDS [qucjyooe FBT ] (3.4)

J J

Substituindo (3.4) em (3.3) e tomando o Laplaciano em ambos os lados, resulta:
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1 —2;qY (%)
VQ r) = —— r 14Ci 00 kpT . 35
00 =~ |a0lF) + 3 e (5.5)
Esta equagao (3.5) é denominada “Equacgio de Poisson-Boltzmann”, uma EDP nao

linear que, em geral, nao admite solucoes exatas.

3.3 Meétodo da Funcao de Green e a solucao formal para o po-
tencial eletrostatico

O calculo da solu¢ao numérica para a equacao (3.5) pode ser facilitado, em geral, por
meio de uma implementacao numeérica que consiste em transformar a equacao diferencial
de segunda ordem em duas equagoes integrais. Porém, esse tipo de abordagem pode acabar
dificultando a implementacao das condi¢oes de contorno do sistema, como o valor do campo
elétrico na regiao das placas (nulo em caso de condutores), o campo se anula no infinito
(caso de sistemas abertos), o potencial elétrico ser nulo na regido das placas (condutor
aterrado), entre outros. Uma maneira de contornar esse problema seria a incorporacdo das
condicoes de contorno nas equagoes integrais de forma explicita, o que ocorre no método

das func¢oes de Green.

Pode-se entao resolver o problema de maneira mais geral, utilizando-se o método das

funcoes de Green para obter-se o potencial elétrico do sistema.

De acordo com a equagao (2.8), temos que:

Vo (7) = f (7) (3.7)
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Como o sistema possui simetria planar, sera utilizado coordenadas cartesianas para

efetuar os calculos necesséarios, seguindo a orientagao das figuras (3.1) e (3.2)".

A ¢ Anion
¢ Cation
000 0 00 4,
00.0.0.°°o°0 . v !
S0t e ! '
A ‘ .o
00 o. ..’o ' .
00 00 Yy ' ‘
........... .. 0 . 5
e Y '
YRR
o 0 ‘ o !
0. o 0
UN TR U '
.0‘ .e.o ¢ 0 =Z
0y 0000 '
.0. 0. 0 0 0 [} .
0y g0 0
o.. e ".0
1o 0 o.. 0 '
¢ v, ' '
YK ' 00, . ...
0
o 0 0 0
[ ¢ o!
Y C o e, . . e

Figura 3.1 — Geometria utilizada para a resolu¢ao do problema no caso de uma placa plana,
perpendicular ao eixo z.

Assumindo que a distribuicao de carga possa ser expressa por meio de uma trans-
formada de Fourier sobre as coordenadas transversais x e y contidas no plano das placas,
torna-se conveniente expressar o potencial 1y, bem como a fungao de Green G(7,7'), como

transformadas de Fourier. Logo, considerando o limite de placas infinitas, temos:

G(rr') = / / a2 k) b(y's k) g (z,2) e*=e™Vdk,dk,. (3.9)

A funcao delta de Dirac, unidimensional, pode ser expressa como:

1 [~ . /
§(z—2a)= / etke@=a) gl (3.10)

2

1 Figuras feitas por Carvalho L. P. L. (adaptada)

—00
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¢ Anion
¢ Cation

Figura 3.2 — Geometria utilizada para a resolucao do problema consiste no case de duas

placas planas paralelas, perpendiculares ao eixo z.

Analogamente, de (3.10), substituindo x por y e k, por k,, temos:

1 [
o(y—vy) = / etV dk,

21 J_

Substituindo (3.9), (3.10), (3.11) em (3.8), obtemos:

00 00 2 /
/ / a(x'ske)b (Y ky) [M —g(z,2) (k2 + k‘;)} erer ek ks, dk, =

5 _ / o oo . , . ,
_ (Z ; ) / / ezk:z(m—ac )ezky(y—y )dk’xdk‘y
(277) —00 J —00
Que é verdade se, e somente se:
1 .
a(v'sk,) = —e ket

2

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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b(y'sky) = L ity (3.14)
Y o ’ :
9%g (2,2
2 g(z,2") (ki + kz) =0(z—2"), (3.15)

cuja solucdo pode ser obtida pelo método de separagio de variaveis (fazendo g (2, 2') =

Z (2) Z (#')). Logo, temos:

AN e + B(Z)e 1 se z< 2
gz =] 4 ) (3.16)
E(Z)e**r + D(2)e ™ se 2> 2

onde kr = /kZ + k2 define o numero de onda transversal.
A partir daqui, serao tratados dois casos: o primeiro serd um sistema aberto (cons-
tituido de apenas uma placa com o campo anulando-se no infinito) e o segundo serd um

sistema fechado (constituido de duas placas com o campo se anulando na posi¢ao de am-

bas).

3.3.1 Sistema aberto

Sabendo que a funcao de Green deve obedecer as mesmas condicoes de contorno que

o potencial, temos as seguintes condigoes:

g (z,2') é continua em z = 2/;
9g(z,2") i d inuidad o
L2 possui descontinuidade em z = 25

g(z— 00,2") = 0;

0g9(2,2") __ 0g(2,2')
Oz 0y

= W o=

=0em z =0 e 2 =0 respectivamente.

A condigdo 4 vem da hipotese de conhecermos o campo elétrico na interface (em

z = 0). Logo, da condicdo 3, temos:

Da condigao 1, temos:

D (Z)e " r = A(Z) e r + B () e *Fr



3.8. METODO DA FUNCAO DE GREEN E A SOLUCAO FORMAL PARA O POTENCIAL
ELETROSTATICO 31

Logo,

Substituindo em (3.16), temos:

A () e*kr + B(2)e T se z< 2
g A 2 (3.17)
A2 e kre=zhr 1 B(2)e kT se 2> 2

Aplicando a condi¢ao 2, na equagao (3.15), temos:

Z'4e 92 / 2/ +e 2/ te
Mdz — lim g(z,2) k}dz = lim d(z—2")dz

2
—e 0z =0 .. =0 [/

lim
e—0 o e

Usando a condicao 1, temos que:

dg (2" +0,2")  0g(z'—0,2) _q
0z 0z B

Derivando a equagao (3.17) e aplicando a derivada em z = z/; temos:

-1

A(Z) = 3.18

Substituindo (3.18) em (3.17), temos:
g %eZkTe_zlkT + B(2)e T se z< 2 (3.19)

%ezlkTe*ZkT + B(Z)e T se z> 2
Usando a condicao 4, temos:
_esz z:Oeiz/kT . 2kTB (ZI> efsz’ZZO — O
/ —1 —2'k

B(?) = ——e*"T (3.20)
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Portanto, de (3.20), (3.19), (3.14), (3.13) e (3.9), a funcao de Green ¢ dada por:

o0 o0 =1 gika(z—a')piky(y—y') o—2'kr /
GFFY) = e e o) %hr € ey e cosh (zkr) dkydk, se z <=z

Jo o o ethe@=2) etk (y=v) e =2kt cosh (2'kr) dk,dk, se z> 2’

(3.21)

Note que a fungao de Green é simétrica em z e 2/, além disso, ela também pode

ser interpretada como uma transformada de Fourier bidimensional sobre as coordenadas

(x —2') e (y—1v'), de modo que:

G (7 7) = / / (2 2 k) e*(55) ak, dk,

onde,

—1 7z’kT /!
e cosh (zkr) se z<z

—1 —zkr / /
e cosh (2'ky) se z> =z

9(z, 2 kr) =

—

S = we, + ye,
S'=a'e, + e,
ko = koéy, + kyéx,
e é; ¢ o vetor unitario na direcao i.

Como as integrais de (3.21) nao dependem de 2/, basta resolvermos uma das expres-

soes e notar que a solucao da outra expressao ¢ dada pela troca de z <> 2/.

Considere a expressao para z < z':

> > _1 ; / N / !
G (F, d /) — / / Weﬂﬁg;(x—x )ezky(y—y )e—z kr cosh (Zk’T) dk/‘ydk’x

Utilizando os vetores S, S’ e kr, podemos reescrever as integrais da funcao de Green

em coordenadas polares:

00 2
_1 ; / / /
G(r,r') = / / ——— e ke lemm ) TRy W) o R cosh (2kr) kpdfdky
0 0 kT (27‘(’)
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Note que a expressdo k,(z — ') + k,(y — v') pode ser escrita em funcdo dos vetores

definidos anteriormente da seguinte maneira:

—

kol — ') + ky(y — o) = i - (§ *)—kT\s | cos (0)
SV’/

onde 6 é o angulo entre os vetores kr e S —

Substituindo na integral e trocando a ordem de integragao, temos:

27 = o
G (7, 7") / / Z]“T‘S’S/‘C(’S(g)e’Z/kT cosh (zkr) dkrdf
Fazendo o produto e=**7 cosh (zkr), temos:

ekT(z—z’) 4 ekT(—z—z’)

ek cosh (zky) = 5

Substituindo em G (7,7'), resulta:

o o kr(z—2") kr(—z—2'
G (77 / / szIS—S’|COS(9) (6 o +2€ i )> dkrd6

2

|S | cos(0)+z— Z) —|—€kT( i|S—5'| cos(0)—z— z/)dk,Tde

Logo, realizando a integracao em kr, a integral tem a forma:

[e.9]

do
0

G(rr') =

— +
2 (2r)°

-1 /v271' ekT(i|SfS"| cos(0)+z—2") ekT(i|SfS’| cos(0)—z—2")
) <i|§—§’\cos(9)+z—z’> <i|§—§’]cos(€)—z—z’>

. ag_ar e, . v _ ’ ~ .
Como e*r15=5"1¢0s(0) tem norma unitéria, e tanto €*7(*=%) quanto e *7*%") vio a zero

quando kr — oo, pois z > 0, 2/ > 0 e 2/ > z, a funcdo de Green se reduz a:

I I 1 1
G(rr') = / — + do.
0 <i|S—S’|cos(9)+z—z’> (i|S—S/|Cos(9)—z—z’>

(3.22)
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Visto que tanto z quanto 2z’ se mantém constantes sobre a integracao,podemos fazer

a substituicao z — 2’ por R; e —z — 2’ por Ry, e resolver a integral acima em funcao de R;.
’ J

Para resolver a integral (3.22), fazemos a seguinte substitui¢do:

i0 s iz

Fazendo estas substitui¢des em (3.22), resulta:

2

1 1 1
G ") = —— 7{ P g
oY (TN I

onde C é o circulo unitario centrado na origem do plano complexo, que pode ser visuali-
zado na figura (3.3). Para realizar a integral, usaremos o Teorema dos Residuos, ou seja,

precisamos encontrar os polos da funcao de Green:

1

2
1
.
o 2 (15515 +irg)

G(rr') =

O valor da integral sobre o contorno fechado C' (orientado no sentido anti-horario) é

representado pelos residuos do integrando no interior desse contorno:

[ECEED A (3.23)

onde f; define o residuo de f(z) no polo z;, o qual depende do valor de f(z) (polos simples)

ou de suas derivadas (polos de ordem superior) no polo z = z;. A funcéo

2
1 1
GFEFY) = — }{ _ _
R

possui polos nos pontos onde o denominador se anula. Para determinar a natureza
2R3 |

desses polos, busquemos as raizes de z2 + 1 — TR
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Im

Q

@ Proo?2

Polo 1

®

Figura 3.3 — Circuito orientado C' e os polos da funcao de Green. O polo no interior de
C pode ser fisicamente interpretado como uma carga-imagem na regiao além

das placas.
%R, 2%R; \>
. FS \/<_—|§—§ ;) -
21 = 9
2
AR N L N R
|5 =5 |5 =5
. RJ—\/R]2-+|§—S’|2Z_
1= =
S =5
Analogamente,
) Rj+\/R§+|S S?
2o = =
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Logo, a funcao de Green tem a forma:

2

1 1
G(rr)=——= 7{ — — dz,
( ) 2 (27r)2 ; C _1§-5 (g Ryt /R34IS-S /2@') (2 _ Rj—/R3HI5-S f|2i>
2 |S—5 /] S-S /|
(3.24)

da onde concluimos que a funcao de Green possui dois polos simples em Z = Z; e Z = 2.
Como a integral é realizada sobre o circulo de raio unitario centralizado na origem do plano
complexo, o polo Z; é externo a regido de integracdo, pois |Z;| > 1 pelo fato de Ry < 0

(pois 2z’ > z), como pode ser visto na figura (3.3).

Portanto, basta calcular o residuo relacionado ao polo Z:

15-5 /]
Res (%) = lim

a=22 | _1g_g ) (2 B Rj+/R3+|5-§ llzi) (2 B R;—y/R3+|5-§ /2i)

. Ry /R24(§-5 )2
zZ— 1

2 53] 55 ]

Res (Z5) =

2

1
—1§-5 1| ( B+ R§+\§f§’|2i Rj— R§+\5‘*§’|2i
|S—S 7| 15-5 |

~1
i\/R]? +|5-8"32

Res (zZ3) =

Portanto, pelo teorema dos residuos, temos que a fungao de Green (3.22) é dada por:

1 1 -1 -1
= —=2miRes (Zy) = 211 +
2 (2’ (%)

3 e = = = =
2(27) iR +I1S-512 iR +|5-5 P

GFF) = - + 1 (3.25)

47T\/R%+|§—§/|2 47T\/R%+|§—§’|2

Portanto, a funcao de Green pode ser expressa como:

1 1 1 /

— + se z<z
G (7 7) = Ve =) +6=2)? V(@) y—y) (22’

-1 L + L se z> 2

T VE-a+u-v) '+ -2 V(@) +Hy—y) (= -2)’
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ou seja,
-1 1 1
G(i') = +
G Y R N R LY [ L VRV R PRI
(3.26)

Ao fazermos uma associacao dos termos da fun¢ado de Green em (3.26) com pontos
fonte no espaco 7 (pontos que sao fontes de campo elétrico, cargas puntuais por exemplo)
e pontos teste 7 (pontos em que se deseja conhecer o campo elétrico), nota-se que apenas
um ponto fonte 7 = z'é, + y'é, + 2'é, esta na regido analisada (z > 0), enquanto o outro
ponto 1y = a'é, + y'é, — z'é, esta fora da regidao (z < 0). Isto pode ser interpretado como
77y sendo a posi¢ao de uma carga-imagem, assim como no exemplo (2.23), que carrega as
informagoes das condi¢oes impostas sobre a funcao de Green, garantindo com que elas

sejam satisfeitas.

3.3.2 Sistema fechado

Sabendo que a funcao de Green deve obedecer as mesmas condicoes de contorno que

o potencial, temos as seguintes condi¢oes para o sistema fechado:

1. g(z,2') é continua em z = 2/;

dg(z,2' : -
2. % possui descontinuidade em z = 2/;

9g(z,2’ 9g(z,2 , . .
3. (az L = éz/ L= 0em z = L, e 2/ = L, respectivamente;

! !
4. 99(z,2") _ 39(2,/2) =0em 2z =0 e 2’ = 0 respectivamente
0z Oz )

onde L, é a posicao da segunda placa.
As condicoes 3 e 4 vém da hipdtese de conhecermos o campo elétrico na interface.

Logo, aplicando a condicao 1 em (3.16), temos:

A(Z)e**r 4 B(2) e 7k = E () e* "1 + D (/) e~ *kr

Assim, a expressao para g (z, 2') fica:
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A () ekr + B(Z)e T se z< 2

[A(Z)+ (B(2) = D () e #*r] ekt + D()e 7 se 2> 72
(3.27)

Aplicando a condicao 2, na equagao (3.27), temos:

Z'4e 92 / 2/ +e 2/ +e
Mdz — lim g(z,2) krdz = lim d(z—2")dz
€—>

lim
02’2 e—0 o

e—0 o

—e —€ 0 z'—e€

Usando a condicao 1, temos que:

dg (2"+0,2") 0g(x'=0,2") ]
0z 0z B

Derivando a equagao (3.27) e aplicando a derivada em z = z/; temos:
kr |[A(Z) e + (B (2) =D () e #Fr — D (") e %7 — A() e**" + B (%) e_Z/kT] =1

’ ]. /
2B (2)e "M = — 42D (¢) e 7hr
kr

Portanto:

B( /)_D( ,)+€z/kT

Z)y=D(z e
Substituindo em (3.27), resulta:

(o) — A(2) et + (D (') + e;/TkTT> e se 2 < 2 (3.28)
7 A(Z)+ e;,;;T] e*r + D () e se z> 2

Aplicando a condigao 4 em (3.28), temos:

2kt

krA () e g — kr (D () + S ) e 7|, = 0
2k
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A = (D (') + 62]:;)

Substituindo em (3.28), temos:

(2. ) <D (2) + eZ/TkTT) ekt + (D (2) + ekaTT) e T se 2z <2
g\z,z = o !
<D (z') + 62:; + GZk;T) T+ D () ek se z> 2
(3.29)

Aplicando a condigao 3 em (3.29), temos:

Z’kT e—z’k‘T . &
kJT (D (Z/) + 2]{?T + 2k‘T > e® T|z:Lz - k?TD (Z,) e ”? T|z:Lz =0
D (2) (eFhr — e k) = _cosh () p.1r
Fr
Portanto:
D () = cosh (2'kr) Lokr

2k sinh (L.kr)

Substituindo em (3.29), para z < 2/, temos:

e?'kr cosh (Z'kr)

g(z,7)=2 — _
2]<IT QkT sinh (szT

)eszT> cosh (zkr)

Colocando ambos termos com o mesmo denominador, temos:

_ cosh (zkr)
 2kpsinh (L.kr)

! _ / !
(2 2) (ez ke (eszT e szT) _ <€z b sz> eszT>

(2 2) cosh (2kr) (_ 2k p—Lakr _ efz’kTeszT>

~ 2kpsinh (L.ky)

Portanto, a expressao para z < 2’ é dada por:

_ cosh (zkr) cosh [kr (2" — L,)]
krsinh (L kr)

g(z,2") = (3.30)
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Para z > 2/, temos:

g (Z’ Z,) =

Cosh(z’kT)_ cos'h(z’kT) oLekr ) gohr cos.h(z’kT) oLekr sk
kT 2k sinh (L kr) 2k sinh (L kr)

Colocando ambos termos com o mesmo denominador, resulta:

1
B cosh (2'kr) [, 4.
2ky sinh (Lky)
g (Z, Z,) _ _COSh (Z,k'T) e_kTLz esz + cosh (Z/k‘T) €LZkT6_ZkT

QkT sinh (szT)

Portanto, a expressao para z > 2z’ é dada por:

_ cosh (2'kr) cosh [kr (2 — L.)]
k’T sinh (szT)

g(z,7) = (3.31)

De (3.30), (3.31), (3.13), (3.14) e (3.9) a func¢do de Green é dada por:

00 00 1 iky(x—a') yiky(y—y') cosh(zkr) coshlkr ('~ L;)] ’
Gy = Jo S e eiky st dkydk, se z <z

(3.32)

Note que a expressao para a funcao de Green para o sistema fechado também pode
ser interpretada como uma transformada de Fourier de g (z, 2/; k) sobre as coordenadas
transversais (r — 2’) e (y — /). Utilizando os mesmos argumentos para o sistema aberto,

podemos escrever a funcao de Green, para z < 2’ da seguinte forma:

—1 [ [*™ . 5 g cosh(zky)cosh [kr (2 — L.)]
A ikp-|S—57| o
G(r, ") (27)? /0 /0 ¢ krsinh (L kr) b diilhr

. 0o p2m . zkr —zkT kr(z'—Lz) —kr(2'—L>)
G (') = ! 2 / / e (5-5) (e - ) -(e e )dedkT
4(2m)" Jo Jo sinh (L, kr)
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2
G (7:”,,—,’ / / sz|S 5| cos()
27r

(ekT(z-i-z’—Lz) + ek‘T(Z'f‘Lz_Z,) + ekT(Z,—Z—Lz) + ekT(Lz—Z/_Z)> 26_szT (1 — e_QszT)_l Cledk’T

G (F,F / / sz|S 5| cos(8)
27r

(ekT(Z+Z/72Lz) + ekT(Z*Z/) + ekT(Z/*Z*QLz) + ek’T(*ZI*Z)) (1 — eiQLZkT)il dedkT

Definindo Ry = 2+2'—2L,, Ry = z2—2', R3 = 2/—2—2L, e Ry = —2'—z, e expandindo
o termo (1 — e_QLZkT)_l em série de Taylor (pelo fato do expoente da exponencial ser

negativo, pois L, > 0 e kr > 0), temos:

or 4
/ / Z kT i|§—3"| cos( )—I—R)Z —2szTnd9dkT

n=0

G(r,7")
27r

Mudando a ordem de integragao, usando o fato de que a integral da soma é igual a soma

das integrais e integrando em kr, temos:

15
ilS — S| cos (8) + R; — 2L.n

00 /Qﬂ ekT<i|§—§’|cos(G)—I—Rj—QLZn)oo
0

1 & [P 1
G(rr') = /  — df
( ) 2 (2)° ZZ il|S — S| cos () + R; — 2L,n

0

Fazendo R; —2L.n = R;,, temos a mesma integral de (3.22), logo temos que a funcao
de Green ¢é dada pela equacao (3.25) com a associagdo R; < ij, 0 acréscimo de ]:23,”,

Ry, e do somatorio em n, ou seja:

4 oo

G((rr') =

]17LO47T\/ LIS =52

Portanto, a funcao de Green pode ser expressa como:
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) _
L1y 1 n 1 _
Am =0\ St w2l (n+1))>+|5-5 /2 \/(z—2'—2L.n)>+|5-§ /2
1 oo 1 1 /
—i _ — — se z<z
L dm £m=0 | J( ot —2L.(n+1))+S—-5F |2 \/(z+2'+2L.n)2+|5-5 /|2
G(rr') = - |
L1y 1 n 1 _
Am £m=0 | St a2l (n+1))>+|5-5 /2 \/(#'—2—2L.n)>+|5-5 /2
1 oo 1 1 /
- — — —— se z>z
L dm £4n=0 _\/(—z’+z—2Lz(n+1))2+\S—S ‘|2 \/(z’+z+2LZn)2+|S—S 12 ]
(3.33)

onde S = zé, + yé, e S =a'é, + y'e,
Note que diferente da equagao (3.26), a fungao de Green para o sistema fechado (3.33)
¢ uma soma infinita. Isso ocorre, pois cada carga-imagem induzida em uma placa origina

uma carga-imagem na placa oposta, fazendo com que existam infinitas cargas-imagem no

sistema.

Note que as sucessivas cargas-imagem sao equidistantes pelo fator 2L,n, assim como
ocorre no caso de espelhos planos paralelos, onde as imagens de um objeto localizado
entre os espelhos formam outra imagem no espelho oposto e assim sucessivamente, com
a distancia entre elas sendo a mesma, pois a distancia da imagem ao espelho oposto é a
mesma do espelho a nova imagem. No caso das placas, a distancia da carga-imagem a placa

oposta ¢ a mesma da placa & nova carga imagem.

3.4 Solucoes formais para o potencial eletrostatico

Com as fun¢oes de Green obtidas, basta aplicar a equagao (3.6) para obter a expressao
para o potencial eletrostatico. Usando a condicao de que o campo se anula sobre as placas,

como em condutores, temos:

(7)) = —l/G(F,F/)Q(F/)dST/, (3.34)

3

onde o(7) denota agora a densidade total de carga no ponto 7, que deve incluir a carga

dos fons e das placas, o1(7) = 01(5)5(2) e 02(F) = 02(5)6(z — L). Devido a simetria das

funcoes de Green, podemos escrever a integral acima em coordenadas cilindricas:

1 o5 —
Yo(r) = —- / dz' / G(S,5",2,2)o(S,2)d*S’ (3.35)
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Para o sistema aberto, temos:

1 1

15— §fy)2 42— 2)? \/(15*— 5/1)2 4 (24 2)?

Uma outra alternativa que pode ser feita é considerar que as func¢oes de Green po-
dem ser escritas como transformadas de Fourrier nas coordenadas transversais, como nas
equagoes (3.21) e (3.32). Assim, evitamos o uso direto das integrais bidimensionais acima,

reduzindo o custo computacional.

G <§, Sz, z'> = /g (z,z’; ET> e“zT'(ﬁ_g')d%T

Sem perda de generalidade, podemos considerar que a densidade local de carga p
também possa ser expressa por meio de uma transformada de Fourier nas coordenadas

transversais:

- 1 > T
0 <S/,Z/) — - /@ <Z/7k’§~> esz-S koT
(27)

Substituindo as expressoes acima na equagao (3.35), temos:

1 g -7 g_dar = VAN
W) =~y [ [ [ (o) g (k) S et

Reagrupando os termos:

1 - 23 - -t (1 1
Uo(F) = — /dz,//g <z, 2 k?T) ¢"%g (Zl? k/T) oS (k) 2kf oy d? S’

e (2m)?

Usando a relacao de completude para a transformada bidimensional (2#)2 ) <§’ ) =

ST Ql ~ .
/ dS'e™ 5" podemos reescrever a relacio acima na forma:

Po(7) = — ! /dz’ //g (z, 2 ET> eiET’gé (z’; /2}) (27r)2 ) (Eép — ET> Pk dky

e (2m)°
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Yo(7) = —é/dzl / 0 (Z/; ET) g <Z, s ET) eF1 S ey

Para o sistema aberto, temos:

= 1 : / ~( 1.7 e "t / ikp-S
0 = — ’ T T
o(7) 2 )2 / dz /Q(Z kT> - cosh (2'kr) e S d®kp+
) £ Jo

T
+(27r1)25 /:O dz//é (z’;l;T)

J4, para o sistema fechado, temos:

cosh (zkr) e”;T'ngkT

1 [ ~(. 7\ cosh(z'kr)cosh[kr(z—L.)| .50
) = o [0 [ o (sl S e St

, =\ cosh (zkr) cosh [kr (2/ — L,)]

~ -k zET§d2k
e\= T ko sinh (L, kr) T

o0
dz’

A partir da expressao para o potencial, podemos obter a expressao para a compo-
nente longitudinal do campo elétrico diferenciando ambos lados da equagao em relacao a

coordenada longitudinal (z):

E, = 3¢0 _ /dz/ 2 kT [ (z,z’;l;;‘T)} e“zT'ngkT (3.36)

Para o sistema aberto, temos:

/ ( : T)e k7 cosh (2'kr) ’kT'ngkT—

/ dz'/@ 2 k:) —#'kT ginh (zk) eiET'gdng (3.37)

S
—~
-
I
—~~
[\
A=
o
(@)
O\

8

Note que se z — o0, temos:

E.(f) = lim dz 2 k’T) kT cosh (Z'kr) e ik Sko
z—00 \/-’
=0
— lim z k: ~'K7 ginh (zky) €S 2l
Z—00 2300
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Fazendo com que ambas integrais se anulem, ja que o integrando do segundo termo

¢ finito quando 2z’ — +00. Analogamente, quando z — 0, temos:

E.(7) dz' [ o (2/; E:r) e~ cosh (2'kr) eiET'ngkT+
dz' | o (z’; ET> e~**7 sinh (zky) ek S 2,
———

Fazendo com que ambas integrais se anulem novamente, garantindo assim que as

duas condigoes de contorno sejam satisfeitas.

J& para o sistema fechado, temos:

? - h (Z'kr)sinh [kr (z — L.)] .9
E, ds' LR COS 2 gikr-S 2.
g 0 sinh (L.kr) ‘ i
L= -\ sinh (zkp) cosh [kr (2 — L.)] i.g
/ ~ /. z ikp-S 32
dz" [ o <z s kr sinh (Z.Fr) e TP d%ky  (3.38)

Note que quando z — L., temos:

=0

A\

. , 1 #obe s = N\ cosh (2'kp) sinh [kr (z—LZ)T Ford 2
EZ(T) - ZILIEZ (27T)2 5/0 dz /Q (Z ’ kT) sinh (szT) c d kT+

, =\ sinh (zkp) cosh [kr (2 — L,)]

~ Lk ZEngQk
e\F T sinh (L kr) c T

zﬁLZ

Fazendo com que ambas integrais se anulem. Analogamente, quando z — 0, temos:

1 z—0 . h / inh — I o
E.(r) = - lim —— / = / o+ kT) cosh i) s lhr & = L)l S g
z—0 (277') e Jo

sinh (L. k7)
L P smh (sz) cosh [k (2 — L.)] z..q
— i d z ZkT-Sd2k
zl_I>I(1) / ~ / ’ T sinh (L kr) © 4

De modo que ambas integrais se anulam novamente nos extremos, garantindo assim

que as duas condicoes de contorno sejam satisfeitas para o sistema fechado também.
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Para o caso de placas uniformes, simetria translacional no plano xy garante que
0 (z’, 5’) = 0(Z'), de modo que as componentes de Fourier da densidade se simplificam

para:

g 1 i ’ -
0 (Z’Jﬁ%) = -3 /@(Z') eV dS = 0(2) 6 (k:T)
(2)
onde mais uma vez usamos a representacao de Fourier da funcao delta de Dirac bidimen-

sional. Com isso, a expressao para o campo elétrico (3.36) pode ser dada por:

E, = é/dz’/g(z') ) </;T> % [g <z,z’; I;T)} eiET'§d2kT

E, = é/@(z’) {leirilo% [g (z,z’; ET)] } d2'

Para o sistema aberto (3.37), temos:

1 [ ig
E.(7) = —/ 0(2) lim [e_ZkT cosh (2'kr) e’kT'S} dz'+
€ Jo kr—0
1 o ’ ikr-G
_—/ o(z") lim [e‘z " sinh (zkp) elkT'S] dz'

g kT—>0

Ja para o sistema fechado (3.38), temos:

1 (7 . [cosh (2kr) sinh [k7 (2 — Lz)w
E.(F :——/ Z") lim [ , dz'+
(M==Z ) e) im sinh (L, kr)
1o sinh (zkr) cosh [kr (2/ — L,)]
- 1 dz’
£/Z Q(Z),;THBO{ sinh (L.kr) ©

Pela regra de L’Hospital, temos que:

L[ o)t [— cosh (k) sinh r (= = L.)]

dz'+
L sinh (L.ky) ©

L. 2_Tsinh (zky) cosh [kr (2/ — L,
e lakT[ (she) cosh [k m]dz,

% sinh (L. k)
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. 1 /Oz o(+) lim {z’ sinh (2'kr) sinh [k (2 — Lz)]:| 4

€ o0 L, cosh (L.kr)
-0
L[ . cosh (Z'kr) (z — L,) cosh [kr (z — L,)]
—= 1 dz'
€ /0 0(=) k”TH_r)lo l L, cosh (L kr) o
=L
Lz
1 /LZ o (<) lim z cosh (zkr) cosh [kr (2/ — L,)] 2
e/, ler—0 L, cosh (L kr)

—z
=5

1 [t _ [sinh (zkp) (¢ — L.) sinh [k (2 — L.)]
_ - / 1 d /
€ /Z o(#) lim [ L, cosh (L.k7) :

~
=0

kr—0

J/

Portanto, o campo longitudinal pode ser expresso como:

L _ z L.
B0 =5 el - 7 [ o
0 z

L.e L.e

Que também pode ser escrita na forma:

z

B.() =1 | o (L) -0 (2)] (3:39)

oz ’ ’ . . . o~ .
onde 0 (z) = [°_o(2)dz é a carga superficial total contida na regiao delimitada pelo
plano zy = z. Note que o (L,) é a carga total na regido entre as placas. Se integrarmos

(3.39) podemos obter o potencial eletrostatico:

o (z) = [;j o (L) - / o () dz’} (3.40)

€ —00

Por outro lado, podemos usar a lei de Gauss para mostrar que o campo elétrico em

um plano z = z; na regiao entre as placas tem a forma geral:

/E-dg’—é/ o(2")d
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E.(z) = é& (2) (3.41)

sendo & (z) a densidade superficial média de cargas confinadas na regiao z < zy. Compa-
rando (3.39) e (3.41) podemos concluir que a inclusao explicita das condigdes de contorno

na equagao (3.39) é equivalente a seguinte reescala nas cargas ionicas:

po(2) = p(z) —p

, onde p = "(LLZZ) ¢ uma densidade de carga uniforme (carga de fundo) com carga total

extremamente oposta a carga liquida do sistema. Essa carga de fundo equivale assim a uma
neutralidade ficticia da carga total, o que garante que o campo elétrico estard confinado
na regiao entre as placas. Da mesma forma, podemos calcular o potencial eletrostatico
resultante de (3.41) e comparar com (3.40) para concluir que o potencial de reagao devido

a carga de fundo é:

22

Y (2) = 2_815

A diferenca de potencial entre as placas produzida por esse potencial de reacao é:

L2
Yo (2) = 2—25

3.5 O limite assintotico — solucao exata para o caso linear

Para o caso linear, podemos fazer uma aproximagao da equagao (3.5) por meio da
expancao da exponencial em série de Taylor e descartando termos de ordem 2 e superior,

obtendo:

V21/) ~ —é Z [Ziqcioo (1- 5%@1@]

i
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A partir daqui sera tratado apenas o caso para fons monovalentes (z_ = —1le z, = 1),
porém os calculos a seguir sao validos para quaisquer fons, com seus devidos ajustes, desde

que z, = —z_. Substituindo, temos:

V) & quTCSB 0 (3.42)

——

K2

onde ¢s é a concentragéo assintotica de fons, 5131 = Kk = v/2)\Bc, € 0 inverso do comprimento

de Debye sendo A\g = =& o comprimento de Bjerrum.

Expressando o potencial @ como uma transformada de Fourier nas componentes

transversais x e y, temos:

Y(r) = / / U(2; kg, ky)ere2 ey ke, dE, (3.43)

Substituindo (3.43) em (3.42), obtemos:

2 U(z; kg, ky)e*em eV d, dk, | ~ K O(z; ko, k)oY dk, dk
Y Yy Yy Yy

Ou seja,

| i bk = (62 8) Db by) = 20 k)| ettty =

Que é verdade se e somente se:

9 -
9.2
-onde kf = k2 + k)

(23 by ky) — kgt (2 ey ) — K20(2; kg, ky) = 0

Resolvendo essa equacao pelo método de separacao de variaveis, temos que:

U (2 kg, ky) = A (ka, ky) sinh (kz) + B (ky, k) cosh (kz) (3.44)

onde k = \/kZ + K2
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Para encontrar as funcoes A e B, basta aplicar as condi¢oes de contorno, ou seja,
em z = 0, imediatamente depois da placa 1, temos que E = 2 (I 2EY e o que em 2z = L,
imediatamente antes da placa 2, E = —@e}, onde oy (x,y) é a densidade de cargas
livres da placa 1, o9 (z,y) é a densidade de cargas livres da placa 2 e €, é o vetor unitario
na direcao z. Para isso, expressamos a densidade de cargas livres de ambas placas como

uma transformada de Fourier:

0i(F) = / / Gi(ky, ky)e™ = eV dk, dk,. (3.45)
Entao, usando o fato de que £ = —g—f (nas condigoes especificadas acima), temos em

z2=0:

0z VOO /W@D(U;kx,ky)ekz ekyydkmdky] = 5/00 /OO G1(ky, ke eV dk,dk,

/ / [% (0; K, k) + Tk, ky)] e et dk,dk, = 0

3

Portanto:

U(0; ks, ky) | ol k)

=0
0z €
Analogamente, para z = L, temos:
O (Laskosky)  Golke ky) 0

0z €

Portanto, temos duas condigoes:

1 _00Oksky) _ Gilkaky)

0z 5
2 _8¢(Lz§kkay) — _&Q(kxyky)
’ 0z e

Aplicando a primeira condigdo em (3.44), temos:

(2 ks ky)

5 = —kA (ky, ky) cosh (kz) — kB (ky, ky) sinh (kz)
2
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&l(kwﬂ ky)

. = —kA (ky, k) cosh (kO) — kB (k,, k) sinh (k0)

5-1(]%37 ky)

= kA (K, k
. (s, Ky)

5‘1(/{3337 ky)

Ak ky) = =7

(3.46)

Aplicando a segunda condigdo em (3.44), temos:

_81/1(229/?7 ky) —kA (ky, k) cosh (k2) — kB (k,, k,) sinh (k2)

oo (ky, K :
_ Oa(ka, by) . v _ —kA (kg ky) cosh (kL.) — kB (kg, ky) sinh (kL)

Resolvendo para B, temos:
52(kr7 ky)

B (kg ky) = 7~ — A(ky, k
(e Ky kesenh (kL) (. )

cosh (kL,)
sinh (kL)

Substituindo (3.46), resulta:

ky, ky) + 61(ky, ky) cosh (kL)
ke sinh (kL)

B (ko by) — 22 (3.47)

Substituindo (3.46) e (3.47) em (3.44), obtemos:

D (25 ko ky) = _%{;’%) Ga(kas k) + 51 (F, k) cosh (kL)

inh (k
sinh (k) + kesinh (kL)

cosh (kz)
Multiplicando ambos lados por sinh (kL. ), resulta:

Y (23 kg, ky) sinh (KL,) =
Ga(ky, ky) + 01(ky, ky) cosh (KL,)
ke

— _Ul(lz;g’ky) sinh (kz)sinh (kL,) +

cosh (kz)

Usando a propriedade do cosseno hiperbélico da soma (cosh (z + y) = cosh (z) cosh (y)+
sinh (z) sinh (y)), com x = kz e y = —kL,, temos:
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—Uz(km’ ky) cosh (kz) + —al(kx’ Fy)

b (2 ky, k) sinh (KL,) =
Y (2; kg, ky) sinh (kL) 5 .

cosh [k (z — L,)]

Dividindo ambos lados por sinh (kL) e substituindo em (3.43), obtemos a expressao

para o potencial:

2k, ky) cosh (kz) + 71 (ks ky) cosh [k (2 — L)) g0 y
W oY ke, dk:
(z,y,2 / / [ ke sinh (kL) o o
(3.48)

3.5.1 O caso de placas com densidade de cargas homogéneas

Para o caso de cargas homogéneas, podemos utilizar a equacao (3.48) considerando

que 71 (ky, ky) = 010 (k) 6 (ky) € G2(ky, ky) = 020 (ks) 6 (ky), ou seja:

(2.9, 2 / / {025 d (ky) cosh (kz) + 010 (ks) 0 (k) cosh [k (2 — Lz)]eiszeikyydkxdky

kesinh (kL)

oq cosh (kz) + oy cosh [k (z — L,)]
ke sinh (kL)

U(z) = (3.49)

Com isso, ¢ possivel obter a densidade de cargas positivas e negativas do sistema:

Pi = Cse_ﬁZiqw ~ Cs (1 - 5%@1@

P (1 B ﬁziq% cosh (kz) + oy cosh [k (2 — Lz)]) (3.50)

ke sinh (kL)

E os coeficientes de adsorcao podem ser expressor por:

1 L2
= d
§ Cst/o pdz

1 L ogcosh (kz) + oy cosh [k (z — L,)]
i = s |1 — Bz : d
. csL. /o ¢ ( Pz ke sinh (kL,) &
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L

1 inh inh — L,
L o 5Ziqa2 sin (/fz)2 + o1 5in [k (z )]
L, r2esinh (kL)

0

1 ogsinh (kL) oy sinh [k (—L,)]
i=7— |\ L:—Brq—H——F~ — Bz .
‘ L, ( bz 7 2c sinh (kL) S 2 sk (kL)

02 — 01

& = (1 - 5%9m) (3.51)

onde &; é o coeficiente de adsorcao para o ion do tipo .

Este coeficiente de adsorcao carrega a informacao da quantidade de fons que é ad-
sorvida pelo sistema em funcao da concentracao do reservatorio. Note que para distancias
muito grande entre as placas (L, — 00), os coeficientes de adsor¢io tanto para os fons
positivos (i = +) quanto para os fons negativos (i = —) tendem a unidade & =~ 1, indi-
cando que o sistema adsorve a mesma quantidade de fons positivos e negativos, sendo esta

a concentracao do reservatorio.

Também é possivel resolver a equacao de Poisson-Boltzmann para o caso linear con-
siderando a densidade de cargas de fundo (método das fun¢oes de Green), de tal forma

que a equagao de Poisson-Boltzmann linearizada (3.42) tem a forma:

V4 = k%) — p
Para este método, utilizamos as seguintes condi¢oes de contorno:

1. ¥ (0)=0
2. ¢ (L) =0

Aplicamos a seguinte substituicao de variaveis:

(0

oL v = vy
K

Com isso, podemos reescrever as condigoes de contorno como:
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E também, é possivel reescrever a equacao de Poisson-Boltzmann linearizada na

forma;

v2w~ — HZ'QE

Cuja solucao pode ser obtida sabendo que gE nao tem dependéncia nas coordenadas

transversais, devido a simetria do problema. Com isso, a solucao pode ser expressa por:

Y (2) = Acosh (kz) + Bsinh (kz)

Aplicando as condicbes de contorno, temos:

Ly (0)==%
p
A - —?
Substituindo na segunda condicao, resulta:
2. P (L) =—-2%
—Ecosh(/fL ) + Bsinh (kL) = _r
K2 z BT 2

_ pecosh(kL,)—1
"~ k2 sinh (kL)

Ou seja, a solugao para o método das fungoes de Green pode ser dada por:

~ p p cosh (kL,) —1
— — " cosh Ll
a9 2 O (w2) + k? sinh (kL,)

sinh (kz)

Ou seja:

p p cosh (kL,) — 1
— — " cosh £
Vi) k2 O (w2) + k?  sinh (kL,)

: p
sinh (kz) + e

Colocando termos em evidéncia, temos:

v (z) = m [—sinh (kL) cosh (kz) + cosh (kL,) sinh (kz) — sinh (kz) + sinh (kL,)]
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Utilizando a propriedade do seno hiperbélico da soma, resulta:

Y (z) = m [sinh [k (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)]
Podemos também, escrever a densidade de carga de fundo em funcao das densidades

de carga das placas pela condicao de campo elétrico nulo fora da regiao entre as placas, ou

seja:
g W@ _ao
dz |,_, €
Ou seja:
m [cosh [ (2 — L,)] — cosh (k2)] |o = —%
Isolando para p, resulta:
. o1 ksinh(xkL,)
P~ 21— cosh [k (—L,)]
Portanto,
. o1 ksinh (kL)
P~ "1 cosh (kL)
Logo, podemos escrever o potencial eletrostatico na formas:
oy sinh [k (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)
= — 3.52
V() ER 1 — cosh (kL,) (3:52)
Com isso, é possivel calcular a densidade de cargas do sistema da seguinte forma:
oy sinh [k (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)
i =¢Cs | 1 — Bzig— 3.53
pi=c ( bz Tk 1 — cosh (kL,) (3.58)
Com isto, podemos obter os coeficientes de adsorcao para este caso também, que sao
dados por:

1 L oy sinh [k (z — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)
s L /0 ¢ ( bz Tk 1 — cosh (kL,) -
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Integrando, resulta:

¢ 1 5 oy cosh [k (z — L.)] — cosh (k2) 4 zrsinh (kL) |**
i = — z — Zi R
L, T2 1 —cosh (kL) 0
Aplicando os limites de integracao, resulta:
1 o1 1 —cosh(kL,)+ L,ksinh (kL,) — (cosh |k (—=L,)|] — 1
b= L (1 pug?t (L) (L) ~ (cosh [s (L)) ~ 1
L, ER 1 — cosh (kL,)

Portanto, os coeficientes de adsorcao tém a forma:

- ( o1 L.ksinh (kL,) — 2 cosh (/{Lz)> (3.54)

1 —pz
pz quemQ 1 —cosh (kL,)

No limite para grandes distancias entre as placas, temos:

lim & = lim (1 — BziqLU;62

L,—o0 L,—o0

L.ksinh (kL,) — 2 cosh (kL,)
1 — cosh (kL,)

Separando no limite da soma, temos:

, . o1 L,ksinh (kL) , o1 2cosh (kL,)
Lzlgnoo5 Pt <Bz quamQ 1 — cosh (kL) P bz qugfa;Q 1 — cosh (kL)

O segundo limite vai a zero, logo:

lim &=1— lim (ﬁzz- o1 _rsinh (sL) )

L. =00 300 ek? 1 — cosh (kL,)

Colocando e*F+ em evidéncia, resulta:

KL, 1_ —2KkL,
lim & =1— lim <ﬂziq o1 ne ( ¢ )>

L,—o0 L,—o0 26:‘4}2 1— M
2

Simplificando, temos:

' ' o4 1 — €—2I€LZ
llm 5’5 - ]_ — Lllinoo (52161 (1+62;$Lz)>

2—00 2 26k g—2rL: _ :



3.5. O LIMITE ASSINTOTICO ~ SOLUCAO EXATA PARA O CASO LINEAR

57

Aplicando o limite, obtemos:

L.—o0 2eK =

1

Ou seja,

lim & =1+ (829" )
L,—00 ER

Substituindo € = 2‘1,2{%[3 resulta:

. Z2;01K
lim & =1
Lz—>oo€ + 2qcs

Com isso, é possivel notar que com o aumento da concentracao de ions do reservatorio,

a adsorcao do sistema diminui para altas distancias entre as placas. Além disso, é possivel

notar que o sistema adsorve mais ions positivos do que negativos, devido a presenca da

valéncia z; do fon na equacao acima.
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4 Solucao numérica da Equacao de

Poisson-Boltzmann

4.1 Introducao

A equacao de Poisson-Boltzmman pode nao possuir uma solucao analitica, restando
realizar uma busca pela solug¢ao por meio de métodos numéricos, com a ajuda de programas
computacionais. Para a busca por essas solucoes foi utilizada a linguagem “Fortran” para
fazer um programa capaz de calcular o campo em determinadas regioes do espaco. Mas
para elaborar o c6digo computacional é necessario algum embasamento tedrico, com equa-
coes simples que precisam ser repetidas um ntmero finito de vezes, porém muito grande,
impossibilitando o calculo manual. Para isso é necessario fazer algumas aproximacoes e

consideracoes que serao delineados mais para frente.

Sera tratado apenas um método para a busca destas solucoes, que ¢ o método das
equagoes integrais, que consiste em transformar todas as equagoes diferenciais em equacoes

integrais (que sdo mais faceis de se implementar numericamente).

4.2 Implementacao numeérica — método das equacoes integrais

Para a utilizacao deste método, sera considerado apenas o caso de placas homoge-
neas, ou seja, cuja densidade superficial de carga seja constante em toda a placa. E possivel
transformar a equagao de Poisson (uma equagao diferencial) em equagoes integrais acopla-
das. Sabe-se a solucao do problema para as direcoes paralelas as placas, logo calculemos
apenas a dire¢ao perpendicular & elas. Logo basta integrar ambos lados da equagao (3.7)

(unidimensional) da seguinte forma:

[(52) == [uwene

Usando o fato de que E (7) = —ﬁ@/} na equagao anterior e integrando esta equagao,

temos duas equacoes acopladas que devem ser alto-consistentes:
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E(z)=—[(f (¥ (2)dz+ E

(4.1)
¥ (z) =~ [E(2)dz+

Porém, para utilizar este método, deve-se conhecer Fy (que é a descontinuidade do
campo ao passar por uma superficie eletricamente carregada) e a constante 1. Para ob-
termos Ej basta utilizar a continuidade do deslocamento elétrico (D (z)) sobre a interface,

ou seja:

Dy (z) - D_(2) = oy,

sendo o a densidade superficial de cargas livres (nao ligadas). Resulta dai que:

e1lly — E_ ey =0y

B.=21p2 (4.2)
&1 €1

onde E, é o campo logo apoés a superficie, em um meio cuja permitividade elétrica é £,

E_ é o campo antes da superficie, em um meio cuja permitividade elétrica é &,.

Também, precisa-se saber o valor de 1y que pode ser obtido a partir da condicao de
eletro-neutralidade global, ou seja, a soma das cargas nas placas tem que igual as cargas

induzidas no eletrolito:

/0 (= o (4.3)

Sabendo a forma de f (¢(z)), conhecemos também a forma de p, logo pode-se desco-

brir a forma de vy substituindo-se (4.3) em (4.1).

4.3 Varidveis adimensionais — casos linear e nao-linear

Para a aplicacao do calculo numérico, é conveniente a utilizacao de varidveis adimensi-
onais, logo utilizaremos alguns parametros para fazer este processo. Seguem os parametros

que serao utilizados:



4.8. VARIAVEIS ADIMENSIONAIS — CASOS LINEAR E NAO-LINEAR 60

Parametro Valor Numérico

1.602 x 10719 C
1.38 x 1072 J/K

q (carga elementar)

kp (constante de Boltzmann)

Ap (Comprimento de Bjerrum) | 0.72 nm (meio aquoso, temperatura ambiente)

1 Mol (1 molar) 6.022 x 1074 nm—3

Seguem as leis de conversao:

Variavel dimensional Variavel adimensional
Posicao r r= ﬁ
Potencial ¢ o = Bqy
Densidade p p=2A4p
Concentracao assintotica do ion i ¢; G = \he
Campo elétrico E E = \gBqE
2
Densidade superficial de carga o o= Agg
Comprimento de Debye x Kk = ABkK

1
onde, k = [Ap >, (¢;22)]2 e Ap = ‘12?5 Para o caso linear, na direcao perpendicular as placas

(2), temos:

oF . —Bqzi 1
a;EZ) f; =2 Z (zigeie P73 ~ . XZ: (ziqe; (1 = Bazip (2)))

OFE (2) PP Py (2) Z (CZ'Z~2)

Substituindo A\g = ‘7276, temos:

PEC) 0 ()Y ) = 2 )
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Ao adimensionar e adicionar o campo da placa (equagao (4.2) com E_ = 0), resulta

em:

B =0 —# | C6(3)dz (4.5)

Usando a condicdo de eletroneutralidade do sistema (4.3), obtemos:

/\2 Lz )\2 Lz
2B p(2)dz=-"Lo = p(2)dz = -5
q Jo q 0

Adimensionando (4.4), resulta em:

Ai;m _ _d%“;@” B) o = 22489 (2) = i = -6 (3)

Fazendo agora a associagao ¢ <> ¢ — ¢ e integrando ambos lados da equagao acima,

resulta:

L

/0 Zﬁi(z)dzz—/zﬁ [ O ) (5)d§—/52¢0] =5 =R [ (5)d§—£z¢0]

0

Portanto, podemos escrever a constante ¢ na forma:

b0 = L;Q (ﬁ OEZW)—&) (4.6)

Adimensionando a segunda equacao de (4.1), temos:

L,
4B (2) = —qB /0 E(2)dz + 4B,

¢<z>:—/0zE<z>d,zwo.

Note que ¢y ndo é necessariamente igual & ¢, pois eles foram construidos de maneiras
distintas (¢ foi construido como a constante de integracao da integral de 1 e ¢g nao foi
apenas uma constante de integracao, pois ele fez parte da integral, o que pode ser notado

pela aparicao de L, multiplicando-o). Logo, para considerarmos a constante ¢, (a constante
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interessada), basta considerar o calculo de ¢ (2) sem a constante 1)y e fazer a associagao de

que ¢ (Z) <> ¢ (2) — ¢o. Logo, temos:

qs(z):—/o ZE(z)dz— ! (7@2 0 qu(z)—&). (4.8)

L.R?

Observe que no caso de duas placas, na equagao (4.5), oy é apenas a densidade
superficial de carga da placa localizada em z = 0, pois como a integral é definida de 0 a
L., apenas a placa localizada em z = 0 possui uma contribuicao para o campo elétrico
pelo fato da soma partir de 0 até L, (pode-se pensar que enquanto a soma esta na metade,
por exemplo, a superficie Gaussiana associada a esta nova integral nao englobaria ainda a
descontinuidade da placa em L,). Se a soma fosse de L, a 0, o seria a densidade superficial
da placa localizada em L,. Por outro lado, na equagao (4.8), & é a soma da densidade
superficial de carga de ambas placas, pois foi utilizado a condigao de eletroneutralidade do

sistema, logo a soma de todas as cargas contidas no sistema deve ser nula.

Com as equagbes (4.8), (4.5) e (4.7) foi possivel fazer um programa em Fortran para
calcular o campo elétrico entre duas placas planas, uma localizada em z = 0 e a outra em
z = L,. Nas figuras (4.1) e (4.2), sdo mostradas curvas de posi¢ao versus campo elétrico

feito com os dados obtidos pelo programa':

1O programa pode ser visto no apéndice 2
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Caso linear

15

N
o

curva do campo elétrico
reta y=0

Campo elétrico adimensional
o

o

o

5 10
Distancia z [nm]

Figura 4.1 — Distribui¢ao do campo elétrico entre duas placas, uma localizada em z =0 e
outra em L, = 20. Ambas possuem densidade superficial de ¢ = 0.1 C/m? e
comprimento de Debye k = 0.5 m~!

Caso linear
5 10

o
N

a1
|

’

0,2

o
—

a
|

’

Campo elétrico adimensional
o
=
|

o

=)

o]
|

’

Campo eletrico entre as placas

o

5 10
Posigdo z [nm]

Figura 4.2 — Distribuicao do campo elétrico entre duas placas, uma localizada em z = 0

com densidade superficial de carga ¢ = 0.1 C/m? e outra em L, = 20 com

densidade superficial de carga 0 = —0.1 C/m? e comprimento de Debye x =

0.5m™!
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OF (z)

Para o caso nao linear, na direcao perpendicular as placas (z), temos:

Pi .
= — = 2-c¢,sinh z
T = = 22¢ssinh (B (2))
onde ¢4 é a concentracao assintotica de ions.

Adimensionando, temos:

qﬁ)\%aE_(z)

5 QQB)\%ECS sinh (¢ (2))
a8, agz(z) — —2)\pé,sinh (¢ (2))
OE (3)

5 = —2¢, sinh (¢ (2))

Integrando ambos lados resulta (a constante de integragao sera aquela relacionado a
descontinuidade do campo na placa localizada em z = 0):

~ Ez
P 253/ sinh (6 (2)) d2 + o
0

Usando a condicao de eletroneutralidade do sistema, resulta:

(4.9)

Lz

> [ e
— Jo

onde py = +é,eT0%)

Fazendo a associacao ¢ <+ ¢ — ¢y e definindo Iy = + fOLZ é,eT?3dz, temos:

o
]+e¢o — ] e % —

CS
Multiplicando ambos lados por e® e completando quadrado, temos:

N (ed’o +

2 pa 2
— 1 =1
2I+c;) * (2@@;)
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Dividindo ambos lados por I_, resulta:

~ 2 ~ 2
e® + c = o + I;
21.¢, 21, ¢, I,

Tirando a raiz quadrada de ambos lados, temos:

& g \° I
do — __ + -
‘ 2I+C~s (21-&-65) " I—i—

Tirando o logaritmo de ambos lados, resulta:

~ ~ 2
o o I
=In |- + —
¢0 ! 21+C~s \/(21+C~s) " [+

Como a funcao logaritmica nao é definida para ntimeros negativos, desconsideramos

a solucao negativa. Colocando # em evidéncia, resulta:
S

G Al T ¢
¢o = In [%58 ( 1++5—2—1>] (4.10)

Com as equagbes (4.7), (4.9) e (4.10) foi possivel criar um programa em linguagem

Fortran para calcular o campo elétrico. Seguem algumas imagens de posi¢ao versus campo

elétrico feito com os dados obtidos pelo programa?:

2 O programa pode ser visto no Apéndice 2
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Caso nao linear
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Figura 4.3 — Distribui¢ao do campo elétrico entre duas placas, uma localizada em z =0 e
outra em L, = 20. Ambas possuem densidade superficial de 0 = 0.1 C/m? e
concentragao assintotica de fons c; = 0.5 M

Caso nao linear
0 5 10 15 20
0,35 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 0,35

Campo elétrico entre as placas

Campo elétrico adimensional

o
wi

10 15 20
Posicdao z [nm]

Figura 4.4 — Distribuicao do campo elétrico entre duas placas, uma localizada em z = 0
com densidade superficial de carga ¢ = 0.1 C/m? e outra em L, = 20 com
densidade superficial de carga ¢ = —0.09 C/m? e concentragao assintotica de
fons ¢, = 0.5 M
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Nas figuras (4.5), (4.6) e (4.7), pode-se ver a diferenca entre os campos no caso linear
e ndo linear para densidades superficiais de cargas diferentes (ambas placas possuem a
mesma densidade superficial de carga). Em todas as figuras foram utilizados os seguintes
parametros: Uma placa localizada em z = 0 e outra em L, = 20 e concentracao assintotica

de ions ¢, = 0.5 M.

Ja nas figuras (4.8), (4.9) e (4.10), nota-se a diferenca entre o caso linear e nao
linear de acordo com o aumento das cargas superficiais, onde observa-se que no caso nao
linear o campo decai mais rapidamente decorrente da blindagem dos ifons. Nota-se que a

aproximacao linear nao descreve o sistema para altas densidades de cargas superficiais.

Ambas placas com densidade o = 0,1 Cm2
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S - r
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g 07 -0
[~ - -
e
9 7 o
Q
®-0,1 - -0,1
Qo - -
E ] r
80,23 )
-0,3 -0,3
'014 = T T T T | T T T T | T T T T | T T T T | -014
0 5 10 15 20

Distancia z [nm]

Figura 4.5 — Comparacdo entre o caso linear e nio linear para o = 0,1 Cm ™2
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Ambas placas com densidade o = 1,0 Cm?2
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Figura 4.6 — Comparacao entre o caso linear e nao linear para o = 1,0 Cm™2

Ambas placas com densidade o = 2,0 Cm?
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Figura 4.7 — Comparacdo entre o caso linear e nio linear para o = 2,0 Cm ™2
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Ambas placas com densidade ¢
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Figura 4.8 — Comparacao entre o caso linear e nao linear para diferentes densidades de

cargas
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Figura 4.9 — Comparacao entre o caso linear para diferentes densidades de cargas
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Ambas placas com densidade o
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Figura 4.10 — Comparacao entre o caso nao linear para diferentes densidades de cargas
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5 Resultados Parciais

5.1 Introducao

Utilizando as equacgoes descritas nos capitulos anteriores, foram feitos varios progra-
mas em linguagem fortran para efetuar calculos numéricos da densidade de cargas, grande
potencial termodinamico e a forca sobre a segunda placa. Nesse capitulo, vamos apresentar

esses resultados, ressaltando e discutindo as diferencas entre as abordagens consideradas.

5.1.1 Estrutura do eletroélito

Por meio da solucao numérica da equagao de PB, foi possivel calcular o perfil das
densidades de carga para os modelos de Donnan (método das equagoes integrais) e o modelo

de Green (método das fungdes de Green), obtendo os graficos das figuras (5.1) e (5.2).
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Figura 5.1 — Comparacao entre as densidades de carga para ambos modelos com a distancia
entre as placas igual a 1 nm. A carga superficial das placas ¢ o = 0,1 C/m?,
e a concentragao de fons no reservatorio é ¢, = 0,1 M (figura A), ¢, = 0,5 M
(figura B) e ¢; = 1,0 M (figura C)
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As figuras (5.1) mostram a distribuigao de fons como funcao da distancia z da primeira
placa obtidas através do método das fungoes de Green e do método Donnan. Observa-se
que, para pequenas distancias entre as placas, os perfis de densidade para o modelo de
Green ficam muito proximos da concentracao do reservatorio em qualquer ponto entre
as placas. Isso ocorre, pois nao ha nenhuma restricao de eletroneutralidade no sistema

utilizando este método.

J& para o modelo de Donnan, as densidades de cargas negativas do sistema sao bem
maiores do que a do reservatorio. Isso se deve, pois o reservatorio fornece ions para o
eletrolito para garantir a eletroneutralidade do sistema, como as densidades de carga de
ambas placas eram positivas, o reservatorio teve que fornecer muitas cargas negativas para

o eletrolito.
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Figura 5.2 — Comparacao entre as densidades de carga para ambos modelos com a distancia
entre as placas igual a 10 nm. A carga superficial das placas ¢ o = 0,1 C/m?,
e a concentragao de fons no reservatorio é ¢ = 0,1 M (figura A), ¢, = 0,5 M
(figura B) e ¢; = 1,0 M (figura C).
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Para grandes separacoes entre as placas, o modelo de Green possui curvas caracteri-
zadas por possuirem a mesma densidade de cargas do reservatorio nas placas. J& o modelo
de Donnan tende a possuir a mesma densidade de cargas do reservatério proximo ao cen-
tro do sistema, pois as altas densidades de contra-ions préximo as placas tende a blindar
o campo elétrico do sistema, fazendo com que o campo se anule proximo ao centro do

sistema.

Pode-se observar também que nao ha descontinuidade nos perfis de densidade no
modelo de Green, com relagao ao reservatorio situado além das placas. O mesmo nao
¢ observado no modelo de Donnan, onde as concentragoes iénicas diferem daquelas do

reservatorio na interface entre esses sistemas.

Outra observacao importante é que para pequenas separacoes entre as placas, os perfis
de densidade tornam-se mais homogéneos em todas as situagoes observadas. Isso se deve a
uma competicao entre as interagdes atrativas/repulsivas das placas com os fons confinados
entre elas. Nessa situacao, a forca exercida sobre um contra-ion pelas placas préximas é
aproximadamente igual em magnitude, fazendo com que o contra-ion nao tenha uma forte
absorcao preferencial & nenhuma das placas. Situacao semelhante ocorre com a repulsao

dos co-ions, levando a distribuicoes mais uniformes nesses casos de forte confinamento.

Em ambas as situacoes, contra-ions tém maior concentragoes proximos as placas, e
sao repelidos da regiao central e o comportamento oposto é observado para os co-ions.
Isso se deve naturalmente a interagao com as placas carregadas, e de fato o efeito é mais
pronunciado quanto maior a concentracao de fons no reservatorio. Essa tendéncia ¢ mais
forte no modelo de Donnan em comparacao ao método de Green, essencialmente devido
a dois fatores. Primeiramente, a condicao de eletroneutralidade imposta no modelo de
Donnan leva a um nimero muito maior de contra-ions sendo absorvidos do reservatorio
para a regiao entre as placas. O segundo ponto se deve a interacao repulsiva entre cargas no
sistema e suas carga imagens correspondentes no modelo de Green (placas metélicas), que
tende a reduzir a atracao dos contra-ions proximos as placas, onde sua interacao repulsiva

com as cargas-imagem sao mais intensas.

Também foi possivel calcular os coeficientes de adsor¢cao para ambos modelos, defi-
nidos da mesma forma que definimos no capitulo 3 para o caso linear ou, de forma mais

explicita:
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foLZ e Bzav(2) 1 -
L.

& =
onde &; é o coeficiente de adsorcao para o fon 1.

Estes coeficientes podem ser utilizados como uma medida de “atracao” ou “repulsao”
dos ions na regiao entre as placas (dependendo se seu valor é maior ou menor que a
unidade), sendo eles absorvidos do reservatorio pelo sistema, nos fornecendo assim uma
comparagao mais direta do fluxo de fons na interface sistema/reservatorio nos dois modelos

considerados, que pode ser visto nos graficos da figura (5.3) a seguir:
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Figura 5.3 — Comparacao entre os coeficientes de adsorcao para ambos modelos. A carga
superficial das placas é ¢ = 0,1 C/m?, e a concentragao de fons no reservatorio
¢ cs=0,1 M (figura A), ¢, = 0,5 M (figura B) e ¢, = 1,0 M (figura C)
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Pode-se observar que a adsorcao de cargas negativas é maior para o modelo de Donnan
enquanto a adsorcao de cargas positivas é maior para o modelo de Green, além de que estas
curvas possem um comportamento distinto, sendo que no modelo de Donnan a adsorcao
dos ions positivos ¢ sempre menor do que a dos ions negativos, sendo que a diferenca destes
tende a diminuir com o aumento da distancia entre as placas. J4 para o modelo de Green

a adsorcao dos ions positivos é sempre maior do que a dos fons negativos, sendo que a

diferenca destes tende a aumentar com o aumento da distancia entre as placas.

Também pode-se perceber que, no modelo de Donnan, para pequenas distancias en-
tre as placas, a adsorcao de cargas positivas é pequena enquanto a de cargas negativas é
grande, mas para altas distancias ambas tendem a 1 Isso pode ser interpretado fisicamente
considerando-se o mecanismo de neutralidade de carga na regiao entre as placas. Uma vez
que a carga das placas se mantém fixa, o niimero de contra-ions fornecidos pelo reservatorio
ao sistema para manté-lo neutro deve ser sempre o mesmo. Em situacoes de altos confi-
namentos, isso implica em uma alta concentracdo de contra-ions (ntimero de contra-fons
por unidade de volume) sendo adsorvidos pelo sistema. Pela mesma razao, quanto menor a
concentracao de contra-ions “disponiveis” no reservatorio, maior o contraste entre a concen-
tracao desses contra-ions no sistema e no reservatorio. Isso explica o aumento da adsorcao
de contra-fons com a reducao da concentragao de ions do reservatorio. Em todos os casos,
os efeitos da neutralidade de carga sao reduzidos a medida em que se aumenta a distancia
entre as placas, pois os contra-ions necessarios para neutralizar o sistema se encontram em
uma regiao de volume cada vez maior, estando gradualmente mais “diluidos”. Nesse caso, o
mecanismo dominante é o entropico, o qual tende a estabelecer concentracoes idbnicas uni-
formes dentro e fora do sistema, explicando o comportamento assintotico dos coeficientes
de adsorcao. J4 no modelo de Green, para pequenas distancias entre as placas a adsorcao
de cargas positivas e negativas tendem a 1 e, quando a distancia aumenta, a adsorcao das
cargas positivas cresce enquanto a adsorcao de cargas negativas decresce. Curiosamente,
o método de Green resulta em concentracoes i6nicas com comportamento oposto aquele
observado no modelo de Donnan em que no regime de altos confinamentos, contribuicoes
entropicas sdo dominantes (mesmas concentragoes médias no sistema e no reservatorio), ao
passo que no método de Green, a largas separagoes o contraste nas concentragoes sistema,/-
reservatorio torna-se maior, eventualmente atingindo um regime estacionario. Isso ocorre

porque, a medida em que a separagao entre as placas aumenta, a penalidade energética
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resultante de posicionar ions na regido vizinha as placas (camada de Stern) torna-se maior
devido o efeito das carga-imagem posicionada imediatamente atras da placa correspon-
dente. Como resultado, a repulsdo dos co-fons nessa regiao torna-se maior, de modo que
h& uma maior concentracao desses co-fons na regiao central entre as placas. Pelo mesmo
motivo, contra-ions sao mais fracamente atraidos para a vizinhanca das placas, sendo ainda
repelidos da regiao central. O resultado desse balanco energético é uma maior concentracao
de co-ions no sistema, os quais tornam-se fortemente concentrados na regiao entre as pla-
cas, reduzindo o nimero de contra-ions nessa regiao, e resultando em uma maior adsorcao

de fons de carga igual a das placas.

Também foi possivel fazer uma anéalise da descontinuidade das densidades de carga
do modelo de Donnan nas placas e da densidade de cargas de fundo do modelo de Green,

que foi definida no capitulo 3 ou, explicitamente:

—2¢4 fULz sinh (Bqy (2)) dz + % + 2
L,

p=

E interessante entfo comparar o comportamento dessas grandezas para diferentes
separacoes entre as placas, pois no modelo de Donnan, o confinamento do campo elétrico
na regiao entre as placas é garantido pela condicao de eletroneutralidade nessa regiao, a qual
resulta em uma abrupta descontinuidade nos perfis de densidade na interface, enquanto
que no formalismo do modelo de Green, essa condicao pode ser formalmente garantida,
como visto no capitulo 3, pela presenca de uma uma carga de fundo ficticia que neutraliza
a carga liquida na regiao entre as placas, e reflete de forma simples a interacao repulsiva
dos fons nessa regiao com suas cargas-imagem. Esta comparagao pode ser vista nos graficos

da figura (5.4).
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Observa-se que a densidade de cargas de fundo ¢ alta, pois estas cargas de fundo do
sistema sao induzidas para garantir uma eletroneutralidade ficticia. J4 para o modelo de
Donnan, observa-se que a descontinuidade da densidade de cargas negativas é mais alta do
que as positivas devido ao fornecimento destas cargas ao sistema pelo reservatoério, para
compensar a contribuicao de cargas positivas das placas, garantindo assim a eletroneutra-
lidade do sistema. Vale notar que a descontinuidade é maior para menores distancias entre
as placas. Isso ocorre pois, devido ao tamanho do sistema, as cargas sao distribuidas sobre

uma menor regiao do espaco.

Também é possivel notar que tanto a carga de fundo (método de Green) quanto
as descontinuidades na interface (modelo de Donnan) tem comportamento ndo uniforme
apenas a pequenas separagoes, atingindo rapidamente um comportamento estacionéario.
No modelo de Donnan, as descontinuidades nos perfis idnicos sao sempre positivas para
contra-fons e negativas para co-ions, refletindo a atracao/repulsdo dessas particulas as
superficies carregadas. Apesar dos coeficientes de adsorcao se aproximarem da unidade a
grandes separacoes, as descontinuidades na interface atingem um regime estacionario nao
nulo, refletindo uma adsorcao global nula, mas [ocal nao nula, devida a forte interacao
com a superficie carregada, enquanto no método de Green, a carga de fundo tende a
uma constante (positiva) assintoticamente, refletindo em adsor¢des constantes nesse limite,

conforme reportado acima.

Também foi possivel analisar o comportamento do potencial de Donnan (4.10) para

diferentes concentragoes de fons no reservatorio, como pode ser observado na figura (5.5).

A partir da figura 5.5 é possivel notar que os potenciais de Donnan sao maiores (em
modulo) a pequenas distancias entre as placas, atingindo rapidamente um valor assintotico
constante a altas separacoes. Isso se deve & grande adsorcao de contra-ions em altos confi-
namentos, a qual exige uma maior diferenca de potencial na interface para sustentar essa
descontinuidade abrupta ao cruzar a interface. O valor constante do potencial assintotico
reflete o fato de que as quedas descontinuas nos perfis da interface tornam-se independentes

da distancia a altas separacoes, conforme discutido acima.

Ao comparar os trés graficos, nota-se que os efeitos do potencial de Donnan clara-
mente aumentam com a reducao da concentracao de sal no reservatoério. Isso ocorre porque

o reservatorio precisa suprir o sistema com uma fracao mais consideravel de seus contra-
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Figura 5.5 — Comparacao do potencial de Donnan para diferentes concentragoes de ions
em funcao da posicao da segunda placa.

ions disponiveis, o que demanda a presenca de uma diferenca de potencial mais acentuada
na interface. Além disso, a regidao onde o potencial de Donnan é inomogéneo (baixas se-
paragOes) aumenta com a reducdo da concentracdo de sal, devido a baixa blindagem das

interacoes eletrostéticas.

Além disso, o equilibrio de Donnan deve ter influéncia nao trivial na forga entre as
placas apenas a baixas separagoes entre elas, tornando-se irrelevante ao célculo da forca
entre as placas quando sua separacao aumenta devido ao comportamento assintotico do

potencial de Donnan.

Outra informacgao importante que podemos tirar do sistema é a interacao efetiva entre
as placas, que pode ser representada pelo grande potencial termodinamico, representado
como uma func¢ao da separacao entre elas. O grande potencial termodinamico formalmente
equivale a integracdo dos graus de liberdade i6nicos na grande funcao parti¢ao (como
pode ser visto no apéndice I), que passa a depender explicitamente apenas da distancia
entre as placas e de suas cargas, dependendo implicitamente das contribuicoes ionicas.
As interagoes efetivas contém trés contribui¢oes basicas: interacoes diretas (coulombianas,
entre as placas), interagdes induzidas (movimento térmico e contribuiges eletrostaticas

dos fons ao redor das placas) e os chamados “termos de volume” (em geral constantes,
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tal como auto-energias das placas). O comportamento do grande potencial termodindmico

pode ser observado na figura (5.6).
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Figura 5.6 — Comparacao do grande potencial termodinamico para ambos modelos em
funcao da posicao da segunda placa. A carga superficial das placas é ¢ =
0,1 C/m?, e a concentragao de ions no reservatorio ¢ ¢, = 0,1 M (figura A),
cs = 0,5 M (figura B) e ¢, = 1,0 M (figura C)
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Tanto para o modelo de Donnan quanto para o método de Green os potenciais decres-
cem com a separacao entre as placas indicando, como esperado, que as interacgoes efetivas
sao sempre repulsivas. Pode-se notar que a discrepancia entre os dois modelos é pequena a
baixas separagoes, mas torna-se gradualmente maior a medida em que as placas tornam-se
mais distantes uma da outra. Claramente, isso ocorre devido a sobrecarga observada no
método de solugao de Green, onde a carga na regiao entre as placas é finita a altas sepa-
racoes, em contraste com a neutralidade de carga observada no modelo de Donnan, que

tende a reduzir a interacao entre as placas, tornando-as de curto alcance.

Outro ponto que vale ressaltar ¢ que as interagoes tornam-se maiores, em modulo,
com o aumento da concentracao de sal no reservatorio. Isso indica que em regioes de alto
confinamento, para o modelo de Donnan, deve se estabelecer um campo elétrico de maior
magnitude para contrabalancear as contribuicoes entropicas do sistema, garantindo assim
a eletroneutralidade. Com isso, a variacao da forca em relacao a separacao entre as placas
nesta regiao de alto confinamento deve ser maior com o aumento da concentracao de fons

do reservatorio.

Por fim, a partir do grande potencial termodinamico, podemos chegar a ultima com-
paracgao sistemaética entre os dois modelos, a forca efetiva entre as placas, induzida pela pre-
senca do eletrdlito entre elas. Essa for¢a (por unidade de area) é definida como F= —V%,
sendo a coordenada espacial definida pela distancia entre as placas, e contém duas contri-
buicoes béasicas: a interacdo direta entre as placas e a interacao induzida pelo eletrolito!.
Enquanto a interacao direta independe do particular modo utilizado para representar o
eletrolito confinado, as interacoes induzidas dependem da maneira como esse eletrolito é
levado em conta. Fisicamente, a forca entre as placas é aquela que deve ser exercida por
um agente externo para mante-la fixa a uma certa separacao entre elas. Talvez seja neces-
sario uma interpolagio/ajuste para suavizar as curvas em pontos onde a derivada numeérica

gerou flutuagoes devido ao erro numeérico, como pode ser observado na figura (5.7).

L' Para mais detalhes, checar o apéndice I
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Figura 5.7 — Comparacao da for¢ca por unidade de area transversal sobre a segunda placa
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para ambos modelos em funcao de sua posicao. A carga superficial das placas

&0 =0,1C/m? ea concentracao de fons no reservatorio é ¢, = 0,1 M (figura

A), ¢ =0,5M (figura B) e ¢, = 1,0 M (figura C)
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A partir dos graficos, é possivel notar que ambos modelos apresentam predicoes
marcadamente distintas para a forca entre as placas. Enquanto que a forca efetiva no
modelo de Donnan decai rapidamente a altas separacoes, a interacao obtida pelo método
Green aumenta indefinidamente a medida em que a distancia entre as placas torna-se
maior. Novamente, esse efeito pode ser interpretado em termos da blindagem eletrostatica.
No modelo de Donnan, a condicao de eletroneutraliade implica que, no regime de largas
separacoes, as placas tornam-se localmente neutras devido a forte condensacao de contra-
ions ao seu redor. Assim, a interacao entre as placas torna-se progressivamente blindada
pelo efeito neutralizante dos contra-ions, a medida em que a distancia entre elas aumenta.
No modelo de Green, por outro lado, ndao ocorre o efeito de blindagem, pois a concentracao
de ions na regiao de confinamento sempre tem carga liquida de mesmo sinal que a carga
entre as placas. Isso faz com que a interacao induzida torne ainda maior a repulsao entre
as superficies carregadas, ao invés de atenuar essa interacao, como ocorre no modelo de

Donnan.

Comparando os trés graficos, nota-se que o aumento da concentracao de sal leva a uma
maior repulsao em todas as situacoes. No modelo de Donnan, esse crescimento da repulsao
com o aumento de sal tem carater puramente entropico, e resulta da maior concentracao
de fons em contato com as paredes, os quais estao constantemente transferindo momento
(na forma de colisdes por movimento térmico) as paredes, aumentando a repulsao entre
elas. Esse resultado é uma consequéncia direta do chamado “Teorema do Contato”, o qual
estabelece que a contribuigao térmica do tensor de stress em uma superficie é proporcional
a concentragao de particulas nessa superficie[10]. No caso do método de Green, esse efeito
¢ amplificado pela maior carga liquida na regiao entre as placas resultante do aumento da

concentracao de sal, a qual resulta em uma maior repulsao eletrostatica entre as placas.

Enquanto que no método de Green as repulsoes sao claramente de longo alcance,
no modelo de Donnan o alcance das interagoes claramente depende da concentracao de
fons, de forma que seu alcance diminui a medida em que aumentamos a concentracao de
sal. Novamente, esse efeito tem origem na blindagem eletrostatica, que aumenta com o

aumento da concentracao de ions no reservatorio.

Com os célculos lineares, foi possivel construir graficos comparando a densidade de
carga de ambos modelos, figuras (5.8), (5.9) (equagées (3.53) e (3.50)), dos coeficientes de
adsor¢ao para o modelo das fungoes de Green, figura (5.10) (equacdo (3.54)), do grande
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potencial termodinamico por unidade de area, figura (5.11) e da forga efetiva por unidade
de area entre as placas, figura (5.12)%. E possivel observar que o comportamento das curvas
sao semelhantes ao caso nao linear, fazendo com que as mesmas analises feitas para o caso

nao linear sejam também validas para o caso linear.

2 QOs calculos tanto para o grande potencial como a forca por unidade de area estdo disponiveis no
apéndice II



5.1. INTRODUCAO 88

Figura A
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
2 ! T R Y T R Y TR S I SR TR T N S S 2
1,5 _:-------------------------------------------------:_ 1'5
g 7| === Cargas positivas para o modelo de Green C
o I — Cargas negativas para o modelo de Green -1
S ]| === Cargas positivas para o modelo de Donnan C
‘s? 0,54 === Cargas negativas para o modelo de Donnan = 0,5
o . n
3 7 E
% 0 = — 0
[ . -
= . E
2 057 =-0,5
& 4 co
13 -
5317115
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Distancia z entre as placas [nm]
Figura B
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
2 S ! | - M R M R ! P B T—— 2
L5 ] == Cargas positivas para o modelo de Green C L5
g ] == Cargas negativas para o modelo de Green C
- 1 =" Cargas positivas para o modelo de Donnan C1
s - === Cargas negativas para o modelo de Donnan -
B -1 -
(4] ] C
% 0,5 __<: ;>_— 0,5
[ - -
-] . n
g i N
% 0 -0
2 ] N
& 3 u
-0,5 - -0,5
14771
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Distancia z entre as placas [nm]
Figura C
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
3 ! M R M R M R ! P B ! ! 3
2,5 e memmmecnmececeeassmsesmssmmma==mem===e=====t 2,5
= 2 4 = Cargas positivas para o modelo de Green E 2
Z 1 === Cargas negativas para o modelo de Green E
2 15 ] === Cargas positivas para o modelo de Donnan C 15
% '] === Cargas negativas para o modelo de Donnan E
S £
% 1 ———— ——— [ 1
[ a E
B 05 o5
s Y2 Y
- 7 C
s 7 £
& 0] c o
-0,5 Femmmmmmmmmmmmmmmanmamassnnnees TEmee- SEmemsssseaa = -0,5
A4 SN S B S S S S S S S S S — — -1

0 0,2 0,4 0,6 0,8
Distancia z entre as placas [nm]

[ur
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Figura 5.10 — Coeficientes de adsorcao para o modelo das funcgoes de
com 01 = 0y = 1,0Cm~2. Na figura A ¢, = 0,1 M, na
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Figura 5.11 — Comparacao do grande potencial termodinamico para ambos modelos no
caso linear em funcao da posicdo da segunda placa. A carga superficial das
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M (figura A), ¢, = 0,5 M (figura B) e ¢, = 1,0 M (figura C)
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5.1.2 Conclusoes e Perspectivas

Nosso objetivo nesse trabalho foi o de analisar os resultados de dois modelos que
descrevem a mesma situacao fisica: um eletrélito confinado entre placas paralelas carre-
gadas, em equilibrio osmético com um reservatorio de fons a concentracao constante. No
modelo tradicional (modelo de Donnan), a neutralidade é imposta por uma diferenca de
pontencial na interface, resultante de uma mudanga abrupta (artificial) nos perfis i6nicos

nessa interface, necessaria para satisfazer a eletroneutralidade local.

Estudos recentes tém demonstrado que a neutralidade de carga em sistemas em forte
nano-confinamento desempenha um papel fundamental na interacao entre interfaces con-
finantes. Essa neutralidade de carga a nivel local nao passa, contudo, de uma conveniéncia
teorica para simplificar a abordagem do sistema, visto que a neutralidade de carga deve ser
imposta a nivel global (ndo local)[6]. Embora artificial, a condicao de eletroneutralidade
local pode facilitar bastante a abordagem teoérica. Contudo, a maneira como essa condi-
¢ao é imposta nao ¢ lnica, e maneiras alternativas de se explorar a neutralidade de carga

devem ser exploradas, comparando suas diferentes predigoes.

Propomos também um modelo alternativo, onde as interacoes idnicas sao modificas
de modo a confinar o campo elétrico a regiao entre as placas. A modificacao é feita a um
nivel de interacdo (eletrostatico), através do método das func¢oes de Green para sistemas
confinados, que permite modificar as interacoes coulombianas de modo a incorporar as
condicoes de contorno na interface. Mostramos que esse modelo é equivalente ao de placas
condutoras, e que ele pode ser interpretado pela inducao de cargas-imagens na regiao do
reservatorio. De forma alternativa, mostramos que o modelo pode ser descrito através da
presenca de uma carga de fundo uniforme, cuja carga liquida tem papel de neutralizar a

carga total do sistema.

Mostramos que os modelos levam a resultados completamente distintos para distri-
buicoes idnicas, adsor¢ao de fons e interacao entre as superficies. Isso ressalta o fato de que
um modelo fisico preciso deve ser elaborado de modo a contemplar de forma adequada os

mecanismos que levam & condicao de campos elétricos nulos na interface do sistema.

Esses resultados preliminares sugerem que estudos mais detalhados devem ser reali-
zados para descrever de diferentes formas sistemas eletrolitos sobre fortes confinamentos.

Extensoes diretas desse modelo podem incluir: efeitos de correlacao de tamanho entre os
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fons, efeitos de correlacoes eletrostéaticas (em geral, usando-se o formalismo da teoria de
funcionais de densidade)|(], efeitos de curvatura finita (método de Derjaguin)|l5]. Com-
paracoes mais detalhadas entre modelos lineares e nao-lineares podem ser futuramente
realizadas para o calculo de parametros efetivos que incorporem de forma adequada efeitos

nao lineares em ambos os modelos, associando-se a eles interpretacoes fisicas bem definidas.
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6 Apéndice I

De forma mais geral, podemos obter a densidade de fons para chegar & equacao de
Poisson-Boltzmann por meio do principio variacional. Consideramos o sistema em equi-
librio térmico com o reservatorio, entao partimos da minimizacao do grande potencial

termodinamico em relacao a uma variacgao da densidade de fons do sistema.

Sabemos que o grande potencial termodinadmico é dado por:

d=F(T,V,N,) Z“Z i (6.1)

onde F' é a energia livre de Helmholtz para o sistema com ntimeros de particulas fixos, e p;
é o potencial quimico da componente ¢ = 4 no reservatorio conectado ao sistema. Minimi-
zando o funcional grande potencial termodindmico em relacao a variagoes das densidades

locais de particula tnica, temos:

P

=0
5p1 ’
N;

onde p; = 3 e 5% denota a derivada funcional em relagao a densidade de fons do tipo <.

0P
/Z,u]pjd?’r =0

dp; 5pZ 5,01

6p‘ . — — / .
Como 32 = 6(r" — 7')d;;, temos:

oF
opi

Além disso, temos que a energia livre de Helmholtz pode ser expressa da seguinte
forma:
F=(U)-TS. (6.3)

Para um gas ideal classico, temos que a funcao particdo candnica do sistema é dada

por[10]:
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1 32> 132 R 3= ri r3 X
Z:h3_N drldrg...drN/ dpldpQ...dee_ﬁ%e_ﬁﬁ...e‘ﬁﬁ
\%4 —00
,_ L (V)"
TN\ A3
h2
onde A é comprimento de onda de Debye (ou térmico), A = 26 , o fator h (constante
mm

de Plank) é colocado para adimensionar a fungio de particdo canénica, discretizando o

espaco de fase em pequenas células, o fator % é o fator de correcao de Gibbs, necessério
para garantir a extensividade da energia livre no limite termodinamico, colocado pelo fato

das particulas serem indistinguiveis.

Sabemos que pela funcao de particao para o géas ideal é possivel obter a energia livre

de Helmholtz e a entropia da seguinte forma:

1
F==5n(2)

Utilizando a aproximagao de Stirling (In (N!) ~ NIn (N) — N) (valida para N > 1),

podemos escrever a energia livre de Helmholtz como:

(5 (%))

Separando os logaritmos:

Usando a aproximagao de Stirling:
1 V
F= 3 [Nln <F) —Nln(N)—i—N}

E sabemos que a entropia de um gés ideal ¢ dada por:

OF  OF 0f

T 9T 9BIT
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Porém,

o3 o 1

2 _kppt
oT — OT kgT 5

Dai, temos:

S = k352gg = —kBga?%% [Nln(v) Nln(N)+N}

Aplicando a regra do produto e da cadeia, obtemos:

B V 3N 2mm 15}

Ou seja:

S =kpN B —In (Agp)] : (6.4)

onde p = % é a densidade média. A entropia acima é a entropia de um gas ideal de N

particulas em um sistema macroscopico e uniforme (sem campo externo) com concentragao
homogénea p = N/V. Na situacdo que estamos tratando de um sistema nao-homogéneo,
separamos o sistema em “células” de volume 0V, microscopicas do ponto de vista das di-
mensoes no sistema §V < V', mas macroscopicas do ponto de vista termodinamico (contém
um grande nimero de particulas em equilibrio). Essa abordagem ¢é tipica de modelos de
rede, onde as particulas estao alocadas em sitios discretos, onde assumimos o equilibrio
termodinamico em cada sitio. A densidade de entropia em uma célula centrada na posicao
7 é s(r) = = kpp [2 —In (A%p)], sendo agora p = p(F). A entropia total no sistema

nao-uniforme serd entao dada pelo seguinte funcional:

. / o(7) B “n (A?’p(f))] . (6.5)

Sabemos também que a energia interna do sistema pode ser expressa por:

ri — 75|

U= Z ©; (T3) z:q; + Z 2i%j ||quqj + Z K;
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onde o primeiro termo ¢é a parte da energia devido a interacao da carga ¢ com um potencial
externo (o potencial das placas), o segundo termo é devido a intera¢do mitua entre os fons

do eletrélito e K ¢ a energia cinética das particulas.

Introduzimos, a partir daqui, a funcao densidade:

:Z(g(f_

Vale notar que:

GU) =5 [ o -mydr =1

¢ a meédia espacial da funcao densidade. Tratando de ions cujas cargas sao de mesmo

modulo, podemos reescrever a energia interna do sistema da seguinte maneira:

= ZQZi/('O (7) (pi (Fh) L+ 87r5 ZZZ] / : {|7|7{ —p]r ’{Hr }>>d3rd3r’
+ Z<K )
1

1 . . .
onde agora (A) = ETr[Ae_BH], sendo Tr = Wfd3T1 o d3rydipy - dBpy o trago

(6.6)

classico, denota uma média de ensemble. Note que a média de ensemble nao atua sobre
o potencial externo nem sobre a distancia entre os fons, pois a média de ensemble destas
grandezas sao elas proprias (pois nao possuem carater probabilistico para 7 fixo). A média
do tltimo termo foi separada em um produto de médias pelo fato da energia cinética nao

ter dependéncia espacial.

Podemos entdo definir:

pi () = (p: ({T})) (6.7)

como sendo a densidade média de particulas do tipo ¢ = + no ponto 7. Na auséncia de
campos externos, segue da uniformidade e isotropia do espago que p;(7) = % Além disso,

definimos as grandezas:

pi (77 ") = (P ({73) p; {7 D) = pi (7) ps (77) (L4 hiy (7,7 7)) = i (7) ps (77) i g (7,77)
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onde p; () é proporcional a probabilidade de encontrar o ion do tipo i na posicdo T,
pij (7,7"") & proporcional & uma probabilidade conjunta de encontrar o fon do tipo i na
posicdo 7 e um fon do tipo j na posicdo 7', h, ; (7,7 ') é proporcional & uma probabilidade
condicional de encontrar o ion do tipo j na posicao 7’ dado que o ion do tipo 7 esta na
posicao r'e g; ; (,7 ') é definida como fungdo de correlagdo de pares. Além disso, g;;(r) = 1
na auséncia de correlagio, e g;; (|7, 7’| — 00) — 1 sempre. Vale ressaltar que a média espa-
cial nao afeta o ultimo termo, pois as energias cinéticas sao funcoes apenas dos momentos,

mas nao das posicoes, das diversas particulas.

Adotando estas definicoes, temos:

3 pi (1) pi (T7) 9ig (T 77) 5 s
Zqu/ ()dr+ zzz]/ Jr—r’||] d dr'—l—z

—»—;/)

Utilizando a aproximacao de campo médio g¢;; (¥,7') = 1 (ndo ha correlacoes), a

expressao se reduz a

W)=Y 0 [e@mm L DR [ )dgrd3r’+2 (6.9

Para obtermos a expressao para K, voltaremos a anéalise estatistica do gas ideal
no ensemble canonico. A probabilidade da particula ter um momento entre pe p+ dp é

independente de sua posicao 7. Dai, temos:

2
P(p) = /C’e‘ﬂ‘fmd?’p
onde P denota a probabilidade da particula ter momento entre p'e p+ dp, C' é a constante

2
. ~ _pRP 4 . . . . .
de normalizacio e [ e Bam d3p é o ntimero total de microestados acessiveis ao sistema.

Primeiro, obteremos C' pela normalizacao:

/C’eﬁgmd?’pzl
3
2mm

C — ] =1
V)
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5 3
CZ( %)

Agora, como o sistema é isotropico, escrevemos P em coordenadas esféricas

3 3
[ B\ 52 /°° B\ s,
P = _— 2m = _— 2m4
() / < 2mm ¢ &p 0 2mm c mpdp

Dai, para encontrarmos o momento quadratico médio da particula, basta calcular

p*P (p):

2 e s ’ g2t 4 s b 2> o
(p*) = S e Pemdmpidp = 4w Yoo e Pempidp
0 0

Realizando algumas integragoes por partes:

3
I6; *T1d m . m a2 ]
<p2> =47 ( % d_p —Ee ’827"]73 —+ 356 ’827”]72 dp
o L |
B\ o Ld (am e \ LR ]
(p?) = 4n Py / & (—SEe_BZmp) + SEG%% dp
o L |

3

2 (e%e] 9
2 _ 9. ([P / e
W) 7T52< 2mm 0 ¢ Temdp

Como o integrando é par, podemos reescrever a integral da seguinte forma:

3 3
_.om? B R TLAN m? B 2mm
<p2>—6”ﬁ< %) /_Of ”dp—&fﬁ( zmw> 3

Logo, a média do momento quadrético ¢ dada por:

(p?) = 67Tm_2i = 3@

B2 2mm I6;
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Note que esse resultado é coerente com o principio da equiparticao de energia, onde
cada grau de liberdade (nesse caso 1 grau para cada dire¢ao do momento) contribui a
energia média com peso kpT'/2. Quando substituido em (6.8), cada particula ¢ contribui

com o termo acima, resultando em N vezes esse fator, conforme abaixo.

¢ pi (7) p; (') SN
W)= 0 [e@mdrs L e [ e 5 (69)

%

Substituindo (6.9) e (6.4) em (6.3), resulta:

3N
F= Z 4z / F) Pi (77) dsr“‘_ Z ZiZj / H(_,)_p]_,(/H )d3rd3r' + %
5 (6.10)
—Tkg Z /pi (77) |:§ —In (A3pz (,,7))} &Br
3N
Cancelando o termo cinético % com o primeiro termo da dltima integral:
3 pi ) 553
= Zqu/ F)Pz(F)dT+—ZzZz]/Wd rd3r’
(6.11)

+kBTZ/p1 Np; (M) —1] &°

Os dois primeiros termos acima sao os termos de interacao entre as particulas, e o
altimo termo é chama “energia livre de gas ideal”, ou ainda “termo cinético”. Ao tomar a

derivada funcional da expressao acima, obtemos:

[ S O %; /(ng_) " {g (¥ @)] b

Realizando as derivagoes, resulta:

OF . o
(F //) = Z qz; / 2 (7") 51k5 (7” r ) d‘%’—l—



102

)+ i (1) 00 (P =7 d5rd3r’+/ Z — b (F— 7 ") dPr+

|7 — 7]
-/
(r—r )d r

'[“1“(Apl’:’]dgr+ﬁz/pz e G

,/&ké(f G

—

Realizando as somas e trocando os indices k < 7, temos

Zj zjp; (') B+ >k 2Pk (T) Br }

oF o ¢
5oy~ e T gm | e = =]
3 115 1
25 6{ (Wpi ()| + 3

Simplificando alguns termos:

Zj 21 (F/)dg’?"’—i- Mdg :| ;] (AgpZ (??/I))

oF Ly,
0pi =gzl )—i_87T8'ZZ |77 — 77| |7 =7 "]
= H;Z?,Hd3 (potencial de uma carga puntual),

Usando o fato de que ¢ =

resulta:

= qzip (T") + gzsz( ")+ 2zz¢(“”) %m (A%p; (F")) .

a equacao fica na seguinte forma:

oF
0pi

Fazendo a troca de 7 <> 1

= = n (A% (7)) (6.12)

0pi

oF . 1
= qzip (7) + qzi¢ (7) + Bl
Somando o potencial externo com o potencial dos fons (¢ = ¢ + ¢), temos o potencial

total. Usando (6.2), obtemos a equacao de Euler-Lagrange

OF o L ey
7 gz () + 5 In (A°p; (7)) = i,

Resolvendo para p; (7):

10 (A% (1) = ps = g2 (7).

Multiplicando por 8 em ambos lados
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In (A?’pi (77)) = B (us — gz (7)) -

Exponenciando ambos lados da equacao, resulta:

A3Pi (7) = eBhi—azip(F))

Dividindo ambos lados por A% e usando o fato de que o potencial quimico é fixado

pelo reservatoério, temos:

1 T gzinh(F
pi (7) = Feﬂ(ui q M(?))

r

0
onde p, = p’y sao os potenciais quimicos do reservatorio, usando p; = = qz;¥, +

ON;
kT In(A3c,), obtemos:

p; (7) = %eﬁ(qzz'errkBTln(A:*cs)qzz'w(f?) — Cseﬁqzz'(wr—lb(f'))

p; () = C‘ge—ﬁqzvzw(F)
onde ¢s é a concentracao de ions assintotica e ¢ () agora denota a diferenca de potencial

do sistema e o do reservatorio (¢, = constante). Com isso, podemos obter a densidade de

cargas dos fons do tipo ¢ multiplicando p; (7) pela carga do respectivo fon:

0: (7) = qzicee” P00,
onde p; (7) denota a densidade de cargas dos ions do tipo i.

Podemos também adicionar a condicao de eletroneutralidade do sistema nas equacoes

(6.12) e (6.3):

S [ oasd+@n -0 (6.13)
onde Q)1 é a carga total das placas.

Como a expressao acima ¢é identicamente nula, podemos adiciona-la na equagao (6.3)

acompanhada de um fator multiplicativo da seguinte forma:
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F=(U)-TS - é¢p (Z / pi (F) qzid’r + QT)

¢p € chamado de “multiplicador de Lagrange”, que impoe o vinculo de eletroneutra-
lidade do sistema na equagao de Euler-Lagrange. Usando (6.11), a equagdo acima pode ser

escrita na forma:

Fe Yo [ T /H

(6.14)

Agora, realizando a derivada funcional do grande potencial termodinidmico (6.1),

obtemos:

0 OF o
opi op ¢D (Z/pj qZJdT+QT> - ¢D/Z5 7 —7") qz;6i;dPr

Agrupando os termos:

0d  OF
o o M ¢D (Z/pj ) qz;d 7’+QT) =5, M Ppq%;.
Minimizando o grande potencial termodinamico, resulta:
0d  OF
— =0 6.15
oo apy MO (019

Usando (6.12), temos:
1 -
qzip (7) + qzi (7)) + 3 In (A%p; (7)) — ps — dpgz; = 0.
Resolvendo para p; (7):

%ln (A°pi (7)) = i + qzidp — gz (7).
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Multiplicando ambos lados por beta e reagrupando os termos:

In (A3pi (F)) = B i + qzi (ép — P (7))] -

Exponenciando ambos lados e dividindo por A® em seguida e usando novamente o

fato do potencial quimico ser fixado pelo reservatorio, resulta:

Bur
— € z; (7
p; () = e eBazi(¢p—1 (7))
pi (F) = cqePa7 () =¢D) (6.16)

onde o multiplicador de Lagrange ¢p é denominado “potencial de Donnan” e ¢ (7) é a
diferenca de potencial entre o sistema e o reservatorio. Assim, ao cruzar a interface sistema-
reservatorio (quando entdao ¢ (7) deve anular), ocorre uma descontinuidade no potencial
e nos perfis de densidade. Essa descontinuidade pode ser interpretada como um campo
elétrico infinito na interface, que impede que um fluxo de fons que poderia violar a condicao

de eletroneutralidade imposta via potencial de Donnan.

Analogamente, a densidade de cargas dos ions do tipo ¢ é dada por:

0: (F) = qzicse_ﬁqz’:(wm_d”jm)

Substituindo explicitamente p; (7) no logaritmo de (6.11), obtemos:

) - pi (7) pj (T
F = Zqzl/ (7) — ¥ (7)) ps (F) d*r + 87r52 02 J/ |7“—j7“ a0 dgrdg‘r'—i-

+k‘BTZ/pi (7) [ln (A3cs) -1+ ﬁqziiﬁ] Br

onde ¢ = ¥ + ép

Que também pode ser escrito como:

F= Z%/ W (7)) pi (F) d°r + Zzz/pz (7) & (7) d*r+
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ﬁ Z/Pz ln A?’cs) -1+ 5(]2174 dr

Porém, ¢ (7) = ¢ (7) + ¢ (7), logo:

P an/( M) — () + <<f‘>—<,o<f>>)pi<f>d3r+

*E > / pi(7) [1n (%) 1+ Bazd| d*r

Ou seja,

2%/ () - wmm(f')d?’wﬂZ/m [in (A7) — 1+ gzt d'r

O grande potencial termodinamico pode ser obtido usando-se a equagao (6.1) e p; =

kT In (A3cy) + z;q), para os potenciais quimicos do reservatorio:

— 5 [CO =@ n @+ 53 [ 50 [In (W) < 1+ Bgsd ] a're

- / (k5T (M) + 22t ps (7) dPr

Reagrupando os termos:

© =5 Y s [ ()~ v )+ 200 (7 r——Z/pz (7) d*r

onde ¢ (z) = — 22 & a soma dos potenciais das placas.

Porém, para o calculo do grande potencial efetivo do sistema, deve-se considerar

também a interacao direta entre as placas:

L
Uel:_W:_\/ﬁd']?:—/ O'QAﬂdZ:—O-lO'ZAL
0 £
onde A é a area da placa.

Com isso, o grande potencial termodinamico por unidade de area pode ser expresso

comao:
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0102

1 Lz 1 L.
A=§§%‘/O <¢<z>—¢<z>+2¢p>pi<z>dz—B;/O )z~ D21 (617

Para o método das funcdes de Green, segue valida a mesma expressao, bastando

considerar ¢¥p = 0.

Sabemos da termodinamica que:

99

_P_W

wi, T
Logo, podemos calcular a forca por unidade de area transversal sobre uma das placas
fazendo uma derivada numérica do grande potencial termodinamico por unidade de area

em relagao a distancia entre as placas:

109
AOL. |, 7

pP—=
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7 Apéndice 11

No Apéndice precedente, mostramos o calculo do grande potencial efetivo que define
as interacoes induzidas pelo eletrélito entre as placas. Agora, vamos explorar o caso par-
ticular de potenciais lineares, validos quando a carga superficial das placas nao é muito
grande, de modo que efeitos nao lineares podem ser negligenciados. A vantagem do uso de
potenciais lineares é que ele permite o calculo analitico do potencial efetivo e forca induzida
entre as placas, como mostramos no que segue. Para o caso linear do modelo de Donnan,
podemos obter o potencial de Donnan substituindo a densidade de fons (6.16), linearizar

e substituir na condigao de eletroneutralidade (6.13) da seguinte forma:

p; (7) = Csefﬁqzz'l/)(ﬁeﬁqzz'dm_

Para distancias pequenas entre as placas, a densidade de fons pode ser considerada

constante. Dai,

pi (F) — Cseﬂqz"d)D.

Portanto, a densidade de cargas liquida p;(z) no limite de baixas separagoes assume

a forma:

rho|(z) = Z ziqpi (2) = Z 2;qcs€’979D . (7.1)

Lembrando que as concentracoes locais devem satisfazer na condicao de eletroneu-

tralidade:

/0 (04 (2) = p_ (2) dz = —or,

Obtemos, explicitamente:

L
/ (qcseﬁqd’D — qcse’[gq‘m) dz = —or.
0
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Realizando a integragao obtemos:

Baép

L, (qcse — qcse_5q¢D) = —or.

Multiplicando agora ambos lados da equacdo acima por %997 resulta a expressao:

2Bq¢p Baép ’

L, (qcse — qcs) = —ore

a qual pode ser reescrita, apos reagrupamamento dos termos, na forma:

qucSeQBq¢D + gpePi9r = L.qcs.

Dividindo agora ambos lados por L.qcs, temos:

e2Padp or eBaép — 1,
L.qcs

ou ainda, apdés completar quadrados:

2 2
Badp or _ or -1
(e " 2qucs> (2qucs>

Resolvendo a relacao acima para o potencial de Donnan, encontramos:

2
Ba¢p — __ or +4/1 or
¢ 2L.qc, \/ + (2qucS

Finalmente, tomando o logaritmo de ambos lados, resulta:

2
orT or
=In|— +4/1
Bqpp = In T \/+(2qu68)

Como a funcao logaritmo existe apenas para nimeros reais positivos, descartamos a

solucao cujo argumento do logaritmo é negativo. Dai, temos:

o1+ 09 2L.qc 2
=1 1 —1 7.2
BQQSD n 2qucs \/ + (0_1 i oy ) ( )



110

Que corresponde & uma aproximagao de ordem zero (isto é, potencial eletrostatico
uniforme), para o potencial de Donnan na regiao entre as placas. Uma vez obtida uma
estimativa para o potencial de Donnan entre as placas, procedemos com a linearizacao
da densidade de cargas ao redor do potencial de Donnan, valida para regimes de baixas

densidades superficiais de carga. Assim, linearizando a (7.1) temos:

p(z) ~ Z qzics [1 — Bazi (W (2) — ép)] = 2qcsBq (¥ (2) — ép) -

Note que obtemos a mesma equagdo diferencial resolvida no Capitulo 2 (onde ¢p

estava implicitamente contido na solu¢do em 1 (2)).

Com isso, é possivel calcular o grande potencial por unidade de area, substituindo a
densidade de cargas (3.50), o potencial eletrostatico (3.49) e o potencial de Donnan (7.2)
em (6.17):

e 1 /LZ zo1 — (2 — L,) 09 02 cosh (kz) + oy cosh [k (z — L.)] s+
A2 ), € sinh (kL)
n
+1 /Lz 202 cosh (kz) +.01 cosh [k (z — L.)] 09 cosh (kz) +.01 cosh [k (z — L,)] et
2 /o exsinh (kL) exsinh (kL)
I
1 [t o9 cosh (kz) + oy cosh [k (z — L)
—— d
2 /0 S~ sinh (kL) ot
I
1 L 0109
5 | es (= Bqv 1+ v dz -2 L
0
A

Primeiramente, consideramos a integral I:

I = /OLZ (zal - (zg— L.) 0—2> <,<f’2 cosh (m);l Zl( Zzs}; [k (2 — Lz>]) &

Realizando explicitamente o produto acima, obtemos:

L,
L= mTI{(nLZ) [/0 [20102 cosh (kz) — (2 — L) 05 cosh (/@'z)} dz+
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—i—/o ) [z07 cosh [k (2 — L.)] — (2 — L.) 0201 cosh [k (z — L.)]] dz] : (7.3)

Note que, definindo I;;(a) na forma I;;(a) = fL

o z0i0jcosh [k (2 — a)] dz podemos

concluir, realizando integracao por partes, que:

A /OLZ [ % <zsinh [k (2 — a)]) ~sinh [k (2 — a)]] o

K K
zsinh [k (z — a)] |** cosh [k (z — a)] |*
= O'Z‘O'j — Uigj 5 s
k 0 k 0
ou ainda,
L,sinh [k (L, — a)] cosh [k (L, — a)] — cosh (ka)
]ij(a) = 0,03 o — 003 2 .

Substituindo o resultado de [;;(a) com os devidos valores de a, i e j na Eq. (7.3),

obtemos a expressao:

7 K L, sinh (kL) cosh (kL,) — 1 oL, sinh (kL) n
= 010 — 010 -0
" esinh (kL) |7 K e K2 2
h(kL,)—1 inh (kL. 1 — cosh (KL, 1 — cosh (KL, inh (kL.
O_SCOS (/-;2 ) N Zagsm /(j )_U% COZQ (K )+0201 COZ2 (k )+ 20_20_18111 (K )]7

A qual pode ser simplificada na forma:

K cosh (kL,) — 1 cosh (kL,) — 1sinh (kL,)
L=———|(07+0; -2 :
1 c Sinh (KJLZ) [(01 + 02) fi2 0102 ( ,{/2 K

De forma similar, podemos reescrever a integral I na forma:

1 L:
- m [/0 [05 cosh? (kz) + 2010 cosh (kz) cosh [k (2 — L.)]] dz

I
L
+/ o2 cosh? [k (z — L.)] | dz.
0

Usando agora a identidade cosh (x + y) + cosh (z — y) = 2 cosh (x) cosh (y), podemos

reescrever as integrais acima como:
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1

I = s (L (L) [/0 [0 (cosh (2kz) + 1) 4 20105 (cosh [k (22 — L.)] + cosh (kL.))] d=+

+ /OLZ o} (cosh [2k (z — L,)] + 1) dz] :

De forma que as integrais podem ser facilmente determinadas, resultando em:

1 sinh (2k2) sinh [k (22 — L.)] L
Ih=————— | /= 2 h(kL,

> 2csinh? (kL) [ {02 ( 2K * Z) + 2002 ( 2K + zcosh (kL) 0 *

. L.
to? (smh 2k (2 — L,)] N z) ] .
2K 0
Aplicando agora os limites de integracao, obtemos:
1 sinh (2kL,) sinh [k (L,)]

Iy=————— |(c? N ———"E 4L, 2 ——— =+ L, cosh (kL, )
> 2csinh? (kL) {(Ul +02) ( 2K * ) 20 < K + Lz cosh (L)

Note que I3 e I, sao integrais de facil resolucao e diferem apenas por uma constante.

Realizando a integral de I3 e I, o grande potencial termodinamico por unidade de area

pode ser escrito como:

jcosh (sL)—1_, (cosh (vL:) —1  sinh (/{Lz)>:|

o K (02 + 02
—=—"——|(o6j+0
A 2esinh (kL) "' 2 K2 K2 K

1 9 o\ (sinh(2xL,) sinh [k (L.)]
— ——+ L 2 ——=+L h (kL
+4€ Snb? (L) {(01 +03) < or + L. | + 20109 - + L, cosh (kL)

1, ogsinh(kL,) + oysinh (kL,)  2¢,L, 0192
2P sinh (kL) 3 e
Para o caso de placas contendo mesmas densidades superficiais, 07 = 09 = 0, a
expressao acima se simplifica para:
o o? sinh [2x (L,)] sinh (kL)
— = +L,+ L,cosh(kL,)+ ———| +
A 2esinh® (kL) 2K (vL:) K
o K L. sinh (kL) 2L, o2

_ _ 2L
esinh (kL) K ¢po g €
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Adimencionando, temos:

A3 inh 2k (L, inh (KL,
2 L sinh (2 (L) +LZ+chosh(mLz)—|——Sm (wL)

o
22 sinh? (kL) 2K K *

d
A — =
B BA
—)\ZB&bDU - QCSLZ)\%Z.

J& com o método das funcoes de Green, podemos obter o grande potencial a partir

das equacoes (3.52) e (3.53):

- lz N /Lz 201 — (2= L.)oy oysinh[k(z — L.)] — sinh (kz) + sinh (kL)
A2 i 1% : £ R 1 — cosh (kL)
oy sinh [k (z — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)
s 1- 4
¢ ( pz Tk 1 — cosh (kL,) dzt
1 L= oy sinh [k (z — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,) 0109
—— (11— Bzg2 dz— 222,
B 212/0 ¢ ( bz Tek 1 —cosh (kL,) ) :
Realizando a soma em %, temos:
e [ o e L)) (b s (= — L] —sinh (52) + sinh (5L.)
1= =, 1= cosh (oL) Jo zo1 — (2 — L,) 03) (sinh [k (z — L.)] — sinh (k2) + sinh (kL)) dz+

Iy

csPq’o?
252 (1 — cosh (kL.))”

/0 z (sinh [k (z — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)) (sinh [« (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)) dz

J/

[\
-~

Ip)

2 L 0109
cedz —

—— L
B Jo €

Na expressao acima, definimos a integral I; na forma:

I = /0 Z (z01 — (2 — L.) 09) (sinh [k (z — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)) dz

Para encontrar [, considere a seguinte integral:
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oi—
dz K K

Lm%iéhmmmmmy—@mzzﬁh[<d(J“M“@_”D-fmhwg_“wdz

Aplicando os limites de integracao, resulta:

b sinh[k(z — a)]

2
0 K

K

fi(a) = o (zcosh 5 (2 — ) >

K

Ti(a) = o; (Lz cosh [k (L, — a)]) o sinh [k (L. — a)] + sinh [ (a)]

Logo, com os devidos valores de a e i, temos que:

K2 K K2

~ 1 inh (kL h (kL inh (kL L?
I = (01 — 032) (Lz_ D (LZCOS (n Z)> + = (<L) + fsinh(/ﬁLJ) +
K

1 —cosh(kL,) cosh(xL,)—1

K K

+L.09 < + L, sinh (FLLZ)) ,

a qual pode ser simplificada na forma:

~ L, h(xL, L? 2(1 — cosh (kL.
I = (01 — 03) (? — sz + fsinh(;-sz))+Lza2 ( ( COZ (kL:)) + L, sinh(mLz)) :

Para resolver a integral I, usaremos a relacao cosh (z 4 y)—cosh (z — y) = 2sinh (z) sinh (y).

Dai,

I, = /0 z (sinh [k (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)) (sinh [« (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL,)) dz

Reescrevendo usando a relagao citada:

1 [
I, = 5/ (cosh 2k (2 — L,)] =1 —2cosh [k (22 — L,)] +2cosh (kL,) + cosh (2kz) — 1) dz+
0

—l—/o " sinh (kL,) (sinh [k (2 — L,)] — sinh (kz) + sinh (kL)) dz

Resolvendo as integrais, resulta:
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2

. h
5 z—2 o + 2z cosh (kL) +

1 (sinh 2k (z — L,)] sinh [k (22 — L,)] sinh (2rkz)
g g

2K
cosh [k (z — L,)] — cosh (kz) L
K

+sinh (kL) ( + zsinh (an)>

0

Aplicando os limites de integracdao, obtemos:

2= 3

i 1 (sinh (kL)
2

I 2smh [k (L,)] 9L cosh (5L.) + sinh (2kL,) Lz) N
K K 2K
1 —cosh [k (L,)] — cosh (kL,) + 1

K

+sinh (kL) ( + L, sinh (HLZ))

Simplificando, temos:

L=

-1 ( sinh (kL)
2

inh (251,
9L 4 2L, cosh (@MM) N
K 2K

2(1 — cosh (kL))

+sinh (kL) ( + L, sinh (/QLZ))

Substituindo I; e I, na expressio para o grande potencial, temos:

. csPBoy 1 sinh (kL)) cosh (kL)
= _ L, > ve) (g TR AR
a1 €2k (1 — cosh (kL,)) (01— 02) ( K K2 K )T
) csBoy sinh (kL,) L? .
~ o) (VR s Gnh (kL
T €2k (1 — cosh (kL.)) (01— 02) ( K2 i o o (kL) |+
9 csBoy 1 —cosh(kL,) cosh(kL,)—1 _
L. - L. sinh (kL.
T4 €2k (1 — cosh (kL)) 02( K K + Losinh (vL) | +
252 1 inh (kL inh (2kL
csPq oy 1 (_Sln (5Le) _ 2L, + 2L, cosh (kL.) + —— =) (2r Z)) +
e2k% (1 — cosh (kL))" 2 K 2K
252 1 —cosh (kL
¢:Pg0) 5 sinh (kL) (2 cosh (kL) + L, sinh (FLLZ)>
£2k2 (1 — cosh (kL)) K
2 0109
——csL, — —L,.
g

Para 01 = 09 = 0, a expressao acima se simplifica na forma:

o, cs 302 I 21 — cosh (kL)
A~ Ty (1 —cosh (kL,)) ~ K

+ L, sinh (KLZ)> +
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S 20’ 1 inh Lz inh (2 Lz
cHq’o 5= (_sm (wle) 2L, + 2L, cosh (kL) + sinh (25 L) )> -
e2k2 (1 — cosh (kL))" 2 K 2K
0470 1 — cosh (kL, D) q
: ﬁq > 2 Slnh (K:LZ) (2 o </€ ) + LZ Slnh (K;LZ)) - _Cst - U_Lz
e2k2 (1 — cosh (kL)) K B 5

Adimencionando, resulta:

o \hes0?
2 @ _ BCs
ﬁABA

L

¢k (1 — cosh (kL.)) ~

5 1 — cosh (kL,)
K

+ L, sinh (/@Lz)) +

ALo? 1 inh (KL, inh (2kL,
+ e 5o (_sm (wle) 2L, + 2L, cosh (kL,) + sinh (2 L.) )) +
¢*k% (1 — cosh (kL))" 2 K K
csA\Lo? 1 — cosh (kL)

2
. 9 0% 4
- + L, sinh (,%LZ)> —ZABCSLZ——q2 AgL..

+ sinh (kL,) [ 2
¢2k2 (1 — cosh (kL.))” (wL:) (

7.0.1 Uma abordagem alternativa: o método do parametro de acoplamento

Uma outra forma de obter o grande potencial consiste no emprego do método do

parametro de acoplamento, o qual discutiremos no que segue.

Sabemos que o grande potencial termodinamico pode ser obtido a partir da grande

funcao particao pela relacao:

onde

(1]

+oo
_ H Z e—ﬂNj#je—ﬁH7

J AN}

onde {N;} representa o conjunto de nimeros de particulas de todas as componentes.

A Hamiltoniana do sistema pode ser expressa por:

2
. b; 1 R
H= E %—1-5 E U (73,7;) + E 2iqp (1)
i iJ i
onde H é a Hamiltoniana do sistema.

Note que, para o caso de placas sem densidade de cargas (ou sem placas), a Hamil-

toniana toma a forma:
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p; 1 L
H0222m+§ZU(T T
i ij

Portanto, torna-se conveniente acoplar uma constante ao tltimo termo de H para a

aplicagao do método, de tal forma que

. 0 se A=10
o (73) = .
p(r) se A=1
2A01=(z=L2)A%2 o 5 Hamiltoniana pode ser

3

Logo, o potencial assume a forma ¢ (z2)

expressa por:

HAZ’H0+)\Z%Q@(F)

Diferenciando o grande potencial termodinamico em relagao a A, temos

o> o _ _ OBHA

- -7 BNjpj ,—BHN | — BNjpj ,—BHx

o\ @” 3)\ Hze ¢ 5” Hze € O\
J AN} J {Ni}

¢ (7) d®r e substituindo em H,, temos:

Escrevendo Y, ziqp (F) = >, ziq [ pi (F

0 1
__ BNjiw; —PH
=t T e mme | S san

J AN}

Note que uma parte do termo da direita na equacao acima é uma média de ensemble

da densidade de particulas do sistema

+o0
H Z e~ BNinj o—BH

J {Ni}

(1] —

(Pir (7)) =

Entao, substituindo, resulta

8(1) /Zzzq/m (M ¢ (7 d*

= [ 010(z)+020( =L2) 3,1 gamos:
dme :

Substituindo ¢ (7
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P ! "— L
g_)\ — //Zzquz)\ (,,7) 0-15 (Z ) + 025 (Z Z)d3,r,/d37,,

dmel||r — ||

‘ _apin(®) g3, _ ~r . .
Porém, ). Zi gpa AT = (7). Dai, temos:

Z_C)I\) - /wA (7) (010 (2') + 020 (2 — L.)) d*r'

Realizando a integral, resulta:

0P

= A(Wr(0) o1+ (L) 02)

Integrando ambos lados em relagao a A obtemos:

® ;Cbo = / (¥a (0) o1 + U (L) 02) dX

Substituindo o potencial eletrostatico (3.49), temos:

-0 /1 o9 + oy cosh (kL) o9 cosh (kL,) + oy D)
A 0 ke sinh (kL) 7 rkesinh (kL) -

Realizando a integral e simplificando alguns termos:

) 1 N cosh (kL)
2ke sinh (kL) "2 ke sinh (kL)

_ (42 2
= (01—1-02

Para o caso de placas com a mesma densidade de cargas e adimencionando, temos:

o — cosh (kL)
/\2 — 2)\ 2 z 2)\ 2
AL A BT Ginh (kL) T4 Ao

1
ksinh (kL)
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Segue o programa feito em linguagem Fortran utilizando as equagbes (4.8), (4.5) e

(4.7) para o caso linear (a escrita foi levemente alterada, pois algumas partes do programa

saiam da pagina):

program CampoEletrico

implicit none

integer:: pontos, i, j, cont

logical :: ok

real«8:: z0, Lz, epslon, alpha, soma, h
real «8::integral , k, sigma, Phi0

real *8:: liquida , erro, eps, carga, box, ¢,

real «8::lambdab, sigma 2, cs

real«8, allocatable ,dimension (:):: x, EO0, z, E, Phi, Ea

pontos = 1000; !Tamanho dos wvetores

Lz = 20; !posicao da placa 2, E = 0 [nm]

z0 = 0; !posicao da placa 1, E = 0 [nm]

ok = .true. !Variavel logica para teste

alpha = 0.9; !Parametro para o novo campo eletrico
sigma = 0.1; !Densidade de carga da placa 1
sigma_ 2 = 0.1; !Densidade de carga da placa 2
cs = 0.5 !Concentracao assintotica de ions

q = 1.602%x10.%xx(—19); !Carga elementar
lambdab = 0.72; [Comprimento de Bjerrum [nm]
cs = 6.022E026xcs ! Concentracao em 1/m"3

cs = cs*(lambdabx1E—09)*%3 /c¢s adimensional

k = sqrt(2xcs);

allocate (x(pontos));
allocate (EQ(pontos));

allocate (z(pontos));
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allocate (E(pontos));
allocate (Phi(pontos));

allocate (Ea(pontos));

I'Calculo da distancia z

Lz = Lz/lambdab; Lz adimensional

z0 = z0/lambdab; !z0 adimensional

h = (Lz—2z0)/(pontos—1)

do i—1,pontos

z(i) = z0+(i—1)*h; !z pertence ao intervalo de [a,Lz)
end do

I'Calculo da coordenada =z

do i = 1,pontos

x(i) = z0+(i—1)xh;

! z pertence ao intervalo de [a,Lz) com grid de h
end do

!'Calculo do primeiro campo eletrico FE

sigma = sigma=x(lambdab*1E—09)%%2/q;

!'Densidade de carga adimensional

sigma 2 = sigma_2x(lambdab*1E—09)*x2/q

do i = 1,pontos

EO(i) = sigmaxdexp(—z(i)) — sigma_2xdexp(Lz—z (1))
!Campo eletrico inicial (ja adimensional)

end do

cont=0 ! Contador para o numero total de iteracoes

do while (ok) ! Inicia Loop Principal

cont—cont-+1

Calculo do Phi pelo metodo do trapezio

liquida=0. ! Carga liquida de ions
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box = 0. ! Armazena carga do passo
do i — 1,pontos
J =1

integral = 0;

ok = .true.

do while (ok)

soma = —(E0(j)+EO0(j+1))xh/2;
integral = somatintegral;
IRt

if (x(j) »>= z(i)) then
I'limite de integracao, de —Lz a 2z
ok = .false.

exit ;

end if

end do

Phi(i) = integral;

carga = —k**x2.xPhi(1)

! Densidade liquida de carga ionica a uma distancia z da placa

liquida = liquida-+(carga+box)xh/2.
box=carga

end do

anterior

Phi0 = —(sigma+sigma_2+liquida )/ (k**2.%(Lz—20))

! Constante de integracao que garante eletroneutralidade

lentre as placas

do i = 1,pontos

Phi(i) = Phi(i) — PhiO;

end do

|——— Calculo do campo eletrico de saida

I'pelo metodo do trapezio ————

do i = 1,pontos
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ok = .true.
=1
integral = 0
do while (ok)
soma — (Phi(j)+Phi(j+1))xh/2;

3

integral = integral+soma;
-

if (x(j) >= z(i)) then

I'limite de integracao de 0 a 2
ok = .false.

exit ;

end if

end do

E(i) = —kxksxintegraltsigma;

I'Campo eletrico E + Campo da placa

end do
|——Calculo para o criterio de convergencia——
ok = .true.

integral = 0;

b= 1

do i — 1,pontos

do while (ok)

soma=dabs (E(j)—EO0(j))
soma=soma+dabs (E(j+1)-E0(j+1))
soma=somasxh /2;

integral = integral+soma;
=i

if (x(j) > z(i)) then

Iimite de integracao de —Lz a =z

ok = .false.
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exit ;

end if

end do

end do

epslon = integral; !Criterio de convergencia
ok = .true.

if (epslon < 0.0001xh) then

ok = .false.

end if

Calculo do novo campo eletrico ———

do i = 1,pontos
EO0(i) = alphaxE0(i)+(1—alpha)*E(i);
end do

printx, cont,epslon

I'Mostra a evolucao da Convergencia.

I'Alterar alpha em caso de convergencia lenta

if (cont .ge. 1000) then

printx, "Atencao:__Falha_de_Convergencia’

I Estabelece wvalor mazimo de iteracoes para convergencia numerica
ok = .false.

endif

end do ! Fim do Loop Principal

I'Salvar os dados de z FEout

open (unit = 1, file = "E.dat");

open (unit = 2, file = "Pos.dat");
open (unit = 3, file = "Campo.dat");
do i = 1,pontos

Ea(i)=—sigmasxdsinh (kx(z(i)—Lz))
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=
&
—~
—
~—
I

Ea(i)—sigma_ 2xdsinh (kxz (1))
Ea(i)/dsinh (kxLz) [/ Solucao analitica

=
&
—~
—
~—
I

z(i) = z(i)xlambdab; !Distancia da placa

write (1,*) z(i),E0(i),Ea(i)

!'Saida contem solucao numerica (coluna 2) e exata (coluna 3)
write (2 ,x) z(1)

write (3,*) EO(1)

end do

close (unit = 1);

close (unit = 2);

close (unit = 3);

/ Erro Numerico
erro—=0.

do i — 1,pontos

eps=dabs (E0(i)—Ea(i))
erro=(eps+box)*h /2.
end do

rintx, 'Erro_Numerico_=_’.erro
? ?

end program
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Segue o programa feito em Fortran usando (4.7), (4.9) e (4.10) para o caso nao linear

(a escrita foi levemente alterada, pois algumas partes do programa saiam da pagina):

program CampoEletrico

implicit none

integer:: pontos, i, j, cont

logical:: ok

real«8:: z0, Lz, epslon, alpha, soma, h,

real «8:: integral , k, sigma, Phi0, cs, pi

real «8:: liquida , liquida 2, eps, carga, carga 2,
real «8:: box, box 2, ¢, lambdab, sigma 2

real«8 allocatable ,dimension (:):: x, E0, z, E, Phi
pi=dacos(—1D0)

pontos = 1000; !Tamanho dos wvetores

Lz = 20; !posicao da placa 2, FE = 0 [nm]

z0 = 0; !posicao da placa 1, E = 0

ok = .true. !Vartavel logica para teste

alpha = 0.9; !Parametro para o novo campo eletrico
sigma = 0.1; !Densidade de carga da placa 1
sigma_ 2 = 0.1; !Densidade de carga da placa 2

cs = 0.5 !Concelracao assintotica de ions

q = 1.602%10.xx(—19); /Carga elementar

lambdab = 0.72; !Comprimento de Bjerrum [nm]

cs = 6.022E026xcs ! Concentracao em 1/m"3

cs = csx*(lambdabx1E—09)*x3 !cs adimensional
k=dsqrt (8D0xpix*cs)

! Comprimento de Blindagem (adimensional)

allocate (x(pontos));

allocate (E0(pontos));

allocate (z(pontos));
allocate (E(pontos));
(P

allocate (Phi(pontos));
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I'Calculo da distancia z

Lz = Lz/lambdab; !Lz adimensional
z0 = z0/lambdab; !z0 adimensional
h = (Lz—2z0)/(pontos—1)

do i=1,pontos

z(1) = z0+(i—1)xh;

!z pertence ao intervalo de [a,Lz)

end do

I'Calculo da coordenada =x

do i = 1,pontos

x(1) = z0+(i —1)xh;

! z pertence ao intervalo de [a,Lz) com grid de h
end do

!I'Calculo do primeiro campo eletrico FE

sigma = sigmax(lambdab*x1E—09)%x%2/q;

!'Densidade de carga adimensional

sigma_ 2 = sigma_2x(lambdab*x1E—09)*x2/q

b

write (*,%) ’Cargas_Adimensionais_=_’,6sigma, sigma 2

do i = 1,pontos

E0(i) = 0DO

end do

cont=0 ! Contador para o numero total de iteracoes

do while (ok) ! Inicia Loop Principal

cont—cont+1

Calculo do Phi pelo metodo do trapezio

liquida=0. ! Carga liquida de ions
liquida 2 =0.
box = 0. ! Armazena carga do passo anterior

box 2=0.
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do i = 1,pontos

b= 1

integral = 0;

ok = .true.

do while (ok)

soma = —(E0(j)+EO0(j+1))xh/2;

integral = soma+integral;

=i

if (x(j) >= z(i)) then

Iimite de integracao, de —Lz a 2z

ok = .false.

exit ;

end if

end do

Phi(i) = integral;

carga — dexp(—Phi(i))

!'Densidade liquida de carga ionica

'a uma distancia z da parede [I+)
carga 2 = dexp(Phi(i)) !/[/I—)

liquida = liquida-+(carga+box)xh/2.
liquida 2=liquida _2-+(carga 2+box 2)xh /2.
box=carga

box 2 = carga_ 2;

end do

if (sigma — —sigma_ 2) then

Phi0 = dlog(dsqrt (liquida 2 /liquida))
else

soma = (sigmatsigma 2)/(2.xcsxliquida)
soma=somax(dsqrt (1.+4.xliquidaxliquida 2xcs**2D0/(sigma+sigma 2)xx2)—1.)
Phi0 — dlog(soma)

end if! Constante de integracao que garante eletroneutralidade

lentre as placas
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do i = 1,pontos

Phi(i) = Phi(i) — PhiO;

end do

J——— Calculo do campo eletrico de saida

I'pelo metodo do trapezio ————

do i = 1,pontos
ok = .true.
j =1

integral = 0;

do while (ok)

soma=dsinh (Phi(j))
soma=soma-+dsinh (Phi(j+1))
soma=somasxh /2

integral = integral+4soma;
j =g

if (x(j) >= z(i)) then

I'limite de integracao de 0 a 2

ok = .false.

exit ;

end if

end do

E(i) = —2xcs*xintegral+sigma;

I'Campo eletrico E + Campo da placa

end do
|——Calculo para o criterio de convergencia——
ok = .true.

integral = 0;
=1
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do i = 1,pontos

do while (ok)

soma=dabs (E(j)—E0(j))
soma=soma+dabs (E(j+1)-E0(j+1))
soma=somaskh /2;

integral = integral+soma;

Jo= i+

if (x(j) > z(i)) then

I'limite de integracao de —Lz a =z
ok = .false.

exit ;

end if

end do

end do

epslon integral; !Criterio de convergencia
ok = .true.

if (epslon < 0.0001xh) then

ok = .false.

end if

Calculo do novo campo eletrico ———

do i — 1,pontos
EO0(i) = alphaxE0(i)+(1—alpha)*E(i);
end do

if (cont .ge. 1000) then

printx, "Atencao:__Falha_de_Convergencia’

! Estabelece wvalor mazimo de iteracoes para convergencia numerica
ok = .false.

endif

end do ! Fim do Loop Principal
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I'Salvar os dados de z FEout

open (unit = 1,
open (unit = 2,
open (unit = 3,
open (unit = 4,
do i = 1,pontos

file
file
file
file

z(i) = z(i)xlambdab;

write (1,%) z(i),E0(i)

"E.dat");
"Pos.dat");
"Campo. dat");
"densidades.dat");

I'Distancia da placa

!Saida contem solucao numerica (coluna 2)

write (2,%) z (1)

write (3 ,%) EO(i)
write (4 ,%) z(i),csxdexp(—Phi(i)),csxdexp(Phi(i))

end do

close (unit = 1
close (unit = 2
close (unit = 3
close (unit = 4

end program
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