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Resumo

Quais poligonos regulares sao construtiveis? Este problema foi solucionado pelo matematico
Carl Friederich Gauss, ao apresentar um critério geral de construtibilidade dos poligonos
regulares. Neste trabalho vamos apresentar uma sequéncia de resultados que ird nos
proporcionar um bom entendimento sobre o estudo que esta por tras deste problema cujo o
enunciado é tao simples. Sendo assim, este trabalho se inicia com uma introducao, na qual
¢é apresentado uma abordagem histérica, a motivacao e o objetivo que se pretende alcancar
ao fim deste trabalho. No segundo capitulo sao apresentados alguns conceitos basicos de
construgoes geométricas. No terceiro capitulo apresentamos uma ampliacao dos conceitos
de construgoes geométricas para os numeros construtiveis. Em seguida, no quarto e quinto
capitulo iniciamos o estudo sobre polinomios e extensoes de corpos, em que apresentamos
alguns resultados que serao essenciais para o entendimento dos principais resultados deste
trabalho. Por fim, no sexto e tltimo capitulo, apresentamos resultados que respondem a

pergunta em questao: Quais poligonos regulares sao construtiveis?

Palavras-chave: Construcoes Geométricas; Régua e compasso; Poligonos construtiveis.






Abstract

Which regular polygons are constructible? This problem was solved by the mathematician
Carl Friederich Gauss, when he presented a general criterion for the constructibility of
regular polygons. In this paper we will present a sequence of results that will provide
a good understanding of the study behind this problem whose statement is so simple.
Therefore, this paper begins with an introduction, which presents a historical approach,
the motivation and the objective that is intended to achieve at the end of this work.
In the second chapter some basic concepts of geometric constructions are presented. In
the third chapter we present an enlargement of the concepts of geometric constructions
to constructible numbers. Then, in the fourth and fifth chapter we begin the study of
polynomials and corps extensions, in which we present some results that will be essential
for the understanding of the main results of this paper. Finally, in the sixth and last
chapter, we present results that answer the question at hand: Which regular polygons are

constructible?

Keywords: Geometric Constructions; Ruler and Compass; Constructables Polygons.
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1 Introducao

Os problemas de construcao geométrica sempre foram assuntos de grandes interesses
da geometria, estes desafiam o raciocinio e exigem um bom conhecimento dos teoremas de
geometria. Na Grécia antiga, ber¢o das origens da geometria como ciéncia dedutiva, os
matematicos davam solugdes para problemas algébricos, transformando-os em problemas
geométricos cujas solugoes eram construtivas. Os Gregos eram muitos habilidosos em dar
solugdo a esses tipos de problemas. No entanto, apesar de todo conhecimento e habilidade,
haviam problemas geométricos que desafiaram, por séculos, os grandes matematicos.
Problemas estes como a duplicagao do cubo, a quadratura do circulo, a trisseccao do

angulo e, ndo menos importante, a construgao de poligonos regulares.

Dando destaque ao problema da construcao de poligonos regulares, podemos
mencionar um grande estudioso que obteve importantes descobertas na matemaética, na
qual uma delas é o estudo sobre a solubilidade deste problema. Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855), matemaético, astronomo e fisico alemao, manifestou aptidao pela matematica
desde cedo. H4 um relato do inicio da trajetoria escolar de Gauss, em que um de seus
professores pediu que os alunos somassem todos os numeros de 1 a 100, em pouco
tempo Gauss apresentou a resposta correta. Certamente, o matematico obteve a soma da

M. Pouco

progressao aritmética 1 + 2+ 3 +4 + ... + 99 + 100 através da féormula
antes de completar 19 anos, Gauss realizou uma descoberta brilhante sobre a construcao
de poligonos regulares. Até este momento se sabia construir, com régua e compasso, o
triangulo equilatero, o quadrado, o pentagono e os demais poligonos com niimero de lados
multiplo de 3, 4 e 5, mas nenhum outro poligono com niimero de lados primo. No entanto,
Gauss mostrou que um poligono regular de n lados, é construtivel se e somente se, n for

da forma n =2%-p; - ps - ps - ... - pr, na qual cada p; é um primo de Fermat.

Portanto, neste trabalho apresentaremos uma sequéncia légica que tém como
objetivo classificar os poligonos regulares que sao construtiveis por meio da régua nao
graduada e o compasso. Através desta sequéncia logica é possivel observar que ha uma
ponte que associa as teorias da dlgebra abstrata com a geometria, tornando assim mais
palpavel alguns resultados que sao estudados na area da algebra. Nosso trabalho expoe
resultados e conceitos do mais basico ao mais complexo, que encadeados proporcionara ao

leitor um satisfatério entendimento sobre o tema proposto.
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2 Construcoes Geométricas Basicas

Problemas de construgoes geométricas sao estudados desde a Grécia antiga e
ainda hoje causa grande fascinio, ndo somente aos mateméticos como também a diversos
estudiosos do assunto. Neste capitulo iremos expor e realizar o passo a passo de algumas
construgoes geométricas bésicas, utilizando régua (ndo graduada) e compasso. O objetivo
principal ¢ introduzir o conceito de construcoes geométricas de um modo geral, com o

intuito de facilitar a compreensao dos conceitos que aparecerao a posteriori.

2.1 Retas Paralelas

Duas ou mais retas se dizem paralelas quando estao contidas no mesmo plano e se

a intersecao entre elas é o conjunto vazio, isto é, elas nao possuem um ponto em comum.

Teorema 1 (Construgao de retas paralelas). Dados uma reta v e um ponto P exterior a

essa reta r, construir, passando por P uma reta s paralela a reta r .
A seguir os passos para essa construcao:

« Fixando a ponta seca do compasso em P, tracamos uma circunferéncia com o centro
em P e com raio suficientemente grande, de forma que haja a intersecao desta
circunferéncia com a reta r, determinando assim dois pontos sobre r. Escolhemos
um destes pontos e o denominamos por A. A circunferéncia formada, denominamos

por a.

o Com a ponta seca do compasso em A tragamos outra circunferéncia (de mesmo
raio que a circunferéncia «). Observe que esta circunferéncia determina na reta r
outros dois pontos, escolhemos um e o denominamos por B. A nova circunferéncia

denominamos por .

« Novamente, com a ponta seca do compasso em B, tracamos outra circunferéncia (de
mesmo raio que as circunferéncias « e [3), esta nova circunferéncia denominamos por
A. O ponto de intersecdo da circunferéncia a e A\, que se encontra fora da reta r,

denominamos por Q.

« Tracamos a reta passando pelos pontos P e () assim, esta é paralela a reta r.
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Figura 1 — Retas Paralelas

Fonte: Compilado pelo autor

Demonstragdo. Considere o quadrilatero PAB(Q). Por construgao temos que os segmentos
de reta AB, BQ, QP e PA sao congruentes e, PAB(Q possui dois angulos agudos e dois
angulos obtusos. Logo, PAB(Q ¢é um losango. Sabemos que o losango ¢ classificado como

um paralelogramo, isto é, seus lados sao paralelos. Como desejavamos. ]

2.2 Retas Perpendiculares

Duas retas sao perpendiculares quando ao se interceptarem em um ponto formam

um angulo de 90 graus.

Dados uma reta v e um ponto P exterior a essa reta, construir uma reta s perpen-
dicular a reta r, passando pelo ponto P.

A seguir exibiremos os passos para essa construcao:

« Com a ponta seca do compasso em P tracamos uma circunferéncia de centro P
determinando dois pontos na reta r, denominamos estes pontos por A e B respecti-

vamente.

o Sem perda de generalidade, com o centro em A tragamos uma circunferéncia passando

pelo ponto B.

e E, com o centro em B tracamos outra circunferéncia de mesmo raio que a circunfe-

réncia anterior, isto é, uma circunferéncia passando pelo ponto A.

« Observe que a intersecao entre as duas ultimas circunferéncias tracadas determinou
dois pontos. Sem perda de generalidade, escolhemos o ponto que se encontra no
semi-plano oposto ao semi-plano que contém o ponto P, este ponto de intersecao

denominamos por Q).

o A reta que passa pelos pontos P e (Q é a reta perpendicular a reta r.
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..............

Figura 2 — Retas Perpendiculares

Fonte: Compilado pelo autor

Demonstracio. Temos que os tridangulos PAQ e PB( sao congruentes, pelo caso LLL,
pois PA = PB, QA = QB e P(Q é lado comum aos dois tridngulos. Dessa forma, os
angulos APQ e QPB sao iguais. Por outro lado podemos observar que por construcao,
o tridngulo APB é isésceles e como dito anteriormente AﬁQ = Qf)B , isto é, a reta que
passa por P(Q) é a bissetriz do angulo APB. Por propriedades do triangulo is6sceles, temos
que a bissetriz, a mediatriz e a altura sao iguais. Logo, PQ ¢ a altura do tridngulo AP B,

isto é, PQ) é perpendicular a reta r. Como desejavamos. O

2.3  Mediatriz

A mediatriz de um segmento é a reta que intercepta perpendicularmente no ponto

médio do segmento dado.

Dado AB um segmento de reta qualquer, construiremos sua mediatriz.

Construgao:

« Com a ponta seca do compasso em A tragamos uma circunferéncia de raio maior

que —— e menor que AB.

« Novamente com o centro em B tragamos outra circunferéncia com raio de mesma

medida que a circunferéncia anterior.

o A intersecao destas duas circunferéncias determina dois pontos, estes denominamos
por Pe Q.

o Temos que a reta que passa pelos pontos P e (), é a mediatriz do segmento AB.
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Figura 3 — Mediatriz de um segmento

Fonte: Compilado pelo autor

Demonstracio. Observe que temos o quadrilatero APB( com dois angulos obtusos e
dois dngulos agudos e ainda, temos que AP = PB = BQ = QA, isto é, APB(Q é um
losango. O losango é classificado como um paralelogramo. Portanto, pelas propriedades de
paralelogramo temos que, suas diagonais sao perpendiculares e se cruzam em seus pontos

médios. Como desejavamos. ]

2.4 Bissetriz

Dado um angulo qualquer, a bissetriz desse angulo é uma semi-reta que tem origem

em seu vértice e que o divide em dois angulos menores de mesma medida.

Dado AOB um angulo arbitrario, construiremos sua bissetriz.

Construcao:

o Tragamos uma circunferéncia de centro O determinando dois pontos nos lados do

angulo AOB. Estes pontos denominamos por P e Q).

o Em seguida, tracamos duas circunferéncias de mesmo raio, uma com o centro em P
e outra com o centro em (). Tracamos estas circunferéncias de maneira que ambas

determinem dois pontos ao se interceptarem.
e Um dos pontos determinados pela interse¢ao anterior denominamos por C'.

o Por fim, tracamos a semi-reta que tem origem no ponto O e que passa pelo ponto C

assim, temos que OC' é a bissetriz do angulo AOC.
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Figura 4 — Bissetriz de um angulo

Fonte: Compilado pelo autor

Demonstracao. Observe que pela construcao sao formados dois tridangulos, OPC' e OQC.
Observe também que os lados OP e O(Q) sao iguais (pois, é o raio da circunferéncia de
centro O). Temos também que os lados PC' e C'Q) sdo iguais (pois, por construgao tragamos
as circunferéncias de centros P e () com raios de mesma medida). E, por tltimo temos
que OC é um lado comum entre os triangulos OPC e OQC'. Logo, pelo caso LLL de
congruéncia temos que os tridngulos OPC' e OQC sao congruentes, com isso, temos que
seus angulos sao congruentes também, dessa maneira temos que os angulos POC e coQ

sao iguais. Como desejavamos. O

2.5 Triangulo Equilatero

Aqui realizaremos nossa primeira construgao de um poligono, o tridngulo equilétero.
Antes disso, vale a pena relembrarmos a caracteristica principal deste objeto geométrico:

um triangulo equildtero é todo triangulo que possui os trés lados congruentes.

Seja AB um segmento qualquer. Construiremos um triangulo equildtero cuja a
medida dos lados € a medida do segmento AB.

Construgao:

o Tracamos uma circunferéncia de centro em A passando pelo ponto B.
o Tracamos outra circunferéncia de centro B passando pelo ponto B.

» Observemos que estas duas circunferéncias determinara dois pontos ao se intercepta-

rem, escolhemos um destes pontos e denominamos por C'.

o Por fim, tracamos os segmentos AC' e BC'. Logo, temos o tridngulo equilatero ABC'

Demonstragdo. Basta observarmos que, por construcao, as circunferéncias de centro A e
centro B possuem raio de medida AB, logo AB = BC' = AC. O
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Figura 5 — Triangulo Equilatero

Fonte: Compilado pelo autor

Observe que podemos construir uma circunferéncia de forma que o tridngulo ABC
esteja inscrito nela. Para isso, tracamos as alturas do triangulo referentes aos seus respetivos
lados. Estas retas irao determinar o ponto central deste tridngulo, mais conhecimento
como o ortocentro, denominamos este ponto por O. Logo, tracamos uma circunferéncia de
centro O e passando por um dos vértices do tridngulo ABC'. Assim, teremos o tridngulo

ABC inscrito numa circunferéncia.

2.6 Quadrado

Seja AB um segmento qualquer. Construiremos um quadrado cuja sua diagonal
tem medida AB.

Construcao:

o Tracamos a mediatriz do segmento AB.

o Marcamos o ponto determinado pela intersecdo da mediatriz com o segmento AB.

Denominamos este ponto por C.
o Com o centro em C' e passando pelos pontos A e B, tracamos uma circunferéncia.

o Marcamos os pontos determinados pela intersecao desta circunferéncia com a media-

triz do segmento AB. Denominamos estes pontos por D e F.

o Tracamos os segmentos AE, EB, BD e DA. Logo, AEBD é o quadrado inscrito na

circunferéncia de diametro AB.
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Figura 6 — Quadrado de diagonal AB

Fonte: Compilado pelo autor

Demonstracao. Podemos observar que os triangulos AOB, OBC, DBO e ADO sao con-
gruentes pelo caso lado, dngulo, lado (LAL). Desta forma, os lados AC, CB, BD e DA
sao iguais. Podemos observar também que, o angulo ACB ¢ reto, pois é a metade do
angulo central AOB = 180°. Pensamento analogo para os angulos BAD, ADB e DBA.

Portanto, ADBC' é um quadrado inscrito numa circunferéncia de didmetro AB. O

Nos exemplos acima podemos observar que a partir de pontos determinados fomos
capazes de construir novos elementos tais como pontos, retas e circunferéncias, utilizando

somente a régua nao graduada e o compasso.

Inspirado nessa ideia definimos, no proximo capitulo, o que entendemos por construir

com régua e compasso.
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3 Numeros Construtiveis

Este capitulo se inicia com a definicdo de nimeros construtiveis e a demonstragao
de algumas propriedades que sao satisfeitas por esses nimeros. Veremos que o conjunto
dos numeros construtiveis é um subconjunto dos reais que contem os racionais. Ainda

neste capitulo estabelecemos a relagao entre niimeros e pontos construtiveis do plano.

3.1 Ndmero real construtivel

Dizemos que um ntmero real a é construtivel se, tendo uma unidade prefixada, é
possivel construir segmentos de medida |a| utilizando apenas os instrumentos euclidianos,

isto é, a régua nao graduada e o compasso.
A proposicao a seguir fornece algumas propriedades das quais gozam os nimeros

construtiveis.

Proposicao 1. Seja Cr o conjunto dos nimeros construtiveis. Dados a,b € Cgr, com

b# 0, temos que:

1.a+b€CR;
2. a—0be Cg;
3. a-be Cr e

a
4. = € Cg.
b
Para demonstracao dos quatro itens a seguir, vamos considerar os pontos A e B
previamente construidos, a reta r construtivel que passa por estes pontos e, assumimos a

medida do segmento AB igual a 1.

Demonstracao. 1. Sea,be Cr entdao a + b € Cg.

Sejam C' e D pontos sobre o segmento AB, de modo que AC' = a e AD = b.
Sem perda de generalidade consideremos 0 < b < a, vide figura 7. Tragamos uma
circunferéncia com centro em C' com raio de medida AD = b. Observe que esta,

determina em r dois pontos, denominamos estes pontos por E e F. Agora veja que,

AD = FEC =CF =be, desta forma AF = AC+CF =a+0.
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Capitulo 3. Numeros Construtiveis

Figura 7 — Propriedade 1

Fonte: Compilado pelo autor

2. Sea,be Cr entaoa—b € Cr

Essa demonstracao segue o mesmo raciocinio da demonstragao anterior. Desta

maneira, analisando a figura anterior, temos que AC' — EC' =a—b= AE .

. Sea,be Cgentao a-b e Cg

Sendo os segmentos AC' = a e AD = b, consideremos um ponto P exterior a reta r.
Tragamos a reta que passa pelos pontos A e P e em seguida, construamos o tridngulo
APB. Passando por C' tracamos uma reta paralela a reta que passa pelos pontos P
e B. Seja P’ o ponto determinado pela intersecao desta com a reta que passa pelos

pontos A e P. Observemos que os tridngulos, APB e AP'C sao semelhantes, logo,

temos que:
AP AB
a) = —
AP AC

Analogamente, construamos o triangulo APD e, passando por P’ tracamos uma reta
paralela ao segmento PD. O ponto determinado pela intersecao desta reta paralela
com a reta r, denominamos por E. Novamente, observemos que os triangulos APD

e AP'E sao semelhantes, desta forma temos que:

AP AD
Y AP T AE
Por (1) e (2), temos que:
AB  AD
AC — AE

Como AB =1, AC =a e AD = b, concluimos que,

1 b
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Figura 8 — Propriedade 3

Fonte: Compilado pelo autor

1
4. Sea € Cr e a#0, entao — € Cg
a

Neste item, vamos precisar analisar dois possiveis casos, isto é, analisar quando

a>1e0<a< 1. Primeiramente, consideremos a > 1.

Seja C' um ponto sobre a reta r tal que AC =a > 1= AB. Agora, com a ponta
seca do ponta seca do compasso centrado em A, tracamos uma circunferéncia de raio AC.
De modo anélogo, com o centro em C, tragamos uma circunferéncia de raio AC. Observe
que estas circunferéncias se interceptam em dois pontos. Tracemos a reta que passa por
estes pontos. Veja que ela interceptard a reta r em um ponto. Denominemos este ponto por

a
M. Note que o ponto M é o ponto médio do segmento AC. Sendo assim, AM = 3 Com

. a . a
a ponta seca do compasso fixada em M, tracamos uma circunferéncia de raio AM = —.

Observemos que esta circunferéncia interceptara a reta r nos pontos A e C, ambos ja
construidos. Agora, com o centro em A e raio AB = 1, construamos outra circunferéncia.
Observemos que esta nova circunferéncia interceptara a primeira circunferéncia em dois
pontos, escolnemos uma destas intersegoes e denominamos por P. Feito isso, tracamos
uma reta perpendicular a r passando por P, denominamos por ) o ponto de intersecao

desta com a reta r. Logo, afirmamos que o segmento AQ) tem medida igual a —.
a

Note que, como AC' é didametro da circunferéncia centrada em M, assim segue que
APC é o arco capaz do angulo reto (90°), dessa forma APC = 90°. Para mais detalhes

sobre este assunto, consultar o capitulo 7.

Dessa forma, é possivel mostrar que os tridngulos APQ e APC' sao semelhantes. E

E pela semelhanca de triangulos temos a seguinte relagao:

AP AC )
10 = ap & AP =AQ 4C

1
como AP =1 e AC = a, temos que AQ) = —.
a

Agora consideremos a € Cg tal que 0 < a < 1, dessa forma, tome n € N de modo

que an > 1. Assim, como mostramos que se a for maior do que 1 é possivel construir o
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inverso dele, entao basta realizar o pensamento analogo para a construgao de an quando
0 < a < 1. Com isso, mostramos que se a é construtivel entdao seu inverso também ¢é, como

desejavamos. ]

Figura 9 — Propriedade 4

Fonte: Compilado pelo autor

1
Agora, como mostramos que se b € Cr segue que i € Cgr na qual, b # 0. E além
disso, o produto de niimeros construtiveis resulta em um nimero construtivel, concluimos
1

a
entao que se a,b € Cg entao ;=03 € Ck.

Observagao 1. Sabemos que o conjunto dos nimeros racionais (Q) é fechado para as
operagoes de soma e produto e além disso, possui os elementos inversos multiplicativos.
Porém observe que a partir da proposicao anterior, mostramos que para quaisquer nimeros
construtiveis, a soma, o produto e o inverso de tais numeros também serao niumeros
construtiveis. Dessa forma, como todo nimero racional (Q) pode ser escrito na forma %,

concluimos que todo numero racional é construtivel, isto é, temos que Q C Ckg.

Proposicao 2. Se a > 0 tal que a € Cg, entdo v/a € Cg.

Demonstragio. Consideremos sobre a reta r os pontos O, I, M e A de modo que O =1,

IA:anM:M

M, tragamos a circunferéncia de centro M e raio OM. Esta interceptara a reta r nos

, vide figura 10. Com a ponta seca do compasso centrada em

pontos O e A, ja construidos. Passando pelo ponto I, tragamos uma reta perpendicular
a r. Esta interceptara a circunferéncia em dois pontos, denominamos um destes por P.
Agora, tracamos uma circunferéncia de centro I e raio PI, esta interceptara a reta r em

dois pontos, denominamos um destes por P’. Logo, afirmamos que Pl = P'I = \/a.

Temos que qualquer triangulo inscrito em uma semi-circunferéncia, é retangulo.

Dessa forma, PI é altura do triangulo OPA em relagao a hipotenusa OA. Segundo as
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relagoes métricas do tridngulo retdngulo, temos que a altura (relativa a hipotenusa) ao

quadrado ¢é igual ao produto das projecoes dos catetos. Logo,

PI?=0I - JA= PI?=1-a= PI = .

Figura 10 — Construcao de v/a

Fonte: Compilado pelo autor

3.1.1 Pontos Construtiveis no Plano R?.

Para melhor tratarmos sobre problemas de construgao geométrica, precisamos saber
quais construgoes sao permitidas utilizando apenas a régua nao graduada e o compasso.
Utilizando-se apenas esses instrumentos para as construgoes de novos elementos, devemos
partir inicialmente de um conjunto P C R? que contenha pelo menos dois pontos. Sejam P,
e P; pontos quaisquer pertencentes ao conjunto P. Assim, as operacoes permitidas sobre

estes elementos sao as seguintes:
o Tracar uma reta que passa por F; e P;.

« Tracar uma circunferéncia com centro em P; e passando por P;.

 Se inicialmente sao dados certos pontos P; e P;, é possivel construir outros pontos
a partir de uma sequéncia de intersegoes entre retas, retas e circunferéncias e

circunferéncias, que ja foram tracadas anteriormente.

Essas operacoes serao chamadas de operagoes elementares em P.
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De um modo geral podemos dizer que a partir de pelo ao menos dois pontos
pertencentes a P, pode-se construir, através das operagoes elementares, novos pontos e,
a partir destes pontos construir novas retas e circunferéncias. Com isso, os elementos

construtiveis sdo os pontos, as retas e as circunferéncias.

Definicdo 1. Dizemos que um ponto P(a,b) € R* é construtivel a partir de um dado

conjunto P, se puder se obtido por um niumero finito de operacoes elementares em IP.

Denotaremos por < [P > o subconjunto dos pontos P(a, b) € R? que sio construtiveis

a partir de P.

Observemos que todo ponto construtivel de R? se encontra em um subconjunto

que podemos determinar da seguinte forma:

Considere o subconjunto do plano dado por Py = {O(0,0),U(1,0)}. Seja r a reta
que passa pelos pontos O e U. Tracamos a circunferéncia 7; de centro O e que passa pelo
ponto U. Analogamente, tragamos a circunferéncia w5 de centro U e que passa pelo ponto
O. Observemos que por operagoes elementares obtemos os pontos Ay, As, Az e Ay, como
mostra a figura 11. Tracando a reta O, perpendicular a r passando por O, obtemos um

sistema ortogonal de coordenadas, sendo r o eixo das abscissas. Neste sistema, temos que

Al(—1,0),A2(2,0),A3<;,\f) o A4(;_¢2§>

(s
Q

Figura 11 — Pontos contrutiveis

Fonte: Compilado pelo autor

Assim, < Py >= {0, U, Ay, A, A3 e Ay} é o subconjunto dos pontos do plano que

sao construtiveis a partir de P.
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Denotando este subconjunto por Py, ou seja, Py =< Py >, podemos construir outro
subconjunto dos pontos do plano que sao construtiveis a partir de P;. Continuando este
processo, obtemos a sequéncia {P; =< Py >, Py =< Py >,...,P,1 =<P, > ...,¥n € N}
de modo que,

PocP,CPyC..CP,CP,., CR.

o
Denotando por P,, a uniao de todos esses subconjuntos acima, ou seja, Py, = U P,,
n=0

vemos que P, é um subconjunto infinito do plano, apesar de cada P,, ser um subconJTunto
finito do plano. Desde que P; C P; Vj < ¢ € N tem-se que < P, >= P, e observe que

todo ponto P(a,b) de coordenadas racionais, pertence ao conjunto Pe.

Dessa forma podemos caracterizar os elementos construtiveis da seguinte maneira:
Definicao 2. 1. Um ponto P(a,b) do plano é dito construtivel se P € P, ;

2. Uma reta é construtivel, se pelo ao menos dois de seus pontos pertencem a Po,. E
uma circunferéncia € construtivel, se seu centro e um de seus pontos pertencem a
Poo;

3. Um nimero real a diz-se construtivel se P(a,0) € P,.

A proposigao a seguir mostra que o conhecimento dos ntimeros construtiveis é

suficiente para determinar os pontos construtiveis.

Proposi¢ao 3. Um ponto P(a,b) do plano é construtivel se e somente se, suas coordenadas

a,b € R sao nimeros construtiveis, ou seja, A(a,0) € Py, e B(b,0) € Py..

Demonstrag¢io. (=) Suponhamos que o ponto P(a,b) € P,. Entao tragamos por este
ponto uma reta s perpendicular ao eixo das abscissas e uma reta r perpendicular ao
eixo das ordenadas, através do tépico 2.2 vimos que tais construgoes sao possiveis. As
intersecgOes dessas retas com os eixos coordenados nos fornece os pontos A(a,0) e By(0,b),
veja Figura 12. Com o compasso centrado na origem do sistema, tragamos um circulo de
raio |b|. Este circulo encontra o eixo das abscissas no ponto B(b,0). Portanto, B(b,0) € Py

e de modo similar, A(a,0) € P.

(<) Reciprocamente, suponhamos que a e b sejam ntmeros construtiveis, isto é,
A(a,0) € Py e B(b,0) € Py. Com a ponta seca o compasso centrado na origem, tracamos
o circulo de raio |b|. Esse circulo determina sobre o eixo das ordenadas o ponto By(0,b).
A reta passando por By(0,b), perpendicular ao eixo das ordenadas, intersecta a reta
que passa por A(a,0), perpendicular ao eixo das abscissas, no ponto P(a,b). Portanto,

P(a,b) € Po. O



34 Capitulo 3. Numeros Construtiveis

Figura 12 — Ponto construtivel

Fonte: Compilado pelo autor

A partir destes conceitos, foi possivel obtermos uma ideia de quais objetos geomé-
tricos sao construtiveis e como podemos construi-los. No capitulo posterior comegaremos
a estudar alguns conceitos ,que nos darao base para compreender como ¢é a estrutura do

conjunto dos nimeros construtiveis (Cg).
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4 Polinomios

Neste capitulo exibiremos alguns resultados mais técnicos cujo objetivo é fornecer
ferramentas necessarias para a compreensao do resultado principal desta monografia que
consiste na caracterizacao dos poligonos que sao construtiveis por régua e compasso. Desta

forma, alguns detalhes de provas mais robustas serao omitidos.

4.1 Anéis

Seja A um conjunto nao vazio onde esteja definido duas operagoes, soma e produto,
na qual denotaremos por (+) e (+), respectivamente. Essas operagoes sao definidas da

seguinte forma:

+:AxA— A
(a,b) = a+b

¢,

T AXA—= A
(a,b) = a-b

Dado um conjunto A e elementos a, b, ¢ pertencentes a A, nos interessamos pelas seguintes

propriedades:

Al) (a+0b)+c=a+ (b+c) - Associatividade em relagio a soma;
A2) 30 € A tal que a+ 0 =0+ a - Elemento neutro da soma;
A3) a+b=0b+a- Comutatividade em relagio a soma;

A4) Va € A existe um tinico elemento b € A da forma b = —a, tal que, a +b=b+a =0

- Existéncia do inverso aditivo;
M1) (a-b)-c=a-(b-c)- Associatividade em relagio ao produto;
M2) a-b=b-a- Comutatividade em relagio ao produto;
M3) 1€ Atalquea-1=1-a=a,Ya € A - Elemento neutro do produto;
D1) (a+b)-c=a-c+b-c;a-(b+c)=a-b+a-c- Distributividade em relagio a soma;
D2) a-b=-a=0oub=0- Sem divisores de zero;

D3) Va € Acom a # 0,3 b € A, tal que, a-b =1b-a =1 - Existéncia do inverso

multiplicativo.
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A partir destas propriedades e utilizando (A, +, ) como notagao para o conjunto

cujo as operagodes soma e produto estao bem definidas. Temos que,

1. Se (A,+,-) satisfaz as propriedades Ay, Ay, A3, Ay, My e Dy, entdo dizemos que
(A, +,-) é um anel.

2. Se (A, +,-) satisfaz as propriedades citadas anteriormente e Ms, entdo dizemos que

(A, +,-) é um anel comutativo.

3. Se (A, +,) satisfaz as propriedades que citamos em 1) e a propriedade Ms, entao

dizemos que (A, +,-) é um anel com unidade.

4. Se (A, +,-) satisfaz as 9 primeiras propriedades, ou seja, de A;...Ds, entao dizemos

que (A, +,+) é um dominio de integridade.

A definicdo que mais nos interessa é:

Defini¢ao 3 (Corpo). Um corpo é dominio de integridade (A, +,-) que satifaz a condigio
Ds.

Definigao 4 (Subcorpo). Seja (A, +,-) um corpo e B um subconjunto ndio vazio de A. Se

B for corpo com as operagoes de A, isto é, (B,+,-), dizemos que B é subcorpo de A.

Proposicao 4. Seja (A, +,-) um anel e seja B um subconjunto de A. Entao, B é um

subcorpo de A se e somente se as sequintes condicoes sao verificadas:

1. 0 € B (o elemento neutro de A pertence a B)
2. x,y € B=x—y € B (B € fechado para a diferenca)

3. x,y€ B=x-y € B (B ¢ fechado para o produto)

Demonstragio. (=) Se B é subcorpo, entdo temos pela definigdo 4 que os itens 1, 2 e 3
sao satisfeitos.

(<) Agora, precisamos mostrar que B é subcorpo de A, isto é, B é nao vazio, é fechado
para a soma e para o produto.

Assim, observe que o elemento neutro 0, em relacao a soma, de B é o mesmo elemento
neutro 0 de A, pois 0' = b+ (—b) = 0.

Suponhamos que B C A e que as os itens 1, 2 e 3 sao satisfeitos. Dessa forma, por 1 segue

que B # & e novamente, por 1 e 2 temos: se
yeB=-y=0-yenB (4.1)

Contudo, por 2 e por 4.1, temos que se z,y € B entdao z +y =z — (—y) € B, isto é, B é

fechado para a soma. E por 3, B é fechado para o produto. O
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Exemplo 1. Sao exzemplos de corpos os sequintes conjuntos Q,R, C, Z, com p > 2 primo

e Qv/p] ={a+byp :a,beQ,p primo}.

Teorema 2. Cg = {a € R: « é construtivel } é um subcorpo de R contendo Q.

Demonstragdo. Precisamos mostrar duas coisas, primeiro que Q C Cg e segundo que Cgr
¢é subcorpo de R.

Observe que pela proposicao 1 do capitulo anterior, concluimos na observacao 1 que
Q C Ck. Portanto a primeira parte da demonstracao esté feita.

Agora, para mostrar que Cr é subcorpo de R, precisamos mostrar que pela proposicao 4

que sao validas as seguintes propriedades:

1. 0 € Cg;
2. Oé,BECR@ﬁ—OéECR;

3. a,0 € Cr= f-a€CCk.

Seja o um nimero construtivel, assim temos que 0 = o — «, logo 0 € Cg e o item 1 esta
provado. Agora, observe que os itens 2 e 3 foram demonstrados na Proposicao 1 do capitulo

anterior. Dessa maneira, temos que Cg é subcorpo de R. O

Definicao 5. Seja K um corpo qualquer, chamamos de um polinomio sobre K em uma
indeterminada x a expressao p(x) = ag + a1 + ... + a,x” + ..., onde a; € K,Vi € N e

dm € N tal que a; =0 Vj > m.
A partir desta definicdo podemos ressaltar algumas observacoes sobre polindmios:

« Dizemos que dois polindmios, p(x) = ag + a1z + ... + a,z" + ... e ¢(x) = by + byx +

v + bpx™ 4+ ... em K sdo iguais se e somente se, a; = b;, Vi € N.
« Dizemos que o polindémio p(x) é identicamente nulo se e somente se a; = 0 Vi € N,

e Se a € K, consideremos o polindémio p(x) = a tal que, a = ag e a; = 0 Vi > 1, entdo

chamamos p(z) de polinémio constante a.

e Se p(x) = ap + ax + ... + a,2" + ... é um polinémio tal que a,, # 0 e a; = 0
Vj > n, dizemos que n é o grau do polindémio p(z) e nesse caso, escrevemos p(z) =

ap+ a1 + ... + a,x" e o grau de p(z) denotamos por dp(z) = n.

Podemos observar que o grau do polinémio nulo nao esta definido, e 9 pode ser
interpretado como uma fungao do conjunto de todos os polinémios em (K [z]) ndo nulos

para o conjunto N. Isto é:
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9: K[z] — {0} - N
p(z) — Op(z)

Denotaremos por K[x] o conjunto de todos os polinémios, sobre K em uma

indeterminada z. Agora, iremos definir as operagoes, soma e produto no conjunto Kz].

Definigao 6. Sejam p(z) = ag + a1z + ... + a,z" + ... e q(x) = by + byx + ... + bpx™ + ...
polinémios do conjunto K|x].
As operagoes de soma e de produto de polinémios € definido por:
+:p(z) +q(x) = co+ 1+ ...+’ + ..., onde ¢; = (a; + b;) € K, Vi € N.
e
cop(z) - qx) =co+ ez + .+t + ., com ey € K, Vk € N dado por:
k

Co = aobo, C1 = a0b1 + albo, Cy = aobg + Clel + agbo, ey Cp = Zajbk—j-
j=0

Desta forma temos que as operacoes de soma e produto estao bem definidas sobre o
conjunto K[x]. Observemos que se identificarmos os elementos a € K como os polindémios

p(z) = a € K[z] podemos pensar em K[z] contendo o corpo K.

Como dito anteriormente, o grau (9) de um polinémio pode ser interpretado como

uma funcao, e esta possui as seguintes propriedades:

1. d(p(x)+q(x)) < méx {dp(x), Dq(x)}, quaisquer que sejam os polindmios p(z), ¢(x) €
K[z], na qual, p(z) + q(z) # 0.

2. (p(z) - q(x)) = Ip(z) + 0q(z), quaisquer que sejam os polinémios nao nulos.

Suponhamos que um polindémio p(x) # 0 possui um elemento inverso multiplicativo
em K|[z], entdo existe q(z) € K[z] — {0} tal que p(z) - g(x) = 1. Pela Propriedade 2 acima
segue que p(x) = a # 0 (polindémio constante). De fato, como p(x) # 0, suponhamos que
Jp(x) = n, assim pela Propriedade 2, temos que d(p(z) - q(x)) = Op(x) + dq(x) = 1. Porém,
como p(z), ¢(x) sao nao nulos e d(p(z) - ¢(z)) = Ip(x) + dg(x) = 1, segue que p(z) é o

polinémio constante.

4.2 Algoritmo da divisao

Teorema 3. (Algoritmo da divisao): Sejam f(x),g(x) € K[z] e g(x) # 0. Entdo existem

unicos q(z),r(x) € K[x] tais que:

f(@) = g(x) - q(x) + r(x),
em que r(z) =0 ou Jr(x) < dg(x)
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Demonstracao. Sejam
f(x) =a,z™ + ... + a1z + ag

g(x) = bpx™ + ... + bz + by
Primeiro, iremos provar que existem polindémios ¢(z) e r(z) € K|[z] tais que é valida
a expressao referida no enunciado do teorema.

Antes disso, observemos que se f(x) = 0, isto é, o polindmio nulo, basta tomarmos

b b ) b
q(z) = r(x) = 0, e assim estd provada a existéncia destes polinomios. Desta forma,
assumimos f(z) nao nulo com df(x) = n e, prosseguiremos a demonstragao por indugao

sobre df(x) =
Assim, se df(z) = n < m = 0Jg(z), basta tomarmos ¢(x) = 0 e r(z) = f(x)

e novamente, a existéncia de tais polindmios esta provada. Por estes fatos, assumimos

df(x) =n>m = 9Jg(z).

Seja fi(x) o polindmio definido da seguinte forma:

f(@) = anby "™ - g(x) + fi(2) (4.2)

Notemos que o df;(z) < df(x), pois da equagdo 4.2 temos:

filz) = flz) = apby'a"™™ - g(x)
= f(x) —apb, 2™ (bpa™ + by ™+ L+ by + by)
= f(
(ana"™ 4+ ap 12" 4 o A a1+ ag) — (At 4 apbm_1b, 2" 4 L+ anbeb, ™)
(An_1 + pbp 102"+ 4 ag

T) — (A" + apbm_ 16, 2" + .+ a,bob, t ")

Ou seja, df1(x) =n—1<n=0f(x).

Observacao 2. A hipdtese de inducio €, qualquer polinomio cujo o seu grau € menor que

Of(x) = n, pode ser escrito na forma que fora enunciada no teorema.

Assim, se n = 0 e n > m temos automaticamente que m = 0. Portanto os
polinémios f e g sdo da forma f(z) = ap # 0 e g(z) = by # 0, isto é, constantes. Dessa
maneira, podemos escrever o polinémio f como f(x) = aghy’ - g(x). A partir dai, basta
tomarmos os polinémios ¢(z),r(z) € K[z] como sendo q(x) = aghy " e r(x) = 0 e assim, a

hipdtese de indugao ¢é valida.
Vimos anteriormente que fi(z) é definido da seguinte forma:

filz) = f(2) = anby 2" ™ - g(a). (4.3)

na qual df;(x) =n—1<n=0f(x).
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Desta forma, como Jf;(xz) = n — 1, temos por hipdtese de indugao que existem
polinémios ¢, (x),r1(z) € K|z] tais que

fi(x) = q(x) - g(x) + (). (4.4)
Logo, pelas equagoes 4.3 e 4.4 temos:
f(x) = anby, 2" - g(z) = i) - g(w) + ()
f(@) = lanby, 2" + qu(@)] - g(x) + r1(2).
E deste modo, tomando q(z) = a,b,'a"™ + q(z) e r(z) = ri(x), provamos a

existéncia dos polindémios ¢(z) e r(z) tais que f(z) = q(x) - g(z) + r(x), onde r(x) = 0 ou

or(x) < dg(z).
Agora, mostraremos a unicidade dos polinomios ¢(z) e r(z).

Suponhamos que existam q;(z), ¢2(x), r1(z), ro(z) € K[x] tais que:

f(@) = qu(x) - g(x) + ri(2) = ga(2) - g() + 72() (4.5)
na qual, r;(z) =0 ou 9r; < dg(z),i =1,2.
Assim temos:

[01(2) — q2()] - g(x) = 7o) — 71(2). (4.6)

Por um lado, se ¢;(z) # ¢2(x) temos que o grau do polindmio a esquerda da
igualdade acima é maior ou igual a m = Jg(z). Por outro lado, temos que o grau
do polinémio a direita desta igualdade é estritamente menor que m = dg(z), o que é
contradi¢ado. Contradi¢do vinda da suposigdo de que existem polinémios ¢;(z) e go(x)

diferentes tais que satisfazem a igualdade 4.5. Portanto, ¢;(z) = ¢2(z).

Agora, pela expressao 4.6 temos:
0=ro(x) —ri(z) = ri(z) = ro(z).
Como queriamos demonstrar. O

Proposicao 5. Seja K um corpo e seja f(x) = ag + a1x + ... + a,x"™ um polindmio nao
nulo em K/z] de grau n, entdo, o nimero de raizes de f(x) em K é no mdzximo igual a
df (x) = n.

Demonstragio. Se f(x) ndo possui raizes em K, entdo nao hé o que demonstrar.

Suponhamos que a € K seja uma raiz de f(x). Considerando g(z) = (z—«) € K|x]

temos, pelo algoritmo da divisdo, que existem ¢(x),r(x) € K[z] de modo que:

f(x) = (x = a)-q(x) +r(z)
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na qual, r(z) = 0 ou Or(x) < dg(z).

Como Jg(x) = 1, entdo r(z) = by (polindémio constante) e assim, f(z) = (z — «) -
q(z) 4+ by. Como « é raiz de f(x), temos que f(a) = 0-q(z)+by = 0, ou seja, r(x) = by = 0.
Dessa forma,
f(x) = (x — ) - q(x)
e df(z) = 0(x — ) + 9q(x), isto é, Oq(z) = Of(x) —O(x — ) =n — 1.
Agora, se f € K é uma raiz qualquer de f(z) entdo, f(8) = (8 —«a)-q(B) =0, e

como em um corpo nao ha divisores de zero segue que, ou = « ou 3 é raiz do polindémio
q(z) € K. Dessa maneira, temos que as raizes de f(z) sdo « e as raizes de ¢(z). Faremos
a prova por indugao sobre o grau de f(z), 0f(z) =n. Se n =0, isto é f(z) é polindémio
constante, entdo f(x) ndo possui raizes em K e nesse caso, nao ha o que demonstrar. Seja
n > 0 e suponhamos que todo polinémio ¢(x) em K[z| de grau menor que n possui no
maximo dq(z) = n — 1 raizes em K. Porém, como as possiveis raizes de f(x) sdo « e as

raizes do polinémio ¢(z) entdo concluimos que f(z) possui no méximo n raizes. ]

4.3 Polinomios irredutiveis

Seja K um corpo e seja K[x] o dominio dos polinémios sobre K.

Definicao 7. Um polinomio p(z) € K|z| € dito ser irredutivel, se for de grau maior ou
igual que 1 e se for dada uma fatoragao p(z) = f(z) - g(x) entao Of () ou dg(x) € igual a

0, ou seja, f(x) ou g(x) € um polinémio constante.

Como exemplo, podemos ver que o polinémio 2 4 1 é irredutivel sobre o corpo R
porém é redutivel sobre C D R, ou seja, um polindémio pode ser irredutivel sobre um corpo

K, porém pode ser redutivel sobre um corpo "maior'que contém K. (Numa extensao de
K.)

Teorema 4. (Fatoragao unica) Seja K um corpo. Entao todo polindmio f(x) € K[z]—{0}
pode ser escrito na forma f(x) = wpi(z)-....pm(z) ondew € K—{0} e p1(x), pa(x), ..., pm(x)

sao polinomios irredutiveis sobre K (nao necessariamente distintos).

Mais ainda, essa expressao € unica a menos da constante u e da ordem dos

polinémios p1(z), pa(x), ..., pm ().

Demonstragio. Sejam f(z) € K[z]—{0} e u € K —{0}. Primeiramente, queremos mostrar
que existem polindmios py(x), ..., pm(z) € K[z| irredutiveis tais que f(x) é escrito como

enunciado no teorema. Para isso, utilizaremos indugao sobre 0f(z) = n.

Observemos que, se n = 0 entao f(z) = v € K — {0}. Ainda, se n = 1, entdo

f(z) =u-pi(x), na qual u € K —{0} e pi(z) € K[z] — {0}, e temos que todo polindémio
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de grau igual a 1 sobre um corpo é irredutivel sobre este corpo. Desta forma, assumimos

Of(z) =n > 1.

Seja f(x) um polinémio qualquer de grau n. Se f(z) for irredutivel, entao a
demonstracao estd finalizada. Agora, se f(x) for redutivel, entdo f(z) pode ser escrito

como produto de polindmios g(z), h(x), tal que 1 < dg(x),0h(z) < n.

E importante observarmos que ¢(z) e h(x) nio podem ser, simultaneamente,
polinémios de grau igual a 1, pois assim teriamos que g(x) e h(x) seriam polinémios

irredutiveis sobre K e estariamos utilizando um fato que estamos querendo demonstrar.
Assim suponhamos, por hipdtese de inducao, que todo polinémio nao nulo de grau
menor que n pode ser escrito como o produto de polinémios irredutiveis. Entao, como 1
< dg(x),0h(x) < n, temos que:
g(x)=a-pi(x)- ... p(x)

na qual, a € K —{0} e p1(x), ..., p,(x) s@o polindmios irredutiveis sobre K. E analogamente,

h(z) = b pra1(2) - oo pa(2)

na qual, b € K — {0} e p,41(x), ..., pm(z) sdo polinémios irredutiveis sobre K.

Consequentemente,

fl@)=u-pi(x) ... p(x) pryr(x) - oo - pr()

na qual, u = a-b € K — {0} e p1(x),....,pm(z) € K[z] — {0} sdo polindomios
irredutiveis sobre K. Contradigao! Uma vez que supomos que f(x) ndo poderia ser escrito
como produto de polinémios irredutiveis. Portanto, concluimos que f(x) pode ser escrito

da forma desejada.
Desta forma, provamos a existéncia dos polindémios p;(z), ..., p,(x) irredutiveis tais
que
f@)=u-pi(z) ... pm()
Agora, provaremos que estes polindbmios sao 1nicos.

Para a unicidade, suponha que exista duas expressoes para f(x), ou seja

f(@) = upi(x)..pm(x) = u'py(2)..p,(x)

Como os polinémios py sdo todos irredutiveis entdo cada p; com j € {1,2,--- ,m}
divide o produto p}(z)...p,(x). Neste caso, existe algum indice i € {1,2,--- ,s} de modo
que p;(z) divide pi(z), ou seja, pi(x) = u,.p;(z). Claro que se m= 1 e p;(z) é irredutivel,

entdo s=1. Suponha o resultado valido para todo natural até m — 1. Entao
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pi(z) (2) =

up1 (). pm (@) = WPy (2)-p (@) = u= = p(2) =

WPy (@) iy (2) Di(@) Py ()0 (%) = up2(@)..pm (@) = WPy (@) (2) D (@) 1 (2).
Portanto, m — 1 = s — 1 por inducao, e segue o resultado.
m

Proposigao 6. (Gauss). Seja f(z) € Z[x] tal que f(x) € irredutivel sobre Z, entio f(x) é

irredutivel sobre Q.

Demonstra¢io. Suponhamos que f(z) seja irredutivel sobre Z mas redutivel sobre @Q, ou
seja,

f(x) = g(x) - h(z),
na qual, g(z),h(z) € Qe 1 < dg(x),h(x) < df(x).

Seja m = mmec dos denominadores dos coeficientes racionais de g(z) - h(z). Sendo

assim, é possivel encontrarmos ¢, (), hi(z) € Z[x] tais que
m- f(z) = gi(x) - b1 () (4.7)
Desta forma, consideremos:
g1(x) =ap+ a1z + ... + a,2",
na qual a; € Z,Vie{l,..,r}. E,
hi(x) = by + byx + ... + bsx®

na qual, b; € Z,V j € {1, ..., s}.

Agora suponhamos que p|m, em que p é primo. Provaremos que pla; Vi € {1,...,7}

ouplb; Vje{l,.., s}

Caso existai € {1,....,7} e j € {1,...,s} tal que p{ @; e p 1 b;, suponhamos que estes
indices sejam os menores possiveis tais que esta propriedade ¢ valida, ou seja, qualquer

coeficiente ay ou by tal que £ > i ou k > j, temos que a; ou by sera divisivel por p.
Como p|m, temos que p divide o polindémio m - f(x) = g1(z) - hi(z), isto é,

itj
Pl bk ik

k=0

Pelo fato de termos escolhido ¢ e j menores possiveis tais que p{ a; € p{ b;, temos
que p divide cada parcela da soma acima, exceto a parcela b; - a;. Porém, p divide o
polinémio m - f(z), logo p divide toda a expressdao acima, entdao necessariamente p deve

dividir cada coeficiente de %7, inclusive b; - a;.
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Como p é primo, tem-se que pla; e/ou p|b;, o que é uma contradigdo, vinda do
absurdo de supormos que existem coeficientes a; e b; sao tais que p nao divide. Portanto

pla; ou plb; se, e somente se, p é primo e pjm Vi € {1,...,7} ou Vj € {1, ..., s}.
Sem perda de generalidade, suponhamos que pla; Vi € {1,...,r}.

Desta forma, como p|g;(z) segue que gi(x) = p- go(z), na qual go(z) € Z e, como

p|lm tem-se m = p - m;. Entao por 4.7 temos,
p-mi- f(x) =p-g(x) - hi(z) = mi - f(z) = ga(@) - ().

Como o nimero de fatores primos de m ¢ finito e prosseguindo com o argumento

acima, chegaremos em:
f(@) = g«(z) - hu(2) (4.8)

na qual, g.(z), h.(x) € Z[z] e, g.(x), h.(x) sdo miltiplos racionais de g(x), h(z) respectiva-

mente, ou seja,

0.() = = - g(a)
hi(z) = 7711 - h(z).

Por (4.8), concluimos que f(x) é redutivel sobre Z, o que é uma contradicao, ja
que inicialmente supomos f(z) irredutivel sobre Z, contradi¢ao esta, vinda do absurdo de
supormos que f(z) é redutivel sobre Q. Portanto, concluimos que f(z) é irredutivel sobre

Q. Como queriamos demonstrar. O

4.3.1 Critério de Eisenstein

Agora enunciaremos um critério que verifica a irredutibilidade de um polinémio

sobre o corpo Q.

Teorema 5. Seja p(x) = ag+ a1z + ... +a,x™ um polindmio em Z. Suponhamos que exista

um inteiro primo p tal que:

1. ptay;
2. p|a0,a1,...,an,1 N
3. pQTCLo.

Entao p(z) é irredutivel sobre Q.

Demonstrag¢io. Pela proposicao anterior, vimos que basta provarmos que f(x) é irredutivel

sobre Z. Desta forma, suponhamos que f(z) é redutivel em Z, ou seja
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tais que g(x),h(z) € Z e, 1 < dg(x),0h(z) < df(x) = n.
Sejam,

g(x) =by+ bz + ...+ ba" € Z[x],0g(x) =,
h(z) =co+ 1z + ... + csa® € Zlz],0h(z) = s.
Assim, n =r + s.
Primeiro, analisaremos os termos independentes do polindémio g(zx) - h(z).

Sabemos que, by - cg = ag e pela hipétese 2 do teorema, temos que p|ag, desta forma,
plbo - co. Pelo fato de p ser primo e pela hipdtese 3, temos que p deve dividir apenas um
fator do produto by - ¢g, pois se p dividir as duas parcelas, teremos que tanto by quanto
co serao multiplos de p. Ambos sendo multiplos de p, o produto by - ¢y terd como fator
p?, 0 que torna ag sendo um miltiplo de p?, o que é um absurdo pois contradiz uma das

hipoteses do teorema.
Desta forma, vamos admitir sem perda de generalidade que plby e p t co.

Agora, analisaremos os coeficientes dos termos dominantes. Sabemos que a,, = b, +c¢;
é o coeficiente do termo 2" = 2" ** e por hipétese temos que p 1 a,, ou seja, ptb, e p1cs.
Mas vimos anteriormente que p | by. Sendo assim, seja b; o primeiro coeficiente de g(x) tal

que p 1 b;.

Observemos que os coeficientes do polindémio f(x) é da seguinte forma:
i
a; = Z bk cCi—k-
k=0

Pelo fato de termos pego ¢ como sendo o menor indice tal que p t b;, temos que
plbo, ..., bi—1. Dai, como temos que p 1 b;, pt co e como b; - ¢ é a ultima parcela do somatdrio
acima, concluimos que p t a;. Pela hipétese 1 do teorema, este fato implica que ¢ = n, o que
é um absurdo ja que, 1 <i <7 < n. Absurdo vindo da suposi¢ao de que o polinémio f(x)
é redutivel sobre Z. Desta forma, temos que f(x) é irredutivel sobre Z o que é equivalente

a f(x) ser irredutivel sobre Q. Como queriamos demonstrar. O

A seguir podemos ver alguns exemplos em que os teoremas citados anteriormente

podem ser aplicados:

Exemplo 2. Seja p(x) = 2° + 32> — 9z + 6. O Critério de Eisenstein se aplica para o

primo p = 3, pois

1. 341,
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2. 316, 3|(—9) e 3|3;

3. 3%16.

Portanto, f(z) é irredutivel sobre Q.
Exemplo 3. Seja p um ndamero primo qualquer e seja f(x) = 2™ — p um polindmio de
grau maior ou tgual a 1 sobre Q.

Neste caso, podemos observar que o proprio primo p se aplica no critério de

Fisenstein, e portanto f(x) € irredutivel sobre Q.
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5 Extensoes de Corpos

Neste capitulo tal como no anterior teremos mais resultados que nos ajudara numa
melhor compreensao dos nimeros construtiveis. Aqui abordaremos superficialmente a teoria
de extensao de corpos, que nos permitira enxergar o conjunto dos niimeros construtiveis
(Cr) como sendo uma extensao algébrica de grau igual a uma poténcia de dois (2") dos

nimeros racionais.

5.1 Extensao de Corpos

Definicao 8. Seja L um corpo. Dizemos que L é uma extensao de um corpo K se L O K

e se as operacoes de L restritas a K coincidem com as operacoes de K.

Exemplo 4. O corpo C € uma extensao do corpo R e este é uma extensdo do corpo Q.

Uma observacao a ser feita é que se um corpo L é uma extensao de um corpo K,

entao L é um espacgo vetorial sobre o K.

Definicao 9. Dizemos que L D K €é uma extensao finita se L tem dimensdo finita como
espago vetorial sobre K e definimos o grau da extensio como sendo [L : K| = dimgL. Se
L como espaco vetorial sobre K ndo possui dimensdo finita entdo dizemos que L € uma

extensao infinita.

A seguir mais um exemplo de extensao do corpo Q:

Exemplo 5. Seja L = Q[i] = {a+bi | a,b € Q}. Se olharmos para L como sendo um
espago vetorial sobre Q, temos que uma base deste espago € o conjunto B = {1,i}. Dessa

forma, temos que L é uma extensdo finita de Q, na qual o grau de tal extensio € [L : Q] = 2

Proposicao 7. Sejam K um corpo e ¢ > 0 tal que c € K e \/c ¢ K. Entdo
K[Jc:={a+bJ/c|abe K}
¢ um corpo.

Demonstragio. Seja x = a + by/c # 0. inverso de = é dado por

1 1 a—b\/E a —b
o= - ' = ——5- Ve =a+b K.
x a_|_b\/E a+b\/5 a_b\/g <a2_b2c>+<a2+b2c\/a> ap + 1\/56

As demais condigoes sao facilmente verificadas. n
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Definigdo 10. Dados o corpo K, ¢ > 0, tal que ¢ € K e \/c ¢ K, chamaremos de

extensdo quadrdtica de K o corpo

K(Je¢):={a+bJ/c]|abe K}.
A seguir um exemplo de extensdo quadratica do corpo Q:

Exemplo 6. Seja Q[v2] = {a +bvV2 | a,b € Q}. Temos que Q[vV2] é uma extensio
quadrdtica de Q, na qual B = {1,V/2} é uma base do espaco vetorial Q[v/2] sobre Q e
[Qv2]: Q] = 2.

Defini¢ao 11. Dado um corpo K, chamamos de Klz| o conjunto de todos os polindmios

na varidvel r e que possuem coeficientes em K.

Definigao 12. Seja L uma extensio de K. Dizemos que um elemento o € L € algébrico
sobre K se existe um polinomio ndo nulo p(x) € K|x] — {0} tal que p(a) =0, isto €, se «
satisfaz a uma equagdo polinomial a,x™ + ... + a1x + ag = 0 que possui coeficientes em K
nem todos nulo. Se a € L nao for algébrico sobre K, dizemos que o € transcendente sobre

K.

Defini¢ao 13 (Extensao Algébrica). Seja L uma extensao de um corpo K. Dizemos que

L € uma extensao algébrica de K se todo oo € L é algébrico sobre K.

Exemplo 7. O nimero V7 € R, é algébrico sobre Q, pois VT € raiz do polinémio
f(z) = 2* — 7 € Q[z]. No entanto, o niimero ™ néao é algébrico sobre Q, pois ndo eviste
q(z) € Q[z] tal que q(m) = 0.

Definicao 14. Seja a € L algébrico sobre K. Definimos o polinomio minimo de o sobre
K como sendo o polinomio p(x) € K[x], mdnico, ou seja, com coeficiente dominante

a, =1 e de menor grau tal que p(a) = 0.

Um fato que podemos observar é que o polindmio minimo p(z) é o tnico. Denota-

remos este polinomio por p(z) = irr(a, K).

Exemplo 8. O nimero /3 ¢é algébrico sobre Q, cujo polinémio minimo é p(x) = 2* — 3.

Sejam v € L D K e f(x) € K[z, definimos K[a] = {f(a) : f(x) € K[x]}.

Exemplo 9. Mostraremos que Q[V3] = {a +bV3 | a,b € Q}.

De fato, Q[v3] = {f(V3) : f(z) € Q[z]}. Pelo algoritmo da divisdo existem ¢(z)
e r(r) € Q[z] tais que f(x) = (2% —3) - q¢(z) + (), na qual r(x) = 0 ou 7(x) = az + b.
Observemos que, no exemplo anterior, o polindmio minimo de a = v/3 é o polindmio

p(z) = 2 — 3, ou seja, p(r) é o polindmio de menor grau em Q[z] que se anula em
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o = /3. Desta forma, como r(z) € Q[z], temos que 7(v/3) # 0 logo, r(x) = a + bx. Dai,
f(W3)=0-q(W3)+r(V3) =a+bV/3:a,be Q.

Proposicao 8. Seja L D K,« € L algébrico sobre K. Se o grau do polindmio irr(c, K)

¢ n, entao:

1. Vf(z) € Klz], f(a) pode ser expresso de modo tinico na forma f(a) = ag + aya +

ot a,10™, onde a; € K.

2. K[a] = {ap+ a1a+ ... + a,_12" ' 1 a; € K} é um subcorpo de L que contém K.
Faremos a demonstracao apenas do primeiro item desta Proposicao.

Demonstragio. Consideramos p(z) = irr(«a, K). Pelo algoritmo da divisdo, para todo

f(z) € K[x] existem q(z),r(z) € K[z] tais que,

f(@) = p(x) - q(x) + r(2)

com 7(x) =0 ou Ir(x) < dp(x) = n. Como p(z) = irr(a, K), temos que p(a) = 0 assim

pela expressao anterior,

fla)=7r(a) =ay+a1a+ ...+ a, 10"

na qual a; € K.
Agora, suponhamos que

fla) =ap+aa+ ...+ an_lan_l =by+ b+ ...+ bn—lOén_l.

n—1

Consideremos g(z) = > (a;—b;)z". Pela forma como g(z) foi definido, g(x) é um polinémio
i=0

de grau menor que n que se anula em «, logo devemos ter que g(z) é o polinémio nulo, isto

é, g(z) = 0. De fato, se g(z) for um polindémio irredutivel entao contradizemos a hipétese
de p(x) ser o polindémio minimo. Portanto g(x) =0e a; = b;,V i € {0,1,...,n — 1}, como

desejavamos.

]

Proposicao 9. Seja K um corpo e L D K uma extensdo de K. Entdo,

1. se L D K € finita entao L D K € algébrica.

2. sea € L D K € um elemento algébrico sobre K e grau de irr(a, K) € igual a n entdo

n—1

La,...;a" " éum base do espago vetorial K|a] sobre K e [K[a] : K] = n.

3. Se v é um elemento transcendente sobre K entio K|a] D K € uma extensdo infinita.
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Demonstragio. Suponhamos que L D K seja uma extensao finita, cujo grau [L : K| = n.
Seja o um elemento qualquer de L, mostraremos que « ¢ algébrico sobre K. E assim, a

extensao L D K serd algébrica.

Como [L : K] = n, temos que o conjunto {1, o, a?,...,a"} com n + 1 elementos é
linearmente dependente. Logo, existem escalares ag, ay, as, ..., a, € K nao todos nulos tais

que
aop + a1 + asa® + ... + apa™ = 0.

Observemos que a expressao acima é um polindémio pertencente a K|[z|, de coeficientes
nao todos nulos, que aplicado em « resulta em zero. Mas esta é justamente a defini¢do de

a ser algébrico sobre K. Como desejavamos.

Pelo primeiro item da Proposicao 8 temos que, para todo « algébrico sobre K
tal que o grau do irr(a, K) = n, os elementos de K[a] sao escritos de modo tinico como

2

combinacao linear de B = {1,a,a?, ...,a" '}, isto é, o conjunto B gera o espaco K|a].

Agora, sejam by, by, b, ...,b,_1 € K, tais que
bo + blOé + b2062 + ...+ bn_loz”_l =0

como o grau de irr(a, K) é n, temos que by = by = by = ... = b,_1; = 0, ou seja, B
é linearmente independente. Portanto, B = {1,a,a?,...,a" '} é uma base de K[a] e

[K[a] : K] =mn, o que prova o segundo item .

O dltimo é obvio, pois se a extensdo K[a| D K fosse finita, entdo pelo primeiro

item seria algébrica.

]

Proposicao 10. Sejam L, F' e K corpos de modo que L D F D K. Suponhamos que
[L:Fl=mel|F:K|]=n. Entao [L: K] =m-n.

Demonstragio. Sejam Bp, = {lj,ls,--- ,l,,} base de L sobre F' e Br = {f1, fo, -+, fu}
base de F' sobre K. Dado [ € L temos que

I =aily + agly + - - - aply,

com a; € F para todo i € {1,2,--- ,m}.

Para cada i € {1,2,--- ,m} temos que

a; = b1 fi + biafo+ - bin [,

com b;; € K para todo j € {1,2,--- ,n}. Assim

bijlif;.

1

l=>

=17
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Como o conjunto de vetores {/;f;} com (i,5) € {1,2,--- ,m} x {1,2,--- ,n} gera

o espaco L sobre K, resta mostrar que este conjunto é linearmente independente. De
m n

fato, considere a combinacao linear nula Zzbijli f; = 0. Para cada j fixado, temos
i=1j=1

que szjli = 0, pois o tnico vetor f; ¢ L.I. Da mesma forma, b;; = 0 para cada
=1

1€ {1_,2, ---,m}. Portanto, {l;f;} com (i,7) € {1,2,--- ,m} x {1,2,--- ,n} é uma base

para L sobre K com m ---n elementos. Isso prova a proposicao. O

Definicao 15. Seja ¢y € Q = Ky de modo que \/c; ¢ Q defina K1 = Q[\/c1]. De

modo recorrente, para todo natural i > 1, tome ¢; € K;_qtal que \/c; ¢ K;,_1 e defina

Ki = Kia[Val.

Observacao 3. Observamos que para cada i, K; é uma extensao quadrdtica de K;_q

e todos eles sdo extensoes quadrdticas iteradas de Q, isto é, K; € da forma K; =

@(\/C_l’\/c_% 7\/C_Z>

Observacao 4. Observe que a dimensdao de K; como espago vetorial sobre Q € igual a 27,
De fato, como a dimensdao de K; sobre K;_; € igual a 2, o resultado seque por indugao

com o uso da Proposicao 10.

Definicao 16. Para cada racional c; € Q definimos T., = U K;, sendo
j=1

K= @ (Ve e /i)

uma extensao quadrdtica iterada de Q.

Proposicao 11. Seja T a uniao todas as suas extensoes quadrdticas, ou seja, T = U T,..
ieN
Um nimero o € construtivel se e somente se o € T.

Demonstracio. E claro que se a € T, entdo « é construtivel. Por outro lado, temos que se
a for um ntimero construtivel, entdo P(«,0) € Py, ou seja, P(«a,0) pode se obtido por
um namero finito de operagoes elementares que consistem de interse¢oes de duas retas,
reta e circunferéncia ou duas circunferéncias. Em qualquer dos casos acima, as equacoes
algébricas envolvidas necessitam apenas das quatro operagoes fundamentais e da extracao
da raiz quadrada para serem resolvidas. Portanto, a solugao estara em alguma extensao

quadratica dos racionais. O

A partir desta proposi¢do podemos concluir que o conjunto dos niimeros construti-

veis (Cgr) é o conjunto da uniao de todas as extensoes quadraticas, isto é, Cr = T.

A prova do teorema a seguir decorre das proposigcoes e observagoes acima.
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Teorema 6. O conjunto dos niumeros construtiveis Cr € uma extensdo algébrica dos

racionais tal que para todo o € Cg temos que o grau da extensio Q[a] é uma poténcia de

2, ou seja, [Qa] : Q] =27

Demonstrag¢io. Seja o € Cg. Pela Proposicao 11 temos que o € T. Assim, o € QU K
para algum j € N. Logo, Q[v/a] = Kj,; com va ¢ K;. Portanto, pela Observagao 4,
temos que [Q[a] : Q] = 277

O

Proposicao 12. Se n é um nimero impar > 3 e p um nimero primo > 2 entdao {/p ndo

€ construtivel.

Demonstragdo. Seja a = /p tal que n é um ntimero impar > 3 e p é um nimero primo
maior ou igual 2, entao irr(a,Q[a]) = 2™ — p. Assim, pela Proposicao 9 segue que
Q[o] : Q] = n impar, ou seja, [Q[a] : Q] # 2. Portanto, a = {/p nao é construtivel. [

Em particular \/2 ndo é construtivel.

Relembraremos agora o teorema que nos fornece condigoes necessarias e suficientes

para que um polindmio possua raiz racional.

Teorema 7 (Teorema das Raizes Racionais). Seja f(2) = apa" +an 12"+ ...+ a12 + ag

com coeficientes nem todos nulos e a; € Z.. Se o = b € Q, no qual mde(p,q) =1, é raiz
q

de f(z), entao plag € qlay,.

Demonstragao. Seja o = b raiz do polindémio f(x) = a,x" + 12" '+ 4 a1z + ag.
q

Dessa forma,
n—1

f(g) = anp + an,lp— + ...+ alz +ag = 0.

q gt

Multiplicando a equacao acima por ¢" obtém-se:

anp" + 1D g+ .+ arpd" Tt + apg” =0

Analisando a equacao acima, p divide suas n primeiras parcelas, isto é, p divide a,,p", ..., a1pq" ™.

Sendo assim, p deve dividir a parcela apg", porém p e ¢ sdo coprimos, portanto p|ag.

De modo similar, ¢ divide as n ultimas parcelas do polinomio anterior, ou seja, ¢
divide a,_1p" 'q, ..., a,q" . Dessa forma, ¢ deve dividir a parcela a,p™, porém como p e q

sao coprimos tem-se que ¢|a,. Como desejavamos. O

A proposicao a seguir nos fornece uma condicao para que as raizes de um polinémio

de grau 3 com coeficientes racionais seja construtivel.

1
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Proposicdo 13. Seja f(z) = 2° + b2 + cx +d, b,c,d € Q. As raizes de f(x) sdo

construtiveis se, e somente se, pelo menos uma delas € racional.

Demonstragio. (=) Seja a uma raiz qualquer de f(z). Por hipétese temos que « é

construtivel, e pela Proposicao 11 a pertence a T, isto é, a pertence a alguma extensao
quadratica K; = Q(\/c1,/C2, -+, /Ci)-

Suponhamos que f(x) seja irredutivel sobre Q, assim tem-se que irr(a, Q) = f(x)
e, observe que grau de irr(a, Q) é igual a 3. Segue pela Proposicao 9 e pelo Teorema 6 que
as raizes de f(x) ndo sdo construtiveis, contradizendo a hipdtese desta Proposigao. Dessa
forma f(x) é redutivel sobre Q, isto é, f(x) = (r — a)p(x), na qual « € Q e p(x) € Q[x].

Como queriamos demonstrar.

(<) Agora, seja « raiz racional de f(z), existe p(z) € Q[x] tal que

f(x) = (z = a)p(x).

Observe que, se p(z) for redutivel sobre Q entao as raizes de p(z) serdo racionais e portanto

construtiveis.

Assim, suponhamos p(z) irredutivel sobre Q. Observe que, como f(z) = (z —a)p(z)
e p(x) é irredutivel em Q, segue que o grau de p(z) é igual a 2. De fato, observe que se
g for raiz de p(x), isto é, p(B) = 0, entao [Q[S] : Q] = 2, pois o polinémio minimo de /3
sobre Q é p(z), e grau de p(z) é 2. Logo, pelo Teorema 6, 3 é construtivel. O]
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6 Poligonos

Neste capitulo estudamos alguns conceitos basicos sobre poligonos, damos uma
breve introducao sobre os niimeros complexos e apresentamos alguns critérios para a

construtibilidade dos poligonos regulares.

Definigao 17 (Poligono). Figura plana limitada por segmentos de retas que se intersectam
exatamente em dois outros extremos de segmentos. Esses segmentos sao denominados lados

do poligono e seus extremos sao 0s vértices.

Definigao 18 (Poligono Convexo). Dizemos que um poligono é convexo quando qualquer
segmento de reta que possui extremidades em seu interior estd inteiramente contido no

poligono.

Definigao 19 (Poligono Regular). Se um poligono convezo possui todos os lados e angulos

internos congruentes, entao o poligono € dito reqular.

Definicao 20. Um poligono é construtivel se todos os seus vértices sao pontos construtiveis

do plano.

A seguir relembraremos um pouco sobre os niimeros complexos e notaremos que 0s

vértices de um poligono regular de n lados esta relacionado com as raizes da unidade.

6.1 Ndmeros complexos

Um ntimero complexo z = a + bi pode ser representado como um ponto no plano
de coordenadas (a,b) ou como um vetor O_>z de origem O e extremidade z. Porém, esta
representacao da énfase somente as coordenadas do ponto z. Uma representaciao que da
énfase aos elementos geométricos do niimero complexo z = a + bi é sua a representagdo na

forma polar. Sendo a = rcosf e b = rsenf), a forma polar do nimero z = a + bi é

z = |z|(cos 6 + isend)

na qual, 7 = |z| é o comprimento de Oz e # é o dngulo formado pelo eixo x e o vetor Oz,

chamado de argumento de z.

Proposi¢ao 14 (Primeira Formula de De Moivre). Dado um nimero complexo nao nulo

z =r(cosf +isenh), entao para cada nimero inteiro positivo n, tem-se que

2" = 1r"(cos (nf) + isen(nh))
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Demonstracio. Seja z = r(cosf + isenf) um nimero complexo nao nulo. Faremos a
demonstracao por inducao sobre n.

Se n = 1 entdao z' = r'(cos(d) + isen(d)) e a expressdo é vélida, pois é o ni-
mero complexo z escrito na forma polar. Agora, suponhamos que a seguinte expressao é

verdadeira:

2" = r"(cos(nb) + isen(nd)).

Assim, queremos mostrar que é valido a seguinte expressao
2" = " (cos((n + 1)0) + isen((n + 1)0)).
Desse modo,

2 =2" 2 = r"(cos(nf) +isen(nf)) - r(cos § + isend)
= 7" r(cos(nf) +isen(nd)) - (cosf + isend)
= 71" r(cos(nb)cos — sen(nb)sent)

+ i(cos(nB)send + sen(nf) cosf))
7" (cos(nf + 0) + isen(nf + 0))
" (cos((n + 1)8) + isen((n + 1)0))

Logo, concluimos que dado um nimero complexo z = r(cos 6 + isenf)), para cada

nimero inteiro positivo n é possivel obter z" = r"(cos(nf) +isen(nfd)). Como desejdvamos.

O

Definicao 21. Dizemos que um niumero z € raiz enésima de um dado niumero complexo

w, se z" =w.

Exemplo 10 (Segunda Férmula de De Moivre). Determine todas as raizes complexas da

equagao 2" = w, sendo w € C en > 2.

Solugao: Se w = 0, a unica solugao é z = 0. Assim, consideremos w # 0 e
escrevemos z = r(cos (0) +isen(f)) e w = p(cos (¢) +isen(¢)). Pela formula de De Moivre

temos que a equagao 2" = w pode ser escrita:
r"(cos (nf) + isen(nf)) = p(cos (¢) + isen(d))

Sabe-se que a igualdade de niimeros complexos requer a igualdade das partes reais e

imaginarias separadamente. Assim,
r" cos (nf) = pcos (¢) e r"sen(nd) = psen(o)

Isto é,
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2k
u7 para k= 1727 ey — 1.

r=3/pel =

Observe que para k > n, obtém-se as raizes anteriores.

Portanto tem-se que r é uma raiz enésima positiva de p e,

2k 2k
2 = Jw = W(COS¢+ 7r—i—zseniquL T
n n

>, para k=0,1,2,....,.n — 1.

sdo as raizes enésimas de w.

Como curiosidade, pode-se observar que a equacao acima ¢ intitulada como a Segunda
Férmula de De Moivre. Fica como sugestao ao leitor, realizar uma pesquisa a cerca do

assunto.

6.1.1 Raizes da unidade

Um caso interessante é quando w = 1. Neste caso teremos que as raizes enésimas da

2k 2k
unidade serao os nimeros z, = cos(7r + isen(ﬂ>, para k=0,1,--- ,n—1. Observe
n n

@ : 2mN : - ] : -
que se z; = cos() + zsen() é raiz da unidade entao todas as raizes da unidade sao
n n
os ntimeros {1, 2,27, 23 - 21}

Ao representarmos graficamente esses nimeros, obteremos um poligono regular

de n lados inscrito no circulo de raio 1.

}nlados

Figura 13 — Poligono de n lados

Fonte: Compilado pelo autor

Exemplo 11. Determine as raizes da equacio 2° = 1. Em sequida represente estas raizes

no plano complezo.

Neste exemplo queremos encontrar cinco numeros compleros que ao serem elevados

a quinta poténcia, resulte no numero 1.
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Observe que o comprimento(r) do nimero 1 ér =1 e o dngulo(f) que este nimero

faz com o eixo x é 6 = 0. Sendo assim, pela formula de De Moivre tem-se que as raizes

complexas do niumero 1 sdo:

21
22
z3
Z4

Z5

Q
]
V)

~—

.Z
2

=cos((4m)/ 5,

27) + isen(2m)

-

(27T> w (27T>
= cos| — 1sen| — |;
5 5)
(1) <o)
= cos| — 1sen| — |;
5 5)’
(67?) ny (67r>
= cos| — 1sen| — |;
5 5)
(87?)+ (87r>
= cos| — 1sen| — |;
5 5)
107 . 107
= cos(5> + 18€en >

1+ 0:

.21:c03{21'r /B)+isen(2m/5)

i sen((4mm) / 5)

-2

1

.ZSZCOS{(SH) 1-5)5

Z=cos(21) + i sen(2m)
05 1 15 2
i sen((61) / 5)

) zdzcos{(Bn) I'5) +isen((8m)/5)

Figura 14 — Pentagono Regular

Fonte: Compilado pelo autor

O exemplo mostra que as rafzes de z° = 1 formam os vértices de um pentagono

regular. Na sequéncia justificaremos porque o pentagono regular é construtivel.

Antes, lembramos que um poligono é construtivel se seus vértices sao construtiveis.

Como os vértices de um poligono regular sdo as raizes da unidade, entao este poligono s6
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serd construtivel se o nimero complexo que representa a raiz da unidade for construtivel,

2k 2k
ou seja, se zp = cos<ﬂ> + isen(ﬁ>, para k =0,1,--- ,n — 1 for construtivel. Isto
n n

2k
equivale a dizer que cos( ) é construtivel, como também é equivalente dizer que
n

km 1, ,
2003<> = z;, + — é construtivel.
n Ze
Demonstraremos esta ultima igualdade.

2km . 2k B 2km 1
Lema 1. Seja z, = cos( > + zsen(), entao 2608() =z + —.
n n n

Demonstracao. Temos que

n n

cos<2’”> [cos<2k”> + zsen(Qk” } + isen(mff) {003<2’”> + zsen<2k”>} +1
cos(QZ ) + zsen(Qk“>
cos? <2ﬁ”) — senQ(%’r) + 2@005(%”)5671(2]”) +1

cos<2’”> + isen 2’”)
n n

1 2km . 2k 1
(Zk + ) = cos() -+ zsen( > +
2L n n COS<2k7r> _’_isen<2k7r>

2k
Utilizando que, cos? (W) + sen2<
n

2km
n

= 1, teremos:

cos(%’i) + isen(ﬁ”)
2c0s? (%’i) + 2icos<2ﬁ”>sen(2’;)
cos<2n”> + isen(%’r)
2km\ [cos(ZT) + isen(%T)
= 2005( > [ 2k Shr ]
n / Lcos(=7) +isen(=")
2k
= 2003(7T>.
n

]

Dessa forma, para verificarmos se as raizes da equacao z" = 1 sdo construtiveis,

. , 2kmY ,
basta verificar se o nimero 2cos| — | é construtivel.
n

Em resumo, estamos obtendo que o poligono regular de n lados ¢ construtivel se e

somente se, e as raizes da equagao

(z—DE" T 4+2" 24+ 1) =0
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sao construtiveis. A seguir utilizaremos este critério para mostrar se alguns poligonos sao

ou nao construtiveis:
Tridngulo Equilatero

O problema de verificar se o tridngulo equilatero é construtivel ou nao é equivalente
ao problema de verificar se é possivel construir as rafzes da equacio z° = 1 ou nao. Para
tal verificacdo, neste caso, por ser uma equacao do terceiro grau, ou podemos utilizar o
critério mencionado acima ou podemos apenas encontrar as raizes z1, zo € 23 que satisfazem

tal equagao.

Sendo assim,
P —1=0=(-DE"+2+1)=0

=2—-1=0e2’24+2+1=0.

—1+4+/3i

Utilizando Bhaskara, tem-se que as raizes cubicas da unidade sdo: zo = 1,2, = 5

—1-+/3i
5 )
Observe que estas raizes quando colocadas no plano complexo sao exatamente
-1 V3 -1 —v3
os pontos (1,0), (2, {), (2, ;/_
construtiveis, logo sdo pontos construtiveis e consequentemente, o tridngulo equilatero é

€ 29 =

), na qual, pela Proposicao 1 sao coordenadas
construtivel.
15

05

e U

Figura 15 — Triangulo Equilatero

Fonte: Compilado pelo autor
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Pentagono Regular

Para descobrir se o pentagono regular é construtivel, basta utilizarmos o critério
mencionado anteriormente, isto é, basta descobrir se as raizes da equacdo 2° — 1 = 0 sdo

construtiveis. Para isso,

P —1=0= - +2+224+2+1)=0
=z-1=0ez'+22+22+2+1=0

Sabendo-se que 1 é raiz da equacao acima, agora precisamos encontrar as demais raizes zj

1 2k
que satisfazem a equacgao Zﬁ + z,‘z + zz + 2, +1=0, tal que 2z, + — = QCOS<57T>.
2k

Dividindo a equacio zj + 2} + 27 + 2z + 1 = 0 por 22 tem-se:

1 1
Zita+l+—+5=0.

Reorganizando a equacao

1 , 1
<zk+>+(zk+2)+120.

1
Agora, chamando zp + — = a, temos que a equacao acima pode ser reescrita numa
2k
nova variavel:

a+a>—2+1=0=ad’>+a—-1=0.

Utilizando Bhéskara, encontramos que as raizes do polinémio acima sao a =

—1++5

5 . Observe que, pelas Proposi¢oes 1 e 2 ambas sao ntimeros construtiveis.

1 2km 2k ,
Portanto, como z, + — = 2cos<5), temos que 2005(5> é construtivel e
2k

consequentemente, o pentagono é construtivel.
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05

ey
)

15

Figura 16 — Pentagono Regular

Fonte: Compilado pelo autor

Heptagono Regular

Como no exemplo anterior, para descobrimos se o heptagono é construtivel, basta

descobrirmos se as raizes da equacdo z” — 1 = 0 sdo construtiveis. Assim,

Z—1=0= (-1 4+ +2 2+ 224+ 22 +24+1)=0
=2-1=0e+22+ 2+ 22+ 22 +2+1=0.

Como anteriormente, sabemos que 1 é raiz da equacao acima, porém além desta,

queremos encontrar as demais raizes z; que satisfazem a equacio zp + zp + 2 + 23 + 25 +

1 2k

zk+1=0eque zp + — = 2005(7). Dessa forma, dividindo a equacdo anterior por z;
2k

tem-se:

. 1 1 1

Reorganizando a equacao anterior:
1 1 1
<z2+3>+<z£+2> + (z,ﬁ) +1=0.

1 _ . ) .
Chamando z, + — = a, temos que a equacao anterior pode ser reescrita na nova variavel
2k
a:

(a>—=3a)—(a*—2)+a+1=0=d’+a*—2a—1=0.

De acordo com o Teorema 7 tem-se que, uma possivel raiz do polinémio acima sao 1 ou

-1. Considerando p(a) = a* + a* — 2a — 1, observe que p(1) = —1 e p(—1) =1, isto é, 1 e
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-1 nao sao raizes do polindémio p(a). Dessa forma, pela Proposi¢ao 13 segue que p(a) nao
possui raizes racionais, consequentemente as raizes de p(a) nao sao construtiveis. Logo,

nao é possivel construir o Heptagono.
Eneagono Regular

Com o raciocinio andlogo, para descobrir se o enedgono é construtivel, descobriremos

se as rafzes da equacdo z° — 1 = 0 sdo ntimeros construtiveis. Dessa forma,

P e1l=0= -+ + P 22241 =0
=z2-1=0e®+2"+2+2°+ 2+ 22+ 22+ 2+1=0.

Como nos casos anteriores, sabemos que 1 ¢é raiz da equagao acima, porém além desta,

queremos encontrar as demais raizes 2, que satisfazem a equagao z,f + Z,Z + z,gi + z,i’ + z,?; +
1 2k
z,‘Z’ + z,% +2zr+1=0eque 2+ — = 2cos (9> Sendo assim, dividindo a equagao anterior
2k
por Zﬁ tem-se:
4 3 9 1 1 1 1
Zk+2k+zk+zk+1+7+72+73+7420'

Reorganizando seus termos:
s 1 3 1 5 1 1
g+ )+ (a+5)+(4+5)+(at+t—)+1=0.

1
Agora, chamando z;, + — = a, podemos reescrever a equacao anterior em funcao
2k
da variavel a:

(a* —4a*+2) + (a® = 3a) + (a* = 2) +a+1=0

=at+ad®>—3da>—-2a+1=0.

Observe que o polinémio acima pode ser fatorado da seguinte maneira
(a+1)(a* —3a+1)=0.

Agora, analisando o polindémio g(a) = a® — 3a + 1, tem-se pelo Teorema 7 que uma possivel
raiz deste polinémio sdo 1 ou -1. Porém, observe que ¢(1) = —1 e g(—1) = 3. Portanto,
pela Proposicao 13 conclui-se que g(a) ndo possui raizes racionais, logo suas raizes nao sao

construtiveis e consequentemente, o eneagono nao é construtivel.

Proposigao 15. Sejam m e n primos entre si. O poligono P,,.,, de m-n lados € construtivel

se, e somente se, os poligonos de m e n lados, P, e P,, respectivamente sao construtiveis.
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Demonstracao. Por um lado, seja P,,, o poligono de mn lados construtivel. Assim, tem-se
na circunferéncia mn pontos equidistantes. Para obter o poligono P,, de m lados, basta
ligar os m pontos existentes na circunferéncia anterior, de forma que estes sejam pontos
equidistantes entre si. Da mesma forma, para obter o poligono P, de n lados, basta unir
os n pontos da circunferéncia de maneira que estes também sejam equidistantes entre si.

Assim, teremos construidos os poligonos P, e P,.

Por outro lado, sejam P, e P, poligonos construtiveis de m e n lados respectiva-

., , ) . .2 2, .,
mente. Assim, é possivel construir os angulos centrais — e —, e é desejavel mostrar que
m n

, ; . ~ m
¢é possivel construir o angulo central —.
mn

Antes de prosseguir com a demonstracao desta proposicao, é necessario relembrar
o Teorema de Bachet Bézout que diz:

Dados a,b € Z, entdo existem xz,y € Z tais que ax + by = mdc(a,b).

Agora, por hip6tese tem-se que m,n sao primos entre si, isto é, mdc(m,n) = 1. Dessa

forma, pelo teorema enunciado acima, existem x,y € Z tais que:
mx +by =1
Dai, multiplicando a equagao acima por 27 e dividindo-a por mn tem-se:

2rmax 2mny 2 2rx 271y 2m
+ =— = +—=—

mn mn mn n m mn

Note que, do lado esquerdo da igualdade tem-se a soma de dois niimeros construtiveis,
que sao os angulos centrais dos poligonos P, e P, respectivamente. E, do lado direito da
igualdade, tem-se o resultado da soma de dois niimeros construtiveis, logo, este também
serda um numero construtivel, e novamente, observe que este é o angulo central do poligono
P,.,, de mn lados. Portanto, P,,, é construtivel, pois se os angulos centrais sao construtiveis

entdo o poligono é construtivel. Como desejavamos. ]

6.1.2 Critério geral de construtibilidade

Nesta secao enunciaremos o teorema que estabelece condigoes sobre n para que o

poligono regular de n lados seja construtivel.

A prova deste teorema reune alguns elementos que nao estudamos neste texto.
De qualquer forma, por se tratar de um belo teorema que encerra satisfatoriamente este
trabalho, enunciamos alguns resultados, que encadeados corretamente, permite ao leitor

um bom entendimento da demonstracao.

O teorema o qual referimos diz:
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Se o poligono reqular de n lados for construtivel, entdo n se fatora na forma

n=2"pi-ps---py, sendo p; primos de Fermat distintos.

Os resultados que seguem, fornecerao as ideias para a demonstragao do teorema

citado.

Lema 2. Considere o inteiro positivo p = 2"+ 1 com r > 0. Se p for um numero primo,
entdo r = 2%, k € N.

Demonstracdo. Suponhamos que r # 2%, Portanto, podemos escrever que r = 2° - s com

t,s € N e s um nimero impar diferente de 1. Assim:
p= 4] = 22t~s +1= (22t)s +1= (22’5 + 1) . [(22t)s—1 . (22t)s—2 4.+ 1]

Isto mostra que p é composto, o que contradiz a hipétese. Portanto, r = 2F. O

Primos dessa forma sao denominados primos de Fermat. A reciproca da proposicao
é falsa!l (k=5).

Definicao 22. A funcao ¢ de Fuler associa a cada inteiro positivo n a quantidade de

nteiros positivos menores que n que SGo coprimos com n

o(n) :=4{a € N: mdc(a,n) =1 el <a<n}.
Observagao 5. Se a,b sao primos entre si entao ¢(ab) = ¢(a) - ¢(b).

Pelo principio da inclusao e exclusao é possivel provar o teorema abaixo:
Teorema 8. O valor de ¢p(m) é dado por:

qs(m):m(l—pll)'(1‘;2)'”(1_;)

sendo p1,pa, -+ ,Pr 0§ divisores primos de m.

Demonstra¢io. Vide Introdugao a Analise Combinatéria (SANTOS; MELLO; MURARI,
2007), de José Plinio de Oliveira Santos . O

Proposicao 16. Se ¢(m) = 2°, entio m = 2% - py - py - - - ps, sendo p; = 2% + 1 primos de

Fermat.

Demonstragio. Por hipétese, temos que ¢(m) = 2° e utilizando o Teorema 8 podemos

escrever a seguinte igualdade
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na qual cada pis sao fatores primos de m distintos entre si. Assim, seja a seguinte

decomposic¢ao de m em fatores primos
m = 2% p{* - py? - - piT, com o # 0.
Dessa forma,
200 pit ey (p1_1> : (pQ_l) (p’“_1> =20
b1 P2 Pr

=20 . prlope b per i (pp = 1) (pp—1) s (p— 1) =2 (6.1)

Agora analisando a igualdade acima (equacdo 6.1, do lado direito hd apenas o termo 2° e
cada p}s, do lado esquerdo, sdao distintos entre si e diferentes de 2, logo, segue que cada

a; —1 =0, ou seja, a; = 1. Com isso, tem-se que
m=2%-p;-py-... pr

como é desejado.

Novamente, como do lado direito da igualdade (equagao 6.1) hé apenas poténcia
de 2, é necessario que cada p; — 1 também seja poténcia de 2, ou seja, p; — 1 = 2% para
algum b; € N. Nessa condicdo, temos que cada p; = 2% + 1, que é um primo de Fermat.

Como queriamos demonstrar. ]

Defini¢ao 23 (Raiz primitiva). Chama-se raiz n—ésima primitiva da unidade qualquer

raiz n—ésima z # 1 tal que n € o menor inteiro positivo tal que 2" = 1.

Abaixo exemplificamos os conceitos de raiz n-ésima da unidade e raiz primitiva da

unidade.

Exemplo 12. Encontre as raizes primitivas da equacdio 2° = 1.

Sabemos que as raizes da unidade de 2° =1 sdo

2 2 1 3
@ = () () - g
47 . 4 1 V3
n = an() +isen( ) =5+ G
(67r> iy <67r) ]
zg = coS|— sen| — | = —
3 6 6 ’
(87r> , (87r) 1 V3.
2y = coS|— ) t+sen| — | = —= — —1;
6 6 2 2
(107r) (107r> 1 V3
25 = coS|—— ) +sen| — | = = — —1;
6 6 2 2
B (12 )+, (127r>_1
2 = COS 5 15€en 5 )~
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No entanto, observe que as raizes da unidade da equacio w =1 sdo

2 2
w; = cos<3) + isen(J) = + — \/§

3

1
2 2
47 ) 47 1 \/3
Wy = cos<3) —l—zsen(S) = 5 5 1;

2
B (6#) n (67?) _ 1
w3 = cos 3 isen 5 ) =1L

Desta forma, temos que as raizes wi, wy € w3 SG0 1GuUaATS as raizes zs, z4 € 2g respectivamente,

6 — 1, pois existe n = 3 tal que zf’ =1

logo estas nao sao as raizes primitivas da equagdo z
para t = 2,4,6. F observe que z3 = —1 e zg = 1 também ndo sao raizes primitivas, pois
existe m,p < 6 tal que 2™ =1 e 2P = —1. Agora, a cargo do leitor, pode-se verificar que
nao existe n com 3 < n <6 tal que 2 =1 ou z; = 1. Portanto, concluimos que as raizes

primitivas de 2° =1 sdo 2, 2s.

Proposicao 17. Se z é uma raiz enésima primitiva da unidade entdo as raizes enésimas

primitivas da unidade sao as raizes z*, na qual i < n e mdc(i,n) = 1.

Demonstragdo. De fato, tomamos m como sendo o menor inteiro positivo tal que (z*)" =
2™ = 1. Pelo algoritmo da divisdo existem ¢ e 7, em que im = gn +17 e 0 < r < n. Assim,
2" = 2. 279 = 1.1 = 1. Pela definicdo da raiz enésima primitiva, temos que n é o menor
inteiro com a propriedade qie z" = 1. Portanto, r = 0, ou seja, @m = nq. Logo, n é um
inteiro que divide o produto im, porém como mdc(i,n) = 1, temos que n divide m. O fato

de que m < n implica que n = m. O

Observacao 6. Observe que de acordo com a Proposicio 17, a quantidade de raizes

enésimas primitivas da equagio z" =1 € exatamente ¢(n).

Vimos no inicio do subcapitulo de Raizes da Unidade (Subcapitulo 6.1.1), que se

2m . 2N, . . ~ p ~ k
z1 = cos| — | +isen| — | é raiz da unidade entdao as outras raizes sao dadas por wy = 27,
n

na qual k =0,1,....n —

. ;. ’ . - n—1 P
O conjunto das enésimas raizes da unidade U,, = {21, 22, ..., 2l ~, z' = 1} é 0 grupo

ciclico das enésimas raizes da unidade. Um gerador 1 para este grupo ¢ uma raiz enésima

primitiva da unidade.
Na pégina 278 do livro do Serg-Lang (Referéncia (LANG et al., 2002)), temos a

prova do seguinte teorema:

Teorema 9. Seja i) uma raiz enésima primitiva da unidade, entao [Q[¢] : Q] = ¢(n), na

qual ¢ € a funcao de Fuler.

A partir destes resultados conseguimos obter as ideias principais que nos auxiliard

na construgao da demonstragao do teorema abaixo.
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Teorema 10. Se o poligono reqular de n lados for construtivel, entao n se fatora na forma

n=2"pi-ps---py, sendo p; primos de Fermat distintos.

Demonstragio. Seja P, um poligono regular de n lados construtivel, assim os zs vértices
desse poligono sao raizes da unidade da equacgao z" = 1. Além disso, como cada z; é um
ponto construtivel do plano, temos pelo teorema 6 que o grau da extensao Q|[z;] é uma

poténcia de 2, ou seja, [Q[z;] : Q] = 27 para algum j € N.

Por outro lado, para cada w;, segue pelo teorema 9 que ¢(n) = [Q[w;] : Q]. Logo,
$(n) = 27. E portanto pela proposicio 16, n = 2% - p; - py - ... - p, na qual cada p; é um

primo de Fermat, como desejavamos.
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7.1 O arco capaz

Neste subcapitulo vamos definir o que é O Arco Capaz e faremos a sua construcao.
Mas antes disso, devemos aprender, a partir da construgdo geométrica, como transportar
um angulo de um lugar para o outro. Lembrando que nossas construgoes s6 sao feitas
com régua e compasso, 1ogo, nao podemos usar transferidor ou qualquer outra ferramenta
diferente das que citamos acima para obtermos estes angulos.
Entao seja § o angulo dado, de vértice O, e suponhamos que desejamos construir o angulo

BAX=4. Para isso, seguiremos os seguintes passos:

e De centro no vértice O do angulo (3, tragamos uma circunferéncia de raio qualquer.
Percebemos que a circunferéncia intercepta os lados do angulo § em dois pontos,

estas interse¢oes as denominamos por P e Q.

o Com o raio de mesma medida, tracamos outra circunferéncia de centro A, percebemos

que a circunferéncia interceptara na semi-reta AB, este ponto denominaremos por P’.

o Logo, tracemos uma circunferéncia de centro P’ e raio PQ. Observe que havera duas
intercessoes entre as duas circunferéncias tracadas, escolhemos uma intersecao e
denominamos por Q.

Assim temos que, BAX = P’AQ’= §.

Figura 17 — Transporte de um angulo

Fonte: Compilado pelo autor
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Demonstracio. Sejam, POQ e P'AQ' tridngulos, por construcao sabemos que os lados PQ
e P'Q' possuem mesmas medidas. Sabemos também por construcao que, OP = OQ, AP’ =
AQ' e que OP = AP'(pois, por construgao OP e AP’ sdo raios de mesmo tamanho de
circunferéncias distintas), logo temos que OP = OQ = AP’ = AQ’. Sendo assim, temos

que os tridngulos POQ e P’ AQ’ sdo congruentes, logo, seus angulos internos sao iguais. [

Agora que ja sabemos como transportar um angulo, vamos conhecer um pouco
mais sobre O Arco Capaz. Sejam dois pontos A e B pertencentes a circunferéncia. Para
todo ponto O’ sobre um dos arcos da circunferéncia, temos que o angulo AQ'B = 3 é
sempre constante. Chama-se AO'B de o arco capaz do angulo ( sobre o segmento AB.
Observagao: Se existir um ponto E pertencente a outro arco da circunferéncia, o angulo
AEB também serd constante e igual a 180 — 3. Caso AB seja didmetro da circunferéncia,

temos que 3 = 90°.

o Sejam A e B dois pontos sobre a circunferéncia e seja AB o segmento de reta.
Tracamos a mediatriz de AB e o angulo BAX= $ (dado). O ponto de intersecao da

mediatriz com o segmento AB denominamos por C.
» Feito isso tragamos a perpendicular a reta AX, passando pelo ponto A.

« Com isso, observe que a perpendicular interceptard a mediatriz em um ponto, este
ponto denominamos por O. Dessa forma, o arco de centro O e extremidades A e B,
situado no semi plano oposto ao ponto X (referente ao segmento de reta AB), é o

arco capaz do angulo 3 sobre AB.

Figura 18 — O arco capaz

Fonte: Compilado pelo autor



7.2. Divisao de um segmento em partes iguais 71

Demonstracao. Observando o triangulo AOC temos que C = 90°, pois a mediatriz (reta
que passa por OC') do segmento AB ¢é a reta que passa pelo ponto médio do segmento,
formando um angulo de 90°. Temos também que OAC = 90 — 3, logo AOC = . Se
AOC = B entao AOB = 28.

Sabemos que AOB é o angulo central e que todo angulo inscrito em um circulo
mede metade do angulo central, portanto para qualquer ponto O sobre o arco AB (oposto
ao segmento de reta AB), O’ = f3. O

7.2 Divisao de um segmento em partes iguais

Seja AB um segmento de reta qualquer, na qual queremos dividi-lo em 3 partes

iguais.

o Tragamos uma semi-reta AX e, sobre ela construimos 3 segmentos de medidas iguais.
Para isso, trace uma circunferéncia de centro A e raio arbitrario, esta interceptara
a reta AX em um ponto, denomine este ponto por A;. Novamente, trace uma
circunferéncia de centro A; e raio com mesma medida da circunferéncia tracada
anteriormente, o ponto de intersecdo com a reta AX, denomine por A,. De forma
andloga, realize estes passos até obter os trés segmentos de medidas iguais (vide
Figura 19).
Observacao: Se quiséssemos dividir o segmento AB em 4 partes iguais, construiriamos
sobre a semi-reta 4 segmentos iguais, pensamento analogo se quisermos dividir o

segmento AB em n partes iguais, onde n € N.

« Os pontos de intersecao da semi-reta com os segmentos que acabamos de construir

denominamos por A;, Ay e Az respectivamente.
o Tracamos o segmento de reta A3B.

« Feito isso, tracamos retas paralelas a A3B, uma passando pelo ponto As e outra
passando pelo ponto A;. Estas retas determinaram em AB os pontos By e By que o

dividiram em 3 partes iguais.

Demonstragio. Analisando os tridngulos ABA3, AByAs e AB1A; (vide Figura 19), pode-

mos dizer que os angulos correspondentes B, By e B; possuem mesma medida, pois as

retas EA;),, BQA; e BlAi sao paralelas e estao cortadas pela reta ﬁl transversal, logo os
angulos correspondentes determinados sao congruentes. De maneira analoga, os angulos
;1\3, ;1\2 e ;4\1 também possuem a mesma medida. Dessa forma, pelo caso de semelhanca
Angulo Angulo (AA), concluimos que os tridngulos ABAs, AByAy e AB) A, sdo seme-
lhantes, e consequentemente seus lados homoélogos sao proporcionais, isto ¢, os lados dos

triangulos que estao opostos aos angulos de mesma medida sdo proporcionais. Sem perda
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de generalidade, observemos os triangulos AB, Ay, e AB1A;, por serem semelhantes, entao
¢é valida a seguinte igualdade:

s )
Porém anteriormente, construimos os segmentos AA;, A1 As e Ay Az com medidas iguais,

logo segue que AA; = 2AA; e pela equagao 7.1 tem-se

9AA, AB, AB
_ — 9= AB, = 2AB,.
AA,  AB, _ AB, -4 L

No entanto ABy = AB; + B1B,, entao O

AB2 = 2AB1 = ABl + B1By = ABI + ABl = B1By = ABl

ou seja, concluimos que os segmentos de reta B1Bs e ABp, que foram construidos, sao

iguais. Da mesma maneira, mostramos que os segmentos By B e BBy também possuem

mesma medida, como desejavamos.

.......

N =5

e Y

Figura 19 — Divisao de segmentos em partes iguais

Fonte: Compilado pelo autor

7.3 Tracado das tangentes a um circulo

Neste subcapitulo, iremos apresentar dois possiveis casos de construcao das retas
tangentes a um circulo. Lembrando que, a condigao de existéncia da reta tangente a uma

circunferéncia é que ela seja perpendicular ao raio desta circunferéncia.

Caso 1: Ponto P pertencente a circunferéncia.

Dado a circunferéncia A e um ponto P sobre ela, queremos tracar a reta tangente a

esta circunferéncia passando pelo ponto P. Desta forma, seja C' o centro desta circunferéncia

e seja T 0 seu raio.

o Tracemos uma semirreta que tem origem no ponto C' e passa pelo ponto P.
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« tracemos uma reta perpendicular a esta semirreta passando por P, esta reta, deno-

minamos por reta s.

Assim, temos que a reta s é a reta tangente a circunferéncia .

Figura 20 — Tracado da tangente pelo ponto pertencente a circunferéncia

Fonte: Compilado pelo autor

Demonstracio. Observemos que a semirreta que passa por C'P contém o raio da cir-
cunferéncia A e posteriormente tracamos uma reta perpendicular a essa semireta, dessa
forma, temos que esta reta também é perpendicular ao raio » de A. Pela condi¢ao de

existéncia da reta tangente, temos que ela sempre serda perpendicular ao raio no seu ponto

de tangéncia. O

Caso 2: Ponto P exterior a circunferéncia.

Dado a circunferéncia o de centro O e um ponto P exterior a ela, queremos tracar

a reta tangente a esta circunferéncia passando pelo ponto P.

o Tragamos o segmento PO e em seguida determinamos o ponto médio deste segmento.

Denominamos este ponto por M.

e Com o centro M e raio MO, tracamos a circunferéncia 5. Observe que as circunfe-

réncias 3 e « se interceptam em dois pontos, estes denominamos por A e A’

>
Logo, temos que as retas FZ e PA’ sdo tangentes a circunferéncia a passando pelo ponto

p.

—_—
Demonstracio. Com relagao a circunferéncia (3, observe que PAQO é um angulo inscrito

na circunferéncia 3 sobre o didmetro PO, logo PAO = 90°. Sendo assim, tem-se que a
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Figura 21 — Tragado da tangente pelo ponto exterior a circunferéncia

Fonte: Compilado pelo autor

reta PA é perpendicular ao raio AO da circunferéncia «, com outras palavras, PA é a reta

tangente a circunferéncia . Andlogo para o ponto A’.
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Neste apéndice abordaremos de forma bastante sucinta sobre Os Trés Problemas
Classicos da Geometria que sao, a Duplicagdo do Cubo, a Quadratura do Circulo e a
Trisseccao do Angulo. Falaremos sobre do que se trata cada problema, traremos algumas
lendas que foram associadas a eles e também exporemos a impossibilidade de solugao

destes problemas.

8.1 Duplicacao do cubo

Segundo Eduardo Wagner (WAGNER; CARNEIRO, 2007), reza a lenda que, em
429 a.C, os atenienses dirigiram-se para o memoravel oraculo de Apolo na ilha de Delos,
suplicando a graca de cessar uma peste que entao devastava a sua cidade. Sendo assim, o
Oraculo respondeu que a peste seria dizimada caso fosse feito a construcao de um outro
altar no templo da divindade, cujo o seu volume fosse o dobro do que la existia. Os
atenienses entao construiram o novo altar dobrando a aresta do antigo, que havia forma
de um cubo. Certamente, este novo templo foi construido de forma que seu volume fosse
oito vezes maior do que o volume do antigo. E claro, a nova aresta deveria medir v/2 vezes
a anterior. Devido a esta falha, a peste dizimou um grande ntimero de atenienses. Com
isso, o problema de "duplicar o cubo'ficou conhecido como o "problema de Delos". A partir
deste apanhado histérico analisaremos o porqué, na linguagem matematica, o problema

da duplicagao do cubo é insoluvel.

Dado o cubo de aresta a, na qual seu volume é a>, é desejado construir um novo
cubo de aresta [, cujo seu volume seja dado por 2 = 2a®, ou seja, o novo cubo deve ter o
dobro do volume do cubo anterior. Relacionando esta equacio ao polinémio f(z) = z°—2a?,
temos que o = av/2 é raiz de f(z). Porém, note que f(x) é monico, irredutivel e se anula
em a = av/2, logo irr(a, Q) = f(x) e, grau de irr(a, Q) éigual a 3. Assim, pela Proposigao
9 segue que [Q[a] : Q] = 3, que ndo é uma poténcia de 2. Portanto, pelo Teorema 6, « néo

é construtivel.

8.2 Quadratura do circulo

Este problema pode ser ditado da seguinte forma: Dado um circulo, construa um
quadrado de mesma area. Calcular areas faziam parte do cotidiano das civiliza¢oes antigas,
como exemplo, o cdlculo da area de terras. De forma intuitiva, o quadrado se tornou a
figura mais simples de calcular a area, sendo assim, para calcular as areas de outras figuras,

como o retangulo, o tridngulo e entre outros poligonos, essas eram relacionadas com o
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quadrado. A partir desta ideia que surge a expressao "quadratura', na qual é construir um
quadrado equivalente a figura geométrica dada utilizando apenas a régua nao graduada e

O compasso.

Apébs o surgimento da ideia de quadrar poligonos, surge também a questao de
quadrar figuras nao poligonais (regides curvas), na qual, junto vem as dificuldades de
resolver este problema. O problema de quadrar o circulo fascinou véarios gedmetras gregos
que por muito tempo se dedicaram para demonstra-lo usando apenas os instrumentos

euclidianos que sao a régua nao graduada e o compasso.

A partir desta pequena introducdo do problema, como na duplicacdo do cubo,
mostraremos o porqué, na linguagem matematica, o problema da quadratura do circulo
nao possui solugao. Dessa forma, dado um circulo C' de raio r, tem-se que sua area é dada
por A, = mr®. Agora, queremos construir um quadrado de lado [ cuja sua area seja igual a

area do circulo citado anteriormente, ou seja, precisamos construir um quadrado de lado
l=r \/E .

Observe que pelo Teorema 6, Cr é uma extensao algébrica dos racionais, e pela
definigao de extensao algébrica (Definigao 13), tem-se que 7 é um ntimero transcendente,
isto é, nao existe um polinémio de coeficientes racionais tal que 7 seja raiz. Portanto m
nao pertence ao conjunto dos ntimeros construtiveis Oy e consequentemente /7 também

nao, logo ndo é possivel construir o quadrado de lado | = /7.

8.3 Trisseccao do angulo

Trissectar um angulo qualquer significa dividi-lo em trés angulos menores de mesma
medida. Em pelo menos dois aspectos este problema grego se difere dos outros dois que
comentamos anteriormente. Um dos aspectos é que nao existe alguma lenda associada
a este problema e o outro ¢ que, diferente da duplicacao do cubo e da quadratura do
circulo, é possivel trisseccionar alguns angulos utilizando apenas a régua nao graduada e o

compasso.

Como este problema consiste em trisseccionar qualquer angulo, para mostrar a
sua insolubilidade, exporemos um contra exemplo, isto é, mostraremos que nao é possivel

2m
trissectar o angulo 6 = 13 dai

T T T
9—9:>39—3:>COS(39)—COS<3).

A cargo do leitor fica para verificacdo que a seguinte relagao é valida

cos(30) = 4cos*(0) — 3cos(0).
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Assim,

cos (30) = cos <2ér)

= 4cos® (§) —3cos () =
= 8cos® (§) —6cos () =
= 8cos® () —6cos () —1 =

Para melhor visualizagao, faremos uma mudanca de varidvel na equacao acima, seja
u = cos(f), assim
p(u) = 8u* — 6u —1=0.

Observe que, pelo Teorema 7 as possiveis raizes racionais de p(u) sdo —1 e 1.
Porém, p(1) =1 e p(—1) = —3, sendo assim, p(u) ndo possui raiz racional. Portanto, pela
Proposicao 13 concluimos que as raizes de p(u) = 8u® — 6u — 1 = 0 ndo sdo construtiveis.

~ Ve 7 . A 7-[-
E consequentemente, nao ¢é possivel trissectar o angulo 6 = 3
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