\
c

P2
SRS

£9

UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO

DEPARTAMENTO DE
MATEMATICA

&
=
@

Rebecca Galves Gutierres Toledo

Bases de Groebner

Ouro Preto, Brasil

2021



UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO

Rebecca Galves Gutierres Toledo

Bases de Groebner

Monografia submetida ao colegiado do Curso
de Matematica da Universidade Federal de
Ouro Preto como requisito parcial para a
conclusao do curso de Licenciatura em Mate-
matica.

Orientador: Prof. Dr. Edney Augusto Jesus de Oliveira

Universidade Federal de Ouro Preto — UFOP
Instituto de Ciéncias Exatas e Bioldgicas

Departamento de Matematica

Ouro Preto, Brasil

2021



SISBIN - SISTEMA DE BIBLIOTECAS E INFORMACAO

T649b Toledo, Rebecca Galves Gutierres .
Bases de Groebner. [manuscrito] / Rebecca Galves Gutierres Toledo. -
2021.
59 f.

Orientador: Prof. Dr. Edney Augusto Jesus de Oliveira.
Monografia (Licenciatura). Universidade Federal de Ouro Preto.
Instituto de Ciéncias Exatas e Biolégicas. Graduacao em Matematica .

1. Groebener, Base de . 2. Buchberger, Algoritmo de . 3. Polinémios .

4. Polindmios - Divisdo. I. Oliveira, Edney Augusto Jesus de. II.
Universidade Federal de Ouro Preto. Ill. Titulo.

CDU 510

Bibliotecario(a) Responsavel: Celina Brasil Luiz - CRB6-1589




MINISTERIO DA EDUCAGAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DE OURO PRETO
REITORIA
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS E BIOLOGICAS :
COLEGIADO DO CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA =3

FOLHA DE APROVACAO

Rebecca Galves Gutierres Toledo

Bases de Groebner

Monografia apresentada ao Curso de Licenciatura em Matemdtica da Universidade Federal
de Ouro Preto como requisito parcial para obtengdo do titulo de licenciada em Matematica

Aprovada em 22 de abril de 2021

Membros da banca

Dr. Edney Augusto Jesus de Oliveira - Orientador - Universidade Federal de Ouro Preto
Dr. Juliano Soares Dias - Universidade Federal de Ouro Preto
Dr. Vinicius Vivaldino Pires de Almeida - Universidade Federal de Ouro Preto

Edney Augusto Jesus de Oliveira, orientador do trabalho, aprovou a versdo final e autorizou seu depésito na Biblioteca Digital de Trabalhos de Conclusdo de Curso da
UFOP em 07/05/2021

e
call
Sel g
assinatura

eletrénica

Documento assinado eletronicamente por Edney Augusto Jesus de Oliveira, PROFESSOR DE MAGISTERIO SUPERIOR, em 09/05/2021, as 16:51,
conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de 8 de outubro de 2015.

Referéncia: Caso responda este documento, indicar expressamente o Processo n2 23109.002987/2021-27 SEIn2 0168770

R. Diogo de Vasconcelos, 122, - Bairro Pilar Ouro Preto/MG, CEP 35400-000
Telefone: (31)3559-1700 - www.ufop.br


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2015-2018/2015/Decreto/D8539.htm
http://sei.ufop.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

Agradecimentos

Agradeco inicialmente a Deus, meu maior parceiro, por seu amor incondicional.

Em seguida gostaria de agradecer minha mae, Rachel, por ser a mulher mais forte
que eu conheco. Se eu pude escrever esse texto, é gracas a ela. Obrigada por acreditar em

mim e sempre lutar para que eu fosse uma pessoa melhor, tudo que sou e serei é por ela.

Sou grata também aos meus avoés, Silvia e Luiz Antonio, por todo amor e carinho,
vocés sao a bondade e a poesia na minha vida. A minha madrinha, Priscilla, por me
ensinar tanto e ser referencia em determinacao. E a todos da minha familia por sempre

me apoiarem, principalmente em momentos importantes.

Tem uma pessoa que merece uma paragrafo neste agradecimento, meu amigo e
orientador Edney. Por vezes eu pensei em desistir, mas ele sempre me apoiou e acreditou
em mim. Esse texto tem muito dele, pois me inspirei na maneira que ele encarava a
matematica. Por isso sou grata por todo o ensinamento e principalmente pela amizade

que construimos junto ao texto, essa é uma conquista nossa.

E por tltimo e ndo menos importante agradeco a minha familia de coragao, a Mais

ou Menos Republica, por todo amor e consideracao. Levarei vocés comigo por onde eu for.



“Nao vos amoldeis as estruturas deste mundo,

mas transformai-vos pela renovac¢ao da mente,

a fim de distinguir qual é a vontade de Deus:

0 que € bom, o que Lhe € agraddvel, o que é perfeito.
(Biblia Sagrada, Romanos 12, 2)



Resumo

Neste trabalho apresentamos uma introdugao a teoria das Bases de Groebner e como
motivador, sua aplicacao mais natural: o problema da pertinéncia de um polinémio a um
ideal polinomial. Para isso, preparamos no texto a estrutura algébrica de anéis e de ideais,
dando enfoque em conjuntos geradores para ideais e apresentando a definicdo de anéis
Noetherianos. Em continuidade falamos dos anéis polinomiais em uma indeterminada
para entao estabelecer, via uma relacdo recorréncia natural, os anéis de polinémios em
um numero finito de indeterminadas no qual exibimos o conceito de ordens monomiais, e
ainda, no estudo de polinémios destacamos os algoritmos das divisoes polinomiais em cada
caso, visando algoritmos para obtencdo dos quocientes e restos. Por fim estabelecemos
a definicdo de Base de Groebner para um ideal polinomial, enunciamos e demonstramos
um teste para a verificacdo de que um dado conjunto gerador é ou nao Base de Groebner,
o chamado Critério de Buchberger, e para quando o conjunto gerador nao for uma Base
de Groebner, exibimos e demonstramos um algoritmo que nos fornece uma tal base, o
Algoritmo de Buchberger. Abordamos também importantes resultados que sao essenciais
para as referidas demonstragoes, o Teorema da Base de Hilbert e o Lema de Dickson. Por
fim, deixamos claro como é utilizado uma Base de Groebner para a resolucdo do problema

da pertinéncia.

Palavras-chave: Divisao polinomial, bases de Groebner, Algoritmo de Buchberger.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos uma introducao da teoria de Bases de Groebner e
uma importante aplicacao dela: como determinar a pertinéncia de um polindmio a um
ideal polinomial. Vale destacar que o estudo de bases de Groebner é recente no meio
matematico e foi desenvolvido inicialmente pelo matematico austriaco Bruno Buchberger
em 1965, e foi assim denominada em homenagem ao seu orientador Wolfgang Groebner
e ela possui diversas aplicacoes em algebra comutativa, além da que exibiremos. Antes
de apresentar o conceito de Bases de Groebner nés estudamos topicos da teoria de anéis,
em especial seus ideiais, uma vez que essa estrutura algébrica faz parte dos pré-requisitos
bésicos para se estudar as Bases de Groebner. Depois definimos os anéis polinomiais,
em uma variavel e em n indeterminadas, momento em que estudamos algumas de suas
propriedades, principalmente as relacionadas as divisdes polinomiais. Por fim definimos as
Bases de Groebner e mostramos o algoritmo que de fato constréi uma Base de Grebner de

um determinado ideal polinomial em n variaveis.

No primeiro capitulo apresentamos os conceitos basicos necessarios para o desen-
volvimento da monografia, como: anéis e seus ideais. No estudo de ideais, destacamos os
conceitos de conjunto gerador e anéis Noetherianos. Usamos como base para nosso estudo
os textos (GONCALVES, 2017), (HEFEZ, 1993), (MONTEIRO, 1974), (IEZZI, 2005) e
(VIDIGAL, 2005).

O segundo capitulo é voltado para o estudo de polindmios e esta divido em duas
partes: polindbmios em uma indeterminada e polindmios em n indeterminadas. Como
base para esse estudo, citamos o livro Polinémios e Computaciao Algébrica do Coutinho
(COUTINHO, 2012). Observamos nesse estudo que o conjunto dos polinémios em uma
indeterminada x; com coeficientes em um corpo K, é um anel comutativo com unidade
denotado por K|z1] e que nele h& um algoritmo de divisdo que nos permite inferir diversas
propriedades sobre ideais polinomiais. Em seguida definimos, de forma recursiva, o anel de
polindmios em duas varidveis com coeficientes em K[z1] e com x5 como indeterminada,
sendo assim denotado por K [z, y] := (K [z]) [y], e a partir da extensao deste raciocinio
obtemos o anel de polindomios em n indeterminadas. Observamos que no caso do estudo de
polinémios em mais de uma indeterminada precisamos estabelecer uma espécie de ordem
entre os monomios, as quais chamamos por ordens monomiais e com isso somos capazes
de enunciar a versao do teorema de divisao polinomial em n indeterminadas. Uma divisao
importante que desenvolvemos é a divisao de um polinémio por um conjunto finito de
polindmios, esta serd importante na hora de falar sobre pertinéncia de um polinémio a um

ideal polinomial.
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No terceiro capitulo apresentamos os resultados centrais deste trabalho e utilizamos
como principais referéncias o livro (COUTINHO, 2012) e a dissertagao (RAMOS, 2003),
foram consultados também a monografia (MENDES, 2012). Neste capitulo definimos
ideais monomiais e provamos que um ideal monomial sempre sera finitamente gerado
(e mais, gerado por mondmios apenas), e com esse resultado em maos, enunciamos e
demonstramos o célebre Teorema da Base de Hilbert, o qual diz que todo ideal polinomial
(com coeficientes em um corpo) serd finitamente gerado. Para apresentarmos a defini¢ao
de Base de Groebner para um ideal, precisamos estabelecer o ideal gerado pelos termos
lideres de I, denotado por (T'L(I)), e o ideal gerado pelos termos lideres dos polinémios
que geram o ideal I, denotado por (T'L(g1),TL(g2),...,TL(g,)). De imediato notamos
que (T'L(g1), TL(g2),...,TL(g,)) € (TL(I)), e quando a igualdade for védlida, dizemos
que {g1,92,--.,9s} ¢ uma base de Groebner para o ideal I. Usamos de uma propriedade
especifica das bases de Groebner para resolver o problema da pertinéncia de um polinémio
a um ideal polinomial. Uma parte importante deste capitulo é o Critério de Buchberger.
Usamos tal critério para provar que o Algoritmo de Buchberger tera um fim e assim se torna
valido, tal algoritmo nos proporciona achar uma base de Groebner de um determinado

ideal a partir de um conjunto finito de geradores de I.
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1 Anéis e ideais

Neste capitulo introduziremos o conceito de anéis e de ideais, os quais serao
importantes para a formalizacdo dos principais conceitos que necessitamos para introduzir

a definicao de Bases de Groebner: polindmios e do anel de polinémios.

Comecamos pela definicao de anel.

Definicao 1. Sejam A um conjunto ndao vazio e duas fungoes bindrias +: A X A — A e
-1 Ax A — A denominadas adi¢do e multiplicacdo, respectivamente, dizemos que (A, +,-)
é um anel com unidade se as operacoes + e - satisfizerem as sequintes propriedades:

i) (Associatividade da adigio) Para todos a,b e c € A, (a+b)+c=a+ (b+¢);

it) (Ezisténcia do elemento neutro da adigao) Existe a € A, tal que Ya € A tem-se

ata=a+a=a;
iit) (Ezisténcia do inverso aditivo) Para todos a € A, 3b € A, tal que a+b=b+a = a;
i) (Comutatividade da adi¢io) Para todos a,b € A, a+b=0>b+ a;
v) (Associatividade da multiplicagio) Para todos a,b ec€ A, (a-b)-c=a-(b-c);

vi) (Ezisténcia do elemento neutro da multiplicacao) Existe e € A, tal que Ya € A

tem-se a-e=e¢-a=aj;
vii) (Distributividade) Para todos a,b ec€ A, a-(b+¢) = (a-b)+ (a-c);

Exemplo 1. O conjunto dos niimeros inteiros 7., munido das operacoes usuais de adigdo e
multiplica¢do, denotadas por + e - respectivamente, constituem o anel dos inteiros (Z, +, -).
De modo similar, temos o anel dos racionais (Q, +, -), o anel dos reais (R, +, -) e o anel

dos complexos (C, +, -).

Definicao 2. Dizemos que um anel A serd comutativo se, para todo a,b € A a operacao

de multiplicagdo satisfizer a comutatividade, ou seja,
a-b=>b-a.
Com a intencao de simplificar a notagdo, sempre que as operagoes estiverem
subentendidas, denotaremos o anel (A, +,-) simplesmente por A.

Exemplo 2. O conjunto das matrizes Ms(Z) nao é um anel comutativo com as operagoes

usuais de matrizes 2 X 2. De fato, basta observar que

o) Go)=Ga) e (o)-(a) Ga)
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Definicao 3. Sejam A um anel e a € A um elemento ndao nulo. Dizemos que a € um

divisor de zero se existe b € A ndo nulo, tal que:
a-b=0. (1.1)

Definigao 4. Um anel A serd dito ser um dominio de integridade, ou simplesmente

dominio, se ndo possuir divisor de zero.
Exemplo 3. Os anéis Z,Q, C, R sdo dominios de integridade. O anel Zg nao é um dominio
pois2-4=0¢€2,4#0.

A partir de agora todo anel serd tomado como dominio de integridade.

Exemplo 4. Sejam A, B anéis, temos que o produto cartesiano A x B é também um anel.
De fato, seja C = A x B e sendo a,a’ € A e b,b € B, definimos as operagoes de adicio e
multiplicagio de C coordenada-a-coordenada, ou seja, (a,b) + (a’,V) = (a+d',b+ 1) e
(a,b) - (a',b) = (ad’,bV).

i) Sejam (ay,by), (az,b2), (as,b3) € C' temos que,
[(a1,b1) + (a2, b2)] + (a3, b3) = (a1 + a2, by + ba) + (as, bs)
= (a1 —|—CL2 +a3,b1 —|—b2 +b3)

Observe também que

(al, bl) -+ [(CLQ, bg) + (ag, bg)] = (al, bl) + (CLQ + as, b2 -+ bg)
= (a1 + ag + a3,b1 + b2 -+ bg)

Logo, a adicao definida para C' € associativa.

it) Como A anel, existe o € A tal que a + o = o+ a = a, pra todo a € A. Da mesma

maneira existe 5 € B, tal que b+ 3 = 3+ b= b para todo b € B, entao

(v, B) + (a,b) = (v +a, B+ b) = (a,b)

(a,8) + (@, B) = (a+a,b+ B) = (a,b).
Logo eziste um elemento neutro (¢,d) € C; em que (¢,d) = («a, 5)
i11) Sabendo que A, B sdo anéis, temos que todo a € A possui um inverso aditivo c e

todo b € B possui um inverso aditivo d. Portanto (c,d) € inverso aditivo de (a,b)

uma vez que,
(a,b) + (¢,d) = (a+¢c,b+d) = (o, )

(c,d)+ (a,b) = (c+a,d+b) = (o, )



Capitulo 1. Anéis e ideais 12

iv) Sabendo que ay + ay = as + ay em A (comutatividade da adi¢io em A), e andlogo

em elementos de B, temos:

(al,bl)+(a27b2) = (Gl +a2,b1+b2)
= (CLQ + al,bg + bl)
= (a27b2) + (ala bl)

Assim, provamos a comutatividade da adi¢io em C'.

v) Sejam ay,as,a3 € A e by, by, b3 € B temos que,

[(a1,b1) - (ag,b2)] - (a3,b3) = (a1 - ag, b1 - by) - (a3, bs)

(1.2)
= ((Il a9 - &3,[)1 . bQ . bg)

Mas também,

(Cll, bl) : [(02752) : (CL3, 53)] = (a1751) : (CL2 “as, by - bs)
= (Cbl a9y Cbg,bl . bg . bg)

Logo C' € associativo pela multiplicacao.

vi) Sejam ey € A e eg € B os elementos neutros multiplicativos de A e B, respectiva-

mente. Entdo para todos a € A e b € B temos
(a’ b)(eA7 eB) = (a " €4, b- eB) = (a7 b) € (614; GB)(CL, b) = (614 *a,€p - b) = (a7 b)
Portanto (ea,ep) € C' é um elemento neutro multiplicativo.

vii) Sejam ai,as,a3 € A e by, by, b3 € B.

(a1,b1) - [(ag, b2) + (ag,b3)] = (a1,b1) - [(a2 + as, by + b3] = (a1 - (a2 + as), by - (ba + b3))
= (ay-ay+ay-as,by-by+ by -b3)

(a1 - ag, by - by) + (ay - as, by - bs)

(ay,b1) - (ag,ba) + (ay,b1) - (as, bs).

ai

Logo, vale a regra da distributividade em C'.

Assim, provamos que C' é anel.

Corolario 1. Para todo A anel, vale a lei do cancelamento na operacao de soma, isto €,
Va,b,ce A,a+b=a+c=b=c.
Demonstragdo. Sejam A um anel, tal que a,b,c € A e

at+b=a-+tec
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Como a € A, por defini¢do existe (—a) € A tal que (—a) + a = «, logo:
(—a)+a+b=(—a)+a+c=>a+b=a+c=>b=c
]

Observamos que na defini¢cao de anel pede-se para cada elemento a existéncia do in-
verso aditivo, mas nao ¢ exigido uma propriedade andloga para a multiplicacao. No entanto,
isso nao impede a existéncia de elementos do anel que possuam “inversos”multiplicativos,

e isso motiva a seguinte definicao.

Definicao 5. Sejam A um anel e a € A ndo nulo. Se existir b € A tal que a -b = e,
chamaremos b de inverso multiplicativo (ou simplesmente inverso) de a. Nesse caso,

dizemos que a e b sdo elementos tnvertiveis de A.

Note que os anéis Q, R e C possuem a propriedade de que todo elemento nao nulo

¢ invertivel. Com isso, podemos enunciar a seguinte defini¢ao:

Definicao 6. Se um anel A possui a propriedade de que todo elemento ndo nulo é invertivel,

dizemos que A é um corpo.

E facil notar que Q, R e C s@o corpos, enquanto que Z nao é um corpo, pois niao
existe b € Z tal que 2-b = 1.

Proposicao 1. Seja A um anel, sao vilidas as sequintes afirmagcoes:

(i) O elemento neutro aditivo de A é unico.

(i1) Dado a € A, existe um unico elemento b € A inverso aditivo de A. Neste caso

dizemos que b é um simétrico de a e o denotamos por (—a).
(iii) Se um elemento a € A possuir inverso multiplicativo em A, entao ele serd unico.

(itv) O elemento neutro multiplicativo de A é dnico.
Demonstracao. Seja A anel, temos:

(i) Suponha que «, @’ sejam elementos neutros aditivos de A. Daf temos,

a=a+d =d,
. . . . .. ! oy
em que na primeira igualdade acima utilizamos o fato de que o’ é um neutro aditivo
e na segunda utilizamos que « é o outro elemento neutro aditivo. Logo so existe um

elemento neutro aditivo em A.
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(ii) Seja a € A um elemento arbitrario e suponha que (—a) e (—a’) sejam dois inversos
aditivos seu. Logo,
(—a)+a=0=(-d)+a.

Aplicando a lei do cancelamento na igualdade acima (cancelando a em ambos os
lados), obtemos

—a = —ad.

Mostramos entao a unicidade do simétrico para cada elemento de A.

(iii) Suponha que a € A seja invertivel e que ¢, ¢ € A sejam dois inversos de a € A. Daf

Ainda teremos,

ca-d=(c-a)-d=e-="(.

Logo, ¢ = ¢, mostrando deste modo que s6 pode existir um inverso aditivo para

cada elemento de A.

(iv) Suponha e e €' sejam elementos neutros multiplicativos de A. Dai,

em que na primeira igualdade acima utilizamos o fato de que ¢’ é uma identidade e

na segunda utilizamos que e é uma identidade. Assim fica provada a unicidade do
elemento neutro multiplicativo, se ele existir.

O

Demonstrada a unicidade do elemento neutro aditivo, vamos passar a representa-lo

pelo algarismo 0, e o elemento neutro multiplicativo pelo algarismo 1.

Para aprimorar o texto usaremos ¢~ como a notacao do inverso multiplicativo do

elemento a € A, caso exista.

Exemplo 5. Considere o conjunto das classes residuais de inteiros modulo n, o Z, =
{0,1,2,...,n— 1}, em que @ = b < n|(a — b).

Sobre esse conjunto defina as sequintes operagoes:

4+ DLy X Loy — Dy L X Moy = Dy
— _ e _ _ -
(@, b) +— a+b:=a+0b (@ b) +— a-b:=a-b.

Vamos provar que (Zy, +, -) € um anel e o primeiro passo é verificar que as operagoes
definidas estdo bem definidas. Para tal, suponha (a, b), (ay, b1) € Zy X Zy, tais que @ = @y
eb="b.
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Note que por definicao, temos que n|(a —ay) e n|(b—by), donde vemos que existem
x,y € Z que satisfazem:

a—a,=nxr e b—b =ny.

Somando essas duas equagoes temos:
(a+b) = (a1 +b1) = (v +y)n,

isto significa que,

CL—|—b:CL1+b1.

Na multiplicagcdo também temos que,

a-b=(zn+a)(yn+by) = zyn® + znby + a1yn + aiby.

Sabendo que a -b = xyn2 + axnby + ayyn + a1by, se subtrairmos a,b; de ambos os

lados da equacdo teremos:

ab — (ayb) = xyn® + xnby + ayyn + (a1by) — (a1by) = ab — a1by = (vyn + by + ayy)n.

Logo n|(ab — a1by), e assim a-b = a; - by. Como a soma e a multiplicagio de duas
classes estao bem definidas, e dependem essencialmente da soma e multiplicacio em 7,
respectivamente, as propriedades dessas operagoes necessarias para garantir que Z, seja um
anel sao herdadas das propriedades das operagoes do anel Z. Observe que o elemento neutro
da soma de Z,, € a classe 0, que representa os multiplos de n e o neutro multiplicativo é a

classe 1.

Uma importante propriedade dos anéis Q, R, C é que se a-b = 0 entdo ou a = 0 ou

b = 0. No entanto, propriedade nao é valida para todos os anéis, como por exemplo Z,:
2-2=0,
com 2 # 0.
Agora vamos estabelecer uma importante classe de fungoes relacionadas a anéis.

Definigao 7. Sejam A e B dois anéis. Uma funcio f : A — B é chamada homomor-

fismo de anéis se para todos a,b € A, satisfizerem as condigoes abaixo:

i) fla+0b) = f(a)+ f(b);
i) fla-b) = f(a)- f(b).

Exemplo 6. Sejam A e B anéis, com A=R e B=R xR (veja o exemplo 4). A fungdio
f:A— B, dada por f(x) = (0,x) é homomorfismo.
De fato, sejam x,y € R.
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i) Entao f(x +y) = (0,2 +y) = (0,2) + (0,y) = f(z) + f(y),

i) B também f(z-y) = (0,2 -y) = (0,2) - (0,y) = f(z) - f(y)-
Logo [ € um homomorfismo de A em B.

Definigao 8. Se f : A — B é um homomorfismo bijetor, dizemos f é um isomorfismo
e que A e B sao isomorfos e escreveremos A = B. Considerando o caso particular, em

que A = B, chamamos f de automorfismo.

E importante ressaltar que se existir isomorfismo de anéis f : A — B, entao
f': B — A também é isomorfismo. E se A e B sdo isomorfos, os dois anéis sao
estruturalmente iguais do ponto de vista algébrico, ou seja, a diferenca entre eles é

basicamente a interpretacao e a notacgao utilizada para os seus elementos.

Proposicao 2. Sejam A, B dominios de integridade e f : A — B um homomorfismo de

anéis. Sao validas:

i) f(04) =0p;
i) f(1a) = 0p ou f(1a) = 1p;

iii) f(—a) =—f(a),Va € A.
Demonstragao. i) Podemos notar que:

f(04) = f(04+04) = f(0a) + f(0a).

Sabendo que existe o inverso aditivo de f(04) no anel B, que serd denotado por
(—f(04)). Vamos somar o inverso aditivo aos dois lados da igualdade acima, e entao

teremos:
f(04) + (=£(04)) = (f(04) + f(04)) + (= f(04)),

onde sabemos que somados os inversos dentro de um anel obtemos o elemento neutro

do mesmo. Usando também da associatividade na primeira parte da igualdade temos,
0p = f(04) + (f(04) + (=f(04)) = 05 = f(04).
ii) Escrevendo f(14) = a, temos

a=f(1a)=f(1a-14)=f(1a) - f(la) =a-a=a-a—a=0g = ala—1;) =0p.

Decorre deste modo que, como B é um dominio, a = 0g ou a = 1p.
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iii) Pelo item i) desta proposicao temos que f(04) = 0p. Com isso,

0p = f(04) = fa + (=a)) = f(a) + f(=a),

e somando o simétrico de f(a), o —f(a), a ambos os lados, vemos que

para todo a € A.

1.1 Ideais

Nessa secao, trazemos uma ferramenta central para nossos estudos.

Definicao 9. Seja A um anel e I um subconjunto nao vazio de A. Dizemos que I é um
ideal de A, se:

i) Para todo a,b € I, entio a —b € I;
it) Para todo a,€ I, eb € A entioa-be I.

Exemplo 7. Seja A um anel qualquer. E imediato verificar que os subconjuntos {0} e o

proprio A sao ideais. Tais ideais sao usualmente chamados de ideais triviais.

Exemplo 8. Considere o anel A = C10,1] das fungoes continuas f : [0,1] — R munido

das operagoes definidas ponto-a-ponto, ou seja, Ya € [0, 1]:

(fi + f2)(a) = fila) + fala) e (fi- fo)(a) = fi(a) - fa(a).

O elemento neutro aditivo do anel A € a funcao constante nula e o neutro multiplicativo €

a funcao constante igual a 1.

Seja b € 10,1] fixrado. Defina:

Iy =A{f € Al f(b) = 0}.

Entdo I, ¢ um ideal de A, pois:

i) Para todo f,g € I, temos que (f —g)(b) = f(b) —g(b) =0—0=0. Logo f — g € I.

it) Para todo h € A,g € I, Temos que (h-g)(b) = h(b) - g(b) = h(b) -0 = 0. Logo
h-gé€l.

Teorema 1. Seja I um ideal de Z. Entao existe n € Z tal que I = nZ.
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Demonstracao: Se I = {0}, entdo n = 0 é o nimero procurado, pois é facil notar que com
essa condigao o teorema é valido. Agora suponha entdo que I # {0}. Logo, existe a # 0
onde a € I e portanto, como —1 € Z temos (—1) - a € I, que satisfaz a segunda condigao

estabelecida para os ideais, ou seja —a,a € I. Definimos entao:
I, ={z €I tal que © > 0}.

Pelo que vimos acima, I, é um subconjunto nao-vazio e limitado inferiormente de

Z. Assim, pelo Principio da Boa Ordem, I, tem menor elemento, digamos d.

Vamos mostrar que I = dZ. A inclusao dZ C I é imediata, visto que d € [ e [ é
um ideal de Z, agora provemos a outra inclusao. Para isso, seja a € I. Pelo algoritmo da

divisao em Z existem tnicos ¢ e r tais que:
a=q-d+r, onde0<r<|d =d.
E sabemos que (a — ¢q - d) € I, j& que I ideal, entdo se r # 0 vemos que,
r=a—q-dely,
o que é um absurdo, pois d é o menor elemento de I, e r < d. Assim,
a=q-dedz,
e consequentemente, I C dZ.

Definigao 10. Um ideal P de um anel A é um ideal primo se:

i) P+ A,
it) Para todos a,b € A, sea-b € P entio oua € P oub € P.

Definigao 11. Seja A um anel. Um ideal J de A, com J # A é dito ser um ideal

maximal de A se sempre que existir I ideal de A com J C I C A, entao I =J ou I = A.

Exemplo 9. Os ideais pZ, com p primo, sao todos os ideais maximais de Z.
De fato, é facil ver que para todo p primo temos pZ # Z. Pelo Teorema 1, todo ideal de Z
¢ da forma nZ, para algum n € Z. Suponha que pZ C nZ C 7Z. Consequentemente,

pLCnl=penl=p=n-a, a € L.

Como p € primo, temos que n =1 oun=p. Sen =1, entaonZ =1-7Z =7, e sen = p,
temos nZ = pZ. Portanto, pZ com p primo é um ideal mazximal de 7.
Agora, suponha que nZ é um ideal mazximal. Se n ndo for primo, entdo existem ny,ny € 7

tais que n =ny -no com 1 < ny,ne < n. Disso vemos que:

nl. = nneli CiZ C7L = mZ =17 ou niZl = nk. (1.3)
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i) Se mZ =17, e sabemos que 1 € Z teremos que 1 = nik = nq|1 = ny = 1, absurdo;
it) Se nZ = nZ, temos que ny =n -z, com z € Z, donde n|ny. Sabendo também que
n =mny - ny temos que nq|n, o que implica que n = ny, absurdo. Andlogo para ns.
Logo n deve ser primo.

Exemplo 10. O ideal 4Z de Z ndo é ideal primo. De fato, 6 -2 =12 € 47, mas nem 2 e

nem 6 pertencem a 47.

Exemplo 11. O conjunto Zx{0} é um ideal primo de ZxZ. Se (a,b)-(c,d) € Zx{0} entdo
temos bd = 0 € Z. Isso implica que b =0 e (a,b) € Z x {0} oud =0 e (¢,d) € Z x {0}.

Definicao 12. Seja A um anel e S C A. Definimos o conjunto gerado por S como:

5 ={ 3 s

finito

OJZ'GA, S,L'GS}.

Agora vamos provar que o conjunto (S) é ideal.

i) Sejam p e ¢ dois elementos de (S), entdo existem ay, ..., a, by, ..., by, € A, tais

que p = a1y + ... + a8, € ¢ = by1s] + ... + by,s, . Assim temos:
p—q=(a181+ ...+ @usSm + ...+ a,8,) — (bys] + ...+ bys. ).

/

m € uma soma finita de

Destacando que a18; + ... + a,8, + (=b1)s] + ... (=by)s
elementos do tipo as com a € A, s € S. Temos que, p — q € (5).

ii) Sejap e (S) e c € A, entdo temos,
p-c=(a181+ ...+ a,s,)-c=(cay)sy + ...+ (ca,)s,;

com s € S eem que cada ca; € A, i=1,...,r, pois ¢, a; € A. Assim (p-c) € (S).

A notacao (S) é usada para dizer ao publico que tal conjunto é gerado por elementos

de S, e assim, podemos escrever (S) = (s1,52,...,5n...).

Um caso particular da Defini¢do 12 é quando temos o conjunto S finito. Nesse caso,

denominamos (S) como ideal finitamente gerado, e ¢ comum escrevermos

(S) = (s1,82,...,Sn) -

Caso S for unitario, ou seja, S = {s}, entdo o ideal (S) = (s) é dito ser principal.

Uma observacgao pertinente que podemos fazer é a seguinte: todo ideal I de um

anel A sempre ird possuir um conjunto gerador, que é o préprio I tomado como conjunto.
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Note que a situagdo menos complexa de se lidar é quando conseguimos obter um conjunto
gerador finito, o que nem sempre é possivel. Exemplos de ideais que nao sao finitamente
gerados nao sao em geral tao simples de se imaginar em nivel elementar, mas podemos
citar (sem maiores detalhes) o ideal do anel de polindémios em infinitas indeterminadas

{z1, z9, ...} gerado por todas as indeterminadas.

Exemplo 12. Pelo Teorema 1, temos que todo ideal I do anel Z € da forma I = nZ, ou

seja, I € gerado por n e desse modo concluimos que todo ideal de Z: é um ideal principal.

Definigao 13. Um anel A é dito Noetheriano se todo ideal I C A for finitamente gerado.

Pelo Exemplo 12 podemos concluir que o anel Z é Noetheriano, pois todos os seus

ideais sao principais, ou seja, finitamente gerados.

Exemplo 13. Sejam K um corpo e I # {0} um ideal de K. Como I # {0}, existe
x € I ndo nulo, e por consequéncia, existe = € K (o inverso multiplicativo de x). Pelas

propriedades de ideal, temos
l=z-27'el = K=(1)cl =I1=K.

Portanto os unicos ideais de um corpo K sdo os triviais, que sao sabidamente finitamente

gerados. Logo, todo corpo K é Noetheriano.

Seja Z = {I;}er uma familia arbitraria de ideais de um anel A. Dizemos que os

ideais da familia Z formam uma Cadeia Ascendente de Ideais em A se
LCLC..CI,C... (1.4)
Lema 1. Seja

]1C]2C...CIjC...

wma cadeia ascendente de ideais de A. Entio Y = | J I; é um ideal de A.
jer
Demonstracio. Sejam a, b € Y. Dai existem m, n € N, tais que a € I,,, e b € I,,. Sem

perda de generalidade podemos supor que m < n, o que nos garante que
I, CI,.

Logo a, b € I, C U =Y. Além disso, para todos a € Y e r € A temos que ar € I, C
jer
U =Y. Portanto Y é um ideal. O

jET

Diremos que a cadeia ascendente de ideais (1.4) é estaciondria se existir algum

m € N para o qual I, = I,,, para todo k > m.
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Definicao 14. Dizemos que um anel A possui a propriedade de Condigcao de Cadeias

Ascendentes (cca) se toda cadeia ascendente de ideais de A for estaciondria.

Proposicao 3. Seja A um anel. A ¢ Noetheriano se, e somente se, A possui a propriedade

(cca).
Demonstracio. Suponha A Noetheriano

LcLc...cl,C... (1.5)

o
uma cadeia ascendente qualquer de ideais de A. Pelo Lema 1 temos que Y = U I, um

n=1
ideal, e sendo um ideal de A temos que ele serd finitamente gerado, ou seja, existem

Z1,...,x, € A tais que:
Y = (z1,...2,).

Sendo assim x € Y, para todo kK =1,...,r. Isso implica que para cada k=1,...,r, vai

existir n que depende de k, denotado por ny, tal que zy, € I,,,.

Como o conjunto dos n;’s é finito e n, € N, percebemos que dentre nq,...,n,

temos um maior elemento, digamos j' (j' = max{ny,...,n,}). Com isso, vemos que

oy €1, CIy Vh=1,... 1.

Portanto o
Y = (21,29,...,2,) C Iy C | L, =Y,

n=1
donde vemos que todas as inclusdes acima devem ser obrigatoriamente igualdades. Deste

modo, para todo m > j' temos

Ij/ g [m C U [n:Ij’7

n=1

ou seja, para todo m > j' tem-se que I = I,,, e assim a cadeia ascendente de ideais dada

em (1.5) é estacionaria e A possui a propriedade (cca).

Agora suponha que A possua a propriedade (cca). Queremos provar que qualquer
ideal de A é finitamente gerado. Suponha entao I um ideal qualquer de A, gerado pelo

conjunto S (que na pior das hip6teses pode ser o préprio I, como conjunto), isto é,

I=(S).
Se S for finito, provamos o que queriamos. Suponha que S seja infinito, isto é,

S =Axy,x9,...,Tp,...}.
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Vamos criar uma cadeia ascendente de ideais gerados por elementos de S da seguinte

forma:

]1 = <l’1> C 12 = <ZE‘1,I2> C...C In = <.I‘1,(L’2,...7.I'n_1,l’n> ... (16)

Note que os ideais [ foram construidos de modo que z; € I para todo xzp € S e I, C I.
Além disso, (1.6) é cadeia ascendentes de ideais de A, e como toda cadeia ascendente de
ideais de A deve ser estacionaria, existe um r € N tal que, para todom > r, I, = I,.. E
dai vemos que para todo k,

x, € I C I

ou seja, S C I, e por fim concluimos que
Icl.cl,

ou seja, I = I,(xy,...,z,) e assim [ finitamente gerado. ]
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2 Polinomios

O objetivo central deste capitulo sera o de estabelecer de forma rigorosa o anel
de polindémios, tanto em uma indeterminada, quanto em n indeterminadas, e além disso,

observarmos diversas propriedades desses anéis.

Observamos que para generalizar o algoritmo de divisao polinomial de uma inde-
terminada para n indeterminadas, precisaremos generalizar o conceito de grau e de termo

lider, e faremos isso apresentando o conceito de ordens monomiais.

Usamos como base para este capitulo os textos de (COUTINHO, 2012), (IEZZI,
2005) e (HEFEZ; VILLELA, 2012).

2.1 Polinomios em uma indeterminada

Seja A um anel comutativo com unidade e z um simbolo formal. Definimos um

polinémio como uma expressao do tipo:
0 2 3 n
aoxr” + a1x + agxr” + azxr” + ... + apx,

onde n € NU{0} ea; € A, i =0,1,2,...,n Note que a “soma” acima é definida

formalmente, e ela pode ser denotada de maneira sucinta por

sendo x um simbolo formal que podemos denominar como indeterminada, incégnita ou
variavel'. J4 os elementos a;, com i = 1,2, ..., n, sdo os coeficientes do polinémio e i o
indice do respectivo coeficiente. Bom, vale ressaltar que a indeterminada de um polindmio
pode ser representada por outras letras mintsculas além do z, sendo as mais comuns z, y
e z, e para representar o polinémio usamos f ou f(x) quando quisermos destacar sobre
qual incégnita ele se relaciona. Vamos denotar por A[z] o conjunto de todos os polindémios

cujos coeficientes forem elementos de um anel A.

Vamos chamar de polinémio nulo aquele em que todos os coeficientes a;, com

i € NU {0}, sdo iguais a zero.

Exemplo 14. Considerando em K[z], os polinémios f(z) = b5z® +22° + 3z + 1 e
g(x) = 22* 4 62% + 8, temos que:

i) os coeficientes de f sio ag = 1,a; = 3,as = 2,a3 = 5.

1O termo varidvel aqui distingue do senso comum de uma varigvel em uma fungéo, mas o seu uso nio é

equivocado, tendo em vista uma importante classe de fungdes, as polinomiais.
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it) 0s coeficientes de g sao ag = 8,a1 = 0,ay = 6,a3 = 0,a4 = 2.

Dentre o conjunto de polinémios ha uma subclasse de polindmios especiais do tipo

a,x", os chamados mondémios.

Definicao 15. Dado f, se n é o maior dos indices, tal que a, # 0 dizemos que:

i) a,x" € chamado de termo lider, denotado por TL(f),
it) x" é chamado de mondomio lider, denotado por ML(f),
iii) an € chamado de coeficiente lider, denotado por CL(f),
i) ag € chamado de termo independente.

Defini¢ao 16. Definimos o graw de um polindmio nao nulo f, denotado por O (f),
como sendo o expoente que acompanha a indeterminada do monomio lider, ou seja, se
ML(f) = 2", entao O (f) = n.

Observacao 1. O grau do polinomio nulo ndao estd definido.

Exemplo 15. Considere o polinémio f = 8x*+3x-+5. Entdo o termo lider ¢ TL(f) = 822,
o mondémio lider é ML(f) = x*, o coeficiente lider é CL(f) =8 e o termo independente é

5. O grau deste polindmio é igual a O(f) = 2.

Definicao 17. Dois polinomios f e g, da forma f =a,x" + ... +a1x+ag € g = bpx™ +
...+ bz + by, sao iguais se, e somente se m = n e todos os coeficientes correspondentes
sao iguais, isto €,

CLOZbo, (llzbl, e an:bn.

Exemplo 16. Para que os polindmios em K|x] f = ax®+(b+c)x*+cx+b e g = 52° —2w+2

sejam iguais, devemos ter que a =5, c = —2 e b= 2.

Observe que o polinémio f = 2z* 4+ 8z + 5, pode também ser representado pelas
seguintes expressoes f = 2x* 4 02° + 022 +8x+5 ou f = 02° +02° 4 22* + 82 + 5. Esse tipo
de raciocinio pode ser feito de forma geral, entdao suponha um polinémio que tenha grau
n, ele pode ser escrito de modo que todos os monoémios sejam explicitados (aqueles que
anteriormente estavam omitidos agora aparecem com coeficiente zero), e esse raciocinio
pode fazer que na representacao desse polinomio, apare¢a monoémios com grau maior do

que o grau do préprio polinémio.

Essas representagoes sao tteis para a apresentagao da soma e multiplicacao de
polinémios que aparece a seguir, nos demais casos ¢ pertinente usar de sua forma mais

compacta.
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Na soma de dois ou mais polinémios, obtemos um novo polinémio cujos coeficientes
sao precisamente a soma dos coeficientes correspondentes ao mesmo monémio z'. Sendo
assim, suponha f =a,z" 4+ ...+ a1x +age g =bpx™ + ...+ by + by com n < m ento:

f+g= O0+bn)x™ + ...+ (an+by)x" + ...+ (a1 + b))z + (ag + bo)

m

= ) (a;+ bi)x".

i=1
Exemplo 17. Sejam f = 52° + 42* + 12 e g = 62 + 3z + 8. Conforme observamos

acima, estes polindmios podem ser representados como f = 5z + 42> +0x + 12 e g =

023 + 622 + 3z + 8. Sendo assim temos,

frg= BG+0)2*+ @ +6)z*+ (0+3)x+ (12+8)
52% + 1022 + 3z + 20.

Sejam f, g € K[z] tais que f =a,2" 4+ ...+ a1x +ap e g =buz™ + ...+ bz + by

com n < m. O produto de f e g é definido por f- g = cmyns™ ™" + ...+ 12" + ¢y, em que
ci:Zatbi,t, O§Z§m+n
t=0

Exemplo 18. Sejam f = 2® + 42> +5 e g = 22 + 52% + 4. Conforme observamos
no inicio do capitulo, estes polindmios podem ser representados das sequintes formas:
f=2"+42 + 0r +5 e g = 22° + 52° + Oz + 4. Sendo assim temos,

frg= (2 +42® 4+ 0z +5)- (22° + 5% + 0w + 4)
(1-2)2°+(1-5+4-2)2°+(4-5)2" +(1-44+5-2)2° + (4-4+5-5)2* + (5-4)
= 225 +132° + 202" + 142° + 412% + 20.

Observe que, na prdatica, multiplicar dois polinomios é equivalente a fazer a distri-

butividade de monomio a mondmio.

Proposicao 4. Se f e g sdo ndao-nulos sobre um dominio de integridade, entdo fg é

nao-nulo e

A(fg) =9(f) +(g).

Demonstracio. Sejam f = a,a2" + ...+ a1x +ag e g = bp,z™ + ... 4+ bix + by tais que
f, g € k[z], polinémios nao nulos de grau n e m respectivamente. Denotemos por ¢;, j € N,

os coeficientes do produto fg. Sabemos que

J
C; = ajbo + CLj_lbl + ...+ Cllbj_l -+ aobj = Z aibj_i.
=0

Para que tenhamos j > n + m, ¢; serd a soma dos termos do tipo a;b;_; com

i =1+ (j —1i) > m+n dai devemos ter j > m ou j —i > m. Como O(f) =n e d(g) =m,
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temos a; = 0 para ¢ > n, e by = 0 para k > m. Logo o produto a;b;_; = 0 para todo
j > n+ m. Por outro lado, a,b,, # 0, o que implica ¢,,,, # 0. Assim, o menor natural k

tal que ¢; # 0, para todo j > n +m é k =n + m. Logo

A(fg) =n+m=09(f)+ 9(g).
0

Enunciamos sem demonstragao o seguinte resultado relacionado a estrutura algé-

brica do conjunto A[z].

Teorema 2. Seja A anel. O conjunto Alx] munido das operagoes de adi¢ao e multiplicagio

descritos acima é um anel.

A partir deste momento queremos que nossos coeficientes estejam em um corpo K,
pois os inversos nos garante que sempre sera possivel dividir os tais coeficientes. Sendo

assim, denotaremos o anel de polinémios daqui daqui em diante por K|z].

Teorema 3 (Divisao Euclidiana para Polindmios). Sejam f e g polindmios em K|[x], com

g # 0. Entdo existem polinomios q e r em K|[x] tais que
f=ag+r
em que r =0 ou que d(r) < I(g).
A prova de tal teorema se encontra no livro (VIDIGAL, 2005, Teorema 8.10).

Corolario 2. Sao unicos os polinomios q e r obtidos no teorema anterior.

Demonstragio. Suponha f € Klz| tal que

f=qg+r e f=qg+r,

com

d(r;) <0d(g) ou r,=0 para i=1,2.
Subtraindo as duas expressoes obtemos,
T — 11 = (q1 — q2)9.

Se ro — 11 # 0, entdo d(ry —r1) < d(g) e ¢1 — g2 # 0, ja que g # 0. Mas entdao obtemos

uma contradi¢do, pois
d(g) > 0(r2 —r1) = 0((¢1 — ¢2)9) = 0(g)-

Portanto, necessariamente, 7, — 3 = 0, 0 que implica ¢; — g2 = 0 (pois g # 0),

provando assim a unicidade. O]
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Sejam f, g dois polindomios em K |z], dizemos que g é um divisor de f ou que f é

multiplo de g, se existe ¢ € K[x] tal que f = qg.

Um caso especial a se analisar é quando f e g s@o nao nulos e f é multiplo de g,
isto é f = qg. Esse caso implica que d(f) > 0(g), e a prova disso vem do seguinte fato: se
f = gq, usando a Proposicao 4 temos 9(f) = d(gq) = 9(g) + I(q) > I(g).

Quando um polinémio é divisivel por um monémio, de forma que r seja o polinémio
nulo, podemos representar tal divisao como fragdo (generalizando a ideia de ntiimeros

racionais). Vejamos um exemplo.

Exemplo 19. Sejam f = 122° + 162" + 102 e g = 42 dois polinémios em R[z]. Observe
que podemos escrever .

f=g- (3:1:2+4x3—|—2) + 0, (2.1)
e como

D
q:3x2+4x3+§ e r=0

satisfazem as condicoes para quociente e resto do Teorema 3, temos que a igualdade dada
em (2.1) € representagio da divisio de f pelo monémio 4z. E como o resto desta divisio é
zero, temos que f ¢ divisivel pelo monomio g = 4x. Nesse caso é comum representarmos o
quociente q em termos de uma “fragcao” (vale destacar que em geral Z: ¢ K|x] mesmo que
Froc il 1243 + 162" + 102 5
= 1 :3952—1—4953—1-5.

q

O Corolario 2 traz a unicidade do quociente e do resto para a divisdo de quaisquer
polinémios f e g # 0 em K|z], mas ndo nos dd4 um modo de obté-los. Nesse sentido, iremos

apresentar um algoritmo que nos permitira obté-los.

Sejam f, g polindomios. Vamos considerar inicialmente r = 0, ¢ = 0.

Passo A: Teste se T'L(g) divide o TL(f). Se o T'L(g) divide TL(f) siga para o passo B,

caso contrario pare o algoritmo.

TL(f)
TL(g)

Passo C: Se 9(f) < 0(g) pare o algoritmo e r = f, se d(f) > d(g) volte ao passo A.

Passo B: Faca ¢ .= ¢+ , f:=f—q-g. Evapara o passo C.

O algoritmo acima pode ser ilustrado pelo seguinte diagrama:

/\

A > B >

Esses passos formam o algoritmo de divisao polinomial, e quando no passo C o

J(f) < d(g) paramos o algoritmo e o polindémio r serd o resto da divisdo e o polinémio ¢ o
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quociente.

Exemplo 20. Sejam f = 42> — 2> +0x +2 e g = 2° + 1. A divisdo de f por g € feita
sequindo 0$ passos acima:

43
Observe que TL(z* + 1) divide 42°. Sendo assim temos ¢ = 0 + % =4z e
x

f=42 -2+ 02+ 2~ [4v- (2> + 1)] = —2® — 4z + 2. Uma forma de representarmos
essas informacoes € através da tradicional representagdo de divisdo por chave:
f=42 — 2> +0x+2 | g=2"+1
4x

—4z - (2* + 1)
f=—-2"—4r+2

Como o gr(g) < gr(f) e jd que 4z divide —x* continuamos. Sequindo o passo C
2

temosq:4x+%:—1 ef=—2—do—[-1-(2*+1)]=-2>—1
T

f=d4a® 2> +0x+2]g=2"+1

—4x - (2® + 1) 4z-1
f=—-2*—4r+2
a2 +1
f=—4x+3

Como gr(g) > gr(f) paramos o algoritmo e concluimos que ¢ = 4x—1 er = —4x+3.

2.2 Polinomios em 71 indeterminadas e Ordem Monomial

Nesta se¢ao iremos apresentar o conjunto de polindmios em n indeterminadas, além
de listarmos algumas de suas propriedades. Essa construcao serd feita de forma recursiva
de modo que, a cada passo, possamos levar as propriedades de estrutura algébrica destes

conjuntos para o proximo passo.

Inciamos definindo o anel de polindmios em duas indeterminadas x e y da seguinte

forma: considere A; = K[z] com K corpo e defina,
AQ = Al[y]

Decorre do Teorema 2 que A; é um anel e disto, pelo mesmo teorema, concluimos que

A;qly] é um anel de polindmios com coeficientes em A; = K|[z| na indeterminada y.

Um elemento tipico de A5 é da forma

f=fo@)+ fi@)y + folx)y® + - + falz)y",
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com f;j(z) € A;. Olhando mais atentamente para uma dessas parcelas, observamos o

seguinte:
mj M
file)y' = | 2’ | y' = 3 a0y’
7=0 7=0

A justificativa para a tultima igualdade acima é que cada termo do polinémio f;(x) é
também um polindémio em Aj, ou seja, um coeficiente vilido no anel A;[y], onde sabemos
valer a distributiva do produto em relagao a adicao, vale ressaltar também, que pelo mesmo
motivo temos a comutatividade da multiplicagao entre as indeterminadas x e y. Deste
modo percebemos que f na verdade pode ser escrito como uma soma (finita) de expressoes
do tipo
ai,jziij

em que a;; € K. Com isso em mente, ao invés de dizer que f além de ser um polindémio na
indeterminada y com coeficientes no anel de polindomios na indeterminada x e coeficientes
em K, podemos simplesmente dizer que f é um polindmio nas indeterminadas x e y com

coeficientes em K, e sob essa nova visao, iremos usar a seguinte notacao:
Ay = Ayl = Kz, y].

Esse conjunto K[x,y] é chamado de anel de polinémios nas (duas) indeterminadas z e
y com coeficientes em K. Para anéis de polindmios em duas ou até trés indeterminadas
¢ comum o uso das letras x, y e z para representar as incégnitas, mas a partir de 4
indeterminadas, se torna interessante o uso de indices para representar todas as incognitas,

como por exemplo

T1, T2, T3, T4, ou Y1, Y2, - -5 Y18, Y19,

para representar o conjunto de incégnitas de anéis de polindmios em 4 e 19 indeterminadas,

respectivamente.

Recursivamente, definimos o anel de polindmios em n indeterminadas como o anel
de polinémios na indeterminada x, com coeficientes no anel de polindbmios em n — 1

indeterminadas, denotado por A, = K[z, Z2,...,Ty_1], isto &,

Kz, 29, ... 2, = Ap_1[x,].

Um polinémio tipico desse anel sera uma combinacao linear finita sobre K de

polinémios especiais do tipo,

xPag? . oxer, o € NU{0}.

n

Estes serao chamados de mondémios em n indeterminadas.

Quando trabalhamos com um polinémio em uma indeterminada, mesmo que sem

perceber, usamos uma ordenacao de seus monomios, baseada em seus respectivos graus
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(ora ordenacao crescente desse grau, ora decrescente desses graus), o que em geral facilita
os calculos das operagoes usuais. No entanto, quando trabalhamos com polinémios em
varias variaveis, considerando apenas os graus dos monémios ¢ insuficiente uma vez que
existem mais de um monémio com mesmo grau, por exemplo 22 e zy. Por esse motivo
precisamos estabelecer meios de ordenar esses monomios de uma forma completa, e neste
capitulo vamos estudar alguns exemplos de tais estratégias.

Para facilitar a notagdo podemos associar de forma biunivoca o monoémio z{*x5? - - -

Qn
n

com o vetor a = (g, aa,...,0,) € (NU{0})". Quando é conhecido o é comum deno-
tarmos o z{'x§? - - - x5 por z%. Por exemplo, ao trabalhar com A[xq,xs, x3], podemos

representar o mondmio zjz9z3 por * com a = (1,0,0).

Essa notagao é til pois concorda com soma de poténcias quando multiplica-

mos polinémios em n indeterminadas. Dessa forma, sendo o = (g, g, ..., ) e f =
(B1, B2y .-, ), temos:
a+

B = AP et = () (ageal) - (aa)

_ a1 .00 e B1,.B2 B
= (a3 "‘xn")'(% T "'xnn)

= z%".

Definicao 18. Definimos multigrau de um mondomio em n indeterminadas como sendo

Qn

omoseja 0 mosso monomio. £ o grau de um

(0% (0%
a = (a,a,...,04), tal que x'x3? - x
monomio de n indeterminadas sendo a soma dos expoentes de cada indeterminada, ou seja
la| = a3 + ag + ... + a,. Seja m um mondmio que pertence a K[xy,...,x,| denotamos,

respectivamente, o multigrau e o grau por multigrau(m) e d(m).

Defini¢ao 19. Uma ordenagdo monomial sobre K|xy,...,x,| é qualquer rela¢io >

Qn

é
sobre o conjunto dos monomios x7* ---xo™ em que a; € N com i =1,...n, que satisfaz:

i) > é uma ordenagdo total sobre o conjunto dos mondémios, ou seja, para quaisquer
dois mondmios z e 2°, em que o, B € (NU{0})", uma das trés alternativas devem
ocorrer:

=2 ou 2> ou 2° > z“

i) Se x> 2’ entdo

o =% 27 > 2P ) =P

i11) No conjunto dos mondomios, munido da relagao >, vale o principio da boa-ordenagdo.
Isto significa que todo subconjunto nao vazio de Klzy,...,x,], contendo somente

monomios, tem um menor elemento com relagdo a >.

Note que estabelecer uma ordem monomial em um anel em n indeterminadas

é equivalente a estabelecer uma ordem no conjunto dos multigraus (NU {0})", e por
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esse motivo, iremos fazer o abuso notacional de usarmos a mesma notagao em ambos os
conjuntos, ou seja,

8> 2P = a> 4.

Agora que temos tal notacao esclarecida vamos mostrar algumas ordenag¢oes mono-

miais validas, destacando a que iremos usar daqui para frente.

Definigao 20 (Ordem Lexicografica). Sejam os monémios z% e 2 coma = (o, g, ..., ap)
e 8= (01,02, ..., 0n). Nos dizemos que:

TG a0 >, :cfla:gQ o -:Cﬁ”,
se existir 1 € {1,2,...,n} tal que o; > B; e aj = 5; para todo j > i.
Note que pela ordem lexicografica, a ordenacao das indeterminadas x1,xs, ..., x, é

T1 >lex T2 Ser - - - >lex Tn. De fato, basta notar que ao identificarmos

LY 0 0,1 0 0.0 1
x1:$1I2-.-{L‘n, x2:$1]}2’-.-xn7 ey In:x1x2"'$m

¢é imediato verificar que

(1,0,...,0) >z (0,1,...,0) >jez -+ >pex (0,0,...,1).

E importante frisar que na ordem lexicografica, independente do grau total, uma
indeterminada é maior que qualquer monémio envolvendo indeterminadas menores; por

exemplo, em Az, y, 2], usando a ordem lexicografica & >ep Y >jer 2, t€MOS T >ey yta

Definigao 21 (Ordem Lexicografica Graduada). Sejam x{*z5?---x0" e xf%c? co g

1 n n
dizemos que:

aj a0 @ B1 .02 B
Ty Ty T, > grlex 1 To ez

i) se d (s ) > 0 (e ag -2, ou

n

i) se O (x'ag?---apm) =0 (x”flx’gQ . xﬁ") e TLG2 o g0 >y 2 o xPn,
Exemplo 21. Sejam z'y?z* e 2'y'2° temos x'y*2* > griex wty'2° jd que O (x1y2z4) =
0 <m1y1z5> e vtyP2t >, atytP.
Definigao 22 (Ordem Lexicografica Graduada Reversa). Sejam z{1a5? - - - a0 e i ah? - - - aPn
dizemos que:

a1 .00 o B1,.B2 15}
Ty Xy™ Ty >greviex L1 Lo Ty

i) se O (x{ag?---xom) >0 (x?lx% - xﬁ"), ou
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i) se O (z{'xs?---aom) =0 (x”flx’gQ . -:1:5"> e existe 1 € {1,2,...,n}, tal que a; < G; e

n

a; = B para todo j > i.

Exemplo 22. Sejam x'y°2* e 2*y' 2. Temos que x'y°2* > greviex zhyt2?, pois 0 (m1y5z2> =

0 (9343/123) =8el<4.

Exemplo 23. Seja f = 4ay®z + 42° — 52° + 72*2* um polinémio em Kl[z,y,z]. Entdo

podemos reescrevé-lo, ordenando seus termos, das sequintes formas:
i) Na ordenagdo lexicogrdfica, temos que:
[ =52+ 7222 +dwyz +42°  ou, f =427+ dwy?s + T2*2* — 52,
it) Jd na ordenagdo lexicogrifica graduada:
=127+ day?z — 5a® + 42° ou, [ =42° —52° + dazy + o222
i11) Por fim, usando a ordenagdo lexicogrdfica graduada reversa temos que:

f=day’z +72%2% —52® +42°  ou, f=42% — 523 + 72?2 + day’z.

Apesar de um polinémio poder ser representado de diversas formas como vimos no
exemplo anterior, fixado um tipo de ordenacao, o polinémio s6 terd uma maneira de ser
escrito de forma crescente e uma de forma decrescente. A ordem monomial que escolhemos

para trabalhar daqui em diante é a ordem monomial lexicografica graduada reversa.

De modo anélogo ao que definimos para polinomios em uma indeterminada, pode-
mos estabelecer que dado f € K[xy,...,2,], e sendo a,z" o termo do polindmio em que
a, # 0 ez é o maior mondmio que aparece, de acordo com a ordem monomial usada, dire-
mos que a,x” é o termo lider de f, denotado por TL(f), % o mondémio lider, denotado por
ML(f), a, o coeficiente lider, denotado por CL(f) e ag ¢ o termo independente de f. Neste
ponto estamos hébeis a definir multigrau e grau de um polindémio f € Klzy, ..., x,]

nao nulo de maneira bem natural:

o multigrau(f) = multigrau (M L(f));
« 0(f) =9 (ML(f)).

Lema 2. Sejam f,g € K|x1,...,x,]| polindmios nao nulos. Entdo:

i) multigrau(fg) = multigrau(f) + multigrau(g).

it) Se f+ g # 0, entdo multigrau(f + g) < maz{multigrau(f), multigrau(g)}.
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Ainda se multigrau(f) # multigrau(g), temos entao,

multigrau(f + g) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

Demonstracio. i) Sejam f, g polindmios em K|z, xs,...,x,], tais que

ii)

n m
F=Yaat e g=3 b
i1 j=1

aos quais, a;,b; € K e oy, ; € (NU{0})", para 1 <i<nel<j<m. Seja> uma
ordenac¢ao monomial qualquer, de forma que podemos, sem perda de generalidade,

supor:

p<ap<...<a, € 1< fr<...<Bm,

e assim multigrau(f) = a,, e multigrau(g) = S,,. Observe que:

fg= <Z ai:v‘”) : (Z bjxﬁj) => > aibjxi i,
i=1 j=1 ' i
Observe ainda que,
a, >, V1<i<(n—-1), e B, >0, V1<j<(m-—-1),
e da definicdo de ordenacao monomial temos

an+ﬁj>ai+5j,‘v’1§i§(n—1) e 1§]§m

Da mesma forma, temos que
Qi+ B >0+ 65, V1<i<n e 1<j<(m-—1),
e portanto,
an+ P >a;+6, V1<i<(n—1)e 1<j<(m-—1).
Desta forma «,, + (,, ¢ o multigrau de fg.

Sejam f e g definidos como no item acima e tais que f + g # 0, de forma que

multigrau(f + g) esta definido.

Suponhamos inicialmente que multigrau(f) # multigrau(g). Temos dai que o, > o
para 1 < i < (n—1)e (B, > f; paral < j < (m —1). Como a,, # B, 0

multigrau(f 4+ g) serd o maior entre os dois, ou seja,

multigrau(f + g) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

Se no entanto tivermos que multigrau(f) = multigrau(g), entdo temos duas possi-
bilidades:
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(a) Se TL(f) = —TL(g): Neste caso os termos lideres se cancelam, deixando apenas
termos menores que %" = z’" e temos que multigrau(f + g) < an = Bm €

portanto

multigrau(f + g) < maz{multigrau(f), multigrau(g)}.

(b) Se TL(f) # —TL(g): Neste caso ndo ha cancelamento entre os termos lideres e

temos que
TL(f + g) = (a1 + bl)l'an = (a1 + bl)lﬁm,

e portanto,

multigrau(f + g) = o, = Bm = maz{multigrau(f), multigrau(g)}.
m
Estabelecida a ordenacao dos mondémios de um polinémio, vamos estender as

operagoes com os polindmios em K [x1] para os polindomios em K[z1, ..., x,].

Quando falamos em operac¢des com polinémios em n indeterminadas, precisamos
entender como elas funcionam no caso especial, que é quando trabalhamos com monoémios,
e posteriormente estendemos tais operacoes para polindmios quaisquer fazendo uso da

propriedade distributiva.

Para somar dois monomios que pertencem a Klzi,...,x,], primeiro devemos
verificar o multigrau destes monomios. Se os multigraus forem iguais somamos os coeficientes
destes e mantemos as indeterminadas e seus expoentes, mas se os multigraus forem
diferentes, mantemos a soma indicada e dessa forma passamos a ter um polinémio com dois
termos distintos, por exemplo, x + y é a melhor representacao para a soma dos monoémios

xreuy.

Desta forma, quando somamos dois polindmios seguimos os passos acima. Caso os
polindomios em que estamos somando tenham termos com mesmo multigrau, somamos os
coeficientes de tais termos e geramos um termo de mesmo multigrau para o polinémio
resultado. Ja para os termos que nao possuem multigrau em comum, basta repetir este

termo no polinémio resultado que ele se tornard um termo do mesmo.

Exemplo 24. Sejam f,g polinémios em K[z,y,z2], tais que f = 32°y +y + 52 e g =
2zy + 4y — z. O polinomio resultado da soma f + g é dado por

f+g=32%+2zy+ (1 +4)y+ (5— 1)z = 32°y + 2y + 5y + 4z.

Ja ao multiplicarmos dois monémios geramos um novo mondémio ao qual o coefi-
ciente é formado pelo produto dos coeficientes dos outros dois polinémios e o multigrau
das indeterminadas é formado pela soma dos multigraus dos monémios envolvidos na

multiplicagao.
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Sendo assim, quando multiplicamos dois polinémios em Kz, ..., x,] fazemos a
distributiva de termo a termo, similar ao feito em K|z|, e depois efetuamos a soma dos

termos que possuem mesmo multigrau.

Exemplo 25. Sejam f,g polinomios em K[z,y,z2], tais que f = 32°y +y + 52 e g =
2zy + 4y — z. O polinomio resultado da multiplicacio fg é dado por

fg= (32%y+y+52)(2ry + 4y — 2)
= 62°y* — 32%yz + 12279 + 102yz + 22y* + 20yz — yz + 4y° — 5z

= 62%y% — 32%yz + 1222y + 102yz + 2xy* + 19y + 4y* — 522

2

O nosso proximo objetivo sera estudar o conceito de divisao de polinémios em
n indeterminadas, e para tal, é natural intuirmos que basta usarmos o que sabemos
sobre divisao em uma indeterminada e aplicarmos diretamente. No entanto esse raciocinio
simplério nos conduzird a um problema, e para percebermos isso, consideremos a divisao
de 2% por zy. Uma aplicacao direta do Coroldrio 1 nos diz que devemos ter tinicos ¢ e

polindémios tais que

2
rT=q-xYy—+r,

com r = 0 ou r < zy (note que usamos a ordem monomial ao invés da simples ordem dos

graus). No entanto é facil verificar que nao existe um polindémio nao nulo ¢ em K[z, ..., z,)]

tal que

x2:q~xy—|—r r < xy.

Contudo, ainda sim conseguimos escrever z em funcio de xy da seguinte forma,

2 =0 (vy) + 27,

em primeira instancia esta representacao pode parecer desnecessaria, mas ao usar o
polinémio nulo no lugar de ¢ assemelhamos a equacgao ao teorema de divisao polinomial,
mas note que nesse caso, o “candidato” a resto da divisao nao satisfaz a condicao de ser

menor que o divisor (pois zy < 2?).

Para avancarmos um pouco mais, vamos deixar de lado por ora a condicao exigida
para o resto da divisdo, e vamos tentar dividir dois polinémios em 3 indeterminadas. Sejam
f=2"+1y*+yzeg=a'ytais que f,g € K[z,y, z]. Para dividir f por g seguimos a ideia

da divisao em K|z] e vamos dividir termo a termo de f.

« 2°: Perceba que nao existe ¢ nao nulo tal que
2° =q-zyt.
« y* e yz: Analogamente, ndo existe ¢; e g, nao nulos tais que,

v =q-2'y e yz=q -2y,
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de tal forma que chegamos a conclusao que g nao divide nenhum termo de f. Donde
concluimos que g nao divide o primeiro termo de f. Da mesma forma que fizemos com os
monomios no paragrafo anterior, podemos representar f em relacao a divisao por g da

seguinte maneira,
no qual seguindo a terminologia do Teorema 3, o quociente da divisao é zero e o resto o
proprio f.

Para fixar as ideias, vamos considerar outro exemplo: Vamos tentar dividir f =

2° 4+ 32%y + 2 por g = xy, e seguindo o exemplo anterior vamos dividir termo a termo de f.

« z°: Note que néo existe ¢ ndao nulo tal que,

0 =q -y

o 32%y: J4 para este monomio existe g, = 3z tal que,
32%y = qo - 2.
« z: E facil ver que para este termo também néo existe g3 ndo nulo tal que,

z=qs-ay,
dessa forma podemos concluir que g divide somente um termo de f, e seguindo o raciocinio
que construimos até agora temos,

f=(32)g + (2" + 2).

Daqui tiramos que diferente da divisao com polindémios em uma indeterminada, o
fato de um monomio do dividendo, considerado maior pela ordenagao, nao ser divisivel

pelo termo lider do divisor, ndo garante que os outros também nao serao.

Perceba que sempre que um termo do polinémio dividendo nao for divisivel,
automaticamente ele entra como um termo do polinémio resto. E essas ideias nos conduzem

ao seguinte resultado:

Teorema 4 (Divisao de polindmios em n indeterminadas). Sejam f e g polinémios em

Klxy,...,x,) com g # 0. Entao existem polinomios q e r em Klzy,...,x,] tais que

f=qg+r,

onde r € composto pelos termos de f que nao sdo divisiveis por g.



Capitulo 2. Polinémios 37

A demonstracao deste teorema pode ser descrita em forma de um algoritmo que,
além de garantir a validade do teorema, nos fornece um meio efetivo de obter o quociente

e o resto da divisao. Passamos agora a descrever tal algoritmo
Sejam f e g dois polindmios em n indeterminadas e consideremos inicialmente
r=0,q¢g=0.

Passo A: Teste se T'L(g) divide o TL(f). Se o TL(g) divide T'L(f) siga para o passo B.
Se o T'L(g) nao divide T'L(f) siga para o passo C.

TL(f)
TL(g)

Passo B: Faca ¢ :== ¢+ , f:==f—q-g.Se f =0 va para o passo D e caso contrario
volte ao passo A.

Passo C: Fagar :=r+TL(f) e f := f—TL(f). Se f = 0 va para o passo D e caso

contrario volte ao passo A.
Passo D: Imprima ¢ como quociente e r como resto da divisdo de f (original) por g.

Este diagrama descreve o funcionamento do algoritmo acima:

/\)/_\

B ¢ A > C

D

E assim que f = 0 finalizamos o algoritmo obtendo ¢ como quociente e r como

resto da divisdo, em que nenhum termo de r ¢é divisivel pelo T'L(g).

Exemplo 26. Sejam f = 1223y® + 162y + 102y e g = 4xy + . Vamos efetuar a divisao

entre esses dois polinomios usando 0s passos do algoritmo:

i) Como TL(g) = 4ay divide TL(f) = 122°y*, sequimos para o prézimo passo B onde
122393

4y
162y — 323y + 102y # 0 e voltamos ao passo A.

1223 + 162y + 10xy | 4oy +
—122%y° — 32%y?

3r7y
162"y — 32°y* + 10y

qg=0+ = 32%% e f = 122%° + 162y + 102y — [32%y* - (doy + )] =

A partir de agora vamos omitir algumas operagoes para tornar mais rapido o

desenvolvimento da divisdo.

i) Como 4xy divide 16xy sequimos para o passo B e fazemos q¢ = 3x*y* + 42° e

f=a"—323%% + 102y # 0 e voltamos ao passo A.
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122°y° 4 162y + 10zy | 4oy +

—122%y3 — 32%y? 3z’y* + 4a°
162"y — 32°y* + 10y
—16zty — 424

—4x* — 32%y* + 10zy

iii) Como 4xy ndo divide —4x* sequimos para o passo C e fazemos r = 0 + 42 e
f==32% 4+ 102y # 0 e voltamos ao passo A.

32
i) Como 4dxy divide —32y* sequimos para o passo B e fazemos q = 3x*y* +4a° — 7y+

X 4
3
e f= Y

4

+ 102y # 0 e voltamos ao passo A.

1223 + 162y + 10y ‘ dry + x

2

3
—1223y% — 323> 327y + 4a° — %
162"y — 32°y* + 102y
—162%y — 4a2*

—32°y* + 10zy
3 3
32y + 72 Y

3 3
Zy—l—l()xy

3

v) Como 4xy divide

32 32 33
zy+% ef:—%—i—ley;éO e voltamos ao passo A.

sequimos para o passo B e fazemos q = 3x*y* + 4z —

1223 + 162y + 10xy ‘ doy +x

3%y R 3x?
4 16

—122%y3 — 32%y? 3r%y? + da® —

162"y — 32°y* + 102y

—16zy — 42!

—4x* — 32y + 10y

33y
4

+ 10zy
3

32y +
313y

sty 8w
416
BT

—— +1
16 + 102y

33 343
vi) Como 4y ndo divide ——— vamos para o passo C e fazemos r = —4x* — T6 e
f=10xy # 0 e voltamos ao passo A.
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2

vii) Como 4dxy divide 102y sequimos para o passo B e fazemos q = 3x*y* + 4a® — % +
322 5
1—% + 5 € f= ?x # 0 e voltamos ao passo A.
1223 + 162y + 10y ‘ 4oy + @
3,3 3,2 2,2 5 3a'y  3a? b
—12z%y° — 327y 3r7y” + 4x” — 1 —|—E+§
162%y — 32°y* + 10zy
—162%y — 42!
x* — 32°y* + 102y
3 3
3ry? + Y
3 3
Y + 102y
33y 3a®
4 16
10zy
oT
—10zy — ==
Y~
Y7
2
L x . 3rd bz
viii) Como 4zxy ndo divide 5 vamos para o passo C' e fazemos r = —4x” — SRR
f =0 e vamos para o passo D, momento em que o algoritmo € finalizado.
. . L C oA 2 2 3 3%y
Sendo assim finalizamos a divisao entre esses polinomios com q = 3z"y~ + 4x° — v +
3z? n 5 . 3 bx
—+t-er=2"— —— —.
16 2 16 2

Agora vamos estudar uma divisao sucessiva com mais de um divisor, e nesse sentido,

o que temos é uma generalizacao da divisao anterior que segue do teorema a seguir.

Teorema 5. Sejam f, g1, ..., gs polindmios e > uma ordem monomial do anel K[z, ..., x,].

Entao existem polinomios qi,. . .,qs tais que

=g +q@g+. ... +qg9,+T,

em que r =0 ou nenhum termo de r € divisivel por nenhum TL(g;), comi=1,2,...,s e
TL(f) = max{TL(g1q1), - - ., TL(qs9s), TL(r)}.

Com algumas alteragoes do algoritmo anterior, este abaixo, além de provar o
teorema da divisao de um polinémio por s polindomios em n indeterminadas, também nos
da uma maneira de encontrar ¢y, qo, ..., s, 7 que satisfazem as condi¢des necessarias do

Teorema 5. Sejam f e G = {g1,99,...,9s}, tal que f,g; € K|xy,...,2,], comi e {1,...,s}.

Passo A: Defina f; = f, e considere r; =0 e ¢;,p; =0tal que i € {1,...,s} e j = 1.
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Passo B;: Teste se T'L(g;) divide T'L(f;), se TL(g;) divide TL(f;) va para o passo C;.

Caso contrario va para o passo D;

TL(f;)
TL(gi)

Passo D;: Faca i := i+ 1 e va para o passo B;.

Passo C;: Faca ¢; := , Di *=pi+qie fix1:= f; — ¢ - g;. V4 para o passo L.

Passo DSZ Se TL(gs> nao divide TL(fJ) Fa(;a fj+1 = f] — TL(fj), Tjit1 =715 + TL(f]),
1 =1 e va para o passo F.
Passo E: Se f;j;1 # 0 continue o algoritmo e volte ao

passo Bj, mas se f;;1 = 0 pare e imprima o conjunto P = {p;} com ¢ =1,...,s como o

conjunto quociente da divisao e o polinémio r; o resto.

/"
A > B
N o,
E
Ay

B,

N o, c.

0/
N,
Assim, quando o algoritmo parar, o conjunto P = {p;} com i =1,... s é o conjunto

quociente da divisao e o polindmio 7; o resto. E por esse algoritmo anterior temos

f=g1-pr+g2-p2+...4+gs ps+1y,

em que cada termo de r; é nao divisivel pelos T'L(g;) (vide passo D;). Note que se r; = 0,
temos que f é formado por uma combinacao linear dos polindémios g;, com i =1,2,...,s. E
com isso concluimos a existéncia dos polinémios ¢, ..., qs € 7 que satisfazem o enunciado

do Teorema 5

Exemplo 27. Vamos dividir o polinomio f = x3y* +y* + 2> +xy* +y + 1 pelo subconjunto
G = (91,92) onde g1 = $y2 +Tegy= :1723/ + vy, temos:
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Pyt oy o e Resto:
f=yt4+ay+y+1 2y 4y r=y!
f=z+y+1 pr=a"+1

f=—-z+y+1 py=0 r=yt—z+y+1

Agora, note que xy* divide 2°y* pois x°y* = (22)(xy?) e portanto sequindo o algoritmo
temos p1 = 2 e f = y* + xy® +y+ 1. Como nem xy* e nem 2%y dividem y* pelo passo D,
temos r =y* e f = 2y® +y + 1. Perceba que xy* divide o novo TL(f), pois xy* = 1(xy?)
logopr =2*+1 e f=—x+y+ 1. Note que nessa fase da divisio nenhum termo de f é
divisivel por nenhum TL(g;) com i = 1,2, portanto fazemosr =y* —x+y+1lef=0c¢e
assim finalizamos o algoritmo. Deste tiramos que py = x°> + 1, po=0er=y* —z+y+1

e sendo assim podemos escrever f como:
J =Dp1g1 + paga + 1.

Contudo, se alterarmos os polindmios divisores, obteremos resultados diferen-
tes.Neste proximo exemplo vamos omitir os passos escritos de modo a sb apresentar a

diferenca de resultados.

Exemplo 28. Vamos dividir o polinomio f = x3y* +y* + 2> +xy* +y + 1 pelo subconjunto
G ={g2, 91} onde g1 = i+ oe g2 = 9623/ + vy, temos:

PRyttt vy + 1| 2ty +y Resto:
f=y'+2*+y+1 wy’

a; =y r=yt4+a3+y+1
CLQ:O

Como podemos ver, a ordem dos divisores pode alterar o resultado, e nesse sentido
passaremos a denotar o conjunto de divisores GG por s-uplas ao invés da notacao usual de
conjuntos, para indicar (e reforgar) que estamos usando uma ordem especifica dos divisores.
Por exemplo, a notacao para o conjunto de divisores da divisao em que dividimos por

g1, G2, - .., gs nessa ordem sera

G:(gla g2, -+, gs)
Definicao 23. FEscreveremos ?G para o resto da divisdao de [ pela s-upla ordenada G.

Exemplo 29. Dados f = 2°y* + 2° ¢ g1 = 2y*> + = e go = 2%y + y, vamos determinar
—G4

f

sequinte situacao:

e sz em que G = (go2, 91) € G2 = (g1, g2). Observe que dividir f por Gy temos a
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w3y +2° | 2’y +y  Resto:
xy2 + 23 xy2 +x
P q=ay
=1 r=1r+x

E como nem TL(gy) nem o TL(gy) dividem quaisquer temor de x* + x, encerramos
L. —G1 PR
nossa divisdo com f ' =r = x>+ x que é diferente de zero. Contudo, ao trocar a ordem

dos g; e dividir f por Ga, temos a sequinte situa¢ao:

232 +2° | 24> + = Resto:
y+y r=0

G =
g2=0

Daqui tiramos que o resto da divisao é igual a zero.

Uma consequéncia do exemplo acima é a seguinte: considere I = (g, , go) um ideal

de Klz,y]. Ap6s determinar que fGl = 2 + z poderfamos achar que

fél

e perceba que tal suposicao ¢é razoavel uma vez que nenhum termo de fcl =P+ 26
divisivel pelos termos lideres dos geradores de I. No entanto, ao termos efetuado a segunda
divisdo, percebemos rapidamente que essa conclusao esta errada, uma vez que ?GZ =0, ou
seja,

f=a* (v +2)+0-(2Py+y) =2 +0-g € (g, ,92) = 1.

Isso nos leva a concluir que se desejamos saber se f € I, entao devemos fazer todas
as divisoes de f pelas diferentes ordenagoes dos elementos de um conjunto gerador finito
de I. Apesar de valida essa conclusao, ela pode ser consideravelmente custosa, uma vez que
se tivermos s geradores, o nimero total de ordenacoes desses geradores é s!. Veremos no
proximo capitulo condigoes e estratégia para que nao tenhamos que fazer essa quantidade

enorme de divisoes.
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3 Bases de Groebner

Neste capitulo vamos apresentar as Bases de Groebner e uma propriedade impor-
tante que possibilita resolver o problema citado no final do capitulo anterior. Aqui também
sera apresentado ao leitor o algoritmo que possibilita achar uma Base de Groebner dado
um conjunto gerador de um ideal e o critério de parada de tal algoritmo, o que possibilita

afirmarmos que toda Base de Groebner ¢ finita.

Definicao 24. Um ideal I C Klz1,...,x,] é um ideal monomial se existe um subcon-
junto A C Z%, tal que para hy € K(x1,...,2,], I consiste em todos os polinomios que séo

somas finitas da forma:

Z hoz®.

acA
Neste caso, escrevemos I = (z%:a € A).

Lema 3. Seja [ = (z*: a € A) um ideal monomial. Entio um mondmio x° pertence a I

se, e somente se, ©° ¢ divisivel por z para algum o € A.

Demonstragdo. Defina o conjunto .4 como o conjunto de todos os monoémios em cujos
respectivos multigraus pertencam a A. Com isso, se P pertence a I, entdao podemos

escrever: .
a— > hia®, com h; € Klxq,...,2,], e 2% € A.
i=1

A igualdade acima pode ser reinterpretada do seguinte modo: como a divisdo do polinémio
27 (que é em particular um mondémio) pelo conjunto A, = {z®, 2°?, ..., 2%} no qual

obtemos como conjunto quociente {hy, ..., hs} e resto r = 0.

Note que o algoritmo de divisao dado para a dedugdo do Teorema 5 nos diz que o
processo de divisao é feito termo a termo do dividendo, no qual testamos se ele é divisivel
por cada divisor e em caso positivo, obtemos o respectivo quociente, em caso negativo, ele

é remetido ao resto.

Agora, como estamos em um caso em que o resto é zero e o dividendo s6 possui

B

um termo, o mondémio z”, concluimos que ele deve ser divisivel por algum dos divisores

presentes em A, pois caso contrario r # 0.
De forma reciproca, se ” é um multiplo de 2%, para o € A, entdo z° € I pela
definicao de ideal. O
Note que z” é um miltiplo de z* quando z” = z® - 27 para algum v € 7%y, o que
é equivalente a dizer que = a + . E daqui tiramos que o conjunto

a+Z3y={a+y:y €L},
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¢é formado pelos expoentes de todos os mondomios que sao divisiveis por x®.

O proéximo lema relaciona a pertinéncia de um polinémio f a um ideal monomial

com seus monomios.

Lema 4. Seja I um ideal monomial, e seja f € Klxy,...,x,]. Entdo sao equivalentes:

i) fel;
it) Todo termo de f pertence a I;

i) f € uma combinagdo linear de monémios de I.

Demonstragao. As implicagoes i) = ii) = ii1) sao triviais. J& a implicacdo i) = iii) vem
S
de que se f € I implica que f = Z hiz®, onde h; € K[xy,xs,...,x,|. Se abrirmos este

i=1
somatoério fica nitida a combinacao linear dos monomios de 1. O

Lema 5. Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, eles contém os mesmos
monomios.
Demonstracao. Sejam I e J dois ideais monomiais. Dado f € I, temos que
S
f= Zaixo"', com a; € K.
i=0
Pelo Lema 4, todos os termos de f pertencem a I, ou seja, a;x® € [ paratodoi =1, ..., s.

Como a; € K e I ideal, temos que

(6%

% = a; Y(a;x™) € 1.

Por hipotese, todo mondémio de I esta em J, e dai x* € J para todo ¢, e como J é um

ideal concluimos que

S
f= Zaixo‘i € J,
i=0

ou seja, I C J. A outra inclusdo é analoga, donde verificamos que [ = J. O]
Lema 6 (Lema de Dickson). Um ideal monomial, [ = (x : o € A) contido em K|x1, ..., x,]
pode ser descrito na forma I = (x*, ..., x%), com ay,...,as € A. Em particular I tem

uma base finita.

Demonstracao. Vamos provar por indugao sobre n, onde n é o nimero de indeterminadas
em Kl[ry,z9,...,2,]. Sen =1, entdo I = (xf : a € A) tal que A C NU {0}. Seja 5 o
menor elemento de A C NU {0}, entdao 5 < «, para todo « € A, portanto 2% divide todos

os outros geradores x{. Logo [ = <x6 > .
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Agora assumimos n > 1 e que o teorema seja valido para n — 1 indeterminadas. Es-
crevemos as indeterminadas como 1, . .., Z,_1, ¥, assim os monémios em K[z1,..., 2, 1, Y]

podem ser escritos como x%y™, com o = (aq,...,0Q, 1) € Zggl em € Zx>g.

Suponha que I C K[xy,...,2Z,_1,y] é um ideal monomial. Para encontrar geradores
para I, seja J um ideal em K[x1,..., 2, 1] gerado pelos monémios =% tais que x%y™ € I
para algum m > 0. Desde que J é um ideal monomial em K{z,...,z, 1], nossa hipdtese
indutiva implica que um ntmero finito de =% geram J, digamos J = (z7, ..., x%). O ideal
J pode ser entendido como a “projecao” de I em K|xy,..., T, 1].

mg

Para cada ¢ entre 1 e s, a definicao de J nos diz que x*y™ € [ para algum
m; > 0. Seja m = maior(m;), entdo, para cada k tal que 0 < k < m — 1, considere
o ideal J, C Klx1,...,2,_1] gerado pelos mondmios 2" tais que z”y* € I. Pode-se
pensar em Jj, como uma “fatia” de I gerada por mondmios contendo y*. Usando nossa

hipotese indutiva novamente, J; tem um conjunto finito de mondémios geradores, digamos

k(sg)
Jp = <xak(1>,...,xa i >

Sendo assim, vamos afirmar que I é gerado pelos mondémio descritos abaixo:

. a1, M s, M
Jooox®ymo o x%ey™

. (e% «
Jooooxtom L x®0Go)

. a (s
Jioo Wy M eny,

. Oy m—1 QU —1(s,, m—1

A T i O F T Al S L

Primeiro note que todo monémio em I é divisivel por alguém da lista. Para ver o

porqué, seja x*y? € I. Temos entao:
(1) Se p > m, entao x“y? é divisivel por algum x“y™ pela construcao de J.

(i7) Se p < m — 1, entdo z®y? é divisivel por algum z*»@y” pela construgao de .J,.

Segue do Lema 3 que os monoémios acima geram um ideal contendo os mesmos
monomios tal como I, e pelo Lema 5, isso implica que os ideais sao iguais, e nossa afirmacao

estd provada.

Para completar a prova do teorema, precisamos mostrar que um conjunto finito
de geradores pode ser escolhido a partir de um dado conjunto de geradores (possivel-
mente infinito) do ideal. Se retornarmos a situacdo anterior para escrever as variaveis
Ccomo Iy, ..., T,, entdo nosso ideal monomial é J = (z%: a € A) que estd contido em
Klxy,... 2,

Queremos mostrar que [ é gerado por um numero finito de monoémios =, onde
a € A. Pelo paragrafo anterior, sabemos que J = <ZL‘B oo ,xﬁs> para alguns mondémios

2% que pertencem a I. Note que, desde que 2% € T = (% a € A), o Lema 3 nos diz que
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cada 2% é divisivel por % para algum o; € A e, portanto

2% = h;x®, onde h; € K[xy,...,x,] para i=1,2,... s

Dado f € I, podemos escrever
f= Za N Z (ashy)x” onde a;h; € k[xy, ..., x,]
=1

e, portanto f € (z® ... ).
Dai, [ = (z®,...,2%). Isto completa a demonstragao. O

Pelo Lema de Dickson temos que todo ideal monomial tem uma base geradora

finita contendo somente monomios. Isso facilita verificar a pertinéncia de um polinémio f

alcom [ = (x*, ... x%), pois a pertinéncia serd confirmada se, somente se, o resto da

divisao de f por x*,...,z%, em alguma ordem, for zero.

No proximo lema, iremos apresentar sem demonstragao, uma consequéncia da

definicao de ordenacao total sobre Z% quando incluimos uma propriedade adicional.

Lema 7. Seja > uma relagao sobre Z%, satisfazendo:

i) > € uma ordenagdo total sobre 7%

i) Se a> 3 ey €LY, entdo a+v > 3 +7.

Entio > € uma boa-ordenagdo se, e somente se, o > 0 para todo v € Z5,.

Defini¢ao 25. Seja [ € K[xy,--- ,x,] um ideal ndo nulo. Denotamos por TL(I) o

conjunto formado pelos termos lideres dos elementos de I. De modo que,
TL(I) ={anz®: 3f €l comTL(f) = asx*}.

Denotamos por (T'L(I)) o ideal gerado pelos termos lideres dos elementos de 1.

Seja I um ideal de K|[x1,...,z,] finito, tal que I = (fi, fo, -, fs). Por defini¢ao
temos que, TL(f;) pertence a TL(I) que esta contido em (T'L(I)), portanto (T'L(f;)) C
(T'L(I)), implicando em (T'L(f1), TL(f2),--- ,TL(fs)) C (T'L(I)). Mas se, por exemplo,
1= <x2—|—y,x2 — 1>,

y+1l=(2*+y)—(2*—-1)el=y=TL(y+1) € (TL(I)).
Por outro lado, <(TL($2 +9)), (TL(z* — 1))> = < > < %) > # y. Sendo

assim podemos afirmar que nem sempre (T'L(f1),TL(fs), -+ ,TL(fs)) e (TL(I)) sao

iguais.
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Proposicao 5. Seja I C K[xy, -+ ,x,] um ideal:

i) O conjunto (T'L(I)) é um ideal monomial.

it) Ezistem g1,ga,--- ,9s € I tais que (T'L(I)) = (T'L(g1),TL(g2),-- ,TL(gs))-
Demonstragao.

i) Considere o ideal gerado por todos os monomios lideres dos elementos presentes em
I—{0}, (ML(g) : g € I—{0}). Como os monomios lideres e os termos lideres de I —
{0} se diferem por uma constante nao nula, concluimos que (M L(g) : g € I —{0}) =
(TL(g) : g€ I —{0}) =(T'L(I)). Logo, (T'L(I)) é um ideal monomial.

ii) Como foi provado acima (T'L(I)) é gerado por mondmios, e pelo Lema de Dick-
son temos que existe um conjunto de elementos finitos g1, gs, -+ ,gs € I tais que
(TL(I)) = (ML(g1), ML(g2),- -+ , ML(gs)). E como dito anteriormente, M L(g) e o

TL(g) s6 se diferem em uma constante nao nula, podemos concluir,
(TL(I)) = (T'L(g1), TL(g2),- - , TL(gs)) -

]

Com a proposicao acima, temos ferramentas suficientes para demonstrar um teorema
de suma importancia na existéncia das bases de Groebner, este é chamado de Teorema
das Bases de Hilbert.

Teorema 6 (Bases de Hilbert). Todo ideal I C Kz, s, ...,x,] tem um conjunto finito

de geradores. Sendo assim, I = (g1, go,--.,9gs) para alguns gi,ga,...,gs € 1.

Demonstragao. Se I = {0}, nao temos nada a provar. J4 que o conjunto gerador sera {0}.

Se I é um ideal nao nulo, temos pela proposi¢ao anterior que, existem gy, go, ..., gs €
I'taisque (T'L(I)) = (T'L(¢1),TL(g2), - ..,TL(gs)) . Queremos mostrar que (I) = (g1, g2, - - -, gs)-

Como cada g; € I, o conjunto (g1, 92, ...,9s) C 1.

Agora considere f € I um polinémio qualquer, e G = (g1, g2, - .., gs). Suponha
entdo que o resto da divisao de f por G seja diferente de zero, e pelo algoritmo de divisao

polinomial temos a seguinte equacao,

f=aig1+... +tags+r.

De forma que nenhum termo de r ¢ divisivel por algum T'L(g1), TL(g2), - - ., T'L(gs)-

Isolando r ao lado direito da equagao teremos:

r=f—ag —...—asgs € 1.
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Como r € I, suponha r # 0. Sendo assim
TL(r) € (TL(I)) = (T'L(91), TL(g2), - - -, TL(gs)) .

e pelo Lema 6, segue que T'L(r) deve ser divisivel por algum T'L(g;), o que contradiz o

fato de r ser o resto de ?G. Portanto,

f=G191+--.+asgs€ <917927"'7gs>7

e dai concluimos que I C (g1, g2, ..., 7s) - n

Este conjunto gerador finito assume o papel principal do nosso estudo como

definimos a seguir.

Definig¢ao 26. Seja I C K|xy,...,x,| um ideal. Dizemos que G = (g1,...,9,) C I é uma

base de Groebner para I, se:

(TL(g1)), - -, (TL(gr))) = (TL(I)) .

Exemplo 30. Seja I um ideal de K|x,y] em que I = (g1, 92, 93) ao qual, g, = 2°, gy =
xy+y egs=1y. Temos que G = {g1, 92,93} € uma base de Groebner de I. Adiante, no

FExemplo 33, com mais ferramentas vamos provar tal afirmacao.

Corolario 3. Fizada uma ordem monomial, entdo todo ideal I C K|xy,xs,...,x,] ndo
nulo tem uma base de Groebner. Temos ainda que qualquer base de Groebner de I é um

conjunto gerador de I.

Demonstra¢io. Dado um ideal € K|zy,...,z,] ndo nulo, o conjunto G = (g1,...,9s),
construido na demonstracao do Teorema da Base de Hilbert, é uma base de Groebner por

definicao.

Agora para mostrar que qualquer base de Groebner de um ideal I também é um
conjunto gerador de I basta observar que se (T'L(I)) = ((T'L(¢1)),...,(TL(g,))), entao

pelo mesmo argumento anterior I = (g, go, ..., gs)- ]

Adiante vamos apresentar a propriedade mais importante para o nosso questiona-
mento principal do texto. Antes de definirmos as bases de Groebner percebemos que, ao
fazer a divisao de um polinémio f por um conjunto G gerador de um ideal I, podemos
obter restos diferentes se trocarmos a ordem dos polinémios de G na divisao. Mas agora,
tal propriedade mostra que quando esse conjunto gerador G é uma base de Groebner nao

importa a ordem dos polinémios divisores, o resto sempre serd o mesmo.

Proposicao 6. Seja G = (g1,...,9s) uma base de Groebner para o ideal I tal que
I C Klxy,...,z,) € seja f € K[xy,...,z,]. Entdo existe um unico r € K[xy,...,x,] com

as sequintes propriedades:
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i) Nenhum termo de r é dividivel por nenhum dos TL(g1),TL(g2), ..., TL(gs).

ii) Existe h € I tal que f =h+r.

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisdo temos f = a1g1 + as92 + . .. + asgs + r, no qual
r satisfaz (1). E se h = a191 + asga + ... + asgs € I satisfaz também (ii). Assim provamos

a existéncia de r.

Para provar a unicidade, suponhamos que existam ry e ro tais que f = h; +1r =
ho + r9 e que satisfagam as condigoes da propriedade i). Desta igualdade tiramos que
r1+ 1y = hy + hy e como f € I implica que r; — ry = hy — hy € I. Se 11 # ry, temos que
TL(ro—mr)€(TL(I))=(TL(g1),...,TL(gs)) -

Pelo Lema 5 temos que e T'L(ry — 1) é divisivel por algum 7'L(g;). Mas note
que isso é impossivel, tendo em vista que nenhum termo de r; ou de ry é divisivel por
TL(g1),...,TL(gs) por defini¢ao, sendo assim como o polindémio o — 71 terd os mesmos
termos de 7 e ry com coeficientes diferentes, ou alguns termos serao cancelados (nao todos
tendo em vista que 7, # 13), portanto os termos de o — 7 continuam nao sendo divisiveis
por nenhum g; com ¢ = 1,2,...,s. Logo r; — ry deve ser igual a zero e, portanto ry = 7o,

provando deste modo a unicidade de r. O

Agora sim, com o Corolario abaixo, a questao da pertinéncia de f a um ideal [

seré solucionada.

Corolario 4. Se G = (¢1,...,9s) uma base de Groebner para o ideal I tal que I C
Klxy,...,z,) e seja f € K[z1,...,x,]. Entao f € I se, e somente se, o resto da divisao

de [ por G for zero.

Demonstracao. Se o resto é zero entao f = a1g1 + asgs + . .. + asgs € I. De forma analoga,

dado f € I entao f = f + 0 satisfaz as duas condi¢es da proposicao anterior. Segue,

portanto o resto da divisao de f por G sera igual a zero. [
Esse corolario ajuda a identificar quando um polinémio f € Klzy,...,x,| pertence
a um ideal.

Exemplo 31. Seja I € K|z, y] um ideal tal que

I = <gla g2, g3>

ao qual, g1 = 2°, g0 = xy + vy e g3 = y. Como vimos anteriormente no Exemplo 33,
G =1{g1,92, 93} € uma base de Groebner de I. Verifique que f = x*y + xy + 2y pertence a
I.
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Pelo Corolario 4, f pertence a I se, e somente se, 7G = 0. Sendo assim, através do
ultimo algoritmo do capitulo anterior, concluimos que f pode ser representado da sequinte

forma,
f=(2) 924 (2) g5

Portanto P = (x,2) é conjunto dos quocientes e temos r = 0. De fato f pertence a

I.

Definig¢ao 27. Sejam f,g € K|x,y] polinémios nio nulos.

i) Se O(f) = a1 + p1 e 0(g9) = as + Pa, entao tomamos v = (71,72), onde v =
max (o, az) e ye = maz(f1, B2). Chamaremos z7'y"* o minimo mailtiplo comum
de ML(f) e ML(g), e escreveremos x"'y"? = MMC(ML(f), ML(g)).

it) O S-polinémio de f e g é a combinagdo:

Y1972 Y1972
4 Ty

=T T T Y (3.1)

S(f,9)

A definicdo acima é importante para a construcao de uma base de Groebner
justamente por gerar a partir de dois polinémios f, g, um terceiro polindémio s no qual
d(s) < min(9(f),0(g)). Verificamos entao, se f,g € G, no qual G fosse nossa possivel
base de Groebner, s deve estar em G por ser um conjunto gerador, caso contrario, G ainda

nao é uma base de Groebner.

Exemplo 32. Sejam f = z* +2y° +y e g = y* + xy +y polinémios onde f,g € Rlx,y].

Pela defini¢ao acima temos que v = (4,3) e com isso o S-polindmio de f e g é dado por:

l.4y3 x4y3
S(f,g9) = pon '($4+$fy2+y)—?'(ys+w+y)
=y’ (@' ray’ +y) -2t (Y Hay+y)

— NP oS+t — et — Oy — oy
= =y +ay’ —a'y+yt.

Lema 8. Sejam Zcifi, onde c; € K e fi € K[w1,...,2,] e que multigrau (f;) = o € Z%,
i=1
para todo i =1,...,s. Se

multigrau (Z czfz> < a,
i=1
entao Z ¢ fi € uma combinagio linear com coeficientes em K, dos S-polinomios S (f;, fi),
i=1
para 1 < j, k <s. Além disso, cada S (f;, fx) tem multigrau menor que .

Demonstracio. Seja d; = C'L(f;); entdo ¢;d; é o coeficiente lider de ¢; f;. Como Z cifi =
i=1

S
(Z cl-di> x%+g, tal que g é a soma de termos com multigrau menor que «, e essa soma tem
=1
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s

multigrau estritamente menor que «, segue que Z c;d; = 0, ou seja, houve cancelamento
i=1
dos termos lideres dos f; com ¢ =1,2,....5s

. fi . i .
Definimos p; = T e observamos que p; tem coeficiente lider igual a 1. Considerando
i
a soma “telescopica”

Zcz’fi = Zcidipi = c1di(p1 — p2).

i=1 i=1

]

Quando f1, ..., f, satisfazem a hipétese do Lema 8, obtemos uma equagao da forma

;Cifz ZC] f])fk
Observagao 2. Note que se f = xy +y um polinémio que pertence a K[z,y| é gerado
por g1 = x e go = Yy, podemos escrevé-lo de formas diferentes em func¢do de g1 € go.
Suponha entao hy = 0 e ho = x4+ 1, assim f = h1g1 + hags e pela ordem lexicogrifica
graduada reversa temos multigrau(higr) = (1,0) e multigrau(hags) = (1,1). Considere
agora Wy = —y* e hly = x + xy + 1, sendo assim f = R\ g1 + hhge e multigrau(hig,) =
(1,2) e multigrau(hbgs) = (1,2). Note que multigrau(higi) < multigrau(hyg,) Portanto,

podemos sempre escrever um polinomio f € K|xy,...,x,| em fungio de alguns polindmios
gi comi=1,2,...,s, tal que,
i=1

de maneiras diferentes em que os multigraus de cada parcela da soma acima dependem
S

da escolha do h;. Logo existe h) tal que alguma parcela de [ = Zhggi, tenha o menor
i=1

mazximo multigrau possivel.

Lema 9. Seja f um polinomio que pertence ao ideal I = {(gq,...,gs). Se para todos 0s

pares i # j, o resto da divisio de S(g;, gj) por G (listado em alguma ordem) € zero, entdo

existem h., tais que multigrau(f) = max{multigrau(h.g;)}.

Demonstragio. Como comentamos na observagao anterior, tome h; de forma que os termos
S
de f = Z h.g; tenham o menor maximo multigrau possivel e defina multigrau(h,g;) = m(i)

i=1
e v =mazx{m(i)} para todo 1 <i < s, e portanto

multigrau(f) < 7.
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Provaremos, por contradigao, que multigrau(f) = 7. Para isto, supomos que

multigrau(f) < v e escrevemos f de modo a isolar os termos de multigrau ~.

f= > Mg+ Y hgi= Y (TL(h)+hi=TLK) g+ Y hig

m(i)=y m(i)<y m(i)=y m(i)<y

= Z TL(Rh))g; + Z hi —TL(h))g; + Z hig;.

m =7 m(z ( )<'Y

Na tltima linha da soma anterior, todos os monémios que aparecem no segundo e
no terceiro somatério possuem multigrau menor que v, pois multigrau(h; —TL(h}))g: < 7,
para todo ¢ no segundo somatoério e o terceiro foi definido com essa propriedade. Deste
modo, a hipdtese de que multigrau(f) < v, implica que o primeiro somatério deve ter

multigrau menor do que 7, ou seja,

multigrau( > TL(h;)gz) < 7.
Escrevendo TL(h}) = ¢;xf, temos que

Z TL(h!)g Z cirig;

m(i)=vy m(i)=y

satisfaz as hipdteses do Lema 8 com f; = x%g¢;, e portanto este cancelamento pode ser

escrito como uma combinacao linear de S-polinémios S (2% g;, 2** g ). Temos também que

S( o o ) 7 o Y o 7 Y
L7950 "Gk) = —gamrr L 9 T oo L 9k = 95 — 9k
! x4 TL(g;)" ™ a**TL(g) TL(g;)”  TL(gx)

xy—éjk+6jk xv—éjk+6jk

Sk Sk
g; — gk:m7_51k< v g — i 9k>
TL(g;) ©  TL(gx) TL(g;)” TL(gx)
= x7_6jk5(gj7 gk)7
em que %% = MMC(ML(g;), ML(gx)). Portanto existem constantes c;, € K tais que,

ST TL(R) g =Y cnx” %S (g;, gr), (3.3)

m(i)=y 5.k

O préximo passo é usar nossa hipdtese que o resto de S(gj, gx) na divisdo por
g1,---,9s € zero. Utilizando o algoritmo da divisao, isto significa que cada polinémio

S(gj, gr) pode ser escrito na forma

S(95, gr) Z aijkgi, com ik € Klry..., x,]
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Fixe i, j, k de forma que a;;,g; seja o termo lider de S(g;, gx). Assim, pela definigao de termo
lider, o multigrau(a;jrg;) é o maior dentre os outros termos e multigrau(S(g;, gr)) =

multigrau(a;jrg;). E para qualquer outro termo multigrau(S(g;, gx)) é maior, logo

multigrau(a;jrg;) < multigrau(S(g;, gx)), para todos 1,7, k.

Intuitivamente isto mostra que, quando o resto é zero, podemos encontrar uma
expressao para S(g;, gx) em termos de G, em que nem todos os termos lideres se cancelam.
Para explorar isso, multipliquemos S(g;, gx) por 7% obtendo,

S
2708 (gj, g1) = > bijrgi, onde by = 37k a,
i=1

e pelo Lema 8 temos

multigrau(bijrg;) < multigrau(z’°"*S(g;, gr)) < 7. (3.4)

Substituindo esta expressdo em (3.3), obtemos

Yo TL(h)gi =Y i %S (gj,95) = Y Cin (Z biiji) =Y higi
J:k i i

m(i)=y 3k
tal que h; = TL(h'i), de acordo com (3.4) obtemos multigrau(hlg;) < 7, para todo i.
Finalmente substituimos Y T'L(h})g; = Y _ hig; em (3.2) para obter uma expressao

my=7y 7
para f como combinagao dos polinomios g; para todo ¢, em que todos tem multigrau menor

que -, contradizendo a minimalidade de . Deste modo, encerramos a demonstragao. [

Usando S-polindmios e os Lemas 8 e 9, provaremos o Critério de Buchberger para

determinar quando um conjunto gerador de um ideal é uma base de Groebner.

Teorema 7. (Critério de Buchberger) Seja I # 0 um ideal polinomial. Entao a base
G=(g1,...,9s) de I é uma base de Groebner de I se, e somente se, o resto da divisao de

S(gi,9;) por G (listados em alguma ordem) é zero, para todos os pares (i,j) com i # j.

Demonstragio. Se G é uma base de Groebner de I temos que I = (G), entao como S(g;, g;)
é gerado por elementos de G temos S(g;, g;) € I, assim pelo Corolario 4, o resto da divisao

de S(gi,9;) por G ¢é igual a zero.

Reciprocamente, seja f € I, f # 0. Queremos mostrar que se todos os S-polindémios
tém resto zero na divisao por G, entao TL(f) € (TL(g1),...,TL(gs)), ou seja, G é uma
base de Groebner de [.

Note que dado f € I = (¢1,...,9s), como o resto da divisao de S(g;, g;) por G
(listados em alguma ordem) é zero, para todos os pares (i,7) com i # j por hipoOtese,

decorre do Lema 9 que existem polinoémios h; € K|zy,...,x,] tais que,

multigrau( f) = maz{multigrau(h.g;)}.
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Da igualdade acima tiramos que T'L(f) é divisivel por T'L(g;) para algum i, e isto

nos garante que T'L(f) € (T'L(¢1),...,TL(gs)), e nossa prova esta completa. O

Exemplo 33. No Exemplo 30 afirmamos que o conjunto gerador {gi,gs,93} em que,
=12 go=ay+vy egs =y, de I é uma Base de Groebner. Agora que provamos o
critério de Buchberger, temos ferramentas suficientes para provar tal afirmacdo.
-G
Para isso, seja G = {g1, 92, g3}, precisamos que S (g, g;)
1,7 =1,2,3 com i # j. De fato,

= 0 para todos os pares

5 5
Y 5 Y
S(g1,92) = — - (z°) — — - (xy + y) = 2y,
(91,92) = — - (27) o (zy +y) =y
e como xy = gs — g3 temos TY© = 0. Dando continuidade temos que,

x® x®
S(g1,93) = 75 (2°) - yy (y) =0,

o qual possui obviamente resto zero na divisao por G. E por tultimo,

i i
5(92793)=:§-(xy+y)—yy-(y)zy

que acaba sendo o proprio g que pertence a G, portanto gz¢ = 0.

Sendo assim G = {q1, g2, 93} € de fato uma base de Groebner de I.

Definido o conceito de S-polindmio e o comentério acima, direcionamos o estudo para

a criacao de uma base de Groebner. Com isso, seguimos com o Algoritmo de Buchberger.

Teorema 8 (Algoritmo de Buchberger). Sejam I um ideal de K|x,y] e G = {91, 92, -, 9}
um conjunto gerador de I. Para formar uma base de Groebner a partir de G usaremos o

algoritmo a sequir.

1. Defina Gy =G erg=|Go| = |G| =r;

2. Defina |G| = ry;

3. Para cada g; # g; € Gy, calcule o 1= S(gi,gj)Gk

Se ay; # 0, defina iy = gr41, Grpr = G U{gr,, }» K = k+ 1 e reinicie o
passo 3.

Se a;; = 0, encontre outro par g; # g; € Gy, e repita o processo dado no passo
3,

Se a;; = 0 para todos g;, g; € G, vd para o passo 4.

4. Gy € uma base de Groebner para I.
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Demonstragio. Se G ={g1,...,¢g.} entdo (G) e (T'L(G)) irdao denotar os seguintes ideais,
(G) = (91:--,9r) € (TL(G)) = (TL(g1), -, TL(gy)) -

Vamos primeiramente mostrar que G, C I, em qualquer estagio do algoritmo, tal
que G}, aumenta, ja que a cada volta no algoritmo em que «;; # 0 fazemos k :=k + 1 e
adicionamos g,, ., = a;; ao conjunto Gi. Para os valores iniciais a afirmativa é 6bvia, e toda
vez que ampliamos G}, fazemos isto adicionando o resto de S(T,gj)Gk onde g;, g; € Gy,
e como todo «;; € Gy sao gerados por certos g; para alguns ¢ temos Gy C I. Observe

também que como ¢; € G para todo 7 temos que G é um conjunto gerador de I.

——G
O algoritmo termina quando S(g;, g;) * = 0 para todos ¢; # g; que pertencem a

G. Logo, pelo Teorema 7, G, € uma Base de Groebner de I.

Temos que provar ainda que o algoritmo termina apds um nimero finito de iteracoes.
Observe entao que o conjunto Gy consiste de Gy (o velho G) juntamente com os restos

nao nulos dos S-polindémios de elementos de GG}, dividido por Gy. Entao,
(TL(G)) C (TL(G)), (3.5)

ja que Gy C Gy. Ainda, se Gy # Gy afirmamos que (T'L(G)) ¢é estritamente menor do
que (T'L(Gy)). Para ver isto, suponha que r # 0 tal que p = S(T,gj)Gk para alguns
i # j tenha sido adicionado a Gj. J& que p é o resto da divisao por Gy, T'L(p) nao é
divisivel por nenhum dos termos lideres de elementos de G}, antes de adicionar o p, e desta
forma T'L(p) ¢ (TL(Gx — {p})). Mas a partir do momento em que p € Gy, é nitido que

TL(p) € (TL(Gy)), o que prova a nossa afirmagcao.

Por (3.5) os ideais (I'L(Gy)) das sucessivas iteragoes dentro do algoritmo for-
mam uma cadeia ascendente de ideais em Klxy,...,z,], o qual é Noetheriano, de-
corre da Proposicao 3 que ele possui a propriedade cca, o que implica que ao final
de uma quantidade finita de iteragoes a cadeia estabiliza, de forma que (T'L(Gy)) =
<TL(gl), ., TL(gs), - .. ,TL(ng+1)>. Isto implica que portanto o algoritmo termina apds

um numero finito de iteragoes. O

Sendo assim, com o Algoritmo de Buchberger conseguimos formar uma Base de
Groebner de um ideal I a partir de qualquer conjunto gerador finito de /. Perceba também
que ao aplicar o Critério de Buchberger ja estamos fazendo alguns passos do algoritmo
e assim que encontrarmos o primeiro resto de S(T,gj)c diferente de zero ja podemos

concluir que tal conjunto nao é uma Base de Groebner e assim iniciar o algoritmo.
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4 Conclusao

Durante todo o estudo e a elaboracao do texto, eu como discente, tive ganhos
nao somente pelo conhecimento adquirido sobre os assuntos abordados, mas também
pela proximidade com textos mais elaborados, desafios de interpretacoes matematicas e
estruturacao de textos. Além disso tive contato com uma outra face da matematica pura

em que talvez eu nao teria tal oportunidade durante a graduacgao de licenciatura.

Nosso objetivo era de fato apresentar a definicdo de Bases de Groebner, e para isso
tivemos um grande caminho em que estudamos toda a fundamentacao tedrica de anéis
e seus ideais. Definido os anéis polinomiais em uma e n indeterminadas estudamos os
teoremas de divisdes polinomiais, em que foram necessarios em varias partes do nosso
capitulo principal e o método que decidimos adotar para provar a existéncia de cada
teorema de divisao, citado no texto, foi trabalhar com algoritmos em que construimos
as condigoes necessarias descritas nos teoremas além de nos fornecer sempre os restos e
quocientes tao desejados. Esse método me pareceu, além de mais sucinto, mais didatico
devido aos diagramas que direcionam os algoritmos, além de introduzir ao texto o conceito
de algoritmos computacionais no qual usamos fortemente quando trabalhamos o algoritmo

que constréi uma Base de Groebner.

Definimos entao as Bases de Groebner, que possui uma propriedade a qual permite
solucionar o problema da pertinéncia muito mais facil. Essa propriedade determina que
ao dividir um polinémio f por um conjunto G, que é Base de Groebner, o resto dessa
divisdo serd unico, independente da ordem dos divisores. E para garantir que essa Base de
Groebner ¢é finita demonstramos o Teorema da Base de Hilbert. Apresentamos também o
Critério de Buchberger, cuja finalidade é determinar se um conjunto gerador é ou nao uma
Base de Groebner, e e dele concluimos o critério de parada para Algoritmo de Buchberger,

garantido deste modo que este terd passos finitos.

Um possivel seguimento desse estudo é abordar o conceito de Base de Groebner
Reduzidas, uma vez que o algoritmo estudado apenas inclui polindomios até que o conjunto
gerador original se torne uma Base de Groebner, no entanto a inclusao desses novos
elementos pode fazer com que elementos mais antigos no conjunto se tornem redundantes
e obviamente saber como remové-los é algo de grande interesse computacional. Outro
possivel seguimento é o de abordar aplicagoes desta teoria, como por exemplo resolugao
de sistemas polinomiais observando propriedades de seu conjunto solu¢ao (Conjuntos de

zeros de polindmios).
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