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Resumo

Os cédigos corretores de erros sao ferramentas essenciais na comunicacao eletronica, em virtude
da sua confiabilidade ao garantirem a integridade da informacao transmitida. Nosso objetivo nesse
trabalho € apresentarmos, com um viés matemdtico, a construcao dos cédigos lineares, codigos
ciclicos e cédigos BCH, e mostrarmos como ocorre o processo de detec¢do e correcao de erros de
cada um. Em um primeiro momento, a principal motivacao para esse estudo é entendermos como
a dlgebra linear esta relacionada aos cddigos lineares através de conceitos como espagos vetoriais,
transformacdes lineares e suas respectivas matrizes, além de observarmos como alguns resultados
desses codigos, herdados de espagos vetoriais, facilitam varios dos cdlculos necessdrios para
codificarmos e decodificarmos as suas palavras. Em um segundo momento, nossa motivacgao é
entendermos como alguns resultados da dlgebra abstrata, relacionados a corpos finitos, anéis,
ideais e anéis de polindmios, possibilitam definirmos os cddigos ciclicos e BCH com a estrutura
adicional de ideal, a qual permite o desenvolvimento de algoritmos de codificacdo e decodificagao
mais eficientes, do ponto de vista matemético, do que para os codigos lineares. Além disso, como
os cddigos BCH se destacam dos outros dois quando utilizamos conceitos como extensoes de
corpos e de raizes da unidade em sua constru¢@o. Para isso, exemplificamos cada um dos c6digos

corretores de erros estudados.

Palavras-chave: Codigos Corretores de Erros, Cédigos Lineares, Cédigos Ciclicos, Cédigos
BCH, Codificacdo, Decodificagao.
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1 Introducao

A comunicagdo eletronica como conhecemos hoje foi primordialmente desenvolvida pelo
matematico estadunidense e cientista da computacdo Claude Elwood Shannon (1926 - 2001). A
descoberta de Shannon, de que era possivel transmitir informac¢des de maneira segura através de
canais de comunicacado imperfeitos, como linhas telefonicas, foi publicada em 1948 no artigo
mais importante de sua carreira, intitulado “A mathematical theory of communication”, dando
inicio a Teoria da Informacao e, consequentemente, o desenvolvimento dos cddigos corretores de
erros (IEEE, 2020).

Shannon trabalhava na empresa Bell Telephone Laboratories, Inc.!, situado em Nova
Jersey/EUA, quando publicou seu artigo. No entanto, antes mesmo de seu artigo ser difundido fora
do Laboratério, um de seus colegas, o também estadunidense Richard Wesley Hamming (1915 -
1998) (LEE, 2019), projetou um conjunto de cédigos bindrios lineares, capaz de corrigir (durante
uma transmissdo de dados) apenas um tnico bit em cada bloco de bits (BERLEKAMP, 2015,
pagina vii, prefdcio). Era de se esperar que os pesquisadores da época estivessem interessados em
desenvolver cédigos mais eficientes, o que se tornou realidade poucos anos depois, com destaque
para os cédigos de Reed-Muller, cuja maior vantagem € a simplicidade de codificar e decodificar
mensagens, desenvolvidos pelos americanos D. E. Muller e I. S. Reed em 1954, (RAAPHORST,
2003, pagina 2, introduc¢do); os cédigos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenhem), que sdo capazes
de corrigir multiplos erros, sendo desenvolvidos pelo francés Alexis Hocquenghem em 1959 e de
maneira independente pelos indianos Raj Chandra Bose e D. K. Chaudhuri em 1960 (REED;
CHEN, 2001, p4gina 189, capitulo 5); e os c6digos de Reed-Solomon (1960), desenvolvidos pelos
americanos Gustave Solomon e I. S. Reed, capazes de corrigirem erros ndo bindrios (GEISEL,
1990, péginas 1-8, introdugdo).

Desde a descoberta de Shannon e o inicio do desenvolvimento dos cddigos corretores de
erros, a humanidade fez grandes progressos na comunicacao eletronica e ainda o faz. Este fato

deixa evidente a relevancia desses estudos tanto no aspecto cientifico, quanto social.

Neste trabalho abordamos os codigos corretores de erros, mais especificamente, os
codigos lineares, os codigos ciclicos e os cddigos BCH. Nosso objetivo € apresentarmos a
construcao desses codigos com um viés matemdtico, destacando suas principais diferencas na

pratica, como o seu comprimento, sua capacidade de deteccdo e correcdo de erros e o quanto a

I Bell Telephone Laboratories, Inc. foi fundada em 1925, sendo uma empresa marcada pela pesquisa cientifica e

desenvolvimento tecnoldgico de alto nivel ao longo de sua histéria. Em 2016 o Bell Labs e a Nokia se uniram
para criar um Bell Labs maior e possui o nome de Nokia Bell Labs, (LABS, 2019).
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base tedrica se torna complexa quando exigimos uma maior praticidade e eficiéncia, do ponto de
vista matematico, de tais c6digos. Esse estudo foi baseado em (HEFEZ; VILLELA, 2008).

No capitulo 2 apresentamos os principais resultados tedricos utilizados ao longo do
trabalho por meio de defini¢des, teoremas e proposi¢des da dlgebra linear e dlgebra abstrata,
como espacos € subespagos vetoriais, ideais, anéis de polindmios, extensao de corpos e adjunc¢io
de raizes. Alguns resultados foram demonstrados e exemplificados quando julgados necessarios, €
outros optamos por apenas referencid-los, a fim de proporcionar uma melhor compreensao durante
a leitura. Os estudos relacionados a dlgebra linear foram baseados em (COELHO; LOURENCO,
2013), ja os estudos relativos a dlgebra abstrata foram baseados em (BHATTACHARYA; JAIN;
NAGPAUL, 1994), (HEFEZ, 2002), (HEFEZ; VILLELA, 2008) e (GONCALVES, 2017).

No capitulo 3, apresentamos os cédigos corretores de erros e falamos sobre a motivacao
de estudd-los. Além disso, notamos que no processo de envio de uma mensagem entre o remetente
e o destinatdrio, a mensagem atravessa um ou mais canais de comunicacao. Por essa razao,
podem ocorrer interferéncias nesses canais de comunicagdo que podem afetar a integridade da
mensagem. Vale ressaltar que nosso interesse € garantirmos a integridade dessa mensagem e nao
o sigilo, sendo esse dltimo, um assunto da teoria de Criptografia. Para discutirmos a constru¢ao
de um codigo corretor de erros € como € o seu processo de correcao, demos um exemplo de uma
lampada com leds coloridos que altera a cor da luz ambiente por meio de um controle manual,
cuja transmissao ocorre do controle para a lampada, ou seja, o controle € o remetente e a lampada
o destinatério. Posteriormente, apresentamos qual o ponto de partida para a criacdo de um cédigo
corretor de erros e alguns resultados acerca da metrizacdo de um c6digo, como a métrica de
Hamming, conceitos de disco e esfera, e distancia minima de um cddigo. Para os estudos desse
capitulo utilizamos a bibliografia (HEFEZ; VILLELA, 2008).

No capitulo 4 abordamos os cddigos lineares com foco nos conceitos matematicos
fundamentais para a sua constru¢do. Observamos que um cédigo linear pode ser visto como
subespaco vetorial de um espaco vetorial dado, o que possibilita considerarmos seus elementos
como vetores. Além disso, mostramos como algumas propriedades de espacos vetoriais facilitam
na manipulagdo das palavras do cddigo. Destacamos também as transformagdes lineares, pois a
partir delas podemos enxergar um cddigo linear como imagem ou nucleo dessa transformacao e,
mais ainda, a matriz dessa transformacao € uma matriz que gera todos os elementos do cédigo, a
qual chamamos de matriz geradora. Mostramos que tal matriz possibilita gerar uma outra matriz,
chamada de matriz teste de paridade, sendo esta dltima imprescindivel no processo de deteccdo e
correcao de erros, o qual descrevemos como algoritmo da decodificagdo para cddigos lineares.
Todo o estudo feito nesse capitulo foi baseado em (HEFEZ; VILLELA, 2008).

No capitulo 5 apresentamos os c6digos ciclicos, cuja principal diferenga para os codigos
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lineares € que este pode ser visto como ideal de um anel quociente. Com isso, além da estrutura
de espago vetorial, um cédigo ciclico possui a estrutura de um ideal. Deduzimos que este ideal é
principal e que através do polindmio gerador deste ideal podemos construir a matriz geradora do
codigo ciclico. Além disso, a partir desse mesmo polindmio, conseguimos encontrar um outro
polindmio, que chamamos de polindmio reciproco, o qual nos fornece uma maneira de encontrar
a matriz teste de paridade do cédigo. A partir dai, estabelecemos o algoritmo da codificacao
de um cédigo ciclico, j4 o algoritmo da decodificacdo que utilizamos € o0 mesmo dos c6digos
lineares. Apesar de conseguirmos codificar e decodificar os elementos de um cédigo ciclico de
maneira mais simples, ndo conseguimos determinar a sua distancia minima, o que justifica o
estudo dos codigos BCH do capitulo 6. Esse capitulo foi inteiramente baseado em (HEFEZ;
VILLELA, 2008).

No capitulo 6 abordamos os cédigos BCH, os quais sdo um caso particular dos codigos
ciclicos, cuja condicao extra estd em seu polindmio gerador, que agora € um polindmio minimal
de raizes n-ésimas da unidade. Veremos que essa restri¢ao sobre os polindmios geradores nos
permitird determinar uma cota inferior para a sua distancia minima. Além disso, utilizamos os
mesmos algoritmos da codificac@o e decodificacdo dos codigos ciclicos e, como sabemos a cota
para a sua distancia minima, esses algoritmos tornam-se altamente eficientes, do ponto de vista
matematico, em virtude da facilidade de construir esses cédigos e da sua capacidade de corrigir
multiplos erros. Os estudos desse capitulo foram todos baseados em (HEFEZ; VILLELA, 2008).
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2 Base Tedrica

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos relativos a dlgebra linear e a teoria de
anéis que serdo relevantes para o desenvolvimento desse trabalho. Introduziremos tais conceitos
através de defini¢cdes, proposicoes, teoremas, entre outros resultados, a fim de elucidar quais os
principios tedricos fundamentam a Teoria dos Cédigos, da qual os cédigos corretores de erros
fazem parte. Assumiremos ao longo de todo o texto as defini¢des de Anel e Corpo estabelecidas
em (HEFEZ, 2002).

2.1 Tépicos de Algebra Linear

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos da dlgebra linear, relativos a espacos
vetoriais sobre um corpo finito K e transformacgdes lineares entre dois espagos vetoriais, uma vez
que os codigos corretores de erros sdo desenvolvidos utilizando espagos vetoriais sobre corpos

finitos.

Definicao 1. Seja V um espaco vetorial sobre K.

(i) Dizemos que um vetor v € V é uma combinacgao linear dos vetores vy, ...,v, € V, quando

existem escalares ay, . . .,a, € K tais que
n
v=a Vi +---+a,vy, = Zaivi.
i=1
(ii) Seja B um subconjunto ndo vazio de V. Dizemos que B é um conjunto gerador de V quando

todo elemento de V é uma combinagdo linear de um niimero finito de elementos de B.

Definicao 2. Sejam V um espago vetorial sobre K e B um subconjunto de V.

(i) Dizemos que B é linearmente independente quando a1vy +---+ a,v, =0, parav; € B e

aieK,i=1,...,n implicaema; =---=a, =0.

(ii) O conjunto B é chamado de linearmente dependente quando ndo é linearmente indepen-

dente.

Combinando as Defini¢Oes 1 e 2, definimos o conceito de base.

Definicio 3. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que um subconjunto B de V

é uma base de V quando:
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(i) B é um conjunto gerador de V;
(ii) B é linearmente independente.

Definicao 4. Dizemos que um espaco vetorial V sobre K é finitamente gerado se possui um

conjunto gerador finito.

Antes de prosseguirmos adotaremos que o espago vetorial nulo possui como base o
conjunto vazio, pois convencionamos que o conjunto vazio € linearmente independente e gera
o espaco vetorial nulo. Além disso, convém observarmos que todo espago vetorial finitamente
gerado nao nulo possui uma base e, mais ainda, que quaisquer duas bases desse espaco vetorial
tém a mesma cardinalidade. Os resultados que contém essas afirmacdes podem ser encontrados
em (COELHO; LOURENCO, 2013, paginas 45, 48, 51-52 e 54-55, capitulo 2).

Definicao S. Seja V um espago vetorial sobre K. Se V admite uma base finita, entdo chamamos
de dimensdo de V e denotamos por dimgV, o niimero de elementos de tal base. Caso contrdrio

dizemos que a dimensdo de V é infinita.

A préxima definicao serd imprescindivel quando estivermos tratando de cédigos lineares

no Capitulo 4.

Definicao 6. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto W de V é um
subespago vetorial de V quando a restricdao das operagcoes de V a W torna esse conjunto um

espaco vetorial sobre K.

Proposicao 1. Sejam V um espaco vetorial sobre K e W C V um subconjunto. Entdo W é um

subespacgo de V se, e somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 0 W;
(ii) Sevy,vp € W, entdo vy +vy, € W;

(iii) SedA e Keve W, entdod-veW.

Demonstragcdao. Suponha que W € um subespacgo vetorial de V, assim segue que W, com as
operacoes de V, é um espaco vetorial sobre K. Logo as trés propriedades sao imediatamente

satisfeitas.

Reciprocamente, se as trés propriedades sao satisfeitas, entdo pelo item (i) o elemento
neutro da adi¢do de V também estd em W. Pelos itens (ii) e (iii), W € fechado pela adi¢do e

multiplicagdo por escalar e, por W ser um subconjunto de V, as demais propriedades necessdrias
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para que um conjunto seja um espaco vetorial também sao satisfeitas. Consequentemente, W é

um espaco vetorial sobre K com as operacdes de V e portanto € um subespaco vetorial de V. O

Observe que a proposi¢ao acima nos fornece uma maneira prética de verificar que um
conjunto € um subespaco vetorial, sem a necessidade de verificarmos todas as propriedades que

um conjunto deve satisfazer para ser espago vetorial.

Definicao 7. Sejam W| e W K-subespagos vetoriais do K-espago vetorial V. Definimos a soma

desses subespagos como
Wi+ Wy ={w; +Wwy;, w; € Wi ew, € W}.

Exemplo 1. Se W e W, sdo K-subespagos vetoriais do K-espaco vetorial V, entdo Wi + W, é

também um K-subespaco vetorial.

De fato, temos que como Wy e W, sdo subespacos vetoriais, entdo 0 € Wi e 0 € W,, logo
0=0+0¢c W, +W,. Além disso, paratodovi =w; +wy e Wi+ Wrevy =u;+up; € Wy + Wy,
temos

Vi+Vy=Wi+Wr+Uu;+Up) =W +u;+wy+ Uy,
e W e W,
logo vi + vo € Wi + W,. Observe também que, para todo v = w; + wp € W + W e para todo
A € K, temos

Av = Aw| + Awy ,
~—~—— =
e W e w,
consequentemente, Av € W; + W,. Portanto, pela Proposi¢ao 1, Wy + W, é um K-subespaco

vetorial de V.

Definicao 8. Sejam Wy e W, dois subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Dizemos que a

soma Wy + W, é direta quando Wy N W = {0} e a chamamos de soma direta de Wi com W5.

Trataremos agora de uma classe especifica de fungdes entre espacos vetoriais que
obedecem as operagdes, ja definidas, de espacgos vetoriais.

Definicao 9. Sejam U e V espagos vetoriais sobre um corpo K. Uma fun¢do T : U — V é uma

transformacao linear quando

(i) T(a; +wp) =T(uy) + T(wy), paratodosu,uy € U;

(ii) T(Au) = AT (u), paratodod € K eu € U.
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Note que, quando uma func¢ao 7' € uma transformacao linear que leva de U em V, temos
T(0y) = Oy. De fato,

Oy +7T(0y) =T(0y) =T(0y +0y) =T(0y) +T(0y)

e, portanto, 7 (0;/) = Oy. Esta observacdo é de suma importincia, pois se tivermos uma aplicacio

em que 7(0) # 0, entdo T ndo € uma transformagao linear.

Outra observacgao importante a ser feita € quando uma transformacao linear 7 de U em V
é bijetiva. Neste caso, temos que 7 € um isomorfismo linear e dizemos que U € isomorfo a V.

Denotamos esse isomorfismo por U = V.

Lema 1. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K. Entdo uma funcdo T : U — V é uma

transformacdo linear se, e somente se,

T(/lll] +112) = /1T(ll1) +T(112), Yuj,up e U, YA eK. (21)

Demonstragcdao. Suponha que a fungdo T € uma transformacao linear, logo valem as propriedades
(i) e (ii) da Defini¢ao 9 e, portanto,
T(Au; +w) L T(Awy) + T (wy)
D AT () + T(wy).

Reciprocamente, suponha valida a igualdade (2.1). Como ela € valida para todo 4 € K, em

particular vale para A = 1, assim temos
T(u+w) =T(1-up+up) =1-T(u) +T(u) =T(w) +7T(w2),

isto é, vale a propriedade (1) da Defini¢ao 9. Temos também que a igualdade € vdlida para todo

u, de V, em particular para u; = 0, temos
T(/llll) = T(/llll + 0) = /lT(lll) + T(O) = /lT(lll),

ou seja, também vale a propriedade (ii) da Defini¢ao 9. Portanto, a fungdo 7' € uma transformacgao

linear. O

Lema 2. Sejam U e V espacos vetoriais sobre K e T : U — V uma transformagdo linear. Entdo
(i) T(—a) = —T(u), para cadau € U;

m m
(ii) T (Z aiui) = a;T(w;), em que a; € K ew; € U, parai =1,...,m.
i=1 i=1
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Demonstragao. (1) De fato,
T(—u)=T(-u+0)=T((-1)u+0)=(-DT()+T70) =-T(u)+0=-T(u).
(i) Para demonstrar esta igualdade, basta usar sucessivamente as propriedades da definicao de
transformacao linear.

O

Definicao 10. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre um corpo K e T : U — V uma

transformacgdo linear.

(i) O conjunto {u € U : T(u) = 0} é chamado de niicleo de T e denotado por Ker(T).

(ii) O conjunto {v eV :3u e U comT(u) =v} é chamado de imagem de T e denotado por
Im(T).

Os conjuntos do nucleo e da imagem de uma transformacao linear 7 : U — V sdo
subespacos vetoriais de U e V, respectivamente. A demonstragcdo desse fato segue da Proposicao

leoLlema?2.

Definicao 11. Seja M uma matriz M, (K). O posto coluna (linha) de M é o niimero mdximo

de colunas (linhas) linearmente independentes de M.

A partir da definicdo acima € possivel determinar qual a dimensao do espaco gerado

pelas linhas (espaco linha) e do espago gerado pelas colunas (espago coluna) de uma matriz M.

Lema 3. Seja M uma matriz My,x,(K), com m < n, tal que suas m linhas sdo linearmente

independentes. Entdo m colunas de M sdo linearmente independentes.

A demonstracio desse Lema pode ser encontrada em (OLIVEIRA, 2018, paginas 1-2).

Teorema 1. (Teorema do Posto) Sejam M uma matriz M,,x,(K) e p (o posto linha (coluna) de
M) o niimero maximo de linhas (colunas) linearmente independentes de M. O niimero mdximo

de colunas (linhas) linearmente independentes de M é p.

O Teorema do Posto desempenha um papel fundamental quando estamos buscando
informagdes sobre as dimensdes dos espacos linha e coluna de uma matriz M. Esse Teorema serd

essencial no Capitulo 6 e sua prova pode ser vista em (OLIVEIRA, 2018, pagina 2).

Teorema 2. Sejam U e V dois espacos vetoriais sobre K com dimgU finitaeT : U — V uma

transformagdo linear. Entdo

dimgU = dimgKer(T) + dimgIm(T). (2.2)
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A demonstragdo desse resultado pode ser encontrada em (COELHO; LOURENCO, 2013,
paginas 87-88, capitulo 3).

Uma importante representagdo de uma transformacao linear entre espacos vetoriais que
nos serd bastante util nos proximos capitulos, € a sua representagdo matricial. Para entender

melhor essa ideia, facamos a seguinte definicao.

Definicao 12. Sejam U e V espacos vetoriais finitos sobre K de bases B = {uy,...,u,} e
B ={vy,..., vy}, respectivamente. Entdo a representagdo matricial de T com rela¢do as bases

B e B’ e denotada por [T g, é dada por

ﬂ,]l /112 “ e /lln
A1 A ... Ay
[Tlgs =| . . s
Aml Am2 oo A
emqueT(w;) = A;Vi+AyVo+---+ApjVp, j=1,...,nedjj € K, paratodoi =1,...,m,

j=1,...,n

Agora iremos estudar uma importante ferramenta de dlgebra linear, o produto interno
de vetores de K", que nos permitird definir o complemento ortogonal de um subespago vetorial,
estrutura essencial na construg¢do do algoritmo de decodificacio para cddigos lineares que serd
visto no Capitulo 4. Para tal, sejamu = (uy, uz, ..., u,),v= (vi,va,...,v,) € K". Consideremos

o produto de u por v, definido como
W v) =uvi+...+u,v,,
e chamado de produto interno entre u e v.

Proposicao 2. Sejam K um corpo finito e K" o K-espago vetorial. O produto interno definido

acima tem as seguintes propriedades

(i) (u,v) =(v,u), paratodosu,v € K" (simetria);

(ii) (w+ Aw,v) = (u,v) + (W, V), para todosu,v,w € K" e para todo A € K (bilinear).
Demonstragdo. Dados u,v,w € K" e 1 € K, entdo

1) (W, V) =upvi+...+uyv, =viup + ...+ vuu, = (v,u).

() (@+Aw,v) = ((uy +Awy, ..., uy +Awy,), (Vi,...,vy)) =

=upvi+ . Uy AWy + .+ weyy,) = (W, V) + AW, V).
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Convém observar que no item (ii) da Proposi¢do 2 vale também a linearidade na segunda

coordenada, isto €, (u, w + Av) = (u, w) + A(u, v).

Definicao 13. Seja V c K" um K-subespaco vetorial. Definimos o complemento ortogonal
de V como o subconjunto de K", dado por V* = {v € V; (u,v) = 0, Yu € V}, em que (-, ")

representa o produto interno usual de K".

Lema 4. Se V Cc K" é um K-subespaco vetorial, com uma base B = {vy,...,vi} e V* o

complemento ortogonal de V, entdo V* é também um K -subespago vetorial de K".
Demonstragdo. Dadosu,v € C* e A € K, temos que

(i) 0 € C*. De fato, se v = 0, entdo {v,x) = (0,x) = 0 para todox € C, logo 0 € C*.

(ii) u+v € C*. Com efeito, (u+v,x) = (u,x) + (v,x) = 0+ 0 = 0 para todo x € C, logo
u+veCt

(iii) Av € C*, pois (Av,x) = A(v,x) = 1 -0 = 0 para todo x € C, logo Av € C*.

Portanto, C* é um subespaco vetorial de K". O

Proposicao 3. Seja V um K-espaco vetorial de dimensdo n > 1 com produto interno, e seja

W ¢ V um subespaco préprio de V. Entdo V=W & Wt e

dimgV = dimgW + dimKWL.

Vale observar que a Proposi¢ado 3, cuja demonstragao pode ser encontrada em (COELHO;
LOURENCO, 2013, paginas 191-192, capitulo 6), serd utilizada para provar a préxima proposi¢ao

e necessdria para estabelecer algumas relagdes entre os cddigos lineares no Capitulo 4.

Proposicao 4. Sejam V um K-espaco vetorial de dimensdo n > 1 com produto internoe W C 'V

um K-subespago vetorial dimensdo k, entdo W é um K-subespaco vetorial de dimenséo n — k.

Demonstragdo. De fato, temos pela Proposicdo 3 que V = WoW* edimgV = dimxgW+dimgW=,
logo

dimKWL = dimKV - dimKW =n-k.
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2.2 Topicos da Teoria de Anéis

Nesta se¢do apresentaremos os resultados mais relevantes para esse trabalho a respeito
da teoria de anéis. Focaremos aqui em ideais, corpos finitos e anéis quocientes (principalmente o

anel de polindmios).

A partir da definicao de anel dada em (HEFEZ, 2002), em que consideramos que todo
anel é comutativo e com unidade, podemos pensar nos seguintes exemplos de anéis: o conjunto
dos niimeros inteiros Z, dos nlimeros racionais Q, dos nimeros reais R e dos nimeros complexos
C, com as operacdes bindrias usuais + (adi¢@o) e - (multiplicacdo). No entanto, o conjunto dos
nimeros naturais N ndo € um anel, pois ndo possui a propriedade de elemento simétrico, ja que

N ndo possui um elemento neutro aditivo.

Temos também, a partir da defini¢do de corpo dada em (HEFEZ, 2002), que os conjuntos
Q, R e C sao exemplos de corpos. Porém, o conjunto dos inteiros Z nao € um corpo, pois nao

possui a propriedade de que todos os seus elementos ndo nulos sdo invertiveis.

Quando estivermos nos referindo a multiplicacdo entre dois elementos a € b de um anel,

adotaremos também a escrita por justaposi¢do ab ao invés de a - b.
Faremos a seguir uma importante defini¢do sobre elementos especificos de um anel, que

utilizaremos bastante ao longo desse texto.

Definicao 14. Seja A um anel. Dizemos que a € A \ {0}, com a ndo invertivel, é um elemento

primo quando

Vb,ceA, alb-c=alboualc.

Definicao 15. Seja K um corpo e L um subconjunto ndo vazio de K. Entdo L é chamado de

subcorpo de K quando L é também um corpo com as operagoes de K.

Proposicao 5. Sejam K um corpo e L um subconjunto de K. Temos que L é um subcorpo de K

se, e somente se, as seguintes condigcoes sdo satisfeitas:

(i) a—b € L para todos a,b € L;

(ii) ab™! € L para todos a,b € L, com b # 0.

Demonstragdo. Suponha que L seja um subcorpo de K, logo L € um corpo com as operagdes de

K. Portanto as propriedades (i) e (ii) sao satisfeitas.

Reciprocamente, se valem as propriedades (i) e (ii), entdo pelo item (i) L € fechado pela

adicao de K e o elemento neutro da adicao de K também estd em L. Pelo item (ii), L € fechado
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pela multiplicacdo de K e, por L ser um subconjunto de K, as demais propriedades da defini¢ao

de corpo também sdo satisfeitas. Portanto L é um subcorpo de K. O

Definicao 16. Seja I um subconjunto do anel A. Dizemos que I é um ideal de A quando as

condigoes abaixo sdo satisfeitas:

(i) I+0;
(ii) a—b € I, para todos a, b € I;
(iii) ca € I, para todo a € I e para todo c € A.

Definicao 17. Seja I um ideal de A, com I # A. Dizemos que I é um ideal maximal de A sempre
que existir um J, ideal de A, tal que I C J C A implicarem I = J ou J = A.

Definicao 18. Se a € A, entdo o conjunto
I =1(a) ={ca; c € A}, (2.3)

é um ideal de A, chamado de ideal principal gerado por a.

Podemos generalizar a Defini¢ao 18 da seguinte forma: se ay, as,...,a, € A, entdo o
conjunto
I=1(ay,a,...,a,) ={cia1+---+cpay; ci,...,cp € A}
¢ um ideal de A. Os elementos ay, as, . ..,a, € A sao chamados de geradores de 1.

Definicao 19. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dados elementos a, b € A, dizemos que a é

congruente a b modulo I se, e somente se, a — b € 1. Nesse caso, escrevemos
a=b(modl).
A relacdo de congruéncia possui as seguintes propriedades:

Proposicao 6. Sejam a, b, c elementos quaisquer de A e I um ideal de A.

(i) a=a(modl);
(ii) Sea = b (modl), entdo b = a (modlI);

(iii) Se a = b (modlI) e b = c (mod]l), entdo a = ¢ (mod I).

Demonstragcdo. (i) De fato, temos que a —a = 0 € 1. Logo, pela Defini¢do 19 a = a (mod I).
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(ii) Pela Defini¢ao 19, a = b (modI) implica em a — b € I. Logo, pela Definicdo 16
b—a=—(a->b)ele,portanto, b = a (mod ).

(ii1) Para provar esse item devemos mostrar que a —c¢ € [.Comoa —b € [ e b — ¢ € I, temos

quea—b+b—-cel Logoa—cele,portanto, a = ¢ (modI).

Uma relag@o que satisfaz os itens (i), (ii), e (iii) é chamada de relacdo de equivaléncia.

Deste modo a relacao de congruéncia modulo m € uma relacao de equivaléncia sobre 1.

Definicao 20. Sejam A um anel, I um ideal de A e a € A. Definimos a classe residual de a
modulo I por

[al] =a+1={a+x;x €I}
Proposicao 7. Seja I um ideal de A. O conjunto
A/l ={[a]l =a+1I;, ae A}.

¢ um anel quando munido das operagéoes: [a] + [b] = [a + b], [a] - [b] = [a - b] € A/, para
todos |a], [b] € A/

A prova deste fato pode ser vista na bibliografia (BHATTACHARYA; JAIN; NAGPAUL,
1994, paginas 183-184, capitulo 10).

Observacao 1. Sejam a,b € A, temos que [a] = [b] se, e somente se a = b (mod I).

Definicao 21. Seja [ um ideal de A. Entdo o anel A]I é chamado de anel quociente de A modulo
I

Exemplo 2. Seja I1(n) = {an; a € Z} um ideal de Z. Se n # 0, entdo o anel quociente

Z/I(n) ={0,1,...,n—1} = Z,, ou seja, é isomorfo ao conjunto das classes residuais modulo n.

Definicao 22. Sejam A e B anéis. Uma funcdo f : A — B serd chamada de homomorfismo

quando, para todos a,a’ € A valem:

(i) fla+a’)=f(a)+ f(d);
(ii) f(a-d') = f(a)- f(d).

Proposicao 8. Seja f : A — B um homomorfismo entre os anéis A e B e sejam a,a’ € A. Valem

(i) £(0)=0;
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(i) f(-a)=-f(a);

(iii) f(1)=1;

(iv) Sea € A é invertivel e f(1) = 1, entdo f(a) é invertivel e f(a™") = (f(a))”";
(v) Se f é bijetora, entdo a funcdo f ~1 inversa de f, é um homomorfismo;

(vi) Se A e B sdo corpos e f(1) = 1, entdo f é injetora e Im(f) é um subcorpo de B.
Demonstragdo. (i) De fato,
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 0= f(0).
(i) Temos que
0=f(0) = f(a+(=a)) = f(a)+f(-a) = —f(a) == f(a)+f(a)+f(-a) = —f(a) = f(-a).
(iii) Temos que existe f(a) € B tal que
1-f(a) = f(a)=f(a-1)=f(a) - f(1) = 1= f(1).

(iv) Se a € invertivel, entdo
12 £(1) = faa™) = fla)f(a™).

logo f(a) é invertivel e f(a™") é o inverso de f(a), isto &, f(a™) = (f(a))~".

(v) Devemos mostrar que f~! atende as duas condi¢des da Defini¢éio 22. Para demonstrar a
primeira e segunda condigdes, considere b, b’ € B, taisque a = f 1 (b) e a’ = [~ (V).
Deste modo, f(a) = f(f~1(b)) =be f(a') = f(f' (b)) = b’. Dai, segue que

A+ = U (fa) + f@) = f (fla+a))=a+a = D)+ f(P);
b)) = Y (fa)f(a) = f(f(ad) = aa’ = fH(D) (D).

Portanto, f ~1 ¢ um homomorfismo.

(vi) Suponha que A e B sdo corpos. Suponha também, que f(a) = f(a’), dai pelo item (ii) e

por f ser um homomorfismo,

fla—a')=f(a) - f(a') =0.

No entanto, se a # a’, entdo a — a’ # 0, isto é, a — a’ e invertivel e, pelo item (iv), segue

que f(a — a’) é também invertivel, contradizendo f(a) = f(a’). Logo a = a’ e, portanto,
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f é uma funcio injetora. Por outro lado, para demonstrar que /m(f) é um subcorpo,

devemos provar que Im( f) satisfaz as condi¢des da Proposi¢ao 5. Deste modo, suponha
que b = f(a),b’ = f(da’) € Im(f). Dai,

b-b'=f(a)- f(a) = fla-a)eIm(f);
b(b) = fla)f((a@)h) = fla(a)™") € Im(f).

Portanto, Im( f) € subcorpo de B.

2.3 O Anel de Polinbmios

Nesta secdo, introduziremos os polindmios em uma incdgnita e também alguns resultados
de polindbmios de varias incognitas. O estudo que faremos aqui serve como base para construg¢ao
dos cddigos ciclicos e BCH. Focaremos em apresentar os principais resultados necessarios para
este trabalho, relativos a polindmios sobre corpos finitos, utilizando como base a bibliografia
(HEFEZ; VILLELA, 2008).

Seja A um anel e X uma incégnita. Chamaremos de um polindmio com coeficientes em

A e incognita X a expressdo formal

n

p(X) :ZaiXi=a0+a1X+...+anX", 2.4)
i=0
em que a;, paratodoi = 1,...,n, sdo elementos do anel A, chamados de coeficientes de p(X) e

n € um inteiro nao negativo. Denotaremos o conjunto de todos os polindmios em uma incognita

X com coeficientes no anel A, por A[X].

Defini¢ao 23. Dois polinomios p(X), q(X) € A[X] sdo iguais se, e somente se, seus coeficientes

correspondentes sdo todos iguais em A.

Definicao 24. Quando p(X) =ap+a1 X +...+a,X" € A[X] étal queap=a, =...=a, =0,

dizemos que p(X) é o polindmio nulo em A[X] e o denotamos por Q.

Definicao 25. Dizemos que o grau de um polinomio ndo nulo p(X) € A[X] é igual a n, quando

p(X)=ao+a1X+...+a,X" étal que a, # 0 e a; = 0 para todo j > n e o denotamos por
gr(p(X)).

Defini¢ao 26. Quando p(X) =ap+a1X +...+a,X" € A[X], em que a; = 0 para todo i > 1,

isto é, p(X) = ao, dizemos que p(X) é um polindomio constante.
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m

Definicao 27. Sejam p(X) = Z aiX', g(X) = Z ijj € A[X], definimos as operacoes:

i=0 j=0
+: A[X]XA[X] — A[X] i A[X] X A[X] — A[X]
(p(X),q(X)) — p(X)+q(X) (P(X),q(X)) — p(X)-q(X)’
por
max{n,m}
p(X)+q(X)= > (ax+b)X*

k=0

e

n+m
p(X)-q(X) = ) eiX',
i=0
i
em que ¢; = Zaj “bi_;.
j=0

Teorema 3. O conjunto A[X] é um anel com as operagées definidas acima.

A demonstracdo segue ao verificar as propriedades da definicdo de anel e pode ser
encontrada em (HEFEZ, 2002, pdginas 23-24, capitulo 2).

Proposicao 9. O anel A é isomorfo ao conjunto dos polindmios constantes de A[ X].

Demonstragao. Defina uma funcao @ por

d: A - AcCA[X]

a = a+0X+...+0X"’
em que A é conjunto dos polindmios constantes de A[X]. Sejam a,b € Ataisquea+b =ce
a-b=d,entido
D(a+b)=D(c)

=c+0X+...4+0X"

=a+b+0X+...+0X"

=a+0X+...+0X"+b+0X+...+0X"
D(a) + D(b)

®(a-b) =D(d)
=d+0X +...+0X"
=a-b+0X+...+0X"
=(a+0X+...+0X") - (b+0X +...+0X")
=D(a) - D(b).
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Logo, a fun¢do ® ¢ um homomorfismo.

Agora, sendo a, b € A, temos que
D(a)=P(b) a+0X+... = b+0X+...oa=hb,

o0 que prova a injetividade de ®. Além disso, dado a + 0X + ... € A, temos que a € A tal que
®(a) = a+0X+.. ., implica que ®@ é também sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Consequentemente,

® é um isomorfismo de A em A. O

Observe que, como o anel de polindmios A[X] contém uma cépia isomorfa a A, usaremos
o abuso de linguagem que A[X] contém A. Mais ainda, se dado k € Ae p(X) € A[X] o seu
produto terd como resultado o mesmo que o produto do polindmio constante k € A[X] pelo
polindmio p(X). No entanto, esse tipo de produto nos permite formalizar a seguinte operacao
(que por abuso notacional, usamos 0 mesmo simbolo do produto entre polindmios) denominada

produto por escalar

L AXA[X] = A[X]
(k, p(X)) — k- p(X)(omesmo como produto de polindmios).

E com isso, no caso de A ser um corpo, o anel de polindmios munidos da sua adi¢do usual dada
na Definicdo 27 e a operacao de produto por escalar, constituem um A-espago vetorial (mais
geralmente, se A ndo € um corpo, tal estrutura € um A-mdédulo). Vale observar que o A-espaco

vetorial A[X] ndo tem dimensao finita.

Proposicao 10. Seja A um dominio de integridade.
(i) Se p(X),q(X) € A[X]\ {0}, entdo gr(p(X) - q(X)) = gr(p(X)) +gr(q(X));
(ii) A[X] é um dominio de integridade;

(iii) Dado p(X) € A[X], p(X) é invertivel em A[X] se, e somente se, p(X) é invertivel em A.

n m
Demonstragdo. (i) Sejam p(X) = Z a; X', g(X) = Z b;X’ € A[X] dois polindmios de
i=0 Jj=0
graus n € m, respectivamente. Temos que
n+m )
p(X)-q(X) =) X',
i=0

Desde que A seja um dominio de integridade, segue que ¢4 = @y, - by, # 0, pois a, #0e
b, # 0, logo

n+m

Z C,'Xi

i=0

gr(p(X)-q(X)) = gr =n+m=gr(p(X)) +gr(q(X)).
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(i)

(iii)

Sejam p(X), q(X) € A[X] e suponha que

p(X) - q(X) =0,

entdo, p(X) - g(X) ndo possui grau, pois € o polindmio nulo. Agora suponha por absurdo

que p(X) e g(X) sdo polindmios ndo nulos. Logo, segue do item (i) que

gr(p(X) - q(X)) = gr(p(X)) +gr(q(X)) 20,

o que € uma contradi¢do, a menos que p(X) = 0 ou ¢(X) = 0. Portanto A[X] é um

dominio de integridade.

Sendo p(X) € A[X] um elemento invertivel em A[X], temos que existe g(X) € A[X] tal
que p(X) - g(X) = 1. Como o elemento nulo ndo possui inverso, segue que p(X) # 0e

q(X) # 0, assim, pelo item (i)

0=gr(l) =gr(p(X)-q(X)) =gr(p(X)) +gr(q(X)).

Logo gr(p(X)) =0e gr(q(X)) =0, o que implicaem p(X) =ae g(X)=b,comace
b constantes nao nulas. Além disso, pela Proposi¢do 9 temos que p(X), g(X) € A com
p(X)-g(X)=1em A. Portanto p(X) € invertivel em A.

Reciprocamente, se a € A € um elemento invertivel, entdo existe b € Atalquea - b =1,
logo a # 0, b # 0. Pela Proposicao 9, podemos escrever a = p(X), b = g(X) sendo dois

polindmios constantes, ou seja, a, b € A[X]. Com isso,
a-b=1o pX)-q(X)=1

em A[X]. Portanto p(X) = a € invertivel em A[X].

O

Se no lugar do anel A, na Proposicdo 10, tomarmos um corpo K, temos que K [ X] também

¢ um dominio de integridade.

Definicao 28. Sejam p(X), q(X) € A[X], dizemos que p(X) e q(X) sdo associados quando

existe uma constante invertivel ¢ € A, tal que p(X) = cq(X).

Vale ressaltar que, quando a Definicdo 28 € dada sobre um corpo K, basta exigirmos que

a constante ¢ € K seja ndo nula, uma vez que todo elemento ndo nulo de K € invertivel.

Definicao 29. Dizemos que um polinémio p(X) € K[X] de grau n é um polindmio monico (ou

simplesmente monico) quando a, = 1.
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Proposicao 11. Todo polinémio ndo nulo é associado a apenas um polinémio monico.

Demonstragdo. (Existéncia) Seja p(X) =ap+a1X +...+a,X" € K[X], com a, # 0, temos

Vag+a' a1 X+...+ X" éum

que p(X) = an(a,' -ap+a;' a1 X +...+X"), em que a,
polindmio monico. Com isso, garantimos a existéncia do polindmio monico associado a p(X).
(Unicidade) Seja p(X) € K[X] ndo nulo e suponha que p(X) é associado aos polindmios

monicos f(X) e g(X), com f(X) # g(X), isto &, existem a, b € K nao nulos tais que

p(X)=af(X) e p(X)=>bg(X).

Assim,
f(X) =a""bg(X).

Como f(X) # g(X), segue que a”'b # 1. Logo f(X) ndo é ménico, o que é um absurdo.

Portanto p(X) € associado a um tnico polindmio monico. m|

Observe que esse resultado € apenas valido para anéis de polindmios com coeficientes
em um corpo. Por exemplo, o polindmio 2X + 1 ndo é associado a nenhum monico em Z[ X]|,
pois como vimos no resultado anterior, o tnico candidato a ser o polindmio monico associado a
2X +1 é o polindmio X +27! que, por sua vez, ndo possui coeficientes em Z e, consequentemente,

ndo € um polinémio de Z[ X].

Um importante resultado para esse capitulo € o algoritmo da divisdo polinomial, em
virtude de ser uma ferramenta de bastante utilidade na divisdo de polindmios como veremos ao

longo de todo o texto.

Teorema 4. (Algoritmo da Divisao Polinomial) Sejam f(X),g(X) € K[X] com g(X) # 0.

Entdo existem tinicos polinémios q(X),r(X) € K[ X] tais que

F(X) = q(X) - g(X) +r(X),

comr(X) =0ougr(r(X)) < gr(g(X)).

n m

Demonstragdo. (Existéncia) Sejam f(X) = ZaiXi,g(X) = ijXj € K[X] coma, #0
i=0 j=0

e b,, # 0. Primeiramente vamos mostrar a existéncia dos polindmios g(X) e r(X). Se f(X)

for identicamente nulo, entdo basta tomar g(X) = 0 e r(X) = 0 para obtermos f(X) =
q(X)g(X)+r(X)=0.Se f(X) ndo € o polindmio nulo, entdo gr(f(X)) = n > 0. Suponha que

n < m, neste caso basta tomar g(X) = 0e r(X) = f(X), pois do contrario

n=gr(f(X))=gr(q(X)g(X)+r(X)) =m,
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o que seria um absurdo. Considere entao n > m, vamos mostrar por indug¢ao finita sobre o grau
de f(X) aexisténcia de g(X) e r(X). Defina

fi(X) = f(X) = anby X"™"g(X) € K[X]. (2.5)
Podemos reescrever (2.5) como
F(X) = anby, X" g(X) + fi(X), (2.6)
em que gr(fi(X)) < gr(f(X)).Sen =0, entdo m = 0 e assim

f(X) = aphy'g(X) + fi(X).

Dai, pelo item (i) da Proposic¢do 10, g(X) é constante, donde f1(X) = 0. Logo, f(X) = aobalg(X)
e, portanto, basta tomar g(X) = aobal e r(X) = f1(X) = 0. Suponha agora que o teorema seja
vélido para todo polindmio de grau menor que n. Segue da hipétese de indugdo que existem
q1(X) eri(X), tais que

A(X) = q1(X)g(X) +r1(X), 2.7)

comri(X) =0ougr(ri(X)) < gr(g(X)). Assim, pelas igualdades (2.5) e (2.7)
F(X) = (anby! X" + 1(X))g(X) + r1(X), (2.8)

com r(X) = 0 ou gr(r1 (X)) < gr(g(X)). Portanto, tomando ¢(X) = a,b, ' X"™ + q;(X) e
r(X) = r1(X) garantimos a existéncia de g(X) e r(X) de modo que f(X) = g(X) - g(X) +r(X),
comr(X)=0ougr(r(X)) < gr(g(X)).
(Unicidade) Suponha que existem g1 (X), g2(X), r1(X), 2 (X) € K[X] tais que

F(X) = q1(X)g(X) +ri(X) = q2(X)g(X) + r2(X), (2.9)

com r1(X) = 0 ou gr(ri(X)) < gr(g(X)) era(X) =0 ou gr(r2(X)) < gr(g(X)). Deste modo,

(q1(X) — q2(X))g(X) + (ri(X) — r2(X)) = 0. (2.10)
Com isso,
gr((q1(X) - q2(X))g(X)) = gr((r1(X) — r2(X))),
logo gr((ri(X) —ra(X))) > gr(g(X)), o que é uma contradicdo, a menos que os polindmios

(q1(X) = q2(X))g(X) e ri(X) — ra(X) sejam nulos, e como g(X) é nao nulo, temos

q1(X) = q2(X) e ri(X) =r(X).
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Definicao 30. Sejam f(X), g(X) € K[X] ndo simultaneamente nulos. Dizemos que m(X) €
K[X] é o minimo miltiplo comum (mmc) de f(X) e g(X) quando se verificam as seguintes

condigoes:

(i) f(X)|m(X)eg(X)|m(X);
(ii) Se existe m’'(X) € K[X] tal que f(X)|m'(X) e g(X) |m’'(X), entdo m(X) | m’(X).

Definicao 31. Sejam f(X), g(X) € K[X] ndo simultaneamente nulos. Dizemos que d(X) €
K[X] é o maximo divisor comum (mdc) de f(X) e g(X) quando se verificam as seguintes

condigoes:

(i) d(X)| f(X) ed(X)|g(X);
(ii) Se existe d'(X) € K[X] tal que d'(X) | f(X) e d'(X) | g(X), entdo d’'(X) | d(X).

Teorema 5. (Existénca do mdc) Sejam f(X), g(X) € K[X] ndo simultaneamente nulos. Entdo
existe o mdc de f(X) e g(X).

Demonstragdo. Temos que se f(X) = g(X) = 0, entdo mdc(f(X),g(X)) = 0. Sejam
f(X),g(X) € K[X] com g(X) # 0, entdo pelo Teorema 4 existem tnicos ¢1(X) e r1(X)

tais que
f(X) =q1(X)g(X) +r1(X), comri(X)=0ougr(r(X)) <gr(g(X)). (2.11)

Se ri(X) =0, entdo f(X) = q1(X)g(X), ou seja, g(X) | f(X), logo g(X) atende a condigao (i).
Por outro lado, se existe d’(X) € K[X] talque d'(X) | f(X) ed’'(X) | g(X), segue imediatamente
que g(X) satisfaz a condigao (ii).

Se r1(X) # 0, entdo pelo Teorema 4 existem tnicos ¢2(X) e ro(X) tais que
g(X) = g2(X)r (X) +r2(X),  com rp(X) = 0 ou gr(ra(X)) < gr(ri(X)). (2.12)
Se r2(X) = 0, entdo r; (X) | g(X) e, como
f(X) = q1(X)g(X) +r1(X) = q1(X)(q2(X)r1(X)) + ri(X) = (q1(X)q2(X) + Dri(X),

segue que r1(X) | f(X), logo r;1(X) atende a condi¢do (i). Em contrapartida, se existe d’(X) €
K[X] tal que d'(X)|g(X) e d'(X)]| f(X), entdo d'(X) | (f(X) — g(X)) e, como ri(X) =
F(X) - q1(X)g(X), segue que d’(X) | r1(X). Desse modo, r;(X) satisfaz a condigdo (ii). Se

r2(X) # 0, novamente pelo Teorema 4, existem tnicos g3(X) e r3(X) tais que

r1(X) = q3(X)r2(X) +r3(X), comr3(X) =0 ou gr(r3(X)) < gr(r(X)). (2.13)
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Esse processo sera repetido da mesma maneira até encontrarmos um polindmio r,,.1 (X) € K[X],

com n € N, de modo que 7,41 (X) = 0, ou seja,

r(X) = qa(X)r3(X) +r4(X), com rg4(X) =0 ou gr(r4(X)) < gr(r3(X)) (2.14)
r3(X) = qs5(X)ra(X) +rs5(X), comrs(X) =0 ou gr(rs(X)) < gr(ra(X)) (2.15)
rn2(X) = gu(X)rp-1(X) +r(X), com r,(X) = 0 ou gr(r,(X)) < gr(r,-1(X))(2.16)
r-1(X) = gur1(X)ra(X). (2.17)

Ora, se r,+1(X) = 0, de maneira andloga aos passos anteriores, obtemos que r,(X) | g(X)
er,(X) | f(X), assim segue que r,(X) atende a condicéo (i) e além disso, se existe d’'(X) € K[X]
tal que d'(X) | g(X) e d'(X) | f(X), entdo d’(X) | r,(X), atendendo a condig@o (ii). Portanto
ra(X) = mde(f(X), g(X)).

Vale ressaltar que sempre existird um n natural tal que r,.1(X) = 0, pois caso contrdrio

teriamos uma sequéncia infinita de ndmeros inteiros nao negativos, tais que

gr(g(X)) > gr(ri(X)) > gr(r (X)) > ... 20,
o que € um absurdo.

Corolario 1. Dados quaisquer f(X) e g(X) em K[X] ndo simultaneamente nulos, existe um

tinico mdc ménico de f(X) e g(X).

Demonstragdo. (Existéncia) O Teorema 5 assegura a existéncia do mdc entre f(X) e g(X),
digamos d(X). Como pela Proposi¢do 11, um polindmio ndo nulo € associado a um tnico
polindmio monico, entdo este € um mdc mdnico de f(X) e g(X).

(Unicidade) Suponha que existem d(X), d>(X) € K[X] mdnicos, tais que
di(X) =mdc(f(X),8(X)) e dr(X)=mdc(f(X),g(X)). (2.18)
Temos pelo item (ii) do Teorema 5, que d1(X) | d2(X) e da(X) | d1(X), dai

di(X) = p1(X)dy(X), com pi(X) € K[X]
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dy(X) = p2(X)di1(X), com py(X) € K[X],

ou seja,
di1(X) = p1(X)p2(X)d1(X),

em que gr(d(X)) = gr(p1(X)p2(X)d;(X)). Pelo item (i) da Proposi¢éo 10,
gr(di(X)) = gr(p1(X)p2(X)di(X)) = gr(p1(X)p2(X)) + gr(di(X)),

o que implica em gr(p;(X)p2(X)) = 0. Assim,

gr(p1(X)) = gr(p2(X)) =0,

isto €, p1(X) € constante, digamos p(X) = ¢ € K. Logo d;(X) = cdy(X) e, como d;(X) e
d>(X) sdo monicos, segue que ¢ = 1 e portanto d;(X) = da(X). O

De modo anédlogo ao mdc, temos os resultados que garantem a existéncia e unicidade do
mmc monico. Com isso em mente, quando falarmos do mdc ou mmc de polindmios, estaremos

nos referindo ao mdc e mmc monicos.

Definicao 32. Um polinémio ndo nulo p(X), com grau maior ou igual a 1, é dito irredutivel em
K[ X] (ouirredutivel sobre K ) quando toda vez que p(X) = f(X)g(X), com f(X), g(X) € K[X],
implicar em f(X) ou g(X) invertivel em K. Se p(X) ndo é irredutivel em K|[X] dizemos que ele
redutivel em K[ X].

Proposicao 12. Todo polinémio de grau 1 é irredutivel em K|[X].

Demonstragdo. De fato, se p(X) = aX + b € redutivel em K[X], entdo existem f(X), g(X) em
K[X] tais que
aX+b=f(X)g(X).

Temos pela Defini¢do 25 que

1 =gr(aX +0b) =gr(f(X)g(X)) =gr(f(X)) +gr(g(X)).

Note que gr(f(X)) + gr(g(X)) = 1 implica necessariamente em uma das duas situagoes:

e gr(f(X))=1 e gr(g(X)) =0, donde g(X) invertivel, ou;

e gr(g(X))=1 e gr(f(X)) =0, donde f(X) invertivel.

Portanto, pela Definicdo 32, segue que p(X) = aX + b é irredutivel em K[ X]. O



2.3. O Anel de Polinomios 35

Definicao 33. Dizemos que dois polinomios sdo primos entre si quando seu mdc é igual a 1.

Teorema 6. Sejam f(X),g(X) e d(X) € K[X] tais que d(X) = mdc(f(X), g(X)), entdo
existem t(X), s(X) € K[X] tais que

d(X) =s(X)f(X)+1t(X)g(X). (2.19)

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos por indug¢do finita sobre n que os restos nao nulos

das divisoes sucessivas do Teorema 5 podem ser escritos como
ra(X) = s(X) f(X) +1(X)g(X). (2.20)
Temos pelo Teorema 5 que, se n = 2, entdo pela equagdo (2.12)

r2(X) = g(X) — q2(X)r1(X)
=g(X) = 2(X) [f(X) = q1(X)g(X)]
= (—q2(X)) f(X) + (1 = q1(X)g2(X)) g(X).

N———
s1(X) €eK[X] t1(X) e K[X]

Suponha que o resultado seja valido para todo n < k — 1 € provemos que também vale para n = k.

Temos pela equacdo (2.16) do Teorema 5 que
rk(X) = re—2(X) = qe(X)ri-1(X).

Logo, como o resultado vale para todo n < k — 1, segue que existem s"(X), s” (X), ' (X) e t"(X)

em K[ X] tais que
re(X) = s"(X) f(X) + 1" (X)g(X) — qe(X) [s"(X) f(X) +1' (X)g(X)]
= [s"(X) = qe(X)s" (X)] £(X) + [t"(X) = qx(X)?"(X)] g(X),
s(X) € K[X] 1(X) e K[X]

ou seja, r¢(X) = s(X) f(X) +t(X)g(X).

Observe que, pelo Teorema 5, o ultimo resto ndo nulo das divisdes sucessivas realizadas
no Teorema 5 é o mdc de f(X) e g(X), ou seja, r,(X) = d(X) = mdc(f(X), g(X)). Portanto,

pela prova de indu¢do que vimos acima, temos

d(X) =rn(X) = s(X) f(X) + 1(X)g(X).

O

Proposicao 13. Sejam f(X), g(X), h(X) € K[X]. Se f(X) | g(X)h(X) emdc(f(X),g(X)) =1,
entdo f(X) | h(X).
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Demonstragdo. Se f(X)|g(X)h(X), entao existe ¢g(X) € K[X] tal que

g(X)h(X) = f(X)gq(X)

e, como mdc(f(X),g(X)) = 1, segue pelo Teorema 6 que existem #(X), s(X) € K[X] tais que

HX)f(X) +s(X)g(X) = 1.

Logo,
h(X) = (t(X) f(X) + s(X)g (X)) h(X)
=1(X) f(X)h(X) + s(X)g(X)h(X)
=1(X) f(X)h(X) + 5(X) f(X)q(X).
Portanto, f(X) | h(X). O

Proposicao 14. Todo elemento ndo invertivel e irredutivel no anel K[ X] é primo.

Demonstragcdo. Suponha p(X) € K[X] ndo inversivel e irredutivel, de modo que existem
f(X),g(X) € K[X] tais que p(X) | f(X)g(X). Sabemos pela Definicdo 14 que p(X) é primo
quando p(X)| f(X)g(X) implica em p(X)|f(X) ou p(X)|g(X). Assim, se p(X) | f(X)
segue imediatamente que p(X) € primo. Por outro lado, suponha que p(X) 1 f(X). Temos pelo
Corolério 1 que existe um tinico d(X) € K[X] monico, tal que mdc(p(X), f(X)) = d(X), donde
devemos ter, d(X) | p(X). Desde que p(X) € irredutivel, segue que d(X) = 1 ou d(X) = p(X).
Se d(X) = p(X), entdo p(X) | f(X), absurdo. Logo devemos ter d(X) = 1 e, pela Proposicao
13, p(X) | g(X), provando deste modo que p(X) é primo. O

Teorema 7. (Teorema da Fatoracio Unica) Seja f(X) € K[X] \ K de graun, em que K[X] \ K é
o conjunto dos polinémios ndo constantes de K[ X, entdo f(X) é irredutivel ou f(X) se escreve
de maneira unica, a menos pela ordem dos fatores, como produto de polinémios irredutiveis de
K[X].

Demonstragcao. Mostremos que o resultado € vélido utilizando inducao finita sobre o grau de
f(X). Para tanto, seja f(X) € K[X] com gr(f(X)) = n > 1. Supondo n = 1, temos pela
Proposicdo 12 que f(X) é irredutivel em K[X]. Agora suponha que todo polindmio de grau
menor do que 7 seja irredutivel ou produto de irredutiveis em K[ X]\K. Seja f(X) € K[X] com
gr(f(X)) =n.Se f(X) é irredutivel, o teorema estd provado. Se f(X) é redutivel, entdo existem
p(X) e g(X)em K[X] tais que

f(X) = p(X)gq(X),

com gr(p(X)) > 0e gr(g(X)) > 0 e, mais ainda,

n=gr(f(X))=gr(p(X)q(X)) =gr(p(X)) +gr(q(X)),
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logo gr(p(X)) < negr(q(X)) < n.Portanto, pela hipétese de indugdo aplicadaa p(X) e g(X) o
resultado segue. Para provar a unicidade, suponha que existem p 1 (X), . . ., ps(X), p1(X), ..., pr(X)
em K[ X] irredutiveis tais que

J(X) = p1(X)p2(X) ... ps(X) (2.21)
e
f(X) =pi(X)p5(X) ... pr(X). (2.22)
Dai, segue que
p1(X)p2(X) ... ps(X) = p1(X)P5(X) ... pr(X). (2.23)

Agora, assuma sem perda de generalidade que r > s (o caso em que r < s € andlogo). Como por
(2.21)

pi(X) [ p1(X)p2(X) ... ps(X),
para algum j = 1,..., s, entdo, por (2.23)
pi(X) | PL(X)p5(X) ... pi(X),

para algum j = 1,...,s. Além disso, como p;(X) € primo, segue que

pi(X) | pi(X) ou pi(X)[p5(X)...p.(X).
N

() (1)

Se vale (I), como ambos sdo irredutiveis, existe ¢’ € K \ {0} tal que p}(X) = ¢’p;(X), ou seja,

p(X) é associado a p;(X) em K[X]. Caso contrério, vale (II), e assim

pi(X) [ pa(X)p3(X) ... pr(X).

Logo
pi(X)Ip5(X) ou  pi(X)|p5(X)...pu(X).
———
(11 (1v)

De modo andlogo ao passo anterior, obtemos que ou p5(X) € associado a p;(X) em K[X], ou

pi(X) | p5(X)py(X) ... pr(X).

Procedendo recursivamente, de modo andlogo aos passos anteriores, temos que

pi(X) P, (X) ou p;(X)|p(X).

Assim, p’_,(X) é associado a p;(X) ou p;(X) é associado a p;(X) em K[X]. Logo p;(X) é
associado a p;(X) em K[X] paraalgumi=1,...,rej=1,...,s, ouseja, existe u’ € K[X],
tal que pj(X) = u’'p;(X).



38 Capitulo 2. Base Teorica

Agora, suponha que r > s. Como qualquer que seja o fator p;(X), obtemos um fator
pi(X) associado a ele, entdo restam r — s fatores da decomposicdo de f(X) dada em (2.22), que
ndo sdo associados a nenhum fator p;(X) de f(X). Assim, sejam p}ml, e ,p}cr os r — s fatores

de f(X) que ndo sdo associados a um fator p;(X), entdo

p;{m (X)...p, (X) =1,

pois caso contrdrio ndo terfamos a igualdade (2.23), o que € uma contradicao, visto que p;q (X)é
primo, paratodo/ = s+1,...,r. Logo r = s, pois supomos anteriormente que r > s € acabamos
de ver que ndo vale a desigualdade estrita. Portanto a decomposicao de f(X) em polindmios

irredutiveis € dnica, a menos da ordem dos fatores.

O

Corolario 2. Todo polinomio f(X) em K[X] de grau maior ou igual a 1 pode ser escrito de
modo tinico como f(X) =u(p1(X))* ... (pr(X))* com cada p;(X) irredutivel e ménico, em
que; e N,1 <i<keu=#0eckKk.

Demonstragdo. A existénciado polindomio f(X) segue de maneira andloga ao Teorema 7, ao consi-
derarmos como hipétese de indugdo, que qualquer polindmio f(X) de grau menor do que n, ou € ir-
redutivel, ou se fatora como produto de polindomios irredutiveis monicos e de multiplicidade maior
ouigual a 1. Para provar a unicidade, suponha que existem p{(X), ..., px(X), p1(X),..., p.(X)

monicos irredutiveis e inteiros ndo negativos aj, . . . , @, a'l, ..., tais que

(P1 (X)) .. (pe(X))™ = F(X) = (p1(X))" ... (p (X))

Como
(Pi(X) = pi(X) ... pi(X) e (p;(X))% = p;(X)...p;(X),

@; VEZES Q’} vezes

parai=1,...,kej=1,...,r. Entdo

p1(X)...p1(X)...pi(X) ... pi(X) = f(X) = p1(X) ... p1(X) ... p (X)L pr (X))

] vezes g vezes @] vezes a;. vezes

Portanto, de maneira andloga ao Teorema 7, segue que todo polindmio f(X) € K[X] pode ser

escrito de maneira Gnica, a menos da ordem dos fatores, como

FX)=upi(X)...p1(X) ... pe(X) ... pe(X) =u(pr(X)* ... (px(X))*.

@] VE€ZES @ VE€ZEes
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Sejam f(X), g(X) € K[X] \ K, pelo Coroldrio 2, existem p;(X), p2(X),...,p,(X) €
K[X] \ K monicos irredutiveis distintos, inteiros ndo negativos ay, @2, . .., &, 81,52, ..., €
a,b € K\ {0} tais que

FX) =a(pr (XN ... (pr (X))

g(X) =b(p1(X))P ... (pr(X))Pr.
Temos que
mde(f(X),g(X)) = (p1(X)° ... (p, (X)), (2.24)

emque §; = min{a;, B;} paracadal < i < r.De fato, considerando d(X) = (p1(X))°' ... (p,(X))°,
com §; = min{a;, B;} para cada 1 < i < r, podemos reescrever f(X) e g(X) como

F(X) = (a(p (X)) . (pr(X) 0 )d(X)

g(X) = (b(pr1(X)P™% . (pr (X)) 0r)d(X),

emque a; —9; >0e ;-0 >0paratodoi = 1,...,r. Logo d(X) | f(X) e d(X) | g(X).
Além disso, se existe d’(X) = (p1(X))*' ... (p-(X))* € K[X], com & < min{«;, B;} para cada
I1<i<r,talqued (X)| f(X)ed (X)|g(X),entdo d'(X) |d(X), pois como §; — & > 0 para

todoi=1...,r, segue que

d(X) = (p1(X)’ ... (p (X)) = (P (XN (pr (X)) ™)' (X).

Portanto, pela Definicao 31,

mde(f(X),g(X)) =d(X) = (p1(X)* ... (p,(X))",

em que 6; = min{q;, B;} paraalgum 1 <i < r.

Temos também, que o minimo multiplo comum de f(X) e g(X) € dado por

mme(f(X),g(X)) = (p1(X)" ... (p (X)), (2.25)

em que y; = max{a;, §;} paracada 1 <i < r. A demonstracdo desse fato € andloga a que foi

feita para 0 maximo divisor comum.

Lema S. Sejam m e n dois inteiros positivos. Entdo

(i) mde(X" —1,X™ — 1) = x"mdetrm) _ 1.
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mdc(n,m)

(ii) mde(X" - X, X" - X) = X1 - X.

A demonstrag@o desse lema pode ser encontrada em (HEFEZ; VILLELA, 2008, paginas
44-45, capitulo 3).

Definicao 34. Seja K um corpo. Se K é um subcorpo de um corpo F, entdo dizemos que F é
uma extensdo de corpo de K. Podemos olhar F como um espaco vetorial sobre K e, nesse caso,
dizemos que F é uma extensdo finita ou infinita de K de acordo com a dimensdo deste espago

vetorial. Denotaremos F extensdo de K por F D K.

Convém observarmos que utilizaremos nesse texto somente extensao finita de corpos

finitos.

Definicao 35. Seja F uma extensdo de K, ou seja, F D K e seja f(X) € K[X]. Un elemento «
de F é dito raiz de f(X) ou um zero de f(X) quando f(a) = 0.

Proposicao 15. Sejam K um corpo, p(X) € K[X] e @ € K. Temos que a é uma raiz de f(X) se,

e somente se, X — a é um divisor de f(X) sobre K.

Demonstragcdo. Suponha que « € uma raiz de f(X). Pela Defini¢ao 35, temos f (@) = 0, além

disso, pelo Teorema 4, existem tnicos ¢(X), r(X) € K[X] tais que
f(X)=q(X)(X-—a)+r(X), comr(X)=0ougr(r(X)) <gr(X-a)=1.
Como ou r(X) =0ou gr(r(X)) < gr(X —a) =1, temos que r(X) = r € K e sendo assim,

0=f(a)=qg(a)(a—a)+r=r.
Logo,
f(X)=q(X)(X - a),
consequentemente, (X — @) € um divisor de f(X).

Reciprocamente, se X — « € um divisor de f(X), entdo existe g(X) € K[X] tal que
f(X)=q(X)(X —a),logo f(a) = g(a)(a — a) = 0. Portanto, pela Definicdo 35, @ € uma raiz
de f(X). O

Teorema 8. Sejam K um corpo e f(X) € K[X] um polinémio de grau n > 0. Entdo f(X) tem

no maximo n raizes distintas em K.

Demonstragdo. Vamos provar por inducio finita sobre n que o polindmio f(X), de grau n, possui

no maximo n raizes distintas em K. Primeiramente, observamos que se f(X) nao possui raizes
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em K, o teorema esta provado. Por outro lado, suponha que f(X) possui raizes em K. Temos que
se n = 1, entdo f(X) possui apenas uma raiz em K e, portanto, o resultado vale. Agora suponha
que o resultado vale para n, ou seja, o polindmio f(X) de grau n possui no maximo » raizes
em K. Vamos mostrar que também vale para n + 1. De fato, seja f(X) € K[X] degraun+1e

a € K uma raiz de f(X), temos pela Proposi¢do 15 que

f(X) = (X - a)g(X),

com gr(g(X)) = n. Como o resultado vale para n, segue que g(X) possui no maximo n raizes

distintas em K. Portanto f(X) possui no maximo n + 1 raizes distintas em K. O

Definicao 36. Sejam K um corpo e a € K uma raiz de p(X) € K[X]. Dizemos que a é uma raiz
de p(X) de multiplicidade m > 1 quando m é a maior poténcia de (X — ) que divide p(X).
Quando m = 1 dizemos que a é uma raiz simples de p(X) e que (X — @) é um fator multiplo
constante em K [X] e, quando m > 1, dizemos que « é uma raiz miltipla de p(X) e que (X — @)

¢ um fator miltiplo ndo constante em K[ X].

n
Definicao 37. Seja K um corpo e p(X) = Z a; X' € K[X]. A derivada de p(X) é definida como
i=0
n

p'(X) = Z ia; X! (2.26)

i=1
Note que se p(X) = a, constante, entdo p’'(X) = 0.

Os resultados das regras operatdrias da derivada formal de polindmios aqui definida sdo
os mesmos vistos no Célculo. Tais resultados podem ser demonstrados por meio de manipulacdes

diretas das defini¢des de derivada, soma e produto de polindomios.

Proposicao 16. Seja f(X) € K[X]| com um fator multiplo ndo constante. Entdo

mdc(f(X), f (X)) # 1.

Demonstragdo. Seja h(X) € K[X] um fator multiplo ndo constante de f(X), entdo existem

reNeg(X)eK[X],comr > 1, tais que
f(X) = h(X) g(X).
Dai,

(X)) =rh(X)"'W (X)g(X) + h(X) g’ (X)
= h(X)(rh(X) 21 (X)g(X) + h(X) "¢ (X)).

Logo, h(X) é um divisor de f'(X) e, portanto, mdc(f(X), f' (X)) # 1.
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Proposicao 17. Um ideal de K[X] é da forma I = 1(g(X)), em que g(X) € K[X].

Demonstragdo. Seja I um ideal de K[X]. Se I = {0}, entdo I = I(0). Agora, se I # {0},
considere g(X) € I ndo nulo, de modo que g(X) tenha o menor grau possivel em /, (0 que
é possivel, pois o conjunto formado pelos graus dos polindmios de I € ndo vazio, logo pelo
principio da boa ordenacio, este possui um menor elemento). Vamos provar que I = 1(g(X)) e,

para tanto, basta mostrarmos que I C I(g(X)).
Seja f(X) € I, temos pelo Teorema 4 que existem unicos g(X),r(X) € K[X] tais que
f(X) =g(X)q(X) +r(X), comr(X)=0ougr(r(X)) <gr(g(X))

e, como g(X), f(X) € I, segue que

r(X) = f(X) +g(X)(=¢q(X)) € I.

Dai, se r(X) # 0, entdo terfamos um polindmio de / com grau menor do que o grau de g(X).
Logo r(X) = 0, assim,

F(X) =g(X)q(X), ouseja, f(X) € I(g(X)).
Portanto, I c I(g(X)) e, consequentemente, I = I(g(X)). O

Corolario 3. Seja I # {0} um ideal de K[X]. Entdo, existe um tinico polinémio ménico g(X)

em I (de grau minimo), tal que I = 1(g(X)).

Demonstragdo. Observe que, como I # {0}, segue da Proposi¢cdo 17 que I = I(f (X)), com
f(X) € K[X]. Pela Proposicdo 11 temos que todo polindomio € associado a apenas um polindmio

mdnico, ou seja, existem tnicos g(X) € K[X] e a € K \ {0}, com g(X) ménico, tais que
f(X) =ag(X) & f(X) € I(g(X)) & I(f(X)) C I(g(X)).
Por outro lado, temos
g(X)=a ' f(X) & g(X) e I(f(X)) & 1(g(X)) C I(f(X)).

Portanto 7 = (£(X)) = I(g(X)). O

Seja p(X) € K[X], temos que o anel quociente do anel K[X] pelo ideal gerado por

p(X), em que p(X) é um polindmio monico de grau n > 0, é dado por

](Kp[())((])) ={[r(X)]; r(X) € K[X], com r(X) =0, ou gr(r(X)) < n}. (2.27)
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Observacao 2. Se r1(X),r(X) € K[X], com gr(r;(X)) < ne gr(r,(X)) < n, sdo tais que
r1(X) # ry(X), entdo [r1(X)] # [r2(X)]. De fato, suponha que r;(X) # r»(X) e suponha por
absurdo que [r((X)] = [r2(X)]. Temos que

[ri(X)] = [n(X)] = [nX)]-[nX)]=[0] = [r((X) -rnX)]=[pX)]=
= r(X) -n(X) = pX)q(X) =

= n>gr(ri(X) —r(X)) =gr(p(X)q(X)) = n.

O que € um absurdo. Logo r{(X) = r(X). Além disso, [r;(X)] = [r2(X)] se, e somente se,
r1(X) = ry(X) (mod 1(p(X))).

K[X]
1(p(X))
O]+ [g(X)] = [f(X) + (X)) [f(X)] - [g(X)] = [f(X) - g(X)],
para todos [/(X)]. [¢(X)] € 70 2 oo
AL f(X)] = [Af(X)] € X)) Com essas operagoes, I(I;[())((])) € um espaco vetorial de

dimensdo n = gr(p(X)) sobre o corpo K, sendo {[1], [X],..., [X"~']} uma base para este

Observacao 3. Temos que a soma e o produto em sdo dados por

temos

. Além disso, dados 1 € K e [f(X)] €

espaco vetorial.

I(p())((])) éda formal = I([f(X)]), em que f(X) é um divisor de

Teorema 9. Todo ideal de

p(X).

Demonstragdo. Seja I um ideal de Defina o conjunto

KX
I(p(X))
J={g(X) e K[X]; [g(X)] € I}.

Note que p(X) € J, pois [p(X)] € I, consequentemente, J # 0. Sejam g(X), g2(X) € J,
mostremos que g1 (X) — g2(X) € J. De fato, temos que

81(X), 82(X) € J & [g1(X)]. [g2(X)] € I.
Logo,

[81(X) — 82(X)] = [81(X)] = [82(X)] € 1,
consequentemente, g1(X) — g2(X) € J.

Mostremos agora que para g(X) € J e h(X) € K[X], temos g(X)h(X) € J. Com efeito,
K[X]

1(p(X))

= [¢(Xh(X)] = [¢(X)][(X)] €1

= g(X)h(X) € J.

gX)eJ,h(X)eK[X]=[g(X)] el e [h(X)]E
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Portanto, J € um ideal de K[X].

Falta mostrarmos que / € um ideal principal. Note que, pela da Proposi¢ao 17, existe
f(X) € K[X]\ {0} tal que J = I(f(X)) e, como p(X) € J, existe g(X) € K[X] tal que
p(X) = f(X)g(X), isto é, f(X) € um divisor de p(X). Agora, observe que € imediato a
verificacdo de que I = {[g(X)]; g(X) € J}. Como J = I(f(X)), segue que

[¢(X)] = [A(X) f(X)] = [F(X)][R(X)].

Logo,
_ | KIX] | _
I= {[f(X)][h(X)], [A(X)] € m} =I1([f(X)]),
como queriamos. |
- : K[X] L
Proposicao 18. Seja [f(X)] € m Temos que [ f(X)] é invertivel se, e somente se,

mde(f(X), p(X)) = 1.

Demonstragdo. Suponha que [ f(X)] seja invertivel. Dai, existe [g(X)] € tal que

I(p(X))

[F(X)g(X)] = [f(X)][g(X)] = [1] & f(X)g(X) = 1 (mod I(p(X)))
& f(X)g(X) =1 =0 (mod I(p(X))).

Logo, existe g(X) € K[X] tal que
F(X)g(X) -1=q(X)p(X) & f(X)g(X) - q(X)p(X) = 1.

Portanto, segue do Teorema 6 que mdc(f(X), p(X)) = 1.

Reciprocamente, suponha que mdc(f(X), p(X)) = 1. Entdo, pelo Teorema 6, existem
g(X),q(X) € K[X] tais que

FX)g(X) +q(X)p(X) =1

€ assim,
J(X)g(X) =1 =(=q(X))p(X).
Tomando a classe em ambos os lados da igualdade acima, temos
[f(X)g(X) = 1] = [(=q(X))p(X)] = [f(X)][g(X)] - [1] = [0]
< [f(X)][g(X)] = [1].
Logo [ f(X)] é invertivel. O

Teorema 10. O anel € um corpo se, e somente se, o polinomio p(X) é irredutivel.

I(p(X))
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Demonstragdo. Suponha que o anel € corpo e suponha por absurdo que p(X) é

1(p(X))
redutivel. Temos pela Defini¢do 32 que existem f(X), g(X) € K[X] nao nulos e ndo invertiveis,

tais que
p(X) = f(X)g(X), comgr(f(X)) < gr(p(X))egr(g(X)) <gr(p(X)).

/ K[X]
Dai, [f(X)], [g(X)] € 1(p(X))

[0] = [p(X)] = [f(X)g(X)] = [F(X)][g(X)].

€ assim,

K[X]

1(p(X))
p(X) é irredutivel.

Logo nao ¢ um dominio de integridade, contradizendo o fato dele ser corpo. Portanto
K[X]

I(p(X))
¢ corpo. Como ele é um anel comutativo com unidade, para que seja corpo falta mostrarmos que €

Reciprocamente, suponha que p(X) é irredutivel. Devemos mostrar que o anel

também um anel de divisdo, ou seja, que todos os seus elementos ndo nulos sdo invertiveis. De fato,

) K[X]
seja [r(X)] €
1(p(X)) ! |
Note que d(X) = mdc(r(X), p(X)) é tal que d(X) € invertivel ou d(X) = p(X), pois p(X) é
irredutivel. Desta forma, p(X) 1 r(X) implica que d(X) = d € K \ {0} invertivel, logo pelo

Teorema 6, existem s(X),#(X) € K[X] tais que

qualquer e nao nulo, temos que [r(X)] # [p(X)], logo p(X) t r(X).

s(X)r(X) +t(X)p(X) =d.

Dai, como d € invertivel,

r(X) (l . s(x)) + p(X) (% . t(X)) =1

d
Assim,
00 (3 -0 |+ |00 (3-100) | = 11 = 01| -s00) | = 10
Logo [r(X)] é invertivel em I(I;[())((])) e portanto esse quociente é corpo. O

Até o presente momento focamos no estudo de polindmios em uma incognita. A partir de
agora apresentaremos alguns resultados referentes a polindmios de vdrias incognitas, que serao

utilizados no Capitulo 6.

Definicao 38. Sejam Y1, . ..,Y, incognitas. Definimos os polindmios simétricos elementares nas
incognitas Y1, . ..,Y,, por
SV Y) = > Yy Yy, se 1<ks<m

1<ii<..<ig<n

So(Yi, ..., Y,) = 1.
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Observacao 4. Temos que, ao expandirmos os somatérios da Defini¢ao 38 os polinomios Sy,

paracada k =0,...,n, sdo:

So(Y1,...,Y,) =1;
S](Y],...,Yn) =Y +...+Yn;
SQ(Yl,...,Yn) =Y\Yo+...+Y,1Y;

Sk(Yl, e ,Yn) =Y ... Yi+...+Y i Yuiin... Y,

Sn_l(Yl,...,Yn):Yl...Yn_1+...+Y2...+Yn;
S, (Yy,....Y) =Y ... Y,

n
em que Sy € uma soma de i parcelas, sendo que cada parcela € um produto de k elementos

distintos do conjunto {Yy,...,Y,}.

Esses polindmios nos serdo uteis, pois eles fornecem relacdes entre os coeficientes e

raizes de um polindmio, como veremos a seguir

Lema 6. Sejam S; = S; (Y1, ...,Y,) os polindmios simétricos para 1 < k < n. Temos que

(X-Y))...(X=Y) =X"=$1 X"+ X" 2 — . +(-1)"S,. (2.28)

A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em (HEFEZ; VILLELA, 2008,
paginas 56-57, capitulo 3)

Proposicao 19. Dados S; = S;(Y1, ..., Y,), polinomios simétricos elementares nas incognitas
Yi,....,YpePj=P;(Y1,....Y,) = Ylj +.. .+Y,{, com j € N. Entdo valem as seguintes relacoes:
Pi-5 =0

Py, —S{P1+25,=0

(2.29)
Py=Si1Ppi+-+ (=118, 1P+ (=1)"'nS, =0
Pi—S1Piy+--+(-1)'S,P;_, =0sei>n.

A prova desse resultado pode ser encontrada em (HEFEZ; VILLELA, 2008, pagina 59,
capitulo 3).
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2.4 Corpos Finitos

Apresentaremos nesta se¢ao alguns resultados de corpos finitos, como caracteristica de
um corpo, existéncia de corpos finitos e elementos primitivos. Tais resultados serdo cruciais nos

capitulos 5 e 6.

Antes de definirmos a caracteristica de um corpo K, convém observarmos que dados m

inteiro € a um elemento de K, temos

a+a+---+a, se m > 0;
R ——
m parcelas
ma = A 0, sem =0;

(—a)+(-a)+---+(-a), sem<0.

m parcelas

Com isso, temos que ma = m(lg - a) = (m - lg)a.

Lema7. Sem,ne€Zea,b € K, valem:

(i) (mn)a = m(na),
(ii) (m+n)a = (ma) + (na);

(iii) m(a + b) = (ma) + (mb).

Demonstragao.

(i) Por inducdo finita sobre n, temos que para n = 1, vale (m - 1)a = ma = m(1 - a). Agora,

suponha que o resultado vale para n, ou seja,
(mn)a = m(na). (2.30)

Vamos mostrar que também vale para n + 1. De fato, temos que

2.30
(m(n+1)a = a+...+a=(a+...+a)+(a+...+a)=(mn)a+ma ( :)m(na)+ma:
—_—————
m(n+1) vezes mn vezes m vezes

= m(na+a)=m((n+1)a).

(i1)) De modo similar ao item (i), temos que paran = 1, vale

(m+l)a=a+...+a=(a+...+a)+a=ma+1-a.
—_— —
m+1 vezes m vezes
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Suponha que o resultado vale para n, ou seja,
(m+n)a = (ma) + (na). (2.31)

Vamos mostrar que também vale para n + 1. Com efeito,

2.31
(m+(n+1)a = a+...+a :(a+...+a)+a:(m+n)a+a(:)(ma)+(na)+a:
~——— — —
m+(n+1) vezes m+n vezes

= (ma)+ ((n+1)a).

(iii) Para este item, facamos a prova por indug¢do finita sobre m. Se m = 1, entao vale
lla+b)=a+b=1-a+1-b.
Supondo que o resultado vale para m, temos que
m(a+ b) = (ma) + (mb). (2.32)
vamos mostrar que também vale para m + 1. De fato,

(m+1)(a+b) = (a+b)+...+(a+b)=(a+b)+...+(a+b)+(a+Db) =

(m+1) vezes m vezes

m(a+b)+(a+b) 2 (ma)+ (mb) + (a+b) = ((m+a) + ((m+1)b).

O
Definicao 39. Seja Ak o conjunto definido como
Ak ={neN"n-1x =0} cN. (2.33)
Definimos por caracteristica de um corpo K, o inteiro positivo
car(K) = min Ay = min{n € N*;n - 1 = 0}. (2.34)

Se Ax = 0, definimos a caracteristicade K como 0. Temos como exemplos de caracteristica
0 os corpos Q, R, C. Por outro lado, quando Ax # 0, prova-se utilizando o principio da boa
ordenacdo e a divisdo euclidiana, que existe um menor elemento m € Ag tal que m € a

caracteristica de K.

Note que, se K é um corpo finito, entdo o conjunto {n - 1 },en € finito. Dai, segue que

existem ny, ny € N tais que
l’ll-lK:l’lz-lK:}(nl—nz)-1K=0:>n1—n2€AK:>AK¢(D,

isto €, se K € um corpo finito, entdo K possui caracteristica diferente de 0. Veremos que a proxima

proposicado é um resultado ainda mais forte a respeito da caracteristica de um corpo finito K.
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Proposicao 20. Seja K um corpo finito, entdo car(K) = p, com p primo.

Demonstragdo. Sejam = car(K) e suponha por absurdo que m ndo é um nimero primo. Temos

que existem ny,ny < m € N tais que m = nyny. Dai,
m'lK:O=>(nlnz)‘lK:O$(nl-lK)(nz-lK):O.

Como K é um dominio de integridade, segue que (n] - 1x) = 0ou (n; - 1) = 0, 0 que contradiz

a minimalidade de m. Portanto m € primo. O

Proposicao 21. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se ma = 0 para algum m inteiro e a

um elemento de K, entdo m é um miiltiplo de p ou a = 0.

Demonstragdo. Suponha que ma = 0, comm € Ze a € K. Se a = 0, nada temos a provar.
Suponha entdo a # 0. Dai, como ma = (m - 1g)a, entdao (m - 1x)a = 0 e, dado que K € corpo,

segue que m - 1x = 0 ou a = 0. Como existem Unicos g, r € Z tais que
m=gp+r,com0<r<gq,

entao

ga7

0=m-1x = (gp+r)-1x "2 (qp)-1g+r-1g = q(p-1g)+r-1g 7

q-0+r-1g =r-1g.

Por defini¢do de caracteristica, p € o menor inteiro positivo tal que p - lx =0, entdor - 1x =0

se, e somente se, r = 0. Logo m = ¢gp, isto €, m € multiplo de p. m|

Teorema 11. Seja K um corpo finito com car(K) = p, em que p é um niimero primo. Entdo, K

contém um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular, K tem p" elementos, para algum r natural.

Demonstragdao. Considere a aplicacao

v: Z, — K

[n] — n-lg.

A funcdo ¢ estd bem definida. De fato, sejam m, n € Z tais que [n] = [m], entdo existe g € Z tal

que n = m + gp. Assim,

Lema

7
n-lg=(m+gqp)-lxg = m-lg+(gp)-lg=m-lg+q(p-lg)=m-lIg.

Além disso, ¢ € um homomorfismo, pois

e([n+m])=(+m)-lg =n-1g+m-1x = ¢([n]) +¢([m])
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¢([nm]) = (nm) - 1x = (n - 1x)(m - 1x) = ([n])e([m]).
Com isso, temos pela Proposicdo 8, item (vi), que ¢ € injetora e ¢(Z,) € um subcorpo de K, logo
¢ restrita a imagem de Z, € bijetora. Portanto, K possui um subcorpo isomorfo a Z,, a saber,
SO(Zp)-

Podemos entdo olhar K como um espago vetorial sobre Z, €, como K € um corpo
finito, segue que K € um espago vetorial de dimensao finita sobre Z,, assim existe uma base

B ={vy,...,v,} de K sobre Z,. Logo, qualquer que seja v € K, temos
V=aV]+ -+ a,Vy,,

comay,...,a, € Z,. Portanto, |[K| = p". O

Note que Z, € um corpo com p elementos que estdo carregados de notagdo, pois quando
se trata de Z,,, pensamos nos conjuntos de classes mddulo p e as suas propriedades aritméticas,
como restos de divisdes, equagdes diofantinas e etc. Para evitar, de certo modo, embarcar todo
esse conhecimento prévio a respeito do conjunto Z,, consideraremos um corpo arbitrério, que
chamaremos de F),, com p elementos, os quais denotamos por 0, 1, ..., p — 1. Além disso, para

denotar um corpo finito com qualquer quantidade g de elementos, utilizaremos a notagao F,.

Proposicao 22. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja q = p’, para algum inteiro

positivor. Se a,b € K, temos que
(axb)? =a%+b1.
Demonstracdo. Temos, pelo Bindmio de Newton, que

(a+b)P =a’ + (};)al"lb Foee (il)i(l,))ap_ibi 4.2 bP.
1

Notequepl(l?);i: 1,...,p— 1. Com efeito,
l

Po_rt . (p-D!
il il(p-i)! il(p—-i)!
~— —

eZ ez

Logo p | (p) e, portanto,
i

(a+b)? =al + (l;)ap_lb+~--+(i1)[(}_7)ap_ib[+~--ibp =a’ + bP.
l
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Agora, vamos mostrar que vale para (a + b)?, com g = p", fazendo inducéo sobre r. O caso em

que r = 1 foi provado acima. Suponha por inducdo que a igualdade seja vélida para r — 1, ou seja,

(a+ b)prf1 —a” L apr
Logo,
(a+b)=(a+b)" =(axb)? )Y =(a" +b” Y =a +b" =a%+b.
O
Observacao 5. E importante notar que, se dy, . . . , d, sa0 elementos de um corpo finito K, de

caracteristica p, e sendo ¢ = p” para algum natural r, entdo aplicando a Proposi¢ao 22 sucessivas
vezes, temos

(ar+ay+---+ap)? =al +ad +---+aj.

Observe também que, se p(X) =ag+a; X +---+a,X" € K[X], entdo

Prop. 22
(P(X)? = (a0 +ar X+ +a, X" 27 al+alX+ - +alXx ™ (2.35)

Corolario 4. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se g = p’, com r € Z, entdo a fun¢do

fo: K —> K

x B> x4

é um isomorfismo.

Demonstragdo. Para provar esse resultado, mostremos que f,; € um homomorfismo bijetor. Para

tanto, sendo x, y € K e ¢ uma poténcia da caracteristica de K, temos que

Jox+y) = (x+y)T =x7+y7 = f5(x) + fy(¥)

fa(xy) = ()T =xy? = f,(x) £, ().
Logo, f, € um homomorfismo.

Mostremos agora que f, € bijetiva. De fato, como f,(1) = 1 e K € corpo, segue do item
(vi) da Proposicdo 8 que a fungdo f, € injetiva e, como € uma fung¢io de K em K, € também

sobrejetiva. O

Corolario 5. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0e g = p”, com r € Z. Entdo o conjunto

K ={a € F;a? — a = 0} é um subcorpo de F.
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Demonstragdo. Para provarmos que K é um subcorpo de F, de acordo com a Proposicao 5, é
necessdrio e suficiente mostrarmos que dados @, 8 € K, com 8 # 0, implicaem o — € K e

aﬁ_l € K. Desta forma, temos
(@=p)T—(a=B)=a’=pl—a+p
=(a?—a) - (BT - p),
logo @ — B € K. Além disso,
(™) —ap™ =o' —ap =a’(B) " —ap " =af —af =0.
m]
Proposicao 23. Sejam K um corpo finito com caracteristica p e f(X) € K[X]. Temos que
f(X) =0 se, e somente se, existe um polinomio g(X) € K[X] ral que f(X) = g(X)?.
Demonstragdo. Suponha que f(X) = ag+a1 X +---+a,X" € K[X] é tal que f'(X) =0, ou
seja,

f(X) =a +2a2X+...+naan—l ~0

Sar=2a=+--=na, =0,

o que € equivalente, pela Proposi¢do 21, a i ser mdltiplo de p ou a; = 0. Logo, podemos reescrever

o polindmio f(X) como poténcia da caracteristica, como segue
2 3 .
f(X)=ao+a,X’ +a, X7 +a3, X" ...;

pois todos os coeficientes, cujos indices ndo sdo multiplos da caracteristica, sdo iguais a zero.

Assim, pelo Coroldrio 4 podemos escolher b; € K de modo que bf.’ = a;, € considerar
g(X)=bo+b1 X +brX>+ 03X +.. ..
Dai,

(8(X))? = (bo+b1X +baX* + b3 X +...)P
=)+ DXP + DEXP + BYXP 4.
=ap+a,X’ + aszzp + a3pX3p +...

= f(X).

Reciprocamente, supondo f(X) = g(X)”, temos que f'(X) = pg(X)’ "¢ (X) =0. O

Proposicao 24. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja q = p’, para algum inteiro

positivo r. O polinémio f(X) = X? — X ndo possui fatores irredutiveis miltiplos em K[ X].
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Demonstragdo. Sendo f(X) = X9 — X, temos que f(X) = gX9 ' =1 = —1. Como mdc (X4 -
X,qX9' — 1) = 1, segue da Proposi¢do 16 que f(X) = X9 — X ndo possui fatores irredutiveis

multiplos nao constantes em K[ X]. O

Lema 8. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo a € K*, em que K* = K \ {0},

temos que a4~ = 1.

Demonstragdo. Seja a € K*. Defina a aplicag@o

fo: K - K*

a — aa
Temos que f, € injetiva. De fato, dados a, b € K™,
fola) = fo(b) ® aa=ab < a=hb.

Além disso, como K™ é um corpo finito e f, estd definida de K* em K™, segue que f, é também

sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Considerando K* = {aay,...,@ay-1} = {ai,...,a,-1}, temos que
aay) ... (@ay,_1)=aj...a,1 = a? ' =1.
q q
O

Proposicao 25. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo a € K e para todo i € N,

i
temos que a? = a.

Demonstragdo. Provemos por indugao finita sobre i a igualdade a? = a. Temos que parai =1,
al=a"la 2% 1. q=a.
Suponha que a igualdade seja vélida parai = k — 1, isto é, A A—— Logo, parai = k, temos
al = (aqH)q =a =a.
Portanto, a/qi = « para todo i natural. O

Corolario 6. Sejam K um corpo finito de caracteristica p com q elementos e F uma extensdo de
K. Entdo os elementos de K sdo os elementos de F que sdo raizes de X9 — X, enquanto que os

elementos do subcorpo Z,, de F sdo as raizes do polinémio X? — X.
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Demonstragcdo. Da Proposicao 25, segue que a? = a para todo a € K. Logo, todo elemento
« de K € raiz do polindmio X? — X € F[X]. Como pelo Teorema 8 este polindmio possui no
maximo g raizes distintas, segue que suas raizes sao todos os elementos de K. A prova de que
todas as raizes do polindmio X” — X de F[X] sdo elementos de Z, segue de modo andlogo ao

anterior, quando consideramos K = Z,. O

Exemplo 3. Seja K um corpo com q elementos e seja F um corpo finito, extensdo de K.
Sejam By, . . ., Br-1 elementos de F linearmente independentes sobre K. Vamos mostrar que o

determinante da matriz M é ndo nulo, em que

L
pro BB B

/3 q q2 qr—l
(Pr=1 Pr_1 Prop oor Proq |

Seja car(F) = car(K) = p, com p primo, temos pelo Teorema 11 que ¢ = p" para
algum natural n. Observe também que, como os elementos By, . . ., 8,-1 de F sdo linearmente
independentes sobre K, estes geram um subespaco vetorial V r-dimensional de F sobre K,
consequentemente, |V| = ¢”. Suponhamos por absurdo que det M = 0, equivalentemente, que as
colunas de M sdo linearmente dependentes em F. Assim, denotando as colunas de M por f3;,
comj=0,...,r — 1, existem escalares co, ..., c,—1 € F, nem todos nulos, tais que

cofo+...+cr_1Br-1 =0
1

@Coﬁj+c1ﬁ?+"'+cr—lﬁ?r7 :0, j:O,...r—l.

Logo, B0, . . ., By—1 sdo raizes do polinémio de grau no maximo ¢" !

FX)=coX+c1X?+...+c,1 X9 € F[X].

Além disso, desde que By, B¢ sdo raizes de f(X), entdo para todo a € K o elemento afy + B¢
também ¢é raiz de f(X), pois
r—1
co(aBi +Be) + cr(afi + o) + ...+ cr_1(aPi + Br)?
r—1
= coafy + cofe + cla,BZ + cl,Bg +...+ c,_la,BZ + c,_lﬁz

r—1 r—1
= a(co,Bk+cl,BZ+...+cr_1,BZ )+(co,85+cl,8?+...+cr_1,8? )

= 0.

f(api + Be)

Desta forma, como uma combinagdo linear arbitriria de elementos de V é também uma raiz de
f(X), entdo f(X) possui mais do que ¢~ raizes, o que é um absurdo, visto que pelo Teorema 8

esse polindmio possui no méximo ¢’ ! raizes distintas. Portanto, det M # 0, como queriamos.
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Observaciio 6. E importante observarmos que sob as condi¢des do Lema 8, o conjunto
{neN*; " =1}
¢ ndo vazio. Tal observacao possibilita darmos a definicao a seguir.

Definiciao 40. Seja K um corpo finito e seja a € K*. Definimos a ordem de « o inteiro positivo
ord(a) = min{n € N*;a"" = 1}.

Proposicao 26. Seja K um corpo finito com q elementos e seja a € K*. Se para algum inteiro

positivo m temos que @™ = 1, entdo ord(a) é um divisor de m. Em particular, ord(a) divide

(g =1).

Demonstragdo. Denotando ord(a) = k e sendo m algum inteiro positivo tal que @ = 1, temos

que existe um unico inteiro positivo s tal que
m=ks+r, comO<r<k.

Logo,

d"=1= @) =11 =12 =1.

Mas, como r < k e k é, por defini¢do, o menor inteiro tal que o* = 1, segue que o tnico valor de
r que satisfaz a igualdade acima € r = (. Portanto, m divide k = ord(«a). Note que, pelo Lema 8

temos a9~! = 1, logo ord(a) divide (¢ — 1). O

Proposicao 27. Seja K um corpo finito. Sejam « e 8 elementos de K tais que mdc(ord(«@), ord(B)) =
1. Entdo ord(afB) = ord(a)ord(p).

Demonstragdo. Suponha que ord(a) = m, ord(8) = neord(aB) = t. Vamos mostrar que ¢ = mn.

Primeiramente observamos que
(ap)™ = (@) (B™)" =1 =t =ord(aB) | mn. (2.36)
Como ord(afB) = t, entdo

((a,ﬁ)t)mzlza,l‘mﬁtmzl:l_ﬂl‘mzl:ﬁlmzl

((Ozﬁ)[)":lﬁamﬂm:12l-a'm:lﬁa'm:l,

Pela Proposi¢do 26, temos que n | tm e m | tn. Além disso, como mdc(m, n) = 1, entdo necessari-

amente m |t e n | t, mais ainda, mn | t. Portanto ord(a8) = mn = ord(a)ord(S). O
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Proposicao 28. Seja K um corpo finito e sejam o € K* e i € N*. Suponhamos que ord(a) = m,

entdao
m

ord(a’) = W

Demonstracdo. Suponha que ord(a') = 1, dai
@)Y =1ea =1,

em que ¢ € 0 menor inteiro positivo que satisfaz as igualdades acima. Como m = ord(«), pela
Proposi¢do 26 temos que m | it, logo it = mmc(m, i), pois caso contrdrio terifamos is < it, com s
inteiro positivo, tal que is = mmc(m, i) e, nesse caso, teriamos m | is, o que contradiz ord(a') = t,

uma vez que teriamos (')’ = 1 com s < ¢. Além disso, como

mi = mmc(m,i)mdc(m,i),

segue que
. (m. 1) mi mmc(m, i) m
it =mmc(m,i) = ——— = : = —.
mdc(m, i) i mdc(m, i)
Portanto,
- m
d(a') = ——.
ord(a’) mdc(m, 1)

O

Proposicao 29. Seja K um corpo finito com q elementos e seja f(X) um polinémio irredutivel

em K[ X], de grau d. Considere o corpo F = Temos que

1(f(X))’
(i) o conjunto B = {1, [X],[X?],...,[X "1} forma uma base de F sobre K
(ii) [X]9" = [X] em F;

(i) F(X)|(X? = X) em K[X];

(iv) Os elementos [X], [X]4,..., [qu_l] de F sdo distintos e sdo as raizes de f(X).

Demonstragdo. (i) Seja p(X) um polindmio de K[X], temos pelo Teorema 4 que existem
tnicos ¢(X), r(X) € K[X] tais que

p(X) = f(X)q(X) +r(X), comr(X)=0ougr(r(X)) <gr(f(X))=d,

em que r(X) é um polindmio do tipo ag + a1 X + - - - + ag-1 X4, comay,...,a4_1 € K,
assim
p(X) = f(X)q(X) + (ap+a1X +-- -+ a1 X).
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(i)

(1i1)

Agora, suponha que [p(X)] € F, daf

[P(X)] = [f(X)q(X) +(ao+arX +--+aq1 X))
FONgX)] +[ao+arX + - +ag 1 X']
0] [a0+a1X+ +ad_1Xd_1]

aol + [ar][X] +- - + [ag-11[X"].

[
[
= |
= |

Note que, pela Proposicdo 9, K = K, em que K c F é o conjunto das classes residuais dos
polindmios constantes em K[X], logo cometeremos o abuso de linguagem em escrever

que F contém K. Dessa forma, temos

[p(X)] = [aol + [a1][X]+ -+ [aa—1][X?"]

= ap+a[X]+-+ag 1 [XN.
Logo,
={[p(X)]; p(X) € K[X]} ={ao+ a1 [X] + -+ aa-1[X]“ s a0,. .., aa1 € K},

ou seja, o conjunto B = {1, [X], [X?],..., [X9 ']} gera F.

Agora, suponha [bg+b X +- - -+bd_1Xd_1] = [0]. Temos que bo+b1 X +- - +by 1 X4 e
I(f(X)), consequentemente,

bo+biX+..+bsi XN = f(XOR(X).
———
gr(bo+bi X +...+bg1 X4 <d-1 gr(f (X)h(X)) > d
ou polindmio nulo ou polindmio nulo

Assim, se b+ b1 X + -+ ba_1 X9 # 0, entdo f(X)h(X) %0, logo
d—12gr(bo+b X+ +by1 X" = gr(f(X)h(X)) > d,
o que € um absurdo. Assim, bg+b X +- - -+bd_1Xd'1 =0edai,bg=b;=---=by_; =0.

Portanto, 8 € uma base de F.

Temos que F € um espago vetorial de dimensao d sobre K, logo F tem qd elementos e,
pela Proposicao 25, vale o = a para todo @ € F. Em particular, para [X] € F, portanto
(X1 = [X].
Temos que [ f(X)] = [0], logo
(X1 - [X] =0 & [x*" - X] = [0]
o X1 - X = 0 (mod I(f(X))
& X1 =X = f(X)q(X)
d
e f(X)1(XT - X).
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(iv) A demonstracdo dessa afirmacao serd feita em seis etapas. Primeiramente, considere
d-1
g¥) =¥ - [XD¥ - [X]9)...(¥ - [X]? ) eF[Y].
(Afirmagdo 1): g(Y9) = (g(¥))%.

g¥) = (¥ -[XDI-[X])...(¥-[X]7)
D - xp )(Y [X19)... (Y - [X]9)
= (- [XHIY - (XD (= [X]0)
= (0 -XIHE - [XD ... (¥ - [X]97))*
TP (v - XD - (X7 (v - [x]47))1

= (g’

(Afirmacdo 2): g(Y) € K[Y].

Desde que g(Y) € F[Y] € um polindmio de grau d, podemos escrevé-lo como
g(Y) = [bo(X)] + [b1(X)]Y + -+ + [ba_t (X)]Y9" ! + Y9,
Dai,

g(Y?) = [BCO] + [BI XNV + -+ [bY (XY 4 yda

(8(Y)? = ([boX] + [B1X]Y + -+ + [baoy (X)]Y T+ ¥9)4.

Como pela Afirmacdo 1 g(Y9) = (g(Y))4, segue que [b;(X)] = [bl.q(X)] para todo
i=0,..., d—1.Assim, [b;(X)] — [b?(X)] = [0], logo [b;(X)] é raiz de [Y9] — [Y] para
todoi =0,..., d — 1. Pela Proposicdo 6, [b;(X)] € K paratodoi =0,..., d -1, logo
g(Y) € K[Y]. Portanto,

8(r) € RIX] 'S o) e kY],
(Afirmacao 3): mde(f(Y),g(Y)) # 1 em K[Y].

Note que

[f(X)] = [ao+a1X...+aq1X"]
[ao] + [a1][X] ... + [aa—1][X*"]
a0+a1[X]+...+ad_1[Xd_l]

JAXD),
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entao

[f(X)] =10] & f([X]) =0,
isto €, a classe de f(X) ¢ igual a classe do zero se, e somente se, [X] é raiz de f(Y).
Como por hipétese [ f(X)] = [0], entdo [X] € uma raiz de f(Y), além disso, g([X]) = 0.
Logo, f(Y) e g(Y) possuem uma raiz ndo nula em comum, isto €, possuem um fator nao

constante em comum. Portanto, mdc(f(Y),g(Y)) # 1 em F[Y] e, consequentemente,
mdc(f(Y),g(Y)) # lem K[Y].

(Afirmacdo 4): f(Y) = g(Y).

Pela Afirmagao 3, temos que mdc(f(Y),g(Y)) # 1 e, como f(Y) é irredutivel e monico,
segue que mdc(f(Y),g(Y)) = f(Y),logo f(Y)|g(Y), ou seja, existe g(Y) € K[Y] tal que
g(Y) = f(Y)q(Y). Além disso, desde que gr(g(Y)) = gr(f(Y)), segue que gr(q(Y)) =0,
ou seja, ¢(Y) é um polindmio constante, logo f(Y) é associado a g(Y). Por outro lado,
g(Y) € um polindmio mdnico, portanto f(Y) = g(Y).

(Afirmagdo 5): g(Y) | (Y4 - Y).

Pelo item (iii) dessa proposi¢do, temos que f(Y) | (Y ¢ _y ), e pela afirmagdo anterior,
f(¥) = g(¥),logo g(V) | (¥*" - ).

(Afirmacdo 6): g(Y) ndo possui fatores miltiplos em uma extensdo F de K.

Pela Afirmagdo 5 e a Proposi¢ao 24, temos que g (Y) ndo possui fatores miltiplos irredutiveis
em F extensdo de K. Logo as raizes [X], [X?],..., [qufl] sdoraizes de f(Y) duas a duas

distintas.

Observacao 7. Note que, pela Proposicao 29, o nimero d € tal que
d = min{j; [x9] = [X]}, (237)
pois caso contrdrio, terifamos uma contradi¢do com item (iv) dessa mesma proposicao.

Proposiciao 30. Seja K um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Temos a
seguinte igualdade em K[ X]:
X" - X =] ]Gax),
d|n
em que G 4(X) é o produto de todos os polindmios monicos irredutiveis de grau d em K[X], e o

produto na formula acima é efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstragdo. Provemos que X" - X = nGd(X), para tanto, mostremos que
d|n

X7 - X| ]—[ Ga(X) e ]_[ Ga(X) | X" - X.

d|n dln
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Seja f(X) um polindmio monico e irredutivel em K[X] de grau m. Note que, por

defini¢do, f(X) € um fator de G,,(X). Mostremos que G,,(X) € um fator de 1—[ G 4(X). Temos
d|n
pela Proposi¢ao 16 que

mde(X9 - X,¢"X9 ' -1) =1,

logo X" — X ndo possui fatores miltiplos ndo constantes. Agora suponha que f(X) | (X" - X),
ou seja, f(X) é um fator de X¢' — X. Pelo item (iv) da Proposicdo 29 f(X) divide X9 — X,
temos que se f(X) divide X4 — X, entdo f(X) divide mdc(X? — X, X" — X). Dai, segue do
item (ii) do Lema 5 que f(X) divide (qudc(m’n) — X), em que mdc(m,n) < m, mais ainda, que

mdc(m,n) mdc(m,n)

[X9 - X] = [f(X)q(X)] = [f(X)][g(X)] = [0] = [X]?

o que pelo item (iv) da Proposicdo 29 e por (2.37), s6 € possivel se mdc(m, n) > m. Deste modo,

= [X],

mdc(m,n) = m, o que implica em m | n. Logo, G,,(X) é um fator de l—[ G4(X) e, portanto,
d|n
f(X) é um fator de l_[ G 4(X), consequentemente, X7 - x| 1—[ Gy(X).
d|n d|n
Reciprocamente, suponha que f(X) € um fator de l_[ G 4(X).Como f(X) € irredutivel e monico,
d|n
segue que f(X) € um fator de G (X) para algum Iinteiro positivo d’ tal que d’ | n. Assim,

m=gr(f(X))=d = m|n.

Deste modo, (X9 —X) | (X7 —X) e, como f(X) | (X?" —X) (item (iii) da Proposi¢do 29), segue
que f(X) | (X 9" _ X). Como cada G 4(X) é o produto de todos os fatores monicos irredutiveis

de grau d em F[X], cujos fatores aparecem uma unica vez, entao l—[ G4(X) é formado por
d|n
fatores monicos irredutiveis de grau d, com d | n, em que cada fator tem multiplicidade 1. Logo,

ﬂ G4(X) | X9" - X. Portanto X?" — X = ﬂ Ga(X). O
d|n d|n

Corolario 7. Seja I(n) o niimero de polinomios monicos irredutiveis de grau n em K[ X|, em
que K é um corpo finito com g elementos. Temos que

g" = di(d).

dln

Demonstragdo. Temos que para cada G ;(X), o grau de G;(X) € jI(j). Deste modo, para cada
divisor d; de n,
gr(Gq, (X)) =d;1(d;).

Logo,

¢"=gr(X" =X)L g | [ GaX) | = D gr(Ga(X) = Y di(a).

d|n d|n dln
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O

Teorema 12. Seja K um corpo finito qualquer. Para cada niimero natural n, existe pelo menos

um polinémio irredutivel de grau n em K[X].

Demonstragdo. Se n = 1, temos que p(X) = X € um polindmio irredutivel em K[X]. Sejan > 1
esejam 1 =d; < dy < ... <ds < n,osdivisores de n, com s > 1. Tomando |K| = ¢, temos
pelo Coroldrio 7 que

N

q" Z dI(d) = Z d;1(d;) +nl(n)
d|n Jj=1
= dil(dy)+---+dsl(dg) +nl(n)

< Y di(d)+-+ Y di(d)+nl(n)

d)d d\dy
= Z Z dI(d) | +nl(n)
j=1 d|dj
= Z q% +nl(n).
j=1

Dai, escrevendo em sequéncia todos os naturais do intervalo [d ) j+1] , temos
dj <aj; <...< Ajm; < dj+1,

incluindo aqueles que nao sdo divisores de n, a fim de obtermos uma progressdao geométrica de

razao g e primeiro termo igual a 1, do seguinte modo:

d,
q0+qall+_,,+qalml+qdl+,._+qasl+_,_+qasms +qu:Zq/
Jj=0

Assim, seque que
dg+1 _

s dy
q" < Z g% +nl(n) < Z g’ +nl(n) = qu +nl(n) < g™ +nl(n).
j=1 j=0

Desde que d; | n, com dg < n, temos que n = Ad; com A > 1. Com isso,

dy=— <

~|3
NN

N _qu+1 +qn > _q%+1 +qn
= I’ll(l’l) > _C[dSH +qn > _q%+1 +qn

= nl(n) > ¢"(1-¢"7*").
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Como estamos analisando o caso em que n > 1, temos que 1 — g < 0, donde
(1-¢7*h) 2 (1-¢" =0.

Portanto,
n>1
nl(n) >0 = I(n) > 0.

Teorema 13. Dois corpos finitos com o mesmo niimero de elementos sdo isomorfos.

A demonstragdo desse resultado por ser vista em (HEFEZ; VILLELA, 2008, paginas
76-77, capitulo 4).
Defini¢ao 41. Um elemento « de um corpo finito F, é chamado de elemento primitivo quando

PZ ={l,e,a,...,a97%},

isto é, se ord(a) = q — 1.
Teorema 14. Todo corpo finito possui elementos primitivos.

A demonstragdo desse resultado encontra-se em (HEFEZ; VILLELA, 2008, pdgina 78,
capitulo 4).

O Teorema 14 garante que todo corpo finito com g elementos possui elementos primitivos,
o que significa que deve existir um elemento « de tal modo que @' = 1. Note que para calcular

o produto entre dois elementos o' ¢ @’ de FZ, fazemos
a - al =l

sendo [i + j] o resto da divisdo de i + j por g — 1. No entanto surge uma pergunta: como fazemos
para somar esses elementos? Observe que, se i < j, entdo

ad+al =ad(1+a™)
e, como sabemos multiplicar elementos de FZ, para obtermos o resultado dessa soma € necessario
que determinemos o inteiro z(j — i) tal que 1 + &/~ = @*V=)_ Assim,

a+al =a -V,
De modo geral, para somarmos poténcias de um elemento primitivo e de F,, calculamos os
valores dos z(r) tais que 1 + @ = @*"), parar = 1,...¢ — 2, e 0s organizamos em uma tabela
chamada de tabela logaritmica de Zech. O exemplo a seguir deixa evidente como construir

essa tabela e como efetuar a soma de poténcias de um dado elemento primitivo de FZ e seré

imprescindivel no exemplo de c6digo BCH que construiremos no Capitulo 6.
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Exemplo 4. Determinaremos a tabela de Zech do corpo F¢, construido a partir do polinomio

irredutivel X* + X + 1 sobre F»[ X] e consideraremos o elemento primitivo & = [X] de Fle

Primeiramente, determinamos as representacdes dos elementos de IFT() em termos do

elemento primitivo @ = [X] e da base {1, @, a*, @’} de Fig = M sobre FF, da seguinte
. X4+x+1
maneira:
1 A=a*+a’+a=a*+1
a @ =a’+a
o? al=a*+a’ =’ +a+1
o’ a'=a+a’ +a
at=a+1 d?=a*+P+P =P+t +a+1
@ =a*+a aB=ad*+P+dP+a=a+a?+1
a® =a® +a? a*=a*+P+a=a>+1
d =+ = +a+1 aP=a*+a=1

Agora observe que conseguimos determinar o inteiro z(r) tal que 1 + o’ = " para

cadar =1,..., 14. Com isso, obtemos a seguinte tabela de Zech:
r|zr)y | r | z(r)
1|4 8 |2
2|8 9 |7
3114 10 |5
41 11|12
5110 12 | 11
6|13 13
719 14 | 3

Portanto, conseguimos agora somar poténcias do elemento primitivo @ = [X] de F,

como por exemplo,

P+a’=a Y =a’ a=ad.

2.4.1 Extens6es de Corpos Finitos

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados referentes a extensdes de corpos finitos,

como polindmios minimais e corpos de fracoes, que serdo muito utilizados no Capitulo 6.

Proposicao 31. Seja p um niimero primo positivo. Um corpo finito F com p" elementos contém
um subcorpo K com p™ elementos se, e somente se, m | n. Nesse caso, existe um tinico subcorpo

. . ~ z ~ m
com a referida propriedade, e seus elementos sdo as raizes em F da equagdo XP — X = 0.
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Demonstragcdo. Suponha que F e K sejam corpos finitos tais que |F| = p" e |K| = p™, para
n,m € N. Temos pelo Coroldrio 6 que os elementos de F sao as raizes de X” " — X e os elementos
de K sio as raizes de X?" — X. Se K é um subcorpo de F, entdo novamente pelo Corolério
6, os elementos de K sdo os elementos de F' que sdo raizes de X" - x e, como todos os
elementos de K sdo as raizes de X?" — X, segue que esse polindmio é um fator de X” "X, logo
(XP" = X)| (XP" - X) e portanto m | n.

Reciprocamente, se m | n, entdo (X?" — X) | (X" — X), logo as raizes de X*" — X sdo também
raizes de X”" — X. Como os elementos de K sdo as raizes de X”" — X, segue que os elementos
de K sdo também as raizes de X?" — X , consequentemente, sdo elementos de F'. Portanto K € um

subcorpo de F.
A unicidade do corpo K € uma consequéncia imediata do Teorema 13.

O

Corolario 8. Seja g uma poténcia inteira de um niimero primo p e sejam m e n inteiros positivos.
O corpo Fyn contém um subcorpo isomorfo a Fym se, e somente se, m | n. Nesse caso, tal subcorpo

e . ~ z m
e unico, e seus elementos sdo as raizes de X9 — X em Pqn.

Demonstragdo. Sejaq = p”,entdo ¢" = p"" e ¢ = p"™. Como rm | rn se, e somente se, m | n,
segue da Proposi¢do 31 que Fym € um subcorpo de Fy» se, e somente se, m | n. Portanto F,» € um

subcorpo de Fyn. O

Antes do préximo resultado, convém observarmos que, sendo F um corpo finito e uma
extensdo de K, temos que F é um espaco vetorial de dimensao finita n sobre K. Além disso, seja
B € F, entdo o conjunto {1, 3, 8°, ..., 8"} é linearmente dependente. Logo existem a; € K, com

0 < i < n, nem todos nulos, tais que
ap+a1f+...+a,B" =0.

Deste modo, B é uma raiz do polindémio f(X) =ao+a; X +...+a,X" € K[X] \ {0}, ou seja,

f(B) = 0. Por consequéncia disso, o conjunto
Jp={p(X) € K[X]; p(B) =0} # {0}.
Proposicao 32. O conjunto definido como
Jp={p(X) € K[X]; p(B) =0}

¢ um ideal de K[ X].
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Demonstragdo. De fato, sejam p(X), q(X) € Jg, temos que

(P-B)=((p-q)PB)=pB)—q(B) =0, Vp(X),q(X)eJs.

Logo, (p—¢q)(X) € Jgparatodo p(X), g(X) € Jg. Alémdisso, sejam p(X) € Jge h(X) € K[X],

temos que

(hp)(B) = h(B)p(B) = h(B) -0=0, V p(X) € Jg, h(X) € K[X].

Logo, (hp)(X) € Jg paratodo p(X) € Jg, h(X) € K[X]. Portanto Jg € um ideal de K[X]. O

Segue do Coroldrio 3 que Jg = I(mg(X)) para um tinico polindmio moénico mg(X), que

chamaremos de polinémio minimo ou polinémio minimal de 8 sobre K.

Proposicao 33. Sejam K e F corpos finitos tais que F é uma extensdo de K. Seja p(X) € K[ X]

um polindomio monico e 3 um elemento de F. As seguintes condigoes sdo equivalentes:

(i) p(X) é o polindmio minimo de B;
(ii) p(X) é um polindomio de menor grau em K[ X] tal que p(B) = 0;

(iii) p(X) éirredutivel e p(8) = 0.

Demonstragdo. (i) = (ii): Seja f(X) € K[X] tal que f(B) = 0, temos que f(X) €
Jg = I(p(X)), ou seja, existe ¢g(X) € K[X] tal que f(X) = g(X)p(X), consequentemente,
gr(f(X)) > gr(p(X)). Portanto, ndo existe polinomio de grau menor que p(X) que se anula
em f3, ou seja, p(X) é um polindmio de menor grau em K [ X] tal que p(B) = 0.

(if) = (ii7): Suponha por absurdo que p(X) é um polindmio redutivel em K[X]. Assim, segue
que existem ¢g(X), h(X) € K[X] ndo invertiveis, ambos com grau menor que gr(p(X)), tais que
p(X) = g(X)h(X). Logo

0=p(B) =q(B)h(p).

Como K € um dominio de integridade, entdo g(8) = 0 ou 2(B) = 0. Contradi¢do com o fato de
p(X) ser um polindmio de menor grau que se anula em S. Portanto p(X) € irredutivel em K[X].
(iiif) = (i): Seja p(X) € K[X], irredutivel ¢ mdnico, tal que p(B) = 0. Entdo, p(X) €
Jg = I(mg(X)). Logo existe ¢g(X) € K[X] tal que p(X) = q(X)mg(X), consequentemente,
mg(X) | p(X). Como p(X) € irredutivel, entdo pela Definicdo 32 g(X) € invertivel em K, ou
seja, p(X) = gmp(X) com g € K \ {0}. Além disso, como p(X) é mdnico, segue que g = 1,
isto é, p(X) = mg(X). Portanto, p(X) € o polindmio minimo de f. O

Concluimos com a Proposi¢do 33 que existe um tnico polindmio moénico mg(X) que

satisfaz todas as suas condi¢des equivalentes.
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Proposicao 34. Sejam F uma extensdo de K e 8 € F. O conjunto

K(B) = {M; p(X).q(X) € K[X].q(B) # 0}
q(B)

é um subcorpo de F contendo B e K, contido em qualquer subcorpo de F que tem essa

propriedade.

p1(B) p2(B) p2(B)
q1(B)" q2(B) q2(B)

p1B) _p2(B) _ p1(B)g2(B) — p2(B)q1(B)
a1(B)  q2(B) q1(B)q2(B)

pois p1(X)g2(X) — p2(X)q1(X) e q1(X)g2(X) sdo elementos de K[X], com g1 (X)q2(X) # 0.
Além disso,

€ K(B), com

Demonstragdo. Sejam # 0. Temos que

€ K(p).

p1(B) (Pz(ﬁ))_l _ 1B 2B) _ p1Ba2(h) _ )

a1(B) \@28)] — q1(B) p2B)  q1(B)p2(B)
pois p1(X)g2(X), q1(X)p2(X) € K[X], com q1(X)p2(X) # 0. Logo K(B) é um subcorpo de
F contendo B e K.

Agora mostremos que se existir um subcorpo E de F que contém 8 e K, entdo K(f) é

péﬁ; € E para todo p(X), q(X) € K[X].
q
De fato, seja p(B) =ap+a18+...+a,p € K[X]. Como ay,...,a, € K C Eef €E,para

um subcorpo de E. Primeiramente, mostremos que

todo r € K (pois B € E), entdao p(B) € E. Similarmente, ¢(8) € E e, como ¢(8) # 0, entdo ele
p(B)

q(B)
p(X),q(X) € K[X]. Portanto, K(8) é o menor subcorpo de F que contém B e K. O

. . 1
¢ invertivel em E, ou seja, —— € E. Logo € E, consequentemente, K (8) C E para todo

Proposicao 35. Sejam F um corpo finito, K um subcorpo de F e 3 € F.

(i) Sem = gr(mg(X)), entdo {1,p, ... , B!} é uma base de K (B) sobre K. Em particular,
dimgK(B) = gr(mp(X)).

(ii) Se g = |K|, entdo B4 =3 e,qu # ,qu parai # j,i,j=0,...,m— 1. Além disso,
m—1
mg(X) = (X =B)(X-p9)...(X=p" ).
(iii) Existe a € F tal que F = K ().

Demonstragdo. (i) Sejamg(X) o polindmio minimal de S sobre K. Se gr(mg(X)) =m > 1,
entdo mg(X) =ap+a1X +...+a,X" € K[X], com a,, # 0. Dai,

0=mg(B) =ap+ai1f+...+anB",
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logo {1, 8, ..., 8™} é linearmente dependente. Por outro lado, {1, 3, ..., 8" '} é linear-
mente independente, pois caso contrario, teriamos f(X) =bo+ b1 X +...+ bm_l)(m_1 €
K[X], com b,,_; # 0, tal que

0=f(B)=bo+b1B+...+byu 1",

o que contradiz a minimalidade do grau de mg(X). Portanto {1, 3, . . ., B!} é linearmente

independente.

p(B)
q(B)

q(pB) # 0. Como mg(X) é um polindmio monico e irredutivel, entdo

Mostremos agora que esse conjunto gera K (). Para isso, dado

€ K(B), temos que

mdc(q(X),mg(X)) =1 ou mdc(q(X),mg(X)) = mpg(X).

Se mdc(q(X), mp(X)) = mg(X), entdo g(X) = mg(X)g(X), consequentemente, g () =

P(B) € K(B), com g(B) # 0. Logo,

q(B)
mdc(q(X),mg(X)) = 1. Além disso, temos pela Proposicdo 6, que existem s(X), 1(X) €

K[X] tais que

mg(B)g(B) = 0. Contradicdo com fato de

$(X)q(X) +1(X)mp(X) =1,

logo
S(B)a(B) +1(Bms(B) = 1 & s(B)a(B) = 1 & s(B) = ——

q(B)
p(B)

Deste modo, temos B = p(B)s(pB) e, pelo Teorema 4, existem tnicos h(X),r(X) €
q

K[X] tais que

p(X)s(X) = h(X)mg(X) +r(X), comr(X)=0ougr(r(X)) <gr(mg(X))=m.

Assim,
p(B)s(B) = h(B)mg(B) +r(B) =r(B).
Consequentemente,
P =p(B)s(B) =r(B) =co+c1B+...+cm1 "),
q(B)
em que cg, C1, . ..,cm-1 € K. Logo, {1,8,...,8™ '} é um conjunto gerador de K(B) e,

portanto, € uma base de K ().

(i1) Seja ¢ a aplicacao
K[X]
— K(B)
1(mp(X))
[a0+a1X +...+am1 X" '] > ag+aiB+...+am 1"

@
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Temos que, pelo item (i) da Proposicdo 29, o conjunto {1, [X], ..., [Xm_l]} ¢ uma base

} K ) . -
para o espago vetorial —————, que possui, como consequéncia, dimensido m — 1. Por
I1(mp(X))
outro lado, vimos no item anterior que, o conjunto {1, 4, ... ,,Bm_l} ¢ uma base para o

espago vetorial K () e este, por sua vez, possui dimensdo m — 1. Logo, a aplica¢do ¢ é um

1somorfismo linear. Além disso, ¢ € um homomorfismo, pois

o([p+q1(X)) = (p+4q)(B) =p(B) +q(B) =

i K[X]
=o([p(X)D +e([¢(X)D, ¥ [p(X)], [¢(X)] € Tmp(X))
(]
o([pg)(X)) = (pg)(B) = p(X) - ¢(X) =
. K[X]
=o([p(X)]) - e([g¢(X)]), ¥ [p(X)],[q(X)] € I(mg(X))

Portanto, a aplica¢io ¢ é um isomorfismo de corpos e, consequentemente, ¢([X]’) = g
K|X

para todo i. Observe que, pelo item (iv) da Proposi¢do 29, temos que m

I(mp(X))
corpo, cujas raizes [X], [X]9,...,[X ]qm_1 sao duas a duas distintas e, mais ainda, pelo
item (ii) da Proposicdo 29, temos [X]?" = [X]. Portanto, 89" = Be qu # qu quando
i # j,paratodoi,j=0,...,m—1.

Mostremos agora que mg(X) = (X = )(X = pB7) ... (X - ,Bq"H). Para isso, seja

p(X)=(X-B)(X=p%)...(X=p"") e K(B),

tal que p(B) = 0 e p(X) mdnico.

Temos, pelo Lema 6, que
m—1 ] m—1 |
J i m— i
pX) =] [(x=87) =D (-1)/s;(1.B,... 57" Hx"I,
j=0 j=0

em que (—1)ij(l,ﬁ, e ,,qufl) =a; € K(B), sendo a; os coeficientes do polindmio
p(X). Como

Si(By.. BTN =889, ...,8) =S;(B,....57T Y,

entio a? = aj, isto é, a; é raiz de XY — X, assim a; € K, logo p(X) € K[X]. Por

consequéncia disso, mg(X) | p(X) e, como gr(p(X)) = gr(mg(X)) = m, entdo p(X) é
associado a mg(X). Além disso, p(X) e mg(X) sdo mdnicos, Portanto p(X) = mg(X).
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(iii)) Tome @ € F um elemento primitivo, o que € possivel em vista do Teorema 14. Como
a € Fe F D K, segue que K(a) C F. Por outro lado, como « é um elemento primitivo de
F, entdo para todo b # 0 € F temos que existe j € N tal que b = o, logo b € K (a), pois
o’ € K(a) paratodo j € N, isto é, F C K(«). Portanto F = K(a).

2.4.2 Raizes da Unidade

Nesta se¢dao veremos alguns resultados relativos as raizes da unidade, que serdo essenciais
no Capitulo 6, visto que definiremos um cédigo ciclico através das raizes de um polindmio g(X)

em alguma extensao F de um corpo K.

Teorema 15. Sejam F um corpo finito e, n, um inteiro positivo que divide |F| — 1. Entdo, existe

um elemento vy € F tal que
X'=1=(X-y)X-NEX-9)...(X=y"),

com 1,7y, 72, ..., ¥""dois a dois distintos.

Demonstragcdo. Seja @ € F um elemento primitivo, cuja existéncia € garantida pelo Teorema 14.
Entao

dfFFl=1 e a"#1;0<m<|F|-1.

.. . . lF|-1
O caso em que n = 1 € trivial, sendo assim, suponha n > 2. Definindo y = @ =, temos que

. . . Fl-1\{
Y0, ¥'Y2, ..., 9" sdo raizes de X" — 1. Com efeito, considerando v’ = (a/ n ) , temos que

[F|-1

(VW—I:ym—lzJ'1W—1=aW*W—1=Q

para todoi = 1,...,n — 1. Falta mostrarmos que 1,7y, yz, e, y”_l sao dois a dois distintos

e, para tanto, suponhamos por absurdo que y' = ¥/, com i # j. Sem perda de generalidade,

podemos supor j > i. Com isso, temos

a(IF"[l)j = a(lp'lfil)i = a(lp’lfl)(j_i) =1

[Fl-1

Como |F| — 1 € o menor valor tal que « = 1, entdo

IF| -1
n

)(j—i)ZlFl—l o (FI-D( -0 zn(F|-1) & (j-i)zn

Absurdo, pois 0 < (j —i) < n.Logo 1,y,y2,...,7""! sdo dois a dois distintos. O
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Corolario 9. Sejam K um corpo finito com q elementos e, n, um inteiro co-primo com q. Entdo,

existem uma extensao F de K e um elemento y € F tais que

X'=1=(X-y)X =X -y)... (X =",
com 1,7, yz, e y"'l dois a dois distintos.
Demonstragdo. Temos que, se o grau da extensdo FFde K é n = 1, entdo F = K e y = 1. Suponha
n > 2, com n e g co-primos. Dai, a classe residual de ¢ médulo n, ou seja, [¢], é invertivel
em Z,, além disso, como Z, é um conjunto finito, o conjunto A = {[q], [¢]% [¢]°, ...} C Z, é

também um conjunto finito, logo possui repeti¢des. Como [¢] € Z,, entdo [g]’ € Z, e, pelo fato

de [g] ser um elemento invertivel em Z,, segue que [¢]~' € Z,, assim

)™ €Z,= ([q)7") € Z,.
Como o conjunto A possui repeticdes, entdao existem i e j distintos (sem perda de generalidade,
Jj > 1), tais que

lq = [q] & [q1V™" =1,
logo existe m = j —i tal que [¢]™ = 1. Seja F uma extensdo do corpo K com g™ elementos.

Como [¢]™ =1 em Z,, segue que
q" =1(modn) o n|(q"-1)on|(|F]| -1).

Logo, temos as hipéteses do Teorema 15 e, portanto, vale o resultado. O

Observe que, se F' € uma extensdao de K com qk elementos e k < m, entdo pelo Corolario
9, [¢]* =1 em Z,. Dai,

¢ =1(modn) & n|(¢*-1) en|(|F|-1),

o que implica pelo Teorema 15 que X" — 1 se fatora como produto de fatores lineares em um
corpo F com ¢* elementos. Com isso, podemos escolher m o menor elemento tal que [¢]" = 1
e, consequentemente, o corpo F com g™ elementos é o menor corpo onde o polindmio X" — 1 se

fatora como produto de fatores lineares.

2.4.3 Polinbmios g-lineares
Defini¢ao 42. Um polinémio q-linear sobre F = Fym é um polinomio ménico da forma

L(X)= > X7 =1oX" + L X? + LXT + .. +1,X7 € F[X]. (2.38)
=0
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Exemplo 5. O polinémio L(X) = X% + X* + X?> + X ¢é 2-linear sobre Fy e o polinémio
T(X) = X’ + X é 3-linear sobre Fs.

Um polindmio g-linear pode ser visto como uma aplicagdo linear L, definida como
L . qu — qu

. 2.
X - L(x):Zlixq ’ 2.39)
i=0

que associa um elemento de F,» com um polindmio g-linear em F,». Com efeito,

L(x+ Ay)

Z Li(x+ /ly)qi

i=0

= LT +aly?)
i=0

Dt + 12y

i=0

= Zr: lixqi +4 2 liyqi
i=0 i=0

= L) +AL(y).

.

1,...,q" sdo raizes do polindmio L(X) = Z X7,
i=0

entdo L(B;) = Oparatodo j =1, ..., ¢". Como L é uma aplicagdo linear, segue que 8; € Ker (L)

Logo L € linear. Além disso, se 8; com j

para todo j = 0,...,q". Por outro lado, para todo 8 € Ker(L) temos que L(B) = 0, logo 8
¢ também uma raiz de L(X) ou seja 8 = §; para algum j = 1,...,q . Portanto, as raizes do

polindmio L(X) formam o subespaco Ker(L).

Lema 9. Seja V um F,-subespago vetorial de Fym, logo

Lx)=|]x-p) (2.40)

BeV

¢ um polindmio monico q-linear sobre F,, de grau g" em que h = dimg, V.
Demonstragdo. Considere 8 = {Bo, ..., Bs-1} uma base de V sobre F,. Temos que

R

q q2 thl
dger| P PUPL B

2 h-1
q q q
_ﬁh—l Bioy Buoy - B ]
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de acordo com o Exemplo 3. Entdo, existe uma unica solugao /o, ..., [,—1 € th para o sistema,

€Omo Sse segue

L
_ 2 =11 | Yo -B;
Bo  Bi Bi ... Bl , Il
poopl Bt ! P
: ! ! ! Li=|-p|e
2 h-1 :
Bt BL, BI, ... BL, .
- ] B
Yo+ B + 8 Yo+ + 87 Y, _ _p"
BoYo+BgY1+By Yo+ +f; Y1 = =B
Y, 1y, qu qh_ly __pd"
PiYo+Bi+p Yot -+B] Y1 = —f
d . _ e
2 h-1 h
BrtYo+ Bl Yi+BL Yot + Bl Yy = -1

oYy=lY1=0WYr=0,....Y-1=1h1,

ou seja,
h-1

S B =Bl =0, -1,

J=0
Dai, segue que

=
—_

-1
Bl =" &g+ g1 =0. i=0.. h-1.
=0

I
[e]

J
Logo, Bo, - - . , Bn—1 sdo raizes do polindmio g-linear
h-1
LX) =X+ > xe
j=0
Além disso, temos que toda combinagdo linear de By, ..., [Bs-1 com coeficientes em F, €
também raiz de L(X). Com efeito, considere a combinagdo linear apBy + . .. + aj—1 841, com

ao, . ..,ap-1 € Fy. Temos que

h—1
L(aoBo+..-+an1Bn-1) = (aoBo+...+an1Bu1)? + Z li(aoBo+...+an-1Bn-1)"
j=0

h h
(aoﬁg +...+ ah_l'BZ—l) + (a()l()ﬂo +...+ ah—llO,Bh—l) +...

g g
...+(Cl()lh_1ﬂ0 +...+ah_1lh_1ﬁh_1)

h—1 h—1
h j h j
q q q q
ao|B, + E lj[g’o +oootap-1 B, E 1iB,_,
oy oy

J J

0 0
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Logo todos os elementos de V sdo raizes de L(X). Portanto,

Lx)=||x-p).

BeV
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3 Cddigos Corretores de Erros

O nosso objeto de estudo nesse trabalho € o que chamamos de Cédigos Corretores
de Erros, sendo nossa grande motivacao entender como a matematica desempenha um papel

fundamental na teoria que envolve esses codigos.

Os Cédigos Corretores de Erros estdo intimamente ligados ao nosso cotidiano quando
fazemos uso de diversos tipos de canais de comunicagdo como o radio, televisdo, celular,
aplicativos de troca de mensagens, dentre outros. Tais codigos tem sido estudados e desenvolvidos
ha décadas e tiveram grande relevancia na corrida espacial, sendo essenciais no sucesso das
transmissoes de imagens de Marte realizadas pelas naves espaciais Mariner 4 (1965) e Mariner
9 (1972) (HEFEZ; VILLELA, 2008, pagina 3, capitulo 1). Mas afinal, o que sdo os c6digos

corretores de erros?

“Um cédigo corretor de erros €, em esséncia, um modo organizado de acrescentar
algum dado adicional a cada informacdo que se queira transmitir ou armazenar,
que permita, ao recuperar a informacao, detectar e corrigir erros.” (HEFEZ;
VILLELA, 2008, pagina i, prefacio).

Agora vejamos um exemplo para entender os principios dos c6digos corretores de erros.
Consideremos uma lampada com quatro leds distintos nas cores vermelho, branco, azul e verde,
e que conseguimos alterar a cor emitida por ela utilizando um controle remoto. Para tornar
esse exemplo mais simples e objetivo faremos as seguintes convencdes: ndo ha possibilidade
de acionarmos dois ou mais leds simultaneamente; a intensidade da luz emitida pelos leds é
sempre a mesma e, ao pressionarmos um botao do controle, se houver alguma outra luz acesa,
o seu led € instantaneamente desativado, enquanto o led correspondente ao botao pressionado
€ instantaneamente acionado. Dito isso, para ilustrarmos esse exemplo, o qual chamaremos de

Cddigo da Luz Ambiente, considere a Figura 1.

Lampada
L RO R =

Figura 1 — Ilustracdo do controlador de luz ambiente.

Como o processo de mudanga da luz ambiente ocorre com o acionamento do botao do

controle correspondente a cor desejada, estabeleceremos cddigos compostos por elementos de
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{0, 1} x {0, 1} para o acionamento de cada botao.

Vermelho +— 00
Branco +~ 01
Azul — 10
Verde +— 11

Chamaremos esses elementos de palavras do c6digo, entretanto, do ponto de vista da dlgebra linear,
trataremos essas palavras como vetores ou matrizes linhas e os denotaremos por, respectivamente,
00; (0,0); [0 0], quando conveniente.

Agora observe que se quisermos, por exemplo, um ambiente com a luz azul, acionamos
o botdo correspondente ao azul, o que fard com que o controle gere o cédigo 10 e envie uma
mensagem com esse codigo a lampada. Este cddigo € chamado de codigo fonte. Note que, se a
mensagem for transmitida por um canal via rddio, por exemplo, podem ocorrer erros durante a

transmissao e a mensagem recebida ser diferente daquela que foi transmitida.

Suponhamos, por exemplo, que queriamos um ambiente com a cor branca e a mensagem
recebida foi 00. Neste caso foi acesa a luz de cor vermelha, isto prova que ocorreu um erro na
segunda coordenada da palavra transmitida e consequentemente a luz ambiente ndo corresponde
a desejada. Uma maneira de lidar com esse tipo de problema € adicionar redundancias ao codigo,
de modo que mesmo em caso de ocorréncia de erros, seja possivel identificd-los e corrigi-los.
Para tanto, é necessario fazermos uma recodificagdo do codigo da fonte, que chamaremos de

codigo de canal. Podemos considerar, por exemplo, a recodificacio abaixo:

00 ~— 00000
01 — 01111
10 — 10110
11 — 11101

Observe que nessa recodificagdo, o cddigo da fonte corresponde aos primeiros dois
digitos do codigo de canal e os outros digitos sdo as redundancias do c6digo de canal (o que
nao ¢é via de regra). Com o cddigo de canal, se quiséssemos um ambiente com a luz de mesma
cor da citada anteriormente e durante a transmissao ocorreu 0 mesmo erro, ou seja, ocorreu um
erro no segundo bit da palavra, entdo esta seria 00111, diferente da transmitida O1111. Por outro
lado, a palavra recebida ndo pertence ao c6digo, o que nos leva a suspeitar que ocorreram erros
durante a transmissdo. Todavia, podemos interpretd-la como uma palavra relativamente préxima
da palavra transmitida 01111, pois tem a menor quantidade de digitos diferentes, o que nos induz
a pensar que a palavra recebida € supostamente a palavra O1111. Trataremos dessa proximidade

com o conceito de distancia entre palavras, que serd abordado na préxima se¢ao.
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A Figura 2 nos fornece uma maneira bastante clara sobre o processo de transmissao de
mensagens (dados), em que o objeto de transmissao pode ser um canal de radio, canal wireless,

ou qualquer outro capaz de transportar o codigo de canal.

Codificador Codificador
Fonte > da > de
fonte Canal
Canal
A 4
Decodificador Decodificador
Destinatario |« da - de
Fonte Canal

Figura 2 — Fluxograma do processo de transmissdo de dados entre fonte e destinatdrio.

O Fluxograma descreve o seguinte processo: a mensagem que queremos enviar, chamada
de cédigo fonte, € codificada pelo codificador da fonte, de modo que o sistema onde ela sera
armazenada, antes de ser enviada, seja capaz de interpretd-la. Apds esse passo, a nova mensagem €
recodificada pelo codificador de canal, onde sdo adicionadas redundancias as suas palavras. Com
1$s0, a mensagem estard pronta para ser transmitida pelo canal de transmissao. Entretanto, como
podem ocorrer erros durante o seu envio, a mensagem € corrigida, se possivel, e decodificada
pelo decodificador de canal e em seguida pelo decodificador da fonte, para entdo ser entregue ao
destinatdrio, (HEFEZ; VILLELA, 2008).

3.1 Metrizagdo de um cddigo

Para iniciar a constru¢c@o de um cédigo corretor de erros, € necessario dar um conjunto
finito A (alfabeto). Um cédigo corretor de erros € um subconjunto préprio qualquer de A", para
algum n € N, em que n é o comprimento dos elementos do cédigo corretor de erros, isto €, o
vetor u = (uy,up,...,u,) € A", tal que uy,us,...,u, € A éum elemento do cédigo, cujo

comprimento € n.

A fim de estabelecer uma maneira precisa de identificar o quao préximas as palavras do

cddigo estdo, apresentaremos a seguir uma maneira de medir distincias entre as palavras em A".

Definicao 43. (Métrica de Hamming) Dados dois elementos u, v € A", definimos a distdncia de
Hamming entre u e v, denotada por d(u, v), sendo a quantidade de componentes diferentes, isto
é,

d(u,v) = {i; u; #v;, 1 <i < n}|.
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Exemplo 6 (Cédigo da Luz Ambiente). A distdncia entre quaisquer duas palavras do cédigo da

luz ambiente, em que A = {0, 1} e n =5, sdo:

d(00000,01111) =
d(00000, 10110) =
d(00000,11101) =
d(01111,10110) =
d(01111,11101) =
d(10110,11101) =

NN W R WA

Proposicao 36. A distincia de Hamming é uma métrica, ou seja, dados u, v, w € A", valem as

seguintes propriedades:

(i) d(u,v) >0, em que d(u,v) = 0 se, e somente se, u =V,
(ii) d(u,v) =d(v,u);

(iii) d(u,v) < d(a,w) +d(w,v).

Demonstragdo. Sejamu, v, w € A",

(i) Note que d(u,v) = [{i; u; # v;, 1 <i < n}| > 0. Além disso,

du,v)=0 & |[{i;u;#v,1<i<n}=0
o u=vi,¥Vi=1,...,n

< u=yv.

(i1) Basta observarmos que:

dw,v) ={i; u; #vi, 1 <i <n}|=|{i; vi #u;, 1 <i <n}|=d(v,u).

(iii)) Temos que, se u e w t€ém a coordenadas distintas e v e w possuem S coordenadas distintas,
entdo observe que u e v tém no maximo « + 8 coordenadas distintas, de modo que temos
dlw,v) <a+B=d(u,w)+d(w,v).

O

Definiciao 44. Sejam a € A" et > 0, definimos o disco e a esfera de centro a e raio t por
D(a,t) ={ue A" d(un,a) <t} eS(a,t) ={uec A";d(u,a) = t}, respectivamente.
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Lema 10. Para todo a € A" e todo niimero natural r > 0, temos que

ERIRIEDY (’l.’)<q -1’

i=0

A demonstragdo desse resultado pode ser vista em (HEFEZ; VILLELA, 2008, pdgina 6,
capitulo 1).

Definicao 45. Seja C um codigo. A distancia minima de C é o niimero d = min{d(u, v);u,v €

C e u # v}, em que d representa a distancia de Hamming.
Observacao 8. Note que a distidncia minima no Exemplo 6 € igual a 2, pois d = min{2, 3,4} = 2.

Observacao 9. Vale ressaltar que conseguimos determinar qual a distancia minima do cédigo da
luz ambiente, pois calculamos todas as distancias possiveis entre quaisquer duas palavras dele

e, para isso, verificamos duas a duas qual a distancia entre todas as 4 palavras do c6digo, ou

4
seja, fizemos uma quantidade de cdlculos igual a combinagao (2) Isto nos induz a pensar que

. : : : . M
para calcular a distdncia minima de um cddigo € necessdrio efetuar ( ) célculos (sendo M € a

quantidade de palavras do c6digo), pois precisamos comparar tais distancias e concluir qual a

menor delas, o que € bastante trabalhoso quando se trata de c6digos de muitas palavras.

Lema 11. Seja C um cédigo com distdncia minima d. Se ¢, ¢’ € C, entdo

D(e,hND(, 1) =0,

d-1

em que | = {T|

Demonstragdo. Suponha por absurdo que a interse¢@o € ndo vazia, ou seja, existe X € D(c, /) N
D(c',1). Entdo d(x,¢) <l e d(x,¢’) < [. Pelas propriedades (ii) e (iii) da Proposi¢do 36, temos
que

d(e,d) <d(e,x)+d(x,¢') <2l <d-1,

o que € uma contradi¢do com o fato da distancia minima ser igual a d. O

d-1

Teorema 16. Seja C um codigo cuja distancia minima é d. Entdo C pode corrigir até {

erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstragdo. Se durante a transmissdo de uma palavra ¢ do c6digo ocorreram ¢ erros, com

d-1
t < {T , € a palavra recebida foi r, entdo d(r,c) =t < T| O Lema 11 assegura que a

distancia entre quaisquer duas palavras do cédigo € maior do que /, pois d € a distancia minima
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do cédigo. Logo ¢ € determinada de maneira tnica a partir de r, visto que a distancia entre r e ¢ €
menor do que a distincia entre r e qualquer outra palavra do cédigo C. Por outro lado, dada uma
palavra ¢ qualquer do c6digo, podemos introduzir até d — 1 erros em ¢ sem encontrar nenhuma
outra palavra ¢’ do c6digo, pois ¢ estd no minimo a uma distincia d de qualquer outra palavra do

cddigo. Portanto € possivel detectar até d — 1 erros. O

Definicao 46. Dado um cédigo C, definimos por k a capacidade de correcdo de erros do codigo

K= {%| . (3.1)

C, em que k é o niimero

Exemplo 7. Suponha que foi transmitido a lampada do exemplo do Codigo da Luz Ambiente o
comando para acender a luz vermelha, ou seja, foi transmitida a palavra 00000. Entretanto, houve
alguma falha na comunicacao e a palavra recebida foi 11110 (ndo pertencente ao c6digo). Assim,
foi acesa a luz de cor azul. Note que d(11110,00000) = 4 e, portanto, maior do que a distancia
minima d = 3. Por outro lado d(11110, 10110) = 1 = «, logo, pelo Teorema 16 a palavra do
cddigo 10110 € univocamente determinada pela palavra 11110, ou seja, a partir dessa correcao a
lampada ird acender a luz de cor azul. Isso € uma contradicao com o fato da palavra transmitida
ser 00000 (luz de cor vermelha).

O Teorema 16 é um resultado de grande importancia para os cddigos corretores de erros,
pois nos fornece uma maneira pratica de detectar e corrigir erros quando uma palavra r € recebida
por meio da transmissdo de dados. Sendo assim, quando um receptor recebe uma palavra r, temos

as seguintes possibilidades:

1. A palavra r encontra-se num disco de raio k e pode ser substituida pela palavra ¢ do codigo,

em caso de erro na transmissao.

2. A palavra r ndo estd em nenhum disco em torno da palavra ¢ e, neste caso, nao € possivel

corrigi-la.

Note que nem sempre podemos garantir que no caso 1 a palavra substituida de fato € a
palavra transmitida, pois como mostra o Exemplo 7, a palavra recebida aproximou-se de uma
outra palavra do c6digo e ndo da palavra transmitida, visto que foram cometidos mais do que «

erros.
Definicao 47. Um cddigo C C A" possui trés pardmetros principais:
(n,M,d), (3.2)

que sdo, respectivamente, o comprimento de suas palavras, a sua quantidade de elementos e a

sua distancia minima.
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A Definicao 47 e as relagOes entre esses parametros, sdo de suma importancia na
construcdo dos codigos corretores de erros, pois nos fornecem diversas informagdes acerca do

cddigo e serdao mencionadas posteriormente.

Uma importante definicdo que daremos a respeito dos cédigos corretores de erros € a de
equivaléncia entre c6digos, pois, como veremos no Capitulo 4, as vezes trabalhar com um cédigo
equivalente a um dado codigo C € mais simples do que trabalharmos com o préprio codigo C.

Antes disso, daremos a seguinte definicao:

Definicao 48. Sejam A um alfabeto e n um niimero natural. Dizemos que uma fun¢do F : A" —

A" é uma isometria quando ela preserva distdncias de Hamming, ou seja,
d(F(x),F(y)) =d(x,y), Vx,y € A".

Definiciio 49. Dados dois cédigos C e C em A", dizemos que C é equivalente a C quando existe
uma isometria F de A" tal que F(C) = C.
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4 Cddigos Lineares

Discutiremos nesse capitulo uma das classes de cddigos corretores de erros mais utilizados
na prética: os codigos lineares. Apresentaremos aqui um método mais eficaz para o célculo
da distancia minima de um cédigo do que o visto no Capitulo 3, no qual calculamos todas as
distancias entre as palavras do cédigo para determinar qual a menor delas, além de apresentarmos
alguns conceitos tedricos que embasam a construcdao de um cédigo linear, tais como matriz
geradora, matriz teste de paridade e, mais importante, algoritmos de codificacdo e decodificagdao
para esses codigos. Os estudos feitos aqui foram baseados em (HEFEZ; VILLELA, 2008) e
nos conceitos tedricos relativos a dlgebra linear, corpos finitos e cddigos corretores de erros,

apresentados nos capitulos 2 e 3.

Para construir um coédigo linear, o primeiro passo, como vimos no Capitulo 3, €
considerarmos como alfabeto um conjunto de simbolos que seja possivel muni-lo de uma
estrutura algébrica. Matematicamente, a melhor estrutura para o alfabeto é um corpo finito K.
Dito isso, um cédigo linear serd um subconjunto préprio do espaco vetorial K" sobre K e, para
que as propriedades de espacos vetoriais valham também nesse subconjunto, ele deve ser um

subespaco vetorial de K". Com isso em mente, daremos a defini¢cdo de cédigos lineares a seguir.

Defini¢ao 50. Sejam K um corpo finito com q elementos e K" o espago vetorial sobre K. Um

codigo C C K" serd chamado de cédigo linear se for um subespago vetorial de K" sobre K.

Exemplo 8. Considere o c6digo da luz ambiente, visto no Capitulo 3. Como o alfabeto adotado é

{0, 1}, é natural substitui-lo pelo corpo K = F,. Considere a seguinte transformacao linear

. 2 5
T : F2 - Fz

(X1,X2) > (X1, %2, X] +X2,X] +X2,%X2)

Temos que
7(0,0) = (0,0,0,0,0) = vy;
T(0,1)=(0,1,1,1,1) = vp;
7(1,0)=(1,0,1,1,0) = v3;
T(1,1)=(1,1,0,0,1) = v4.

Assim, C = Im(T), além disso,
(x1,x2, %1 + X2, X1 +x2,x2) =x1(1,0,1,1,0) +x2(0, 1, 1, 1, 1) = x; V3 + x2V2.

Deste modo, segue que C € um subespaco vetorial de Fg de dimensdo 2 e B¢ = {vy, v3} é uma
base de C.
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Esse exemplo pode ser generalizado para o caso em que C é um subespago vetorial de K"
de dimensdo k, com base B¢ = {vy, vy, ..., Vi }. Logo qualquer palavra v de C pode ser escrita,

de maneira Gnica, como combinagdo linear dos elementos da base, isto &,

V=41 Vi+Ava+...+Axvi, A, €KVi= 1,...,k.
Observe que o corpo K possui g elementos, logo para cada 4;, com i = 1,...,k, temos ¢
possibilidades de escalares. Portanto M = |C| = ¢*.

A estrutura de subespaco vetorial de um cédigo linear C possibilita descrevé-lo como
imagem de uma transformacao linear. De fato, seja B¢ = {vy, ..., Vi } uma base para o cédigo

C, entdo para toda palavra x de C, existem xy, ...,x; € K (ordenados) tais que
k
X=X1V1+...+X Vi = inVi.
i=1

Considerando a base candnica de K¥ e a transformagio linear dada por T;(e;) = v;, temos que
Tr(xt, ..., X)) =X1Vi+...+ XV =X 4.1)
e T construida deste modo € injetiva, pois leva a base candnica de K * na base de C. Assim,
C =1Im(Ty).

Por outro lado, verificar que dado v € K" é um elemento do c6digo C ndo € uma tarefa facil,

visto que € necessdrio resolver o sistema de n equagdes nas k incognitas xi, . . ., x; abaixo
X1V1+ X2V + ...+ XV = V.

Vejamos o seguinte exemplo. Seja C C Fg de dimensao 4 e uma base de C dada por {vy, vo, v3, v4},
emquev; = (vy;,...,vs),comi = 1,...,4. Para verificar que a palavra 11101001 de Fg pertence

ao cddigo, € necessdrio resolvermos o seguinte sistema

X1V] +X2Vy +X3V3 +X4V4q = (1, 1,1,0,1,0,0, 1) =

X1vir +xvi2 +x3v13 +x4vi4 = 1
X1V21 +X2V2p + X3V23 + X4V04 = 1
X1V3] +X2V32 +X3V33 +X4V34 = 1
X1V41 + X2V42 + X3V43 + X4V44 = 0
X1Vs1 +X2Vs2 +X3Vs3 + X4vsa = 1
X1V61 + X2Ve2 + X3V63 + Xaves =0

X1V71 + X270 + X3V73 + X474 = 0

X1vg1 +Xx2v82 +X3vg3 +x4vg4 = 1.
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Note que, apesar de ser pratico do ponto de vista tedrico, ver um cddigo linear como a
imagem de uma transformacao linear, tal op¢do pode nos conduzir a processos que possuem
diversos célculos. A seguir iremos estudar uma outra forma de conceber um cédigo linear que,
como veremos, ¢ mais eficiente do que o anterior em alguns aspectos. Por esse motivo iremos
identificar um c6digo como o nucleo de uma transformacao linear 7y, uma vez que a verificaciao

de que um elemento x de K" é um elemento do cédigo C se resumird a verificar se Ty (x) € o

vetor nulo. Para tal, escreveremos

K'=CeoC(C,
em que C’ € o subespaco vetorial de K" complementar de C. Assim, dado B¢ = {vy, ..., v} uma
base para C e B¢ = {uy, ..., u,_;} uma base para C’. Podemos definir Ty : C & C' — K" % da

seguinte maneira:

Tn(vi) =0 para i=1,...,k e Ty(u;j)=e; para j=1,...,n—k,

em que os vetores ey, . . ., €,_; formam uma base candnica para C’. Com isso, vemos que C € o
nucleo de Ty. De fato, se ¢ € C, entdo existem Ay, ...,dx € K taisque ¢ = A;vy + ...+ AxVg.
Logo,

TN(C) = TN(/l]V1+. . .+/1ka) = /l]TN(V1)+. . .+/lkTN(Vk) =0=>ce Ker(TN) =CcC Ker(TN).
Por outro lado, sendo ¢ ndo nulo, um elemento de Ker(Ty), entdo

Tn(e)=0 © Ty vi+...+ 4V +B1u1+...+Bku,—x) =0
& Bily(m) +...+ BuiIn(uy—t) =0
© BiTy(e) +...+BurTn(e—r) =0
& Bi=...=Bx=0ceC o Ker(Ty) CC.

Portanto C = Ker(Ty). Nesse caso, € muito mais simples determinar se um elemento v € K"
pertence ao c6digo C, uma vez que ndo precisamos resolver um sistema de varias equagdes com

multiplas varidveis.

Vamos agora aplicar o resultado acima para o c6digo da luz ambiente que introduzimos

no Capitulo 3.

Exemplo 9. Vimos no Exemplo 8 que o conjunto B¢ = {vy,v3} ={(0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0)}
€ uma base de C. Como queremos descrever esse codigo como nucleo de uma transformacao linear
T:Ca(C' = Fg — Fg, vamos construi-la de modo que Ker(T) seja gerado por (0,1,1,1,1) e
(1,0,1,1,0), ou seja, que

7(0,1,1,1,1) = (0,0,0) e T(1,0,1,1,0) = (0,0,0).
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Como (0,1,1,1,1) e (1,0, 1, 1,0) sdo linearmente independentes, formam uma base de Ker(T),

a qual pode ser completada a
{(0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,0, 1)},
uma base de Pg e por fim, fazemos

7(0,1,1,1,1) = (0,0,0),
T(1,0,1,1,0) = (0,0,0),
7(0,1,0,0,0) = (1,0,0),
7(0,0,1,0,0) = (0, 1,0),
7(0,0,0,0,1) = (0,0, 1).

Assim,
T(x1,x2,X3,X4,Xx5) = (X1 +X2 +X4,X3 + X4, X] + X4 +X5).
Sejau=(1,0,0,0,1) € IF"g Temos que
T(u)=7(1,0,0,0,1) =(1,0,0).

Logo, u ¢ Ker(T) e, portanto, a palavra 10001 ndo pertence ao cédigo C. Por outro lado,
vy =(1,1,0,0,1) é tal que

T(vq)=T(1,1,0,0,1) = (0,0,0).
Logo v4 € Ker(T), isto é, a palavra 11001 € uma palavra do cédigo C.

Definicao 51. Dado x € K", definimos o peso de x por w(X), em que w(X) é o niimero inteiro

obtido pela contagem de letras ndo nulas da palavra X, ou seja,

w(x) = |{i; x; # 0}.

Note que, dessa forma temos que w(x) = d(x,0), em que d representa a distancia de

Hamming.
Definicao 52. O peso de um codigo linear C é o inteiro
w(C) :=min{w(x); x € C\ {0}}.

Proposicao 37. Seja C c K" um cédigo linear com distdncia minima d. Temos que

(i) d(x,y) =w(x-y),V x, y €K";
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(ii) d = w(C).

Demonstracdo. (i) Pelas defini¢des de distancia de Hamming e de peso, temos que

dx,y)=Hisxi#y, 1<i<n}|=[{i;xi—yi #0, 1 <i<n}|=w(x-y).

(i) Note que, paratodo x,y € C comXx # Y, temos x —y € C \ {0}, logo, pelo item anterior
d(x,y) = w(x—y) para todo x,y € C. Em particular, vale para ¢, ¢’ € C, cuja distancia é a
menor possivel entre dois vetores (palavras) de C, ou seja, ¢, ¢’ possuem a menor quantidade
de coordenadas diferentes, consequentemente, w(c — ¢’) tem a menor quantidade possivel
de coordenadas nio nulas, uma vez que quando as coordenadas de ¢ e ¢’ sdo iguais, as
coordenadas do vetor ¢ — ¢’ sdo nulas, e quando as coordenadas de ¢ e ¢’ sdo diferentes, as

coordenadas de ¢ — ¢’ sdo ndo nulas. Portanto, d = d(c¢,¢’) = w(e - ¢') = w(C).

Uma importante consequéncia da Proposicao 37 € que para obtermos a distancia minima
de um cddigo linear basta determinarmos o seu peso, o que pode ser feito determinando o peso

de suas palavras. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 10. Retomando o exemplo do cédigo da luz ambiente, considere ¢; = (0,1, 1,1, 1),
¢ =(1,0,1,1,0),¢3 = (1,1,0,0,1) € C \ {(0,0,0,0,0)}, temos que w(ec;) =4, w(cy) =3 e
w(e3) =3, o que implicaem w(C) =3 =d.

Decorre da Proposicao 37 que, em cddigos lineares com M elementos, podemos encontrar
a distancia minima a partir de M — 1 cdlculos, uma vez que para encontré-la, basta calcular o

peso de suas palavras ndo nulas e tomar a distancia minima como o menor dos pesos calculados.
. . . (M .
Porém, apesar de mais simples do que quando comparamos com a combinagao ) do Capitulo

3, ainda assim demandard um nimero considerdvel de célculos se o cdigo tiver muitas palavras.

Para exemplificar essa situagcdo, consideremos novamente o exemplo do cédigo da luz
ambiente. Como ele tem quatro palavras, € simples encontrar a distancia minima, pois basta
calcular o peso de suas trés palavras nio nulas. Entretanto, considerando por exemplo um cédigo
que tenha 2'° palavras, para encontrar sua distincia minima seria necessario o célculo do peso
de 1023 palavras, para entdo compard-los a fim de determinar qual o menor deles. Com essa
observacao fica evidente que quanto mais palavras o c6digo possui, maior a dificuldade de
encontrar sua distincia minima por esse método. Deste modo, buscaremos desenvolver outras

maneiras para determinar a distdncia minima de um cdédigo.
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4.1 Matriz geradora de um codigo

No Capitulo 2 definimos por parametros de um cédigo C a terna dada em (3.2). Para
os c6digos lineares os parametros sdo praticamente os mesmos, (1, k, d), a diferenca estd no
parametro k, que € a dimensao do cddigo, pois a partir dela € possivel determinar quantas palavras

o c6digo possui.

Além disso, dado K um corpo finito com ¢ elementos e sendo C ¢ K" um cédigo linear,

conseguimos uma base ordenada de C dada por B¢ = {vy,...,Vi}, com v; = (Vi1,Vi2, ..., Vin),
parai =1,..., k. Considere a seguinte matriz
Vi Vil V12 ... Vi
G=|:|=]": TR 4.2)
Vi Vkl Vk2 --. Vin

Note que, se x € K k , entao

Vi
XG:[xl xk] : =[x1V1+...+xkvk S X|\Vi+...+xvi €C,

Vi

ou seja, a matriz G € a matriz da transformacao linear dada em (4.1), cuja imagem € o cédigo C.
Tal matriz serd chamada de matriz geradora de C associada a base B¢. Com isso, diremos que a
transformacao linear

T: K¥ — K"

4.3
b xG (4.3)

€ uma codificagdo do cédigo C, em que Im(T) = C.

Note que a matriz geradora G nao € tnica, pois depende da escolha da base de C. Dessa
forma, fazendo uma mudanca de base do espago vetorial C, mudamos a matriz da transformacao
linear que nos d4 o c6digo C. Essa nova matriz, digamos G, obtida através da mudanca de base de
C, pode ser obtida ao efetuarmos operagdes matriciais elementares sobre as linhas da matriz G,
(L1) Permutacado de duas linhas.

(L2) Multiplicacao de uma linha por um escalar ndo nulo.
(L3) Adicao de um maltiplo escalar de uma linha a outra.

Inversamente, dada uma matriz G, cujas linhas sdo linearmente independentes, podemos

definir um cédigo C a partir dessa matriz, como a imagem da transformacao linear dada em (4.3).
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Exemplo 11. Sejam K =F, e

Vi 1 01 01
G=|vw=|1 1010
V3 I 1T 1 11

Temos que, se @, B8,y € K, entdo
avi+Bvy+yva=0< «(1,0,1,0,1) + B(1,1,0,1,0) +y(1,1,1,1,1) = (0,0, 0,0, 0).

Isso implica em

R R R =R
I

R ™R ™™
+ + + + +
Il
©c o o o o

Dai, temos @ = 8 =y =0, ou seja, vy, V2, v3 sdo linearmente independentes.
Considerando

. 3 S5
T: F - F

b
x — xG

obtemos um cédigo linear C C Fg através de T, sendo C = Im(T).

Observe que a codificacdo da palavra do cédigo da fonte 101, através da transformacgao
linear 7', € a palavra do c6digo de canal 01010. Por outro lado, para encontrarmos a palavra do

codigo da fonte a partir de 01010, resolvemos o sistema
[ x w|G=]o 101 0

cuja unica solugdo é x; = 1,x, = 0,x3 = 1 e portanto 01010 é a palavra do cédigo de canal

decodificada como 101.

Observe que realizando operagdes matriciais elementares sobre as linhas da matriz G,

obtemos a matriz G abaixo, geradora do cédigo C.

Q

Il
S o =
S~ O
- o O
S = O
- O O
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Neste caso, obtemos mais facilmente que

X1=0

10000 X =1
[xlxzxg]O1010=OlOlO:>x3:0,
00101 X =1

X3=0

ou seja, a palavra 01010 do cédigo de canal é decodificada como 010.

Definicao 53. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo C estd na forma padrdo

quando temos
G = (Idi | A),

em que l1dy é a matriz identidade k X k e A, uma matriz k X (n — k).

00101
G = ,
l00011]

a matriz geradora de um cédigo C, em que C C Fg Note que as duas primeiras colunas dessa

Considere

matriz sdo nulas, por esse motivo nao € possivel escrever G = (Iday2 | A3x2) utilizando as
operagdes elementares sobre as linhas, logo ndo conseguimos encontrar uma matriz geradora do

cddigo C na forma padrdo. Entretanto, se efetuarmos permutacgdes das colunas de G, podemos

~ 1 0001
G= ,
01001

geradora de um co6digo C que estd na forma padrao e, conforme (HEFEZ; VILLELA, 2008,

obter a matriz

pégina 91, capitulo 5), o cédigo C é equivalente ao cédigo C.

Além da permutacdo de colunas, podemos multiplicar uma coluna por um escalar nao

nulo e ainda obter um cédigo C equivalente a C.

Observe que, ao efetuarmos operagdes nas linhas da matriz geradora de C, ndo alteramos
em nada as palavras do cédigo fonte, apenas alteramos as coordenadas da codificagdo dessas
palavras, pois mudamos a base da imagem da transformacao linear 7. No entanto, ao efetuarmos
operacdes em suas colunas, alteramos a base do dominio da transformacgao 7', o que implica em

alterar todas as palavra do codigo C, em virtude de alterarmos o cédigo fonte.

Teorema 17. Dado um cédigo C, existe um cédigo equivalente C com matriz geradora na forma

padrao.

A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em (HEFEZ; VILLELA, 2008,
paginas 92-93, capitulo 5).
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4.2 (Cddigos Duais

Daremos nessa se¢do algumas definigcdes importantes para os cddigos lineares, como
c6digo dual a um cédigo C, matriz teste de paridade e a sindrome de um elemento de K. As
defini¢Oes e resultados que traremos aqui serdo de grande utilidade no processo de decodificagao

dos cédigos lineares.

Lema 12. Seja C C K" um cédigo linear, com uma base B¢ = {vi,...,v;} e matriz geradora

G. Temos que x € C™ se, e somente se, GX' = [O]kxl.

Demonstragdo. De fato, temos que x € C* se, e somente se, (X, v) = 0 para todo v € C. Como

Vi Vit ... Vin
G: = 5
Vi Vk1 -+« Vikn
emque v; = (vi1,...,vin) € C, segue que
Vi1t ... Vinl IX1 Vi1iX1+ ...+ VipXy <V1,X> 0
Gx'=|: .. if|:i]= : =1 =]
Vil -+ Vinl |Xn ViiX1+ ...+ VipXy <Vk,X> 0

logo Gx' = [O]kx]. Por outro lado, se Gx' = [O]kxl, entio

Vit --- Vil |X1 0
Vil -+« Vinl |Xn 0
Assim,
VitXt+...+vipx, = 0 (V],X)ZO
=
VelXi+ ...+ vipx, = 0 (Vi,x) =0,
paratodov; € C,comi = 1,..., k e, como qualquer elemento v de C é uma combinagdo linear
do tipo
V=aVy,...,QVr, comajp,...,a; €K,
segue que (v,x) = 0 para todo v € C. Logox € C*. O

Definicao 54. Sejam C C K" um cédigo linear e C* o complemento ortogonal a C. Dizemos
que C*+ é o cédigo dual a C.
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Observe que, se C C K" é um cédigo linear de dimensio k, entdo o seu dual C*, pela

Proposicao 4, tem dimensdo n — k.

Proposicio 38. Seja C C K" um cédigo linear de dimensdo k com matriz geradora G = (Idy | A),

na forma padrdo. Entdo, H = (=A" | 1d,,_y) é uma matriz geradora de C*.

Demonstragdo. Observe que a matriz H possui um bloco identidade /d,,_; e, por esse motivo,
esta possui n — k linhas linearmente independentes. Consequentemente, as linhas de H geram
um subespaco vetorial de dimensdo n — k. Além disso, as linhas de H sdo ortogonais as linhas de
G. De fato, sejam

h; = (-ay;,...,—ay,0,...,1,...,0)

gj:(0,...,1,...,O,ajl,...,aj(n_k))

a i-ésima linha da matriz H e a j-ésima linha da matriz G, respectivamente. Temos que

<hl9gj> = <(_ali"",_aki,03-'-a1,'-'70)5(0"-~’la'-‘70’aj17'-"aj(n—k))>

= —aji+aj,-:O, Vi:1,...,n—k;j:1,...,k.

Com isso, as linhas de H geram um subespaco vetorial de C* de dimensdo n — k e, como pela

Proposi¢do 4, a dimensdo de C* é n — k, segue que H gera C*. O

Lema 13. Seja C ¢ K" um cédigo de dimensao k com matriz geradora G. Uma matriz H de
ordem (n — k) X n, com coeficientes em K e linhas linearmente independentes, é uma matriz

geradora de C* se, e somente se, G - H' = [0] kx(n-k)*

Demonstracdo. Se uma matriz H de ordem (n — k) X n é uma matriz geradora de C*, entdo as
linhas de H, que denotaremos por hy, ho, ..., h,—j, sd@o linearmente independentes e portanto

formam uma base para C*. Entdo, qualquer elemento u de C™ se escreve de maneira tinica como
u:a1h1+a2h2+---+an_khn_k, comadi,...,a,—r € K. (4.4)

Como G - iy = [0],,,, para todo h; € C*, com 1 < j < n -k, decorre da equagio (4.4),
G-u' =0],, paratodoun € C*.Logo G - H' = 0]

kx(n—k)"
Por outro lado, se G - H' = [O]kx(n_k), entdo (g;, h;) =0,com1 <i <k, 1 <j<n-k
e, consequentemente, {g;, u) = 0 para todo u € C*. Logo o conjunto {hy, hy, ... ,h,_x} C C+ €

um su v ) ’ ) G0 n — k. qu .. ) -
erador de um subespaco vetorial de C*, de dimensio k, que coincide com a dimensao de

C*. Portanto, H é uma matriz geradora de C™. m|

Corolario 10. Se C é um subespaco vetorial de K", entdo (C+)* = C.
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Demonstragdo. Sejam G e H as matrizes geradoras de C e C™, respectivamente. Temos, pelo
Lema 13, que G - H' = [O]kx(n—k) e daf temos que (G - H')' = H - G' = |0] (n—k)xk*

matriz geradora de (C*)* e, como por hipétese G gera C, segue que (C1)* = C. O

Logo, G é a

O resultado a seguir nos fornece uma maneira bastante util de verificar se uma palavra

pertence ou ndo ao cdédigo.

Proposicio 39. Sejam C um cédigo linear e H uma matriz geradora de C*. Entdo

veC & HV = [O]kx].

Demonstragcdo. Suponhaque v € C e denote por Ay, ..., h,_, as linhas da matriz H. Temos pelo
Corolério 10 que v € (C*)* e, como a matriz H gera C*, segue que (h;, v) = 0, para todo h; €
{h1,ha, ..., h,_x}, mais ainda, {(u,v) = 0 para todou € C*. Logo HV' = [O]kxl.

Reciprocamente, se Hv' = [O]kxl, entdo (h;,v) = 0 para todo h; € {hy, hy, ..., h,—}, com
m

1 <i < n- k. Assim, tomando w € C* qualquer, temos que w = Za/ih,-, a; € K para
i=1

i=1,...,m,logo
m
(w,v) = <Z aihi,V> =(arhy + a2hy + -+ + @php, V)
i=1
= ai(h1, V) + @2(h2, V) + ... + @ (hp, V)
m
= Z a’,'<h,', V> =0.
i=1
Portanto v € (C*)™* e, pelo Coroldrio 10, segue que v € C. o

Defini¢io 55. Sejam H uma matriz geradora de C*+ e v € K". A matriz H é chamada de matriz

teste de paridade de C e o vetor HvV' de sindrome de v.

Os resultados a seguir sao de grande importincia para os cédigos corretores de erros
lineares, pois a partir da matriz teste de paridade conseguimos estabelecer uma maneira de

calcular a sua distancia minima sem precisar calcular o peso de todas as suas palavras ndo nulas.

Proposicao 40. Seja H uma matriz de ordem (n — k) X n, a matriz teste de paridade de um
codigo linear C. Temos que d = w(C) > s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo

linearmente independentes.

Demonstragcdo. Suponha que w(C) = s, ou seja, w(c) > s para todo ¢ = (cy,...,¢,) € C.
Agora suponha por absurdo que existam s — 1 colunas de H linearmente dependentes, a saber

h', ...,k Logo existem ¢;,, ..., c¢;_, € K, nem todos nulos, tais que

cih' -t e B = 0] (4.5)



94 Capitulo 4. Codigos Lineares

Note que existe um vetorc = (0,...,¢;,...,¢i,_,,-..,0) € C,pois Hc' = cl-lhi‘+~ . -+c,-s_1h’3“1 =

[O] , com no maximo s — 1 coordenadas ndo nulas, isto é, w(¢) < s — 1. Contradi¢ao, pois
(n—k)x1

temos por hipétese que w(C) > s.

Reciprocamente, supondo que quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes e

sendo ¢ € C, temos que Hc' = [0] (n—k)x1” logo
hiy hi2 hin
h21 h22 e hzn t
[O](n_k)xl = Hc' = : : : c1 Cr ... cp| =
hin-iyt hn-r2 -+ A=k
hiicy + hiaca + ... + hincn
hz]C] + h22C2 + ... + hzncn
h(n—k)lcl + h(n_k)2C2 + ... + h(n—k)ncn
hi hiz hiy
h; hao hap
= (1 + Co +...+¢Cy
hn—in hn-k)2 Rk
Denotando as colunas de H por hl, hz, ..., h", acombina¢do acima pode ser escrita como
[0] iyt = C1R' + 2B+ 4 b (4.6)

Como o peso de uma palavra € a quantidade de suas coordenadas ndo nulas, segue que quando
w(e) < 5 — 1, temos no maximo s — 1 coordenadas de ¢ ndo nulas, deste modo, pela equacio
(4.6),

[0] (n—k)x1 = C,‘l/’lil + Cizhiz +...+ Cisflhis’l,

temos uma combinagdo linear nula de s — 1 colunas de H, em que nem todos os coeficientes
Ciy»- - -, Ci,_, sdo nulos, o que € um absurdo, pois a priori supomos que quaisquer s — 1 colunas

de H sdo linearmente independentes. Portanto w(c¢) > s. O

Teorema 18. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que w(C) = s se, e
somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e existem s colunas de

H linearmente dependentes.

Demonstragdo. Suponha w(C) = s. Pela Proposicao 40, temos que quaisquer s — 1 colunas de
H sao linearmente independentes. Além disso, existem s colunas de H linearmente dependentes,

pois caso contrdrio poderiamos ter que quaisquer s colunas da matriz H seriam linearmente
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independentes e, dessa forma, teriamos pela Proposicdo 40 que w(C) > s + 1, contradizendo o

que supomos a priori.

Reciprocamente, suponha que quaisquer s — 1 colunas de H sejam linearmente inde-
pendentes e s colunas linearmente dependentes. Pela Proposicdo 40, w(C) > s, no entanto,
ndo podemos ter w(C) > s, pois terfamos que quaisquer s colunas de H seriam linearmente

independentes, o que contradiz a nossa hipdtese. m|

Corolario 11 (Cota de Singleton). Os pardmetros (n, k,d) de um codigo linear C satisfazem a
desigualdade
d<n—-k+1.

Demonstragdo. Seja H a matriz teste de paridade de C. Temos que H tem posto n — k, pois
possui n — k colunas linearmente independentes. Além disso, pelo Teorema 18, d = w(C)
e, consequentemente, quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes. Logo
d—-1<n-ke,portanto,d <n—-k —1. O

4.3 Decodificagcao

Nesta secao, abordaremos um dos assuntos mais importantes desse trabalho, a decodifi-
cacdo. Nossos esforcos em apresentar alguns conceitos e resultados matematicos fundamentais
na teoria que envolve os c6digos corretores de erros, serdo, de certo modo, recompensados nessa
secdo ao visualizarmos como ocorre o processo de deteccdo e correcao de erros em codigos

lineares.

Durante o processo de transmissdo de dados, nos interessa saber se a informacao que
desejamos transmitir chegard integralmente ao destinatario. Todavia, € sabido que tanto por
motivos internos, quanto por externos, podem ocorrer interferéncias nos canais de transmissao
de modo a comprometer a integridade da informacao. Nesse sentido, é de nosso interesse o
desenvolvimento de um método, o qual chamaremos de decodificacdo, que seja capaz de detectar
e, se possivel, corrigir esses erros. Entretanto, antes de estruturar o algoritmo da decodificagao,

apresentaremos alguns resultados imprescindiveis em sua construcao.

Definicao 56. Sejam C C K" um cddigo linear e ¢ € C. Se apos uma transmissdo da palavra c,

a palavra recebida for r, o vetor erro é definido como e =r — c.

Proposicio 41. Se H é a matriz teste de paridade do cédigo C e ¢ € C, entdo He' = Hr'.

Demonstragdo. Como ¢ € C, entdo pela Proposicao 39, segue que

Hc' = [0] (n=k)x1°
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Logo,
He' = H(r —c¢)' = Hr' — Hc¢' = Hr'

e, portanto, a palavra recebida e o vetor erro tem a mesma sindrome. O

Lema 14. Seja C um cédigo linear em K" com capacidade de correcdo k. Ser € K" ec € C
sdo tais que d(c¢,r) < k, entdo existe um tinico vetor e, com w(e) < k, cuja sindrome é igual a

sindrome de r e tal que ¢ =1 — e.

Demonstragdo. Provemos a existéncia do vetor erro e. Temos que, se d(c,r) < «, entdo

w(r —c¢) < «k, logo existe e = r — ¢, tal que w(e) < k. Provemos agora a unicidade do vetor erro.
Para tanto, suponha que existem dois vetores erros e; € €;, com a mesma sindrome de r, tais que

w(e)) < ke w(ey) < k. Desse modo, temos que
He| = He, = H(e| - ¢€}) = [0] (et = H(er — €)' = [0] (ntrx1 = €1 — € € C.
Agora, pelo item (iii) da Proposi¢ao 36 e pela Defini¢do 46, temos
d(ej,ey) <d(e,0)+d(0,e) =w(e))+w(e) <k+k=2k<d-1<d.

Portanto a distincia entre e; e e, € menor que a distdncia minima do cédigo C, o que € uma

contradi¢do, a menos que e; = e;. O
Definicao 57. Seja v € K". Definimos por classe lateral de v segundo C o conjunto
v+C={v+c;ceC}.

Lema 15. Sejamu,v € K" e ¢ € C. Entdo os vetores u e V tém a mesma sindrome se, e somente

se,uecv+C.

Demonstragdo. Com efeito,

Hu' =HV' & H(u-v)" = [0] cu-veCou-v=¢,ceCou=v+e, ceC o

(n—k)x1

suev+C.
O

Proposicao 42. Seja C um codigo linear de dimensdo k, cujas palavras tém comprimento n.

Temos que

(i) v+ C =V +C se, e somente se, v—V € C;

(i) se (v+C)N (V' +C) £ 0, entdov+C =V +C;



4.3. Decodificacdo 97

(iii)

(iv)

U (Vv+C) = K";

vekn"

(v+C)|=|C| = ¢".

Demonstragdo. (i) Suponhaque v+C =V +C. Temosque v=v+0 € v+ C, pois 0 € C.

(ii)

(iii)

@iv)

Comov+C =V +C,entdo v € V' + C. Portanto, v = V' + ¢’ para algum ¢’ € C. Assim,
v—-v =c eC.
Reciprocamente, sejam v, v’ € K" tais que v — v’ € C. Considere agorav+ccomece € C

um elemento qualquer de v+ C. Como v — V' € C, existe ¢’ € C tal que v— V' = ¢’. Dai,
vie=v-V+V+e=cd+vV+e=vV+cev +C,

ou seja, v+C C v/ +C. De modo anélogo, prova-se que v+C C v’ +C. Consequentemente,

v+C =V +C.

Suponha que (v+C) N (v +C) # 0, entdo existe u € (v+C) N (V' +C) tal que
u=v+cy €v+C, paraalgume; € C 4.7)
e
u=v +¢y; € vV+C, paraalgumc; € C. (4.8)

Dai, substituindo (4.7) em (4.8), temos que v +¢; = V' + ¢, com ¢j,¢; € C. Logo,

v -V =¢; +¢; € C. Portanto, pelo item (i), segue que v+ C =V + C.

Sejau € K" qualquer. Temos queu € u+C C U (v + C) e, portanto, U (v+C) =K".

vekK" vekn

De fato, temos que
[(v+C)|=[{v+e; ceCH =[{v+te,v+en...,v+en}| < q* =1C.

Suponha por absurdo que vale a desigualdade estrita acima. Ento, existem ¢; # ¢; tais que
V+¢ =V+cj, logo
vV+¢ =v+e = ¢ =¢,

o que € um absurdo. Portanto,

I(v+O)l=4* =1ClI.

O

Corolario 12. Seja C um codigo linear de dimensdo k, onde as palavras tem comprimento n. A

quantidade de classes laterais de v segundo C é a = ¢"*.
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Demonstragdo. Considere S um conjunto formado por um representante de cada classe lateral

de C. Pelo item (iii) da Proposicao 42, temos que U (v+C) = K". Agora, suponha que existem
vekK”
v,V € K" tais que

v+CNV +C #0.

Segue do item (ii) da Proposi¢do 42 que v+ C = v’ + C. Logo,

K" = U(v +0)
ves
¢ uma unido disjunta das classes laterais de C. Como |K"| = ¢", entdo pelos itens (iii) e (iv) da
Proposi¢ao 42,
q" = |K"| = U(v+c>' =Y 1v+0)l =) ICl = gt
ves ves ves
em que « = |S|. Logo ag® = ¢" e, portanto, @ = g"~. m|

Proposicao 43. Seja C € K" um cddigo linear e v+ C uma classe lateral de v segundo C. Entdo

v+C=CoveCl.

Demonstragcdo. Suponhaque v+C =C,entdiov=v+0 € v+ C = C. Por outro lado, se v € C,
entdo v+ ¢ € C para todo ¢ € C e, como pela Definicdo 57 temos v + ¢ € v + C, segue que
v € (v+C) NC. Logo, pelo item (ii) da Proposicao 42, temos v+ C = C. O

Definicao 58. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado de elemento lider dessa

classe.

Proposicao 44. Seja C um codigo linear em K" com distdncia minima d. Se u € K" é tal que
d—-1
_ = K,

2

entdo u é o unico elemento lider de sua classe.

w(u) <

Demonstragdo. Suponhamos por absurdo que existem dois elementos distintos, lideres da mesma

N d-1
2

Portanto u = v, pois a distdncia minima do cédigo linear C € d. O

classe, digamos u, v € K". Daf teriamos que

-1

> <2k <d-1.

w-v) <w(@) +w(v) <
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A Proposicao 44 assegura a unicidade do elemento lider de uma classe quando este
atende a desigualdade w(u) < « e, mais ainda, que ele é lider de somente uma classe. Com isso,
para determinarmos lideres de classes, selecionamos todos os elementos u tais que w(u) < «. Os
elementos lideres que ndo atendem a essa condicao serdao desconsiderados, visto que seu peso

supera a capacidade de corregdo.

Antes de iniciarmos o processo de deteccao e correcdo de erros, determinamos todos os
possiveis elementos lideres de peso menor ou igual a « e calculamos suas respectivas sindromes.

Em seguida, organizamos esses dados em uma tabela.

O processo de deteccdo e correcdo de erros € o que chamamos de decodificacdo, o qual
baseia-se primeiramente calcular a sindrome da palavra recebida r e verificar se tal palavra
atende a Proposi¢ao 39. Caso isso ndo aconteca, significa que ocorreram erros na transmissao
dessa palavra e sua integridade foi comprometida. Contudo, podemos verificar a possibilidade de

COITIgIr €Sses erros.

Observe que, pela Proposicao 41, a sindrome do vetor erro e coincide com a sindrome
da palavra recebida r. Além disso, pelo Lema 15, o vetor erro e estd na classe lateral r + C,
determinada por r. Entdo, se w(e) < k, o vetor e é o Gnico elemento lider de sua classe, como
vimos na Proposi¢ao 44. Logo ele estd na tabela de elementos lideres e, portanto, temos pelo

Lema 14 que a palavra transmitida € determinada por ¢ =r — e.

Em sintese, o processo de decodifica¢ido pode ser descrito como um algoritmo, o qual

apresentamos como o seguinte Teorema:

Teorema 19. (Algoritmo da Decodificacdo) Seja r uma palavra recebida, o algoritmo da

decodificacdo é dado por:

1. Calcule a sindrome s' = Hr';

2. Se s estd na tabela das sindromes dos vetores erros (descrita acima), digamos o erro €,

troquer porc=r —{;
3. Se s ndo estd na tabela, entdo na mensagem foram cometidos mais do que k erros.

Exemplo 12. Considere C, um cédigo linear sobre F,. Suponha que C tenha dimensado 4 e que

suas palavras tenham comprimento 7. Seja H a matriz teste de paridade de C, dada por

"
S O =
S = O
- O O
O = =
—_ = O
—_ = =
—_— O =
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Note que quaisquer duas colunas da matriz H sdo linearmente independentes, uma vez
que dois vetores sdo linearmente dependentes se e, somente se, um € multiplo escalar do outro,
mais ainda, como neste caso estamos sobre F,, dois vetores sdo linearmente dependentes se, e
somente se sdo iguais, o que nao acontece com as colunas de H. Além disso, temos que existem
trés colunas de H linearmente dependentes, pois a quarta coluna de H € a soma das duas primeiras
colunas de H. Logo, pelo Teorema 18, d = 3 e, consequentemente, « = 1. Dai, temos que os

vetores de peso menor ou igual a k = 1 em K" e suas respectivas sindromes, sdo dados na tabela

abaixo.
vetores erros | sindrome
0000000 000
0000001 101
0000010 111
0000100 011
0001000 110
0010000 001
0100000 010
1000000 100

Sejar = 1100111, temos que

1 001011 )
H'={0 1 0 1 1 1 0[-(1 1001 1 1] =111"=¢"
0010T1T11

Como s’ estd na tabela, segue que o erro detectado € £ = 0000010. Portanto, a palavra enviada é
c=r—¢=1100111 - 0000010 = 1100101.

Convém observar que, se durante uma transmissao ocorrerem mais erros do que a
capacidade de deteccdo do cédigo C, pode acontecer uma correcao equivocada, vejamos a
seguinte situacdo: suponhamos que a palavra enviada seja ¢ = 1110100 e a recebida seja

r = 1111011, isto &, ocorreram 4 erros durante a transmissao. Temos que

1 001011 .
H'={0 1 0 1 1 1 0[-f1 11101 1] =011"=¢"
0010T1T11

Como s’ estd na tabela, segue que o erro detectado é £ = 000100 e, consequentemente, a corre¢ao
é feita para a palavrar — ¢ = 1111011 — 0000100 = 1111111, do cédigo C, que € diferente da
palavra enviada ¢ = 1110100.
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Exemplo 13. Considere o cédigo bindrio C com matriz geradora

(1 10010000
100100O0T10
G=|11100000 1f,
010101000
00110071 0 0

cujas palavras do c6digo de canal sdo

A =10000 B=01000 C =00100 D = 00010
E =00001 F =11000 G =10100 H =10010
I=10001 J=01100 L =01010 M = 01001
N =00110 O =00101 P =00011 Q =11100
R=10110 S=10101 T =11010 U =11001
V=01110 X=00111 Z=11110 C =01011
'=10111 -=01111 ,=01101 ;= 10011
?7=11011 : 11101 ... =11111 espaco = 00000.

A transformacdo linear injetora 7: C C Fg — Fg, em que 7(x) = xG para todo
X € C, definida na se¢d@o 4.1, nos permite codificar essas palavras para o cddigo de canal, assim

obtemos a tabela abaixo

Simbolo | Cédigo Fonte | Cédigo de Canal | Simbolo | Cédigo Fonte | Cédigo de Canal
A 10000 110010000 R 10110 011111001
B 01000 100100010 S 10101 000011010
C 00100 111000001 T 11010 000011010
D 00010 010101000 U 11001 011010110
E 00001 001100100 \Y% 01110 001001011
F 11000 010110010 X 00111 100001101
G 10100 001010001 Z 11110 111011011
H 10010 100111000 C 01011 111101110
I 10001 111110100 : 01111 000101111
J 01100 011100011 , 01101 010000111
L 01010 110001010 ; 10011 101011100
M 01001 101000110 ! 10111 010011101
N 00110 101101001 ? 11011 001111110
O 00101 110100101 : 11101 100010111
P 00011 011001100 11111 110111111
Q 11100 101110011 espago 00000 000000000

Note que o comprimento do c6digo é n = 9 e sua dimensdo € k = 5 sobre F,. Além disso,

realizando operacdes elementares nas linhas da matriz G, obtemos uma G = (Ids | A) na forma
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padrdo
[1 00001 10 I]
010000111
G=00100101 1.
0001011711
000011010

A partir da matriz G e pela Proposi¢io 38, determinamos a matriz teste de paridade

101111000
t 110100100
H=(-A"|Idy) = :
011110010
111100001

Dai, como quaisquer duas colunas de H sdo linearmente independentes, pois como estamos sobre
[F,, para duas colunas serem linearmente dependentes elas devem ser iguais, o que ndo acontece
com a matriz H. Além disso, existem trés colunas linearmente dependentes, pois a quinta coluna
de H é a soma da sexta e oitava coluna de H. Logo, pelo Teorema, 18 d = 3, ou seja, k = 1. Deste
modo, os elementos lideres cujo w(¢) < 1 e suas respectivas sindromes sdo dadas de acordo com

a tabela abaixo

Lideres Sindromes
000000000 0000
000000001 0001
000000010 0010
000000100 0100
000001000 1000
000010000 1010
000100000 1111
001000000 1011
010000000 0111
100000000 1101

Suponhamos que apds uma transmissdo foram recebidas as palavrasr; = 011010111, r, =
010110010, r3 = 110100101, r4 = 010001100 e rs = 010011101. Aplicando o Algoritmo da

decodificagdo, temos que
Hr’1 = 0001; Hrt2 = 0000; Hr’3 = 0000; Hrﬁ1 =1011; Hrg = 0000.

Dai, ao compararmos as sindromes encontradas com as sindromes da tabela, conseguimos corrigir

as palavras que sofreram erros durante a transmissao para palavras do cédigo C, como segue

¢y =r; —¢=011010111 - 000000001 = 011010110;
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¢4 =14 — ¢ =010001100 — 001000000 = 011001100.

Logo a mensagem corrigida € 011010110 010110010 110100101 011001100 010011101.
Decodificando essa mensagem para o cddigo de canal, verificamos que a mensagem transmitida
¢ 11001 11000 00101 00011, cujos simbolos representam a mensagem “UFOP!”.
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5 Cddigos Ciclicos

Neste capitulo serdo apresentados os cddigos ciclicos, que sao uma classe dos codigos
lineares, que acabamos de ver no Capitulo 4. Contudo, a estrutura na qual conseguimos operar
seus elementos € o grande diferencial desse capitulo, pois possibilita a criagdao de algoritmos
de codificacdo e decodificacdo mais rapidos e eficientes, (HEFEZ; VILLELA, 2008). Nosso
objetivo aqui € estruturar os cédigos ciclicos a fim de mostrarmos, por meio de exemplos, o

funcionamento dos seus algoritmos de codificacdo e decodificacdo.

Proposicao 45. Sejam K um corpo finito e C C K" um cédigo linear. Sdo equivalentes:

(i) paratodo ¢ = (cq,...,cn-1) € C temos (¢p-1,¢q,...,Cn—2) € C;

(ii) T,(C) C C, em que & é a aplica¢do

ﬂ(l_):{i—l, se f'zl 5

n—1, se i=0,

e T é a permutagdo de coordenadas definida em C, dada por

T,T(C(),. . -’Cn—l) = (Cn_1,C(),. . .,Cn_z). (52)
Demonstragdo. (i) = (ii) : Defato, se paratodoc = (cq, ..., cn—1) € Ctemos T, (co,...,Cn-1) =
(¢n-1,€0,- - .,Cn-2) € C, segue imediatamente que 7,(C) C C.
(if) = (i) : Se T (C) c C,entdo T(¢c) = Tr(co,...,Cn-1) = (Cy-1,C€0, - - ., cn—2) € C paratodo
¢ € C, como queriamos. O

Defini¢ao 59. Seja C c K" um cédigo linear. Dizemos que C é ciclico quando satisfaz algum

dos itens da Proposigcdo 45.

Exemplo 14. O cédigo C = {000, 110,101,011} c IF; é ciclico. De fato,

T,:(000) = 000 € C
T,(110) =011 € C
T,(101) = 110 € C
T,(011) = 101 € C.

Logo T;(C) c C e, portanto, C € ciclico.
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Exemplo 15. Sejav € K". O espaco vetorial V, dado por
V=(V)=Kv+KT(V)+...+KT" \(v),
€ um cdédigo ciclico. De fato, seja v = (ag,ay,... ,a,—1). Temos que

(v) = Kld(ag,ai,...,a,-1)+... +KT,’:_1(ao,a1, ceeslp_)

= K(ao,al,...,an_l)+...+K(a1,a2,...,a0)
= {do(ao,a1,...,an-1);d0 € K} +... +{ds-1(a1, a2, ..., a0); An-1 € K}
= {/lo(ao,al,...,an_l) +... +/ln_1(a1,a2,...,a0); Ao, ..., A1 € K}

= {(ﬂoao,/loal, N ,/loan_l) +...+ (/ln_lal,/ln_laz, ce ,/ln_lao); Ag, ..., Ay_1 € K}

= {(/loao +/llan_1 +... +/ln_1611, ce ,/loan_l +... +/ln_1a0); /l(), . ,/ln_] S K}
Dai, se u € (v), entdo u = (/l()a() +A1ay_1+...+A,1aq,...,0a-1 + A1Ap_2 + ... +/ln_1a0),
com Ay, ...,A,—1 € K. Deste modo,
T,T(ll) = T,r(/l()ao +A1a_1+...+A,1a1, ..., 001 + A1Ap_2 + ... +/1n_1a0)
= (/loan_l +A1ayo+...+A,_1a0, ..., 00,2+ A1ap_3+ ...+ /ln—lan—l)
= Ao(an-1,a0,...,ap-2) + ...+ Ap-1(ao, ai, ..., an-1)

AT (V) + L T2(V) + ...+ A Id(V).

Logo T;(u) € (v) para todo u € (v). Portanto, V é um cddigo ciclico.

Veremos a partir de agora que a principal estrutura que utilizaremos para trabalharmos
com os codigos ciclicos € o anel quociente de polindmios. Dito isso, chamaremos de R, o
anel quociente de K[X], em que K € um corpo finito com g elementos, pelo ideal gerado pelo

polindmio p(X) = X" — 1, isto é,

K[X]

Ry= ——
I(x"—1)

={[r(X)]; r(X) € K[X], comr(X) =0, ougr(r(X)) < n}.
Note que, de acordo com a Observagao 3, R, é um espaco vetorial de dimensao n sobre K. Em

vista disso, a funcao

v K" — R,

53
(ag,....an1) = [ag+a;X+...+a, 1 X" (53)
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é um isomorfismo linear. Com efeito, dadosu,ve K" e 1 € K,

Yu+dy) = Y((ag....ap1)+A(bo....by1))

= W(ag+Abg,...,ap-1+Ab,_1)

= [(ag+Abo) + (a1 + Ab)X + ...+ (an1 + Abp_) X" 1]

= [ag+a1X+...+an X" "+ Abg+ A0\ X + ...+ Aby_ X"
= Jag+a1X+...4+an X" N+ A[bo+b1 X +...+ b1 X" 1]
= Y(ag,...,ap-1) +A¥(bo,...,b,_1)

= ¥Y(u) +A¥(v).

Logo W ¢ linear, além disso, como dimgK" = n = dimgR,, para provar que essa fungdo é
bijetiva, basta mostrar que W € sobrejetiva. De fato, seja [ag+a1 X +...+a,—1 X ”_1] € R, temos
que (ao, . . ., an_1) é apré imagem de [ao+a1 X +. .. +an,_1 X" '], logo W é sobrejetiva. Portanto
¥ € um isomorfismo linear. Como consequéncia desse isomorfismo, a funcdo ¥ nos permite
transportar o cédigo C C K" para R,, o que é de grande utilidade, pois assim conseguimos
propriedades adicionais do cédigo ciclico C quando o enxergamos como ideal de um anel
quociente, visto que agora além de subespacgo vetorial ele é também um ideal, sendo este o

proximo assunto que iremos tratar.

Antes de tudo, cabe observar que aplicar a permuta¢do de coordenadas 7, em K",

corresponde a multiplicar por [X] em R,. De fato, tomando ¢ = (cy, ..., cy—1), temos
Tx(¢) = (cn-1,€0s - - - » Cp-2)
e
W(Te(c) = [cpoi+coX +...+cnoX™ 1]

[X][co+c1X+...+cn1 X"

[X]¥(c).

Lema 16. Seja V um subespaco vetorial de R,. Entdo, V é um ideal de R, se, e somente se, V é

fechado pela multiplicacdo por [ X].

Demonstragdo. Suponha que V seja um ideal de R,. Dai, pela definicao de ideal, segue que
[X][f(X)] € Vparatodo [ f(X)] € Ry, logo V € fechado pela multiplicacdo por [ X].

Reciprocamente, mostremos por indugéo sobre o grau de X", que V é um ideal de R,,. Para
isso, suponha que V seja fechado pela multiplicacdo por [X]. Como V € um subespago vetorial

de R,, entdo o elemento nulo de R, pertence a V e quaisquer que sejam [ f(X)], [g(X)] € V,
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[F(X)]+[g(X)] = [f(X)+g(X)] € V. Além disso, a[f(X)] € V paratodo [f(X)] e Ve

a € K. Como por hipétese
[Xf(XO] = [XI[f(X)] eV,
entio
[(X*f(01 = [X]T[XF(X)] €V,

visto que [X f(X)] € V. Suponha que [X"~! f(X)] € V,comn € N. Mostremos que [X" f(X)] €
V. De fato,
[X"F(X)] = [X][X" f(X)] €V,

pois estamos supondo que [X"~! f(X)] € V e V é fechado pela multiplicagdo por [X]. Observe
que, para todo [g(X)] = [ao+ a1 X + ...+ a,_1X""'] € R, e para todo [f(X)] € V, temos

[ECOILF(X)] = [ao+arX +...+ a1 X" [f(X)]
= (ap+ a1 [X] + ...+ a1 [X"D[f(X)]
= ao[f(X)] + a1 [X][f(X)] + ...+ an [X"][F(X)].

Logo [g(X)][f(X)] € V, uma vez que cada parcela da soma acima pertence a V pelo que

provamos por indugdo. Portanto, V € um ideal de R,,. |

Teorema 20. Um subespaco C C K" é um cédigo ciclico se, e somente se, ¥(C) é um ideal de
R,.

Demonstragdo. Primeiramente vamos mostrar que W(C) € um ideal de R,. Para tanto, suponha

que o cddigo C é ciclico. Logo T, (¢) € C para todo ¢ € C e, como
Y(Tx(c)) = [X]¥(c), VeeC,

segue que [X]¥(c) € ¥(C) para todo ¢ € C. Deste modo, como ¥(C) € um subespago vetorial
de R, e como acabamos de ver, € também fechado pela multiplicagdo por [X], segue do Lema
16 que ¥(C) é um ideal de R,,.

Reciprocamente, suponha W(C) um ideal de R,. Temos que ¥(C) é fechado pela
multiplicacdo por [X], ou seja, [X]¥(c) € W(C) para todo ¢ = (cy, ..., cn) € C. Além disso,

como ¥ é um isomorfismo e W (7, (¢)) = [X]¥(c) para todo ¢ € C, entdo
Tr(c) = ¥ '([X]¥(c)

Y[ X][co+ci1 X +...+cn1 X¥H

= Yl +co[X]+. .. +casa[ X))

= (cp-1,€05...,Cn—2) € C.

Como vale para todo ¢ € C, segue que 7,(C) C C e, portanto, C € um cédigo ciclico. O
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Segue dos Teoremas 9 e 20, que um codigo C € K" é ciclico se, e somente se,
P(C)=1([g(X)]), em que g(X) € K[X] é um divisor de X" — 1.

A caracterizacdo de cddigos ciclicos feita acima € essencial para o desenvolvimento
desses codigos, visto que agora os trataremos como um ideal que, por ser uma estrutura algébrica
diferente de espacos vetoriais, adiciona algumas propriedades que serdao bastante tteis na

construcdo dos codigos ciclicos.

Seja p = car(K) e n = mp®, m e p primos entre si € s um nimero natural, entdo por
(2.39),

X'—1=X"" —1=(X"-1)".

Além disso,
(X" = 1) =mX"™ ' £0 = mdc(X™ - 1,mX™ ") =1,

com m # 0 em F,, pois m e p sdo primos entre si. Daf, pela Proposi¢do 16, o polindmio X" — 1

nao possui fatores multiplos nao constantes e, assim,
X" =1=fi(X)... (X)),

com f;(X) irredutiveis e monicos para todo 1 < i < r, dois a dois distintos. Logo,

X" —1=(X" -1 = (AX)... (X)) = A7 ... (X

Observacao 10. Observe que, se g(X) € D(X" — 1), em que D(X" — 1) é o conjunto dos

divisores monicos de X" — 1, entdo
g(X) = LX) ... (X0,
com0 < @; < p’paratodo 1 <i < r.Logo
ID(X" -1l =(p*+1)".
Proposicao 46. A funcdo Q definida como

Q:I(R) — D(X"—1)
(gD » gX)

com g(X) monico, é uma bijecdo entre o conjunto I (R,) dos ideais de R, e o conjunto D(X" —1).
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Demonstragdo. Primeiramente, vamos mostrar que a fungdo € estd bem definida. Temos pelo
Teorema 9 que todo ideal de R,, é do tipo I([g(X)]), sendo g(X) um divisor de X" — 1. Dai,

I([g1(X)]) = I([g2(X)]) = g1(X) = a(X)g2(X) e ga2(X) = b(X)g1(X)

(N (1)

Substituindo (II) em (I), temos que
g1(X)=a(X)b(X)g1(X) © a(X)b(X) = 1.

Assim, segue que a(X) e b(X) sdo invertiveis, ou seja, a(X) =a € K\{0}e b(X) = b € K\ {0}.
Logo, g1(X) = agx(X) e g2(X) = bg1(X). Como g(X) e g2(X) s@o monicos, segue que
a = b = 1. Portanto g;(X) = g2(X), consequentemente, Q estd bem definida.

Vamos agora mostrar que Q € bijetiva. De fato, sendo g;(X), g2(X) € D(X" — 1) tais
que g1(X) = g2(X), temos que I([g1(X)]) = I([g2(X)]), logo Q € injetiva. Por outro lado, se
g(X) e D(X" - 1), segue do Teorema 9 que I([g(X)]) € Z(R,). Logo, Q(I([g(X)])) = g(X),

consequentemente, € € sobrejetiva. Portanto Q € bijetiva. O

Note que, pela Observagao 10, concluimos que o conjunto dos divisores monicos de
X" —1 possui (p* +1)" elementos. Além disso, pela Proposicdo 46, vimos que existe uma bijecao

entre esse conjunto e o conjunto dos ideais de R,,. Portanto, R, possui (p*® + 1)" ideais.

Sendo o polindémio g(X) € K[X] de grau s um divisor de X" — 1, definimos o polindmio

h(X) por
X"-1

S oe(Xx)
Teorema 21. Seja I = I([g(X)]), em que g(X) é um divisor de X" — 1 de grau s. Temos que
B={[g(X)], [Xg(X)], [X*¢(X)], ..., [X"*"'g(X)]} é uma base de I como espago vetorial
sobre K.

h(X)

(5.4)

Demonstragcdo. Primeiro verificaremos que B € linearmente independente. Para isso, dados

ap, . ..,d,—s—1 € K, suponha que
aolg(X)] +ai[Xg(X)] +... +a, s [X"7'g(X)] = [0].
Dai,
[aog (X) + ...+ ap-y1 X" 71g(X)] = [0] & [¢(X)(ao+...+ans 1 X"7)] = [0].
Segue que existe d(X) € K[X], tal que

g(X)(ag+ar1X +... 4 ap 1 X"H =d(X)(X" - 1)
& (ag+a1X+...+ap 1 XN =d(X)h(X).
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Observe que, como o gr(h(X)) = n — s, a Gltima igualdade acima € verdadeira somente se
d(X) =0, entdo
apg+a X+...+ a,,_s_IX”‘H =0,
o que implica em a; = 0 para todo 0 <i < n — s — 1. Portanto, B € linearmente independente.
Mostremos agora que B gera I sobre K. Tomando [f(X)] € I, temos que existe
r(X) € K[X] tal que
[F(X)] = [1(X)g(X)],

em I. Assim,

f(X) = 1(X)g(X) (mod 1(X" - 1)) fX) —1(X)g(X) € I(X" - 1)

F(X) = 1(X)g(X) = c(X)(X" - 1); c(X) € K[X]
F(X) —1(X)g(X) = c(X)h(X)g(X)

J(X) = c(X)h(X)g(X) +1(X)g(X)

f(X) = g(X)(c(X)h(X) +1(X)).

=d(X) € K[X]

t ¢ ¢ 0 ¢

Dai, pelo Teorema 4, temos que existem tnicos g(X), 7(X) € K[X] tais que
d(X)=q(X)h(X)+r(X), comr(X)=0ougr(r(X)) <gr(h(X)) =n-s,
isto €, o polindomio r(X) € do tipo
F(X)=bo+b1 X +...+ by 1 X757,

em que bg, by, ...,b,—s—1 € K. Deste modo,

f(X) =d(X)g(X) (mod I(X" - 1)) q(X)h(X)g(X) +r(X)g(X) (mod I(X" - 1))
q(X)(x" = 1) +r(X)g(X) (mod I(X" - 1))

r(X)g(X) (mod I(X" - 1)).

Assim,

[f(X] = [r(X)g(X)]

(bo+b1 X +...+ a1 X" Hg(X)]

bog(X) +b1Xg(X) + ...+ b,y 1 X" 1g(X)]
bog(X)] + [01Xg(X)] + ... + [bus 1 X" g(X)]

= bolg(X)] +b1[Xg(X)] + ...+ byt [X"Tg(X)].

[
[
[
[

Logo 8 € um conjunto gerador de / sobre K. Portanto, como 8 € linearmente independente e

gera [ sobre K, segue que 8 é uma base de [ sobre K. O
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Corolario 13. Dado um cédigo ciclico C, existe v € C tal que C = (v).

Demonstragdo. Seja ¥(C) = I([g(X)]). Temos pelo Teorema 21 que B € uma base de [ =
1([g(X)]) e, como ¥ é um isomorfismo linear, existe um dnico v € C tal que v =¥~ ([g(X)]).
Primeiro, vamos mostrar que C = ¥~ (I[g(X)]) c (v). Para isso, seja ¥(c) = [f(X)] € I,

temos que

[F(X)] = [aog(X) +a1Xg(X) +...+ans1 X" g(X)]
= aolg(X)] +ar[Xg(X)] + ... + a1 [X"* g (X)],
em que ao, . .., d,—s—1 € K. Dai,

PHLAOOD =¥ (aolg(X)] +ar[Xg(X)] + ... + an-s1 [X"'g(X)])
ao® ' ([g(X)]) + a1 ¥ ([XgOD) + ... + apos P ([X" g (X)])

aopyv + a]T,r(V) + azTﬁ(V) +...+ an—s—lT;rl_s_l (V)

C

Logo ¢ = P71 ([£(X)]) € (v). Como ¢ é arbitrdrio, segue que C = ¥~ (1([g(X)])) C (V).
Vamos agora mostrar que (v) C ‘P_I(I[g(X)]) = C. De fato, se w € (v), entdo
W =Dbov+ b T(v)+ sz,%(V) +...+ bn_lT;’_l(V),
com by, ...,b,—1 € K. Aplicando ¥ em ambos os lados da igualdade, temos
W(w) = W(bov+biTe(V)+boT2(V) + ...+ b, T (V)
= boW(V) + b1 P (T (V) + b2 W (T2 (V) + ... + by P(T" 1 (v))

= bolg(X)] +b1[Xg(X)] +...+ by [ X" g(X)]
= [g(X)][bo+b1X +...+ by X"

=d(X) €K[X]

= [e(X)][d(X)].

Deste modo, ¥(w) € I([g(X)]) e assim ¥~ '(¥(w)) € ¥ '(I([g(X)])), ou seja, w €
Y1 (1([g(X)])) para todo w € (v}, logo (v) c ¥~'(I([g(X)])) = C. Portanto, C = (V). O

Corolario 14. Seja g(X) = go+ g1 X +...+ g, X’ € K[X], tal que g(X) é um divisor de X" — 1.
Se I =1([g(X)]), entdo
dimgl =n-—s, (5.5

e a matriz
P ([g(X)]) g8 & ... & 0 ... 0

PHXgXOD) | |0 g0 &1 - &

G =

(x5 e (X)) 0 ... 0 g0 ... ... g
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é a matriz geradora do cédigo C = ¥~ (1).

Demonstragdo. A dimgl = n — s segue imediatamente do Teorema 21, pois / possui uma base

com n — s elementos. Como C = ¥~ (1), segue que

P (Le(OD, ¥ ([Xg (D), .. ¥ HIX" g (X)])}

¢ uma base para C. Logo
v ([g(X)])
-1
G| ¥ Xe®D
(X" (X))

Assim o resultado segue pela definicdo de matriz geradora, dada por (4.2). O

A definicdo e a proposicao a seguir serdo necessarias para construirmos a matriz teste de

paridade de um cédigo ciclico.

Definicao 60. Sejam K um corpo e F(X) € K[X] de grau t. Definimos polinémio reciproco de
F(X) por
1
F*(X)=X'F (}) . (5.6)

Proposicao 47. Dado h(X) = hg+ i X +...+ X" € K[X] um polinémio de grau t, entdo o

polinémio reciproco de h(X) atende as seguintes propriedades.

(i) h"(X)=X"h (%) =h+h X +...+hoX';
(ii) Se h(X) | g(X), entdo h*(X) | g*(X), com gr(g(X)) = s;

(iii) Se h(X) | (X" = 1), entdo h*(X) | (X" —1).
Demonstragcdo. (i) De fato, temos que

t
h(X) = Z X' =ho+hi X +...+hX.
i=0

Logo

h*(X)

(1 = 1y 1 1\
X'h|l=]=X Zhi —| =X"Nho+hi=+...+h;|=
X Zi" \x X X
hoX' + X "4+ X+h =h+h X+ ...+ X+ ho X
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(i1) Se h(X)|g(X), entdo existe g(X) =qo+q1 X +...+gnX" € K[X] tal que

8(X) = q(X)h(X). (5.7
Dai,
g"(X) = (¢(X)h(X))". (5.8)
Da equagao (5.7) temos que
ﬁXﬂﬂX):zZqu:ayHnX+”.+qXﬂ (5.9)
i=0

em que ¢; = qoh; + q1hi—1 + ...+ q;ho. Assim, segue do item (i) que

OB =X Y (%) =Y exe

i=0 i=0

s—m i
1
Xs—m hl ( ? )
=0

1

Por outro lado,

q"(X) - i (X)

m 1 i
X"Y gil=
2o lx)

DX = (g(X)h(X))".

i=0

s 1 i
:Xs il= =
2 (%)

1=

Logo,
g (X) = (g(X)h(X))" = g (X)h" (X).

Portanto, 7" (X) | g*(X).
(iii) Seja f(X) = X" — 1, entdo pelo item (i)
(X)) ==-X"+1=-f(X).

Temos por hipétese que h(X) | f(X) e, pelo item (ii), segue que A" (X) | f*(X) = —f(X),
o que implica em A" (X) | f(X). Portanto, h*(X) | (X" - 1).

Cabe observar que, pelo item (iii) da Proposi¢do 47 e o Teorema 20, o ideal gerado por

[A*(X)] é gerador de um cédigo ciclico que veremos a seguir.

Teorema 22. Seja C = W~ (1) um cédigo ciclico, em que I = 1([g(X)]), com gr(g(X)) = s e
g(X) um divisor de X" — 1. Entdo C* é ciclico e C* = W~'(J), sendo J = I([h*(X)]), em que

X" -1
AX) = g(X)
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Demonstracdo. Suponha que C = W~ (1) é um cédigo ciclico, em que I = I([g(X)]) com
gX)=go+g@1X+...+gX’ € K[X],
cujo grau € igual a s, € seja
h(X)=ho+hX+...+h,_X"° € K[X],

como definido em (5.4). Assim, temos que g # 0 e h,—; # 0. Sejam G a matriz geradora do

cédigo C, e H uma matriz cujas entradas sdo os coeficientes do polindmio /#(X), como se segue

v ([g(X)]) g & .- g& 0 ... 0
| Y IXeXOD | |0 g0 &1 oo g ... O
vl x" e (X)) 0O ... 0 g ... ... g
€
By hp—s—q ho 0O ... 0
0 Moy hnst ... ho ... O
0o ... T U

Temos que as linhas de H sdo linearmente independentes. Além disso, as linhas de G podem ser

escritas como combinacdo linear da base candnica de K”. De fato, seja

Gi=[0...8¢& ... &0 ... 0]

a i-ésima linha da matriz G, em que go e g, sao, respectivamente, a i-ésima e a (i + 5)-ésima

coordenadas da linha G;, isto é, a linha G; pode ser associada ao vetor
Gi—(0,...,80,81,---,850,...,0) =go&; + g1€1] + ...+ gs€iss.

De modo anélogo, a j-ésima linha de H (ou a j-ésima coluna de H') é
hn—sej + hn—s—lej+1 +---+ hOej+n—s,
com 1 < j < s. Dai segue que, se i < j, temos
<GiaHj> = gj—ihn—s + gj—i+1hn—s—l L gn—shj—ia
com(0<j—-i<s—1.Jasej <i,temos

<Gi, Hj> = gOhn—s—(z’—j) + glhn—s—(i—j)—l +---+ gkhn—s—(i—j)—ka
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com0<i—-j<s—-1e0<k<s.

Temos pela defini¢dao de produto entre dois polindmios que em ambos 0s casos acima o
resultado do produto interno €, respectivamente, o coeficiente do monémio X"/~ ¢ X757/

no produto entre os polindémios g(X) - A(X)(= X" — 1). Como
l<n-s+j-i,n—s+i—j<n-1,

tal coeficiente € igual a zero. Entdo o produto matricial G - H' = [O] (pois este produto

kx(n—k)
matricial € obtido calculando o produto interno entre as linhas G pelas linhas de H (ou colunas

de H")) e, pelo Lema 13, segue que H é a matriz geradora do cédigo C*, ou seja,

Y[R (X))
-1 *
P e

\P—l ( [Xn—gr(h*(X))—l h* (X)])
Logo, pelo Teorema 21, temos que C* = ¥~ (J), em que J = I([2*(X)]). Portanto, a matriz H
€ a matriz teste de paridade do cédigo C. O

Exemplo 16. Seja X’ — 1 sobre F,, temos que

X -1=1+X1+X+XH(1+X*+X°).

Fr[X]
I(X7-1)
I=I([1+X+X]eo codigo ciclico serd dado por C = v-1(I), em que ¥ € o isomorfismo

Dessa forma, obtemos que R; = Considerando g(X) = 1 + X + X3, segue que

entre PZ e R7. Pelo Corolario 14, temos que a matriz geradora do cddigo ciclico é

1101000
01 10T1¢O0O0
G =
0011010
000T1T1OQO01

e, consequentemente, o cddigo ciclico é
C= ‘P_l(l([l+X+X3])) = {0000000, 1101000,0110100,0011010,0001101, 1011100, 1110010,

1100101,0101110,0111001,0010111, 1000110, 1010001, 1111111,0100011, 1001011}.
X" -1
1+ X+ X3
X)) =X*+X +X*+1

Pelo Teorema 22, temos h(X) = =1+X+X*+X*em F>. Deste modo,

€ assim,

T

Il
S O =
S~ O
—_— O
O = =
—_ = =
— = O
- O O
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Logo,
0 0O
; 0 0O
GH' =
0 0O
0 0O
em F, e, portanto, H é uma matriz geradora de C L

5.1 Decodificagcdo em Cddigos Ciclicos

Apresentaremos nesta se¢ao uma maneira de determinar a matriz geradora de um codigo
ciclico C na forma padrdo (R | /d) e um algoritmo de codificagdo. Mostraremos também como

determinar a sindrome em c6digos ciclicos.

Seja

u: K* — K[X]s1 € K[X]
s—1

(a(), ey as_l) i Z aiXi.

i=0

Temos que u é um isomorfismo linear entre os K-espacos vetoriais K* € K[X],_1, sendo K[ X];_;
o espaco vetorial dos polindmios de grau menor ou igual a s — 1 e o polindmio nulo. Esse

isomorfismo serd bastante util para o que faremos a partir de agora.

Teorema 23. Seja C C K" um cédigo ciclico, tal que C = ¥~ (1), em que ¥ é a aplicacdo dada
em (5.3) el =1(]g(X)]), com g(X) de grau s, um divisor de X" — 1. Considere R uma matriz

(n —s) X s cuja i-ésima linha é dada por
Ri=-p'(ri(X)), 1<i<n-s,

em que r;(X) é o resto da divisio de X*~'*" por g(X). Entdo (R | Id,_y) é uma matriz geradora

de C, na forma padrao.

Demonstragdo. Suponha que C = P=1(I) éum codigo ciclico. Temos pelo algoritmo da divisao

que existem unicos ¢;(X), r;(X) € K[X] para cada i, tais que
X5 = 0(X)g:(X) + ri(X), com ri(X) =0 ou gr(r;(X)) <s— 1.

Dai,
XM - (X)) = g(X)qi(X) & [ X = ri(X)] € I([g(X)]).
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Tomando a imagem inversa de [X*~'*' — r;(X)] pelo isomorfismo linear ¥, temos

PHIXT (X0 = IXTD) = ([ (O]
= ey — Y ([r(X))).

Agora, definindo a func¢ao injetiva

o K’ — K"

(Cl(),...,as_l) g (ao,...,as_l,O,...,O),

temos que [ri(X)] = [ao + a1X + ... + a;_1X*7'], o que implica em ¥~ '([r;(X)]) =

(ag,...,as-1,0,...,0), assim,

P ([r(X)]) € Im(9).
Dessa forma, aplicando a funcdo ¢ em ambos os lados da ultima igualdade, temos

o~ (PN ([r(X)]) = ¢ (ao, ..., a,-1,0,...,0)
= (aO» cee aas—l)

= 1 ([ri(X)]).

Dai, segue que ¥~ ([r;(X)]) = ¢ (" ([r:(X)])) e, consequentemente,

XM = (X)) = e — ¢ (X)), Vi=1,...,n—s.

Logo,
(X - (X)) (X)) 1.0 ... 0
o YT =D | | (X)) 01 L0
XSS~ (OD] [T e (X)) 0 0 Ll ]

cujas linhas sao linearmente independentes por causa do bloco identidade e, pelo Corolério 14,
G = (R|Idy-)

€ a matriz geradora do c6digo C, sendo R; = —u~ ' (ri(X)) para 1 < i < n—s, as linhas da matriz
R. i

Observacio 11. Dado o vetor (ay, ..., a,—5) € K"* do c6digo fonte, podemos codificd-lo como

elemento do cédigo C da seguinte forma:

(al’ LR ,an—s)G = (b()’ L ,bs—l’al, L aal’l—s)’
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em que

(bo,...,bs1) = _allu_l(rl (x)—...— an—s,u_] (rn-s(x))
= _:u_l(al(rl (X)) e an—s(rn—s(x))

= —u! (”Z‘i a;ir'(X)

i=1

Tal observagdo € de suma importancia na construcdo de cédigos ciclicos, visto que

caracteriza um dos pilares no processo de transmissao de dados: a codificacdo.

Teorema 24. Seja C = V7' ([g(X)]) € K", em que ¥ é a aplicacdo dada em (5.3), um cédigo
ciclico, com gr(g(X)) = s e matriz geradora da forma padrdo G = (R | Id,_), sendo R a matriz
formada pelas linhas R; = -~ (r/(X)), para 1 < i < n — 5. A matriz teste de paridade de C é
dada por H = (Idy| — R"). Além disso, se v= (v, ...,v,_1) € K", entdo a sindrome de v, com

relacdo a matriz H, é dada por

pH(r (X)),

em que r(X) é o resto da divisdo de vo + vi X + ... +v,_1 X" por g(X).

Demonstragcdao. Suponha que C = p-l( [g(X)]) é um cédigo ciclico. Temos que a sindrome do

vetor v é dada por Hv' = (Id,;| — R")v'. Além disso, pelo Teorema 23, a matriz R é a matriz

—p ' (1 (X)) -rn —r12 ... T
R —p " (r2(X)) | —ryn ... =T
_,u_l(rn—s(X)) “Fn-91 —Fn-52 -+ “T(u-s)s
Assim,
1 0 ... 0 rv rp ... V(n—s)l

0 riz ra ... Tu-sp
0 )
0 0 ... T riy ras oo Tneg)s

H=(lds| -R") =
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Logo,
—1 0O ... 0 ri® r21 ... r(n—s)l
p 1 ... 0 rpg 12 ... Fp—s)2 t
Hv = Lo g — : “lvo VI ... Vsl Vs Vil vn_l]
_0 0O ... 1 s s ... r(n_s)s
— Vot Vsl + V1?21 + 0+ V17 (n-s)1
ViV A VeI e Vi1 (n-s)2
[Vs—1 T VsTls T Vp1Fos + -+ V1T (n—g)s
= voe| +vieh+ -+ v el + v (uT (1 (X)) + e+ vy (1 (ramg (X))
= (VOel +viey+ -+ V1€ + Vs,u_l(rl (X)) +---t Vn—llu_l(rn—s(X)))t
= o (D) +vip N (X) + v T v (1 (0) A Vs T (s (X))
= /,L_I(VO F X+ X+ Ver1(X) + -+ Vo1 Faes (X))
Como
I = 0-g(X)+1
Xt = 0-g(X)+ x5!
X' = qs(X)g(X) +ri(X)
X" = gui(X)8(X) + rass(X),
segue que

Vot vt XT v X v X =g (O[04 404+ v5gs(X) + o A Vi1 gnt (X) ]+

Fv0+ . Ve X v (X)) + .+ Vs (X)),

em que 7(X) = vo+ ... + v 1 XN+ v (X) + ...+ vp_1ra—s(X) é tal que (X) = 0 ou
gr(r(X)) < gr(g(X)). Portanto,

FX) =vo+viX+- -+ v XS v (X) + -+ v s (X)
é o resto da divisdo de vo + v X + - - - + v,_1 X" por g(X). O
Exemplo 17. Seja X' — 1 sobre Fy. Temos que

X' -1=1+X0+X+XH(1+X>+X%).
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Considerando o cédigo C = W~'(I) c F,em que I = I([1 + X + X3]), temos pelo
Corolério 14 que
dimgpC =7-3=4.
2

Vamos entdo determinar a matriz geradora de C na forma padrdo. Dividindo X>* (com
i=1,...,4) porg(X) = 1+X+X3,temos

X = (X+X+D+(X+1);

X' = (XP+X+ DX+ (XT+X);
X = (X+X+DX*+D+(XP+X+1);
X0 = (XP+X+D(XP+X+D)+(X*+1).

Dai,

(X - (X+D] = [X’+X+1] € I([g(X)]);
[(X* = (X*+X)] = [(X + X+ D][X] € I([g(X)]);
[X° - (X +X+ D] = [(X+X+D][(X*+ D] € I([g(X)]);
(X0 = (X*+ D] = [(X + X+ D][(X* + X +1)] € I([g(X)]).

Aplicando a fungio ¥ !em [X2+i -ri(X)],i=1,...,4, segue que

Y([XP - (X+1)])=(1,1,0,1,0,0,0) € C;
Y([X* - (X*+X)]) = (0,1,1,0,1,0,0) € C;
X - (X2 +X+1)])=(1,1,1,0,0,1,0) € C;
v(x% - (X>+1D]) =(1,0,1,0,0,0,1) € C.
Logo,
1101000
. lo1 10100
G = .
1110010
1010001

Agora considere o vetor (a1, a,as,as) € F‘; do cédigo da fonte. Aplicando o algoritmo da

codificacdo, temos

1 101000
(anarasa)-G = (ananasas-|o .+ 0 90
11100120
1 010001

(bo, b1, b2, a1,az,a3,aa),
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sendo by, b1 e b, os coeficientes do polindmio
al(X+ D+ (X2 +X)+a3(X>+ X+ D) +as(X*+1) =
=ay+az+ag+ (a1 +ar+ a3)X + (az + a3+ a4)X2.

Portanto,

(a1 +az+as,a; +ar+asz,ay +az +aa,a,az,as, as)

€ uma codificacdo de (ay, az, as, aq). Além disso, pelo Teorema 24, a matriz teste de paridade de
Cé

H =

S O =
S~ O
- O O
O = =
—_ = O

1
1
1

—_ O =

Com isso, dado o vetoru = (1,0,1,1,0,0,1) € F/, temos que 7(X) = 1 + X € o resto da divisdo
de 1+ X%+ X+ X% por g(X) =1+ X + X°>. Segue do Teorema 24 que a sindrome de u em
relacio a H é u~ ' (r(X)) = 110.

Note que a sindrome do vetor e = (0,0,0,1,0,0,0) é ,u_l(r(X)) = 110, que coincide
com a sindrome de u. Portantoc =u—e = (1,0,1,0,0,0, 1), ou seja, ¢ = 1010001 € a palavra

transmitida.
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6 Cddigos BCH

Neste capitulo discutiremos a subclasse de codigos ciclicos chamada de cédigos BCH.
Focaremos aqui em estabelecer uma maneira de corrigir eventuais erros de transmissdo de dados
via cédigos BCH, sobretudo, em encontrar sua distincia minima, embora na maioria dos casos
conseguimos apenas estima-la, o que ja € um feito importante, em vista de que para os c6digos
ciclicos em geral ndo existe uma maneira mais eficiente (com uma quantidade reduzida de
calculos) de determinar a distincia minima. (HEFEZ; VILLELA, 2008).

6.1 Cadigos Ciclicos por Anulamento

Proposicio 48. Sejam K = F, um corpo finito com q elementos e C C K" um cédigo ciclico,
com n e q primos entre si. E sejam F o corpo de decomposicao do polindmio X" — 1 de K[X] e
ai, ..., todas as raizes distintas de g(X) em F, em que g(X) € K[X] é um divisor de X" — 1.

Entao
Y(C) =I([g(X)]) ={[f(X)] € Ry; f(a1) =...= f(e,) =0},
em que Y é a funcdo definida em (5.3).

Demonstragdo. Sendo [ f(X)] € I([g(X)]), entdo existe g(X) € K[X] tal que

[F(X)] = [a(X)][g(X)] = [¢(X)][0] = [0] & f(X) =0 (mod I([g(X)]))
& f(X) = h(X)g(X),

com h(X) € K[X]. Como «; é raiz de g(X) paratodoi =1,...,r, entdo
fla) =g(@) h(a;)) =0= f(a;) =0, Vi=1,...,r.

Portanto,
I([g(X)]) c{[f(X)] € Ru; f(a1) =...= f(ar) =0}
Por outro lado, sendo [m(X)] € {[f(X)] € R,; f(a1) =...= f(a,) =0}, temos que m(a;) =0
paratodoi = 1...,r, consequentemente, X — «; divide o polindmio m(X), paratodoi =1,...,r.
Dai,
mX)=X-a)X-a)... (X —a,) -t(X), (6.1)
com t(X) € K[X]. Como por hipétese, ai,...,a, sdo as raizes de g(X) em F, duas a duas

distintas, entao
X-a)(X-a)...(X—a) =g(X), (6.2)
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substituindo (6.1) em (6.2) obtemos m(X) = t(X)g(X). Assim,

[m(X)] = [1(X)g(x)] & [m(X)] € I([g(X)]).

Logo,
{[f(X)] € Ry fla1) =...= f(ar) =0} C I([g(X)]).
Portanto, ¥(C) = I([g(X)]). ]
A partir desse resultado, conseguimos determinar a matriz teste de paridade de um
n—1
codigo ciclico, como veremos a seguir. Para isso, seja f(X) = Z a ij € K[X]. Temos, pela
j=0
Proposi¢do 48, que
n—1 )
[f(X)] el([g(X)]) © fla;) = Zaja{ =0, Vi=1,...,r. (6.3)
J=0
E assim, sendo W(ao, . .., dn_1) = [ag + - - - + an_1 X" '] = [f(X)], temos que

(ao,...,an-1) € C & [f(X)] € I([g(X)]).

Logo, o cédigo ciclico C definido por g(X), é determinado pelo conjunto dos elementos
(ao, . ..,a,-1) € K" que satisfazem o sistema de equagdes (6.3), o qual pode ser visto como o

produto matricial

7 t
Hlao, ... a,1]"=]0] (6.4)
em que
1 a% .. 0/1‘_1 a? all ... ai’_l
1 al a,n—l 0!0 Q’l a,n—l
~ 2 “ o 2 2 2 “ e 2
H= = (6.5)
1 o ... o"! a ol ... !

r

€ uma matriz com entradas em F.

Note que, como a = (ao, . ..,a,-1) € C é um elemento qualquer do c6digo, entdo vale
para qualquer ¢ € C, que
ceC e Hd = [O]rxl.

Outra observacdo importante € a de que, embora os elementos do c6digo sejam determi-
nados pelo produto H [ag, ..., an-1]" = [O] s & matriz A ndo é a matriz teste de paridade de C,
pois as suas entradas estdo no corpo F, que por sua vez, € uma extensao do corpo K, sobre o

qual o cédigo C estd definido. No entanto, podemos enxergar F' como um espaco vetorial de
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dimensao finita sobre K, digamos que F tem dimensdo d sobre K e seja B = {po, 1, .- -, Ld-1}
uma base de F sobre K. Temos entdo que oz{ € F se, e somente se,
J

Y J J
@; =00+ ;01 +. ..+ ﬁi(d—l)pd_l’

tal que /l{f € KcomO < ¢ < d - 1. Deste modo, a matriz dos coeficientes de a{ na base B €

dada por
J
Ao
_ A
[fls=| | |e€ K? = (F,)4.

J
Aa-ny
Logo, de acordo com (6.3), temos que
n-1 .
0 = f(ai) = Zaja/{ = aoal(_)+ Ce +an—la’l"l_l
Jj=0

= ao(/l?opo R ﬂ?(d_l)pd—l) +ot an—l(/l?()_lpo +oee /l?(_dl_l)pd—l)

0 0 -1 -1
= aO/liQPO +--t aO/li(d_l)pd—l +---+ an—l/llr'l() pot---+ an—l/llr-l(d_l)pd—l
0 -1 0 -1
= p()(ao/ll-o +...+ an_lxll’.’o ) +...+ pd‘l(/li(d—l) +...+ an—l/l:l(d_l))-
Escrevendo a matriz dos coeficientes do sistema de equagdes acima, temos

0 -1
ao/ll.o +...+ Cln_]ﬂ.?o

n—1
— 7l _
[0] (d-1)x1 = Z Q) =
=0 0 -1
J B ao/li(d—l) +...+ a”_l/l?(d—l) 3

0 n—1
/11'0 /liO n—1
= qop : +...+a,q : = aj[a{]g.
/10 /111—1 j:()
i(d-1)]g id-1)]g

Agora defina a matriz H’, de ordem dr X n, como

(V] [a|]s [} "5
|z (els . (057
[z [}]s ... [ ']s

Temos que as entradas de H’ sdo elementos de K. Além disso,

ceCeHd=10],, . (6.6)
E importante observar que ndio conseguimos garantir que todas as linhas da matriz H’ sdo

linearmente independentes. Com isso, escolhemos um conjunto maximal de linhas linearmente
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independentes de H’ e obtemos uma matriz H formada pelas linhas linearmente independentes
de H'. Seja s o nimero mé4ximo de colunas linearmente independentes de H. Escrevendo essa

matriz como

em que [
al = [cx{ ag af]
com0 < j < n— 1. Temos que a matriz H’ é dada por
H = [[Q'O]B la'ls ... [01"_1]3]
drxn

e possui no méaximo s colunas linearmente independentes, pois os vetores colunas de H' sdo
os mesmos de H, considerando as devidas representacdes dos seus elementos sobre o corpo K.
Logo, pelo Teorema 1, a matriz H' possui no maximo s linhas linearmente independentes. Além
disso, pela construg¢do da matriz H e novamente pelo Teorema 1, segue que H possui no maximo
s colunas linearmente independentes. Portanto, o nimero maximo de colunas linearmente
independentes de H, H' e H coincidem. Dessa forma, segue do Teorema 18 que a distancia
minima do cédigo C pode ser determinada encontrando o maior nimero d tal que quaisquer

d — 1 colunas de H sejam linearmente independentes.

Observacao 12. E conveniente observarmos que podemos determinar um codigo ciclico através

de um conjunto de elementos de F, como se segue

Sejam B, ..., B, € F, raizes de X" — 1, o conjunto

Y ({f(X) € K[X]: £(B1) =...= f(B,) =0},

é um cdédigo ciclico definido por g(X) = mmc(mg, (X), ..., mg (X)), sendo mg, (X) o polindmio
minimal de S3; sobre K, para todoi = 1,...,r. Note que o polindmio g(X) é determinado
pelo minimo multiplo comum dos polindmios minimais € ndo pelo produto desses minimais,
pois poderiamos ter, para dois elementos distintos de F, o mesmo polindmio minimal e,

consequentemente, nao terfamos g(X) um divisor de X" — 1.

6.2 Cddigos BCH

Descoberto pelos matematicos indianos Bose e Ray-Chaudhuri em 1960, e de maneira
independente pelo matematico francés Alexis Hocquenghem em 1959, os c6digos BCH formam
uma importante classe de cédigos ciclicos, conhecidos por sua capacidade de corrigir multiplos
erros de transmissdo e possuir algoritmos de decodificagcdo bastante eficientes, (REED; CHEN,
2001, pagina 189, capitulo 5). Apresentaremos aqui o principal resultado desse capitulo, que nos

d4 informacdes sobre a distdncia minima e a dimensdo de um cédigo.
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Teorema 25. (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) Sejam K = F,, n um inteiro maior do que 1 e
primo com q, e F um corpo onde X" — 1 se decompée em fatores lineares, com y € F uma raiz

n-ésima primitiva da unidade. Dado C um codigo ciclico com polinémio gerador
g(X) = mmc(mya(X), ..., myas2(X)),

coma > 0e0 <6 < n. Entdo, a distancia minima de C é pelo menos 6 e a sua dimensdo é pelo

menos n —m(6 — 1), em que m = dimgF.

Demonstragdo. Suponhamos que {y¢, y**', ...,y "2} U{B, ..., B,} sejam as raizes distintas

de g(X). Realizando uma constru¢do andloga a feita para obter a matriz dada em (6.5), temos

S SN O ) SO O Loyt o !
2 n-1 2 n—1
7/o ,ya+1 (,ya+l) o (,ya+1) 1 ,ya+l (,ya+1) o (,ya+1)
~ 2 n-1 2 n—1
H = yo 7/a+(5—2 ( 7a+5—2) N ( 7/a+5—2) =4 ,ya+(5—2 (,ya+(5—2) o ( ,ya+(5—2)
BB B BT Y
B B B .. ol B B . -

Note que a matriz H é uma matriz de Vandermonde. Como queremos uma cota para a distincia
minima, devemos encontrar um ¢, de modo que quaisquer § — 1 colunas de A sejam linearmente
independentes, para entdo aplicarmos a Proposicao 40. Motivados por isso, escolhemos ¢ — 1
colunas arbitrarias de H e em cada uma delas selecionamos as primeiras ¢ — 1 linhas, a fim de

obtermos uma matriz de ordem (6 — 1) X (6§ — 1), como se segue

O N OO N (A
o | ) ) o
(ya+$_z)f1 (ya+(;—2)i2 (7a+5;2)i5“
Assim,
1 1 1

detB = (ya)(i1+,,.+i5_1)

[

— (,ya)(i1+...+i5_1) l_[ (,yif _ ,yik) + O,
1<k<€<6-1
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pois ¥ # ¥ quando £ # k, uma vez que y é uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
Logo quaisquer 6 — 1 colunas de H sdo linearmente independentes sobre K. Portanto, pela
Proposicao 40, temos d = w(C) > 6. Como o cédigo C é, pela Proposicao 48, o conjunto

{ILf(X)] € Ry; f(ay) =...= f(a,) =0}, entdo
O =fO = =f"™ D =00 me(X)| f(X), Vi=1,...,6-2. (6.8)
De fato, temos pelo Teorema 4 que existem tnicos /;(X), r;(X) € K[X] para cada i, tais que
f(X) =myai (X)hi(X) +7:(X) com gr(ri(X)) < mya:i(X)oury(X)=0, Vi=1,...,6-2.
Dati, se r;(X) = 0, entdo m,a+ | f(X). Se r;(X) # 0, entdo como f(¥“*) = 0 implica que
0= F(r™) = myass Y™ (y*) + i (y*) = ri(y™),

segue que r(y**) = 0, o que contradiz a minimalidade do grau de m
1,...,6 — 2. Logo, r;(X) = 0 e, portanto, Myasi | f(X).
(X) | f(X), entdo existem h;(X) € K[X], para cada i, tais que

ya+i (X) para todo i =

Reciprocamente, se 1a+i

F(X) = hi(X)myae(X), Vi=1,...,6-2,

logo
FOO) = hi(y ™ myen (y*) =0, Vi=1,....6-2.

Como consequéncia da equivaléncia (6.8), temos que f(B;) =0 paratodoi=1,...,s.
Além disso, pela caracterizacao de codigos ciclicos dada pela Proposi¢ao 48, segue que as

palavras ¢ do cédigo C sdo tais que He' = [O] (5-1)x1> €M que

Y0y (€70 R (%0
2 (n-1)
A yo ya+1 (,ya+1) o (7a+1)
H = . . . .
2 n—1
_70 ,ya+6—2 (,ya+(5—2) o ( ,ya+6—2) -

Considerando B uma base do corpo F sobre K como espaco vetorial m-dimensional, podemos

escrever H como em (6.6), dai obtemos

[Y'ls  [v“ls [()ls ... [0 s
2 n-1

[’}’O]B [ya+1]B [(ytﬁl) o [(ya+1)

H = : : : B : B , (6.9)

(yaﬂ;'_z)z [( 7a+5_§)"-1

[70]3 [ya+6—2] 3

B B
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uma matriz de ordem m (6 —1) Xn, com coeficientes em K, tal que H'c’ = [0] m(G-1)x1° Escolhendo
um conjunto maximal de linhas linearmente independentes de H’, digamos [, obtemos a matriz
H, teste de paridade de C, ou seja, a matriz geradora de C™, logo dimxC* = I. Por outro lado,

[ <m(6—1)eportanto dimxgC*+ < m(5 - 1).
Observe que

T: K'=CoC+ — K

vdu = u

2

em que C = Ker(T) e C* = Im(T). Logo
dimxK" = dimgC + dimxC* < dimgC +m(6 - 1).

Portanto,
dimgC > dimgK" —m(6—1) =n-m(6 - 1).

O

O ntmero ¢ do Teorema 25 é chamado de peso estimado do c6digo BCH por ser uma

cota para a distancia minima de C.

Os resultados apresentados acima nos permitem dar uma nova caracterizagao para os
codigos BCH. Para tanto, fixados um corpo K e uma extensao F de K, com uma raiz n-ésima

primitiva da unidade y € F e considerando a = 1, definimos
Cx(n,8) = {(bo,...,bn_l) € K" H'[bo, . .., buy]' = [o]m(d_l)xl}, (6.10)

em que a matriz H’, obtida como em (6.9), € a matriz associada ao cédigo BCH, gerada pelo
polindmio gerador
g(X) =mmc(my(X),...,m,s-1(X)).

Note que
0<d = C’K(n, 5,) C CK(n, (5), (6.11)

visto que, diminuir o nimero ¢, implica em diminuir o nimero de equacdes a serem satisfeitas
do sistema gerado em (6.10) e, consequentemente, aumentar o nimero de solugdes possiveis

para este sistema.

Teorema 26. Seja Ck(n,8) wum coédigo BCH, definido pelo polinomio g(X) =
mmc(my(X), ..., mys-1(X)). Entdo,

n-1 5-1 _ . —j(6-1)
oo X v/
0—1
(bo, ..., by_1) € Cx(n,6) & § Obj)/f( ) X =77
]:

=0. (6.12)
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Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que
o—1 [n-1
(bo, ..., ba1) € Cx(n,08) & Z Z by’ | X =o0.
i=1 \ j=0

Suponha que (b, ..., b,-1) € Ck(n,d), logo

n—1 o—1 [n-1 o-1
biy"=0= > [> byl X =>"0-X =0
0 1 \/j=0 i=1

j: =

o0—1 [n-1
Reciprocamente, suponha que Z Z b jyij X' = 0. Como o primeiro somatdrio refere-
i=1 \ j=0
se ao polindmio nulo na incégnita X, temos que cada um dos seus coeficientes € igual a zero, ou
seja,
n—1
Dby =06 Hbo....bar] = [0]5perr Vi=l....6-1
j=0
& (bo,...,by-1) € Ck(n,9).
Logo,
0—1 [n-1
(bo, ..., bp_1) € Cx(n,6) & Z Z by’ | X =0. (6.13)
i=1 \ j=0
Além disso, como
o-1 [n-1 n—1 -1 n—1 )(5_1 )y_j(é_l)
N xE = A J(6=1) —j(0=2=i) yi _ A (0=1) —
DI P WD Wl T WAL =R
i=1 \ j=0 =0 i=0 =0
segue de (6.13) que
n-l 6=1 _ —j(6-1)
X
i (6=1) Y _
(bO,-abn—l)ECK(n’é)c}Zb]'y X—')/_J _0
j=0
O

Vimos anteriormente que conseguimos estimar o peso de um c6édigo BCH através do
Teorema 25. Veremos agora um caso particular de cédigos BCH, que sob certas condic¢des,

conseguimos dar uma estimativa melhor para a sua distancia minima.

Dado C, um cédigo BCH de K" sobre K, definido pelo polindmio g(X) =
mme(my(X), ..., m,s-1(X)). Temos que se n = g™ — 1, para algum m € N, entdo o c6digo C

sera chamado de cddigo primitivo.
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Observe que, quando se trata de c6digos BCH primitivos, desde que p = car(K) e
n=q™ — 1, sendo ¢ uma poténcia da caracteristica de K, digamos ¢ = p”, para algum natural r,

temos que
mdc(q,q"™ — 1) =1 mdc(p,n) =1,
ou seja, n € p sao primos entre si.

Definicao 61. Sejam n e g € N primos entre si e seja F uma extensdo de K com raiz n-ésima
n

primitiva da unidade vy. Considerando a = Z a;e; € K" com w(a) = w, ou seja, a possui w
i=1
coordenadas ndo nulas, a saber a;,, . . ., a;,. Definimos o polinomio localizador de a por

w

l,(X) = ]—[(1 —yiX) € F[X].

J=1

Note que ao expandirmos o produto dos fatores de /;(X), o termo de grau w é dado
por —y{1*i2*+w) ¥ W cuio coeficiente é ndo nulo devido y ser uma raiz n-ésima da unidade.
Portanto, vemos que o grau de [,(X) € igual a w = w(a). Além disso, as raizes de [,(X) sao
raizes n-ésimas da unidade. De fato,

1-yiX=0eyiX=1y"iyixX=y"I.1ey"X=y""Te X=y". (6.14)

Logo, as raizes do polindmio /,(X) sdo raizes n-ésimas da unidade.

w

Lema 17. Seja [(X) = Z lej € F[X], de grau w. Entdo, [(X) é o polinomio localizador
=0

de uma palavra de coordenadas iguais a 0 e 1 de peso w de Cg(n, ) se, e somente se, sdo

verificadas ambas as condigoes abaixo

(i) As raizes de [(X) sdo raizes n-ésimas da unidade, duas a duas distintas;

(ii)) 1; =0 paratodo j < 6 — 1 e j ndo divisivel por p.

Demonstragdo. Seja I(X) o polindmio localizador de a € K", temos que as raizes de /(X) sdo

raizes n-ésimas da unidade e portanto a condicao (i) € satisfeita.
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Mostremos agora que a condicdo (ii) também é valida. De fato, sendo a € K", cujas

coordenadas a;,, . . .,a;, sdo todas iguais a 1 e as demais todas nulas, temos por (6.10) que

w
Pl(yil""’yiw) = Z,)/ik :O’
k=0

i
Py = ) Y =0,
k=0

ac Cg(n,d) © 1 (6.15)

=

Psa (", ym) = Yy ik =0,
k=0

em que P;(y",...,y"™) representa a soma das j-ésimas poténcias de y'!,...,y". Além disso,
pelas defini¢des de polindmio localizador, polindmio simétrico elementar e pelo Lema 6, temos
w
=1

la(X) = ﬁ[(l—yka>=1_[—yik<x—y—fk>
k=1

k
= (=YY (X =y DX =y (X =)

w
(D)"Y D STy Ty X
=0

Para entendermos o que acontece a seguir, vamos isolar o termo S;.

1<ki<...<k;<w
Multiplicando (—1)'S; por (=1)" - ¥y ...y, temos

(ZD)" -y DS = ()T Y Ty Ty

1<ki<...<k;<w

Calculando o produto em cada termo do somatdério, obtemos

(-w! [yi' oy (YT LTIy ey (T .y_iw)].

Note que ao efetuarmos o produto de cada parcela da soma entre colchetes, observamos que
produto de todos os termos cujos expoentes sdo opostos é igual a 1, ou seja, y'*1 -y~ = ... =

yikl . )/_ikl = yo =1,comky,...,k; € {1,...,w} dois a dois distintos. Com isso, temos

(-t [(7”*1 oYY+ (YL Y| =

= (=D Y Yyt e = (DY S (Y,

1<a1<...<@y_1<w
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coma; ¢ {ky,....k;},t=1,...,w—1[.Logo
i . . . (j=w=I) i , . . . .
LX) = ) DSy Ly xR S 1Sy Ly X
w—I1=0 j=0
Agora, combinando os valores de P; encontrados em (6.15) com as relagdes (2.29) do Corolario

19, temos
P1—51=0:>S1=0;
P, —S1P1+25,=0=25=0= S5, =0;

P;j—=SiPjy+-+(=1)/7'8; 1P+ (=1)/jS, =0 = jS,; = 0.
Observe que, por (6.15) e pela Proposi¢do 21, j < 6 — 1, paratodo j < 6 — 1 e j ndo divisivel
por p, jS; = 0 se, e somente se, S; = 0, entdo §; = 0 para todo j < 6 — 1 e j ndo divisivel por p.
Além disso, como por hipétese [(X) = [,(X), segue que S; = 0 se, e somente se, [; = 0, para

todo j < 6 — 1 e j ndo divisivel por p. Portanto, satisfaz a condi¢ao (ii).

Reciprocamente, sendo /(X) um polindmio que satisfaz as condic¢des (i) e (ii), temos

que a partir das raizes n-ésimas da unidade /(X), é possivel determinar y~"',y™2,...,y ™", pois
Y, y2, ..., y"™ sdo as raizes n-ésimas de [(X). Além disso, y "', y2,...,y”"™ determinam um
vetor a com 1 nas coordenadas iy, .. .,i, € 0 nas demais. Temos ainda que, como o polindmio

[(X) satisfaz a condigdo (ii), entdo jS; = 0 para todo j < ¢ — 1, com j ndo divisivel por p. Daf,

novamente pelo Corolario 19, temos que
Pi-5=0= P =0;
P2—S1P1 +2S2 =0= P2 :O;

Pi—S1Pj_j+- -+ (=1)/71S;_ Py + (-1)/jS, =0 = P; = 0.
Com isso, P; = 0 para todo j < 6 — 1 e j ndo divisivel por p. Logo, por (6.15), segue que

a € Cg(n,96) e l(X) é o seu polindmio localizador. O

Vale observar que, em corpos com mais do que 2 elementos, torna-se dificil localizar
com exatidao as palavras que queremos através do polindmio localizador, uma vez que ele nos
permite determinar quais as coordenadas do vetor (palavra) sdo ndo nulas. Porém, o polindmio
localizador ndo nos fornece a informagao de qual € o valor dessa coordenada e, por essa razao, o
submetemos as restri¢cdes do Lema 17, com o intuito de que ele seja, de fato, o localizador de

uma palavra de um cédigo BCH.

Veremos no resultado a seguir, que se fizermos uma exigéncia sobre o peso estimado,

conseguiremos determinar de maneira exata qual € a distdncia minima de certos cédigos BCH.
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Proposicao 49. Seja C = Cx(n,d) um cédigo BCH, em que K é um corpo com q elementos. Se
n=q" — 1 para algum inteiro m, e § = q" — 1 para algum inteiro h com h < m, entdo C tem

peso d = 0.

Demonstragdo. Temos por defini¢do que, se ¥ € um elemento primitivo de F = F,m, entdo

F* = {1,7,72,...,7”_1},

ou seja, ord(y) = n, e y € uma raiz n-ésima primitiva da unidade em F. Para provar o que se pede,
€ necessdrio exibir um elemento a de C com peso igual a ¢, ja que pelo Teorema 25 sabemos que
a distancia minima € maior ou igual a 6. Assim, seja V C F um subespaco de F, de dimensdo &

sobre o corpo K. Considere o polindmio

Lx)=| |x-8).
BeV
Temos pelo Lema 9 que L(X) é um polindmio g-linear de grau qh, isto é,

1

L(X) = th + th_quhf + cqh_zXq}H + -+ coX.

Além disso, ¢y # 0, pois como V é um espaco vetorial, entdo 0 € V é raiz do polindmio L(X)

com multiplicidade 1. Considere o polindmio reciproco de L(X),
1 - b
L*(X) = x4"L (—) =1+ e i X b x4 COth_l.
X q q

O grau do polindmio L*(X) é igual a ¢" — 1, que por hipétese é igual a §. Agora, verifiquemos
que o polindémio L*(X) satisfaz as condicdes (i) e (ii) do Lema 17. Temos pelo Coroldrio 6 que os
elementos de F sdo raizes de X4 — X. Como V é um K -subespaco vetorial de F,entao V C F,
consequentemente, 0s qh elementos de V também sdo raizes de X¢ — X. Além disso, segue do

item (iii) da Proposicao 47 que
LX) [(x" = X) = L'(X) | [X(XT"' = )] = L(X) | X ou L'(X) | (X"~ - 1).

Note que 0 ndo é uma raiz de L*(X), por consequéncia disso, temos que mdc(X, L*(X)) = 1.
Logo L*(X) | (X4"~' = 1), isto &, as raizes de L*(X) sdo raizes de X¢ ! —1 = X" — 1. Portanto

sdo raizes n-ésimas da unidade, satisfazendo assim a condi¢ao (i) do Lema 17. Além disso, temos

h=i-1 h—i-1

h_  h—i h_ . . 7
que entre 0s termos cthin 7 e cthHXq 7 comi=1,...,h—1,existem qh '—q

termos cujos coeficientes sdo todos nulos. Como os indices dos coeficientes ¢ n-i € ¢ n-i-1

q q

sao poténcias consecutivas de p, entdo os indices dos coeficientes dos termos que estio entre
h_ h—i h_ h-i-1 ~ ~ PR
cgniXT T e cppin X1 ndo sdo multiplos de p e, por serem todos nulos, segue que

q
c¢; = 0 para todo j ndo divisivel por p, com qh_l_1

<j< qh_i. Logo a condig¢do (i1) € satisfeita.
Portanto, segue do Lema 17 que existe a € Ck (n, §) tal que w(a) = §, com polindmio localizador

L*(X) e, consequentemente, a distincia minima é d = 6. O
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Teorema 27. Seja C = Cg(n,d) um codigo BCH primitivo, em que K é um corpo com q

elementos. Entdo C tem peso d no maximo igual a go — 1.

Demonstragdao. Considere h um inteiro positivo tal que g" ' <6 < q" - 1. Temos por (6.11)
que
§<q"=1=Cy(g" =1,4" = 1) c Cx(n,6) = Ck(¢" - 1,).

Observe que C’ é um c6digo BCHem quen =¢" —1ed’ = qh — 1, e pela Proposicao 49, tem

peso igual a g" — 1. Disso, decorre que
gl <s=q¢" " <gs=>q"-1<q5-1.

Agora note que nio podemos ter ¢" — 1 < d, pois como § < d pode valer a igualdade e, nesse

caso, temos qh — 1 < 6, 0 que € uma contradi¢cao com 6 < qh —1.Logod < qh — 1. Portanto,

dth—ISqé—l.

6.3 Polinbmio Gerador de um Cddigo BCH

Na secdo anterior vimos como obter um c6digo BCH Ck (n, §) através da construcio feita
no Teorema 25, em que ¢ € uma estimativa para o seu peso. Vimos ainda o caso especifico de
c6digos BCH primitivos, em que conseguimos determinar com exatidao o seu peso. No entanto,
vale destacar que todas as construcdes feitas partiram de polindmios, nos quais manipulamos
suas raizes (ou raizes n-ésimas da unidade quando conveniente) a fim de obtermos informagdes

sobre os cddigos construidos relacionadas ao seu peso.

Nesta se¢do iremos estudar um cédigo BCH, tendo como ponto de partida os pardmetros
n e as raizes n-ésimas da unidade que o define, buscando determinar o seu polindmio gerador
g(X). Para tal, considere um c6digo BCH contido em K" e definido pelas raizes n-ésimas da
unidade y“, ..., y“+5—2 € F. Para determinar g(X), basta encontrar os polindmios minimais
m,;(X) paracada j,com j =a,a+1,...,a+0 — 2. Temos pelo item (ii) da Proposi¢ao 35 que,

0 polindbmio minimal m.,; (X) € definido por
. . .odi-1
mya = (X =y )X = () ...(X=(y)" ),

.o d; .
L . . .. . J . L . .
em que d; é o menor inteiro positivo que satisfaz (y/)? " = y’/, ou seja, d; é o menor inteiro
positivo tal que

/g1 =[j] emZ,
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isto €,
jg¥ = j (mod n).

Como para determinarmos o polindmio minimal 7., (X)) € necessdrio e suficiente que encontremos
todas as suas raizes, entdo basta encontrarmos os expoentes que tornam o elemento y € F uma

raiz de m,; (X), ou seja, determinarmos o conjunto

Ci={ljq'l € Zy;t € Z,t > 0}. (6.16)
Proposicao 50. Os conjuntos C;, definidos em (6.16), possuem as seguintes propriedades:

(i) Se C;NC; # 0, entdo C; = C;;

(ii) A unido de todos os C; é igual a Zj.

Demonstragdo. (i) Suponha que C; N C; # (. Entdo existem inteiros ndo negativos t e s, tais
que
lig'] = [jq"]. (6.17)
Da igualdade (6.17),
iq € [jq¢’l =3k €Z; iq" = jq*.
Sem perda de generalidade, podemos supor t > k, dessa forma, temos

iq" " =j=[jl=lig "] eC.

Logo, C; c C;. Por outro lado, multiplicando a dltima igualdade acima por [¢"], para

t—k+r] t—k+r]

algum inteiro r tal que [g = 1, de modo que [ig = [i], obtemos

(i1 = [ig"™"1 = [jq'T € C}.
Logo, C; C C;. Portanto vale a igualdade.

(ii) E imediato que a unidio de todos os C ; estd contido em Z,, pois cada C; estd contido em Z,,.
Por outro lado, sendo [m] € Z, arbitrario, temos que [m] = [mq°] € Cp. Logo Z, esta

contido na unido de todos os C;. Portanto, vale a igualdade.

O conjunto C; definido em (6.16) € chamado de classe de ciclotomia de j médulo n.

Desde que um cédigo BCH também é um cédigo ciclico, sua dimensao é dada da mesma

maneira que a dos codigos ciclicos, sendo

dimgC =n - gr(g(X)),
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como vimos no Coroldrio 14. Vamos agora dar um exemplo de um c6digo BCH sobre F», cujas
palavras tenham comprimento n = 15 e peso estimado § = 5, ou seja, € o codigo Ck(15,5).
Exemplo 18. Considere @ = [ X] um elemento primitivo de F' = F;¢s, como visto no Exemplo 4.

Temos que y =a 5 = a € uma raiz 15-ésima primitiva da unidade em F.

Como o menor valor de m tal que 2™ = 1 (mod 15) é 4, passamos a determinar as classes

de ciclotomia i médulo 15. Temos por (6.16) que,

[1-2°7 = [1]; [3-2°1 = [3];
[1-2'] = [2]; [3-2'1 = [6];
[1-2%] = [4]; 103-2°] = [12];
[1-2°] = [8]; [3-2°] = [9];
[1-24] = [1]. [3-2] = [3].

De modo andlogo, obtemos Cs = {[5],[10]} e C7 = {[7],[11],[13],[14]}. Agora vamos

determinar os polindmios minimais de todas as poténcias de y. Para tanto, fagcamos

my(X)

m2(X) = mya(X) =mys(X) = (X - y)(X =y (X -y (X =9®) =
X4+X3(78+’y4+)/2+7)+X2(712+‘)/10+’yg+‘y6+’)/5+’y3)+

() (I1)

+X (714+y13+7“ +)/7)+ ,y15 .
~——
(1D (1V)

Dai, determinamos cada coeficiente usando a tabela de Zech do Exemplo 4, como se segue.

(I :

74+78=74'7Z(4)=74-7=75
VY B B SRV B P L
vy+y=2y=0.

Assim, temos que yg + )/4 + 72 + y resulta em 0, consequentemente, temos 0 - X 3 Analogamente,
concluimos que em (II), ylz + ylo + 79 + y6 + y5 + y3 resulta em 0 e, consequentemente, temos
0- Xz; em (III), y14 + y13 + y“ + y7 resulta em 1 e, portanto, temos 1 - X; em (IV), 7/15 = 1.
Portanto,

my(X) =m2(X) =ma(X) =myps(X) =X+ X +1.
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Procedendo de maneira andloga para os outros minimais, obtemos

ma(X) = my(X) =mpep(X) =m(X)=X"+X +X*+X+1;
m.s(X) myo(X) =X+ X +1;
m77(X) = myll(X) =m713(X) =my14(X) =X+ X3+ 1

Pelo Teorema 25, segue que o cédigo BCH € gerado pelo polindmio

g(X) = mmc(my(X),my(X), mys(X), mys(X)) = mme(my,(X),m,3(X)) =
X+ X+ DX+ X3+ X2+ X +1)
X3+ X7+ X0+ X%+ 1.

Logo, pelo Coroldrio 14, a dimensdo de C = n — gr(g(X)) = 7 e, portanto, |C| = 2’ = 128.

Agora, para encontrarmos a matriz geradora de C na forma padrao, fazemos

X = (XB+XT+x0+ X+ D+ X+ X0+ X+ 1),

X = (XB+XT+X+ X+ DX+ D+ X+ X+ X+ X+ 1),
X0 = XX+ X0+ X+ DX+ X))+ (X + X0+ X0+ X2+ X);
XM= XX+ X0+ X+ DX+ X+ D+ X+ X+ X2+ 1),
X2 = X+ X+ X0+ X+ DX+ X+ XD+ (X + X+ X+ X);
XB = X+ X+ X+ X+ D)X+ X+ X+ (X + X+ X+ X
X = XX+ X0+ X+ DX+ X+ XH + (X + X0+ X0+ X,

E assim, pelo Teorema 23, a matriz G’ é dada por

(1 0001011100000 0
11001110010O00°0O00O0
01 100111001O00O0°O00O0
101110000O0O0O1O0O00O0
010111000O0O0O0OT1TTO0O
001011100O0O0O0O0T1O0
0001011100O0O0O0QO0°1

Além disso, temos que

’
[al ay dasz d4 ds de aj G =

I[bo by by b3y by bs bsg b7 ay ay a3 a4 as ag a7],
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sendo bg, by, by, b3, by, bs, b, b7 coeficientes do polindmio

al(X+ X0+ X+ D+ X+ X+ X+ X+ D+ a3(X T+ X0+ X+ X2+ X) +
+as( X+ X+ X2+ D +as(XC+ X+ X+ XD +as(X0+ X+ X+ X)) +
+ar(XT+ X0+ X0+ X3) =

= a1+a2+a4+(a2+a3+a5)X+(a3+a4+a6)X2+
+(as+as+a))X> + (a1 +az +as +as +ag) X* + (a2 + a3 + as + ag + a7) X°

+(a) +ar +az+ag+a7)) X8 + (a) +az + a7)) X'.

Logo, pelo algoritmo de codifica¢do dos cédigos ciclicos, o elemento (ay, az, as, a4, as, ag, az)

de F! é codificado como
2
(bo, b1, ba, b3, ba, bs, be, b7, a1, az,as, as, as, as, az).

Segue do Teorema 24 que a matriz teste de paridade é

S O o = O O O O
S O = O O O O O
o = O O O O O O
- O O O O O O O
__= O = O O O =
S = = = O O = =
—_= = OO = = O
S O = = = O = O
S = = = O = O O
_== o= O O O

oS O O O o o = O
S O O O O = O O
S O O O = O O O
S O O = = O =

E=E==E=EEEEEEE

Suponhamos que foi recebida por um canal de comunicacio a seguinte mensagem:

010101001011010 011011011011011 101010100110101
001010000111011 100001110110010 100010111011111
001100011011111 110000101010010 011100011001111
0o0001000101110 010110000101010 010111100010011

Verificando se as palavras estdo no cddigo, obtemos que

Hloto1 01001011010 =lo0o10111 o0

Ho0o1 1011011011011, =(00000°00 0f

gHlito1 010100110101 =lo100100 o0/

Hloot1o010000111011]=l0oooo0o0o0o0 ol
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0000 0

H1 0001011101111 1 =(1011T1S0T1 0|

Hlooooo1o000101110=l00oo0oo0o0o0o0 ol
Hloto1 10000101010 =l0o0oo00000 o0

H

0101 111000100711 ={0000000 o0

Segue que ocorreram erros na transmissao das palavras

010101001011010 101010100110101
100010111011111 011100011001111.

Aplicando o Teorema 19 para detectar e, se possivel, corrigir esses erros, vemos que ocorreram
no maximo dois erros para cada uma dessas palavras e, com isso, conseguimos corrigi-las da

seguinte maneira

010101001011010
101010100110101
100010111011111
011100011001111

Logo, a mensagem transmitida foi

1111

010101001011000
111000100110101
100010011010111
001100011011111

010101001011000
001010000111011
001100011011111
000001000101110

011011011011011
100001110110010
110000101010010
010110000101010

111000100110101
100010011010111
001100011011111
010111100010011

Seguem nas proximas duas pdginas as tabelas de codificacdo e de sindromes dos vetores
erros, respectivamente. As contas feitas para gerar as palavras codificadas e as sindromes dos
vetores erros foram todas executadas por uma implementacao em Python e estdo disponiveis em
(SOARES, 2020).
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Tabela de Codificagdo

Cédigo Fonte Cédigo de Canal Cédigo Fonte Cédigo de Canal Cddigo Fonte Cédigo de Canal
0000000 | 000000000000000 | 0101011 010011110101011 1010110 100111101010110
0000001 | 000101110000001 0101100 | 001010100101100 1010111 100010011010111
0000010 | 001011100000010 | 0101101 001111010101101 1011000 | 010101001011000
0000011 | 001110010000011 0101110 | 000001000101110 1011001 010000111011001
0000100 | 010111000000100 | 0101111 000100110101111 1011010 | 011110101011010
0000101 | 010010110000101 0110000 101010010110000 1011011 011011011011011
0000110 | 011100100000110 | 0110001 101111100110001 1011100 | 000010001011100
0000111 | 011001010000111 0110010 100001110110010 1011101 000111111011101
0001000 101110000001000 | 0110011 100100000110011 1011110 [ 001001101011110
0001001 101011110001001 0110100 111101010110100 1011111 001100011011111
0001010 100101100001010 | 0110101 111000100110101 1100000 | 010001011100000
0001011 100000010001011 0110110 110110110110110 1100001 010100101100001
0001100 111001000001100 | 0110111 110011000110111 1100010 | 011010111100010
0001101 111100110001101 0111000 | 000100010111000 1100011 011111001100011
0001110 110010100001110 | 0111001 000001100111001 1100100 | 000110011100100
0001111 110111010001111 0111010 | 001111110111010 1100101 000011101100101
0010000 | 011001110010000 | 0111011 001010000111011 1100110 | 001101111100110
0010001 | 011100000010001 0111100 | 010011010111100 1100111 001000001100111
0010010 | 010010010010010 | 0111101 010110100111101 1101000 111111011101000
0010011 010111100010011 0111110 [ 011000110111110 1101001 111010101101001
0010100 [ 001110110010100 | O111111 011101000111111 1101010 110100111101010
0010101 001011000010101 1000000 100010111000000 1101011 110001001101011
0010110 | 000101010010110 1000001 100111001000001 1101100 101000011101100
0010111 | 000000100010111 1000010 101001011000010 1101101 101101101101101
0011000 110111110011000 1000011 101100101000011 1101110 100011111101110
0011001 110010000011001 1000100 110101111000100 1101111 100110001101111
0011010 111100010011010 1000101 110000001000101 1110000 | 001000101110000
0011011 111001100011011 1000110 111110011000110 1110001 001101011110001
0011100 100000110011100 1000111 111011101000111 1110010 | 000011001110010
0011101 100101000011101 1001000 | 001100111001000 1110011 000110111110011
0011110 101011010011110 1001001 001001001001001 1110100 [ 011111101110100
0011111 101110100011111 1001010 [ 000111011001010 1110101 011010011110101
0100000 110011100100000 1001011 000010101001011 1110110 | 010100001110110
0100001 110110010100001 1001100 | 011011111001100 1110111 010001111110111
0100010 111000000100010 1001101 011110001001101 1111000 100110101111000
0100011 111101110100011 1001110 | 010000011001110 1111001 100011011111001
0100100 100100100100100 1001111 010101101001111 1111010 101101001111010
0100101 100001010100101 1010000 111011001010000 1111011 101000111111011
0100110 101111000100110 1010001 111110111010001 1111100 110001101111100
0100111 101010110100111 1010010 110000101010010 1111101 110100011111101
0101000 | 011101100101000 1010011 110101011010011 1111110 111010001111110
0101001 011000010101001 1010100 101100001010100 1111111 I11111111111111
0101010 | 010110000101010 1010101 101001111010101
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Tabela de sindromes

Erro Sindrome Erro Sindrome
000000000000000 | OO0O0O0000 | OOO0O00100001000 | 10111010
000000000000001 | 00010111 | 000000010001000 | 10111001
000000000000010 | O0O101110 | 0O00000001001000 | 00110011
000000000000100 | 01011100 | 0O00O000000101000 | 01110110
000000000001000 | 10111000 | O0O0O000000011000 | 11011111
000000000010000 | 01100111 100000000010000 | 11100111
000000000100000 | 11001110 | 010000000010000 | O0O1001T11
000000001000000 | 10001011 | 001000000010000 | 01000111
000000010000000 | 00000001 000100000010000 | O1110111
000000100000000 | O0O000010 | O0O0O010000010000 | O1101111
000001000000000 | O0O000100 | O0O0O001000010000 | 01100011
000010000000000 | OO0O01000 | OOO0O00100010000 | 01100101
000100000000000 | OO0O10000 | OOO0O00010010000 | 01100110
001000000000000 | 00100000 | OOO0O00001010000 | 11101100
010000000000000 | 01000000 | OOO0O00000110000 | 10101001
100000000000000 | 10000000 | 100000000100000 | 01001110
100000000000001 10010111 | 010000000100000 | 10001110
010000000000001 | 01010111 | 001000000100000 | 11101110
001000000000001 | 00110111 | 000100000100000 | 11011110
000100000000001 | 00000111 000010000100000 | 11000110
000010000000001 00011111 000001000100000 | 11001010
000001000000001 00010011 000000100100000 | 11001100
000000100000001 | 00010101 | 0O00000010100000 | 11001111
000000010000001 | 00010110 | 0O00000001100000 | 01000101
000000001000001 10011100 | 100000001000000 | 00001011
000000000100001 11011001 | 010000001000000 | 11001011
000000000010001 | 01110000 | 001000001000000 | 10101011
000000000001001 10101111 | 000100001000000 | 10011011
000000000000101 | 01001011 | 000010001000000 | 10000011
000000000000011 | 00111001 000001001000000 | 10001111
100000000000010 | 10101110 | 000000101000000 | 10001001
010000000000010 | 01101110 | 000000011000000 | 10001010
001000000000010 | O0O001110 | 100000010000000 | 10000001
000100000000010 | 00111110 | 010000010000000 | 01000001
000010000000010 | 00100110 | 0O01000010000000 | 00100001
000001000000010 | 00101010 | 0O00100010000000 | 00010001
000000100000010 | 00101100 | 0O00010010000000 | 00001001
000000010000010 | 00101111 | 000001010000000 | 00000101
000000001000010 | 10100101 | 0O00000110000000 | 00000011
000000000100010 | 11100000 | 100000100000000 | 10000010
000000000010010 | 01001001 010000100000000 | 01000010
000000000001010 | 10010110 | 001000100000000 | 00100010
000000000000110 | 01110010 | 000100100000000 | 00010010
100000000000100 | 11011100 | 000010100000000 | 00001010
010000000000100 | OO0O11100 | 0O00O001100000000 | 00000110
001000000000100 | O1111100 | 100001000000000 | 10000100
000100000000100 | 01001100 | 010001000000000 | 01000100
000010000000100 | 01010100 | 001001000000000 | 00100100
000001000000100 | 01011000 | 0O00101000000000 | 00010100
000000100000100 | 01011110 | 000011000000000 | 00001100
000000010000100 | 01011101 100010000000000 | 10001000
000000001000100 | 11010111 010010000000000 | 01001000
000000000100100 | 10010010 | 001010000000000 | 00101000
000000000010100 | 00111011 | 000110000000000 | 00011000
000000000001100 | 11100100 | 100100000000000 | 10010000
100000000001000 | 00111000 | 010100000000000 | 01010000
010000000001000 | 11111000 | 001100000000000 | 00110000
001000000001000 | 10011000 | 101000000000000 | 10100000
000100000001000 | 10101000 | 011000000000000 | 01100000
000010000001000 | 10110000 | 110000000000000 | 11000000
000001000001000 | 10111100
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7 Conclusao

Nesse trabalho estudamos os codigos lineares, e algumas de suas classes, sendo eles os
codigos ciclicos e os codigos BCH, sendo este tltimo uma classe de codigos ciclicos, tendo
como principal base o material citado em (HEFEZ; VILLELA, 2008). Em um primeiro momento
nos dedicamos em introduzir, com o devido rigor matemadtico, alguns conceitos da dlgebra linear
e da dlgebra abstrata que foram essenciais para a construcao desses codigos, em virtude do nosso

foco principal ter sido estuda-los sob o ponto de vista matemaético e ndo computacional.

Pudemos perceber no capitulo 3 que uma das dificuldades encontradas € a de determinar
a distancia minima de um cédigo, devido a grande quantidade de cdlculos necessarios para isso,
0 que, por consequéncia, dificulta a determinagdo de seus parametros. J4 no capitulo 4, vimos
que quando tratamos de cédigos lineares € possivel descrevé-los como niicleo ou imagem de
uma transformacao linear, o que diminui consideravelmente a quantidade de célculos necessarios
para determinag¢do da distdncia minima, entretanto, ainda € necessario uma grande quantidade de
calculos quando se trata de cdigos de muitas palavras. Por esse motivo estudamos as matrizes
geradoras de um c6digo e, através da matriz teste de paridade (obtida a partir da matriz geradora),
foi possivel estabelecermos um método que exige menos cdlculos para determinar a distancia
minima. Com os parametros do c6digo encontrados, apresentamos o Teorema 19 (Algoritmo da
Decodificacao), a fim de estabelecer um método para a detec¢do e correcao de erros para cdigos

lineares, o qual se mostrou bastante eficiente para o que propomos.

No capitulo 5, observamos que um cédigo ciclico, por ser uma subclasse de um cédigo
linear, possui a estrutura de espaco vetorial, entretanto, vimos no Teorema 20 que conseguimos
definir um cédigo ciclico como um ideal de R, o que enriquece a estrutura sobre a qual um
cddigo ciclico estd definido, que por sua vez, possibilita darmos um algoritmo de codificacao
mais eficiente do que o de cddigos lineares. Apesar disso, determinar a distancia minima de
um cédigo ciclico € um problema parcialmente em aberto. Por consequéncia, ndo conseguimos

aplicar o Teorema 19 de modo eficiente para os cédigos ciclicos.

Tendo em vista a impossibilidade de encontrarmos a distancia minima de um cédigo
ciclico, estudamos os cddigos BCH no capitulo 6, que por intermédio do Teorema 25, possibilita
estimarmos a distancia minima de um cédigo ciclico. Além disso, vimos na Proposi¢do 49, que
quando tratamos de cédigos BCH primitivos, conseguimos determinar de maneira exata qual
a sua distancia minima. Ainda no capitulo 6, foi possivel percebermos, através do Exemplo
18, que os célculos necessarios para construirmos um coédigo BCH de muitas palavras sdo

significativamente mais simples e rapidos do que os cddigos lineares vistos no capitulo 4.
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Este trabalho, sob uma perspectiva pessoal, possibilitou-me desenvolver algumas ha-
bilidades essenciais, principalmente para a carreira académica, como o raciocinio l6gico, um
senso critico em constante desenvolvimento, uma maior capacidade de pesquisa cada vez mais
independente e, como autocritica, a importancia do contato constante com tudo o que foi estudado

desde o primeiro dia de trabalho, juntamente com revisdes completas do texto redigido.

Como perspectiva para continuidade dos estudos, € relevante a generalizacao dos codigos
BCH, dada pelo estudo dos cddigos de Goppa, com o objetivo de obtermos outros tipos de
codificacdo e decodificacdo, para fins comparativos. Por um outro lado, poderiamos também seguir
um estudo computacional para a implementacdo dos cddigos estudados, a fim de verificarmos a

atuacdo desses na pratica.
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