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Resumo

Baseamos os estudos desta monografia no artigo de Kenmotsu [2], cujo principal objetivo
€ obter uma familia de trés parametros, ou menos, da geratriz de superficies de revolugao com
curvatura média constante. Obtemos ao decorrer do trabalho as superficies do Tipo Delaunay,
que sdo: cilindros retos, esferas, catenoides, onduldides e noddides; devemos ressaltar que os
calculos séo diferentes do que Delaunay trabalhou em [1].

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Superficie de Revolugdo, Curvatura Média, Curvatura
Média Constante, Superficies do Tipo Delaunay.



Abstract

We base the studies of this monograph on the article by Kenmotsu [2], whose main objec-
tive is to obtain a family of three parameters, or less, of the generatrix of surfaces of revolution
with constant mean curvature. During the work, we obtain Delaunay Type surfaces, which are:
straight cilinders, spheres, catenoids, unduloids and nodoids; we must point out that the calcu-
lations are different from what Delaunay worked in [1].

Keywords: Differential Geometry, Revolution Surface, Mean Curvature, Constant Mean Cur-
vature, Delaunay Type Surfaces.
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1 Introducao

Este trabalho tem como obijetivo estudar as superficies de revolugdo com curvatura média
constante (CMC), que é um tema de grande relevancia em Geometria Diferencial. Uma superfi-
cie S com curvatura média H pode ser descrita em R?, por exemplo, como uma bolha ou pelicula
de sabao onde a pressao exterior e interior sdo forgas de tensdo que estdo balanceadas. A ma-
tematica Sophie Germain utilizou esse conceito na Teoria de elasticidade, que contribuiu para a
construgéo da Torre Eiffel [5].

Determinar superficies com CMC pode ser complicado, por isso devemos impor algumas
restricbes a sua natureza visando facilitar a obtengéo de algumas solugdes. A restricao proposta
neste trabalho é que as superficies sejam de revolugao, isto €, vamos trabalhar com superficies
CMC que sao obtidas pela rotacao de uma curva geratriz em torno de um eixo. Charles-Eugéne
Delaunay [1] em 1841, provou que ao rolarmos uma conica sobre uma reta tangente sem que
haja deslizes, o seu foco descreve uma curva, que quando rotacionada forma uma superficie de
revolugdo com curvatura média constante, que é dada por

X(s,1) = (x(s),y(s)cos(t),y(s)sen(t)), (1.1)

em que s é o pardmetro comprimento de arco . Com isso, as fungdes x(s) e y(s) satisfazem a
equacao diferencial ordinaria
y(s) £ 2ay(s)x'(s) £ b*> = 0, (1.2)

sendo a e b constantes positivas [1]. Delaunay estudou a trajetéria do foco da parabola, elipse
e hipérbole que geram, respectivamente, o catendide, a ondul6ide e a nodoide.

O texto deste trabalho esta organizado de modo que no segundo capitulo, sdo desenvolvidos
conceitos que serdo utilizados durante o texto, especialmente a parametrizagdo de uma su-
perficie de revolucao, cuja curva geratriz é regular e parametrizada pelo comprimento de arco.
Em particular, a expressao da curvatura média de uma superficie de revolugdo com geratriz
(x(s),y(s),0) satisfaz a equagéo
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O terceiro capitulo é baseado no trabalho [2] de Katsuei Kenmotsu. Pela analise da equa-
cédo (1.3), concluimos que a superficie (1.1) possui curvatura média constante H # 0 entao
as possiveis geratrizes dessa superficie constituem uma familia de dois parametros (H,D) de
curvas

| + Dsen(2Ht 1 I
+ Dsen(2Ht) | ar, 2Dsen(2Hs)+1+D*2,0|  (1.4)

[2Dsen(2Ht) + 1+ D?]? 2|H|

Y(s,H,D) = /

0

em que H, D sdo constantes e s é o parametro comprimento de arco. Apds a analise da
dependéncia da curva y(s,H,D) em relagdo a D e H, concluimos que basta considerar D > 0

1
em (T-4). De modo que Y(s,H,0) é umareta e o trago de X (s,7) é um cilindro reto de raio TH|

1
Para D =1, y(s,H, 1) é um semicirculo de raio |H_| gue gera uma esfera. A analise de (.2) e
(1.3), nos leva que para 0 < D < 1 as superficies obtidas sdo as ondulbides e para D > 1 as
nododides.
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2 Fundamentos teoricos

Neste capitulo vamos estabelecer algumas anotacdes e definicdes que serado utilizadas ao
longo do trabalho.

2.1 Curvas planas regulares

Uma aplicacao diferenciavel (de classe C*)
v:I—R?

com I um intervalo aberto da rela (I C R), é dita uma curva parametrizada. O trago da aplicagao
é gerado pelo conjunto imagem de Y(I) C R?, como esta esquematizado na figura

¥y

Figura 2.1: Curva parametrizada .

Para cadat € I, y(t) é dado por
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em que x() e y(t) sdo fungdes diferenciaveis de classe C™. O vetor tangente a curva y(z) é

V() =)y (1), tel,

se Y (t) # 0 para todo t € I, pode-se afirmar que Y(¢) é uma curva regular para todos t € I.

¥ ¥(t)

—

Figura 2.2: Derivada.

Exemplo 2.1.1. y(r) = (cos(t) — 1.2cos(10¢),sen(t) — 1.2sen(10t)) comt € (0,27), é a para-
metrizagdo do Hipotrocdide que estd representado na figura[2.3 O Hipotrocdide é uma curva
regular, para todot € (0,2m).

Figura 2.3: Hipotrocoide.

Definicao 2.1.1 (Comprimento de arco e fungdo comprimento de arco). O comprimento de arco
de uma curvaregulary:1 C R — ]Riz, entre o ponto inicialty € I e o ponto finalt € I é dado por

1= [ 1 @) 1)

]
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A fungdo comprimento de arco iniciando em ty atét é dada por

s(6) = [ 1w

parat > ty. No casot < ty a fungcdo comprimento de arco det até ty €

st0) == [ IV @)ldu= [ ¥ @)du.

V) p--—-—-— === -

".-'(fu:] = ="
|
|

to

o |- — -

Figura 2.4: Comprimento do arco determinado de Y(zp) a Y(z).

Exemplo 2.1.2. O comprimento de arco da curvay(t) = (3cos(t),3sen(t)) comt € I, iniciando

. T,
emty =0 e terminando emt = 3 é:

[(3sen(t))? + (3cos(t))?]? dt = / [9(sen? () + cos(t))]? dt
0

-

T
Figura 2.5: Comprimento de arco y(¢) det =0 até r = 3

Definicao 2.1.2. Dada uma curva regulara.: [ — R? é dita parametrizada pelo comprimento de
arco se, para cadaty, t € I,t > tg, o comprimento do arco da curvao. dety at é
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t
/||Oc'(u)||du:t—t0.
Io

Proposic¢ao 2.1.1. SejaJ C R um intervalo, uma curva regular o.: J — R? estd parametrizada
pelo pardmetro comprimento de arco s € J se, e so se,

lod (s) ]| = 1.

Demonstracdo. Seja o. parametrizada pelo comprimento de arco, entdo

s(t) = [ lof @] du =110,

=s(t)=t—19
derivando obtemos
s'(1) =l (1) || = 1.

Reciprocamente, se ||o/()|| = 1 e com 1 € I fixo entdo para cada t € I com t > t, a fungao
comprimento de arco é:

s(6) = [ el )l du=1~1o

Portanto au esta parametrizada pelo comprimento de arco. Para t < 1y a demonstracao é

analoga. 0

Exemplo 2.1.3. Considere a Catenaria

v(t) = (t,cosh(t)), t € R.

Temos que a primeira derivada é
Y (1) = (1,senh(r))

e anorma

I (0)ll = /1 +senh(r) = \/cosh®(t) = |cosh(r)| = cosh(r)
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portanto a fungdo comprimento de arco de, a partir det) =0, é
t
s) = [ IVl du
0
t

= /Cosh(u) du
0
= senh(z).

Definicao 2.1.3. Seja a curva regulary: I — R? e h: J — I, uma fungéo diferencidvel (C) tal
quel'(t) #0emJ eh(J) =1, comI eJ intervalos de R. A aplicagéo é

a=yoh:J—R? (2.2)

€ uma curva regular que possui 0 mesmo trago de'y, temos que h é uma mudanga de pardmetros
e dita uma reparametrizag&o de o. por h, como visto na figura[2.6,

afs) =~(h(s)

Figura 2.6: mudanga de variavel

Exemplo 2.1.4. A curvay(t) = (rcos(t),rsen(t)) comr > 0, possui reparametrizacdo pelo com-

as) = (roos () rsen (2) ).

primento de arco (s),

em que h(s) = f, comr > 0.
r
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2.2 Superficies parametrizadas regulares

Dada a aplicagao diferencial de classe C*
X:U—R,
com U um aberto de R?. Para cada par ordenado (u,v) € U construimos um ponto
X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) € R?, (u,v) € U.

Se fixarmos (ug,vp) € U obtemos o ponto X (ug, vo) como esta representado na figura

v
. o X (g, v
/\ . . & (10, vo)

Up

Figura 2.7: Representacao de X (ug,vp) no espago euclidiano.

Variando u e v no aberto U obtemos S que é o traco da imagem de X.

Figura 2.8: Traco de X.
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A aplicagédo X : U — R? produz uma superficie parametrizada, fixando ug € U e variando

vy € U obtemos
X (up, ) : U—R3
(ug,v) — X (ug,v),

fixando vg € U e variando u € U obtemos
X(-,vo) : U—R3

(u,vo) — X (u,vp).

X (uo,v) e X (u,vo) sdo chamadas curvas coordenadas.

v

o

Figura 2.9: Curvas coordenadas.

Como X é uma aplicagéo diferenciavel de classe C*, podemos obter os vetores tangentes as
curvas coordenadas X, (uo, vo) e X, (ug,Vvo) -

Figura 2.10: Vetores tangentes as curvas coordenadas X, (uo, vo) e X, (up,vo)-
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Definicao 2.2.1. Uma superficie parametrizada regular é uma aplicagdo X : U — R?, em que
U é um aberto de R?,

e X é diferenciavel de classe C*;
e Para todo q = (ug,vo) € U, X, (up,vo) x X, (ug,vo) # 0.

Exemplo 2.2.1. Considere a aplicagao X : U — R? definida por
X (u,v) = (vcos(u),vsen(u),u).
Possui as seguintes derivadas parciais:

e X, = (—vsen(u),vcos(u),1);
o X, = (cos(u),sen(u),0).

Em que
[ jk
XuxX, = |—vsen(u) vcos(u) 1
cos(u)  sen(u) O
= (sen(u),cos(u),—v) #0,V(u,v) €U.

X(u,v) é uma superficie parametrizada regular pois é de Classe C* e X,, x X,, # 0 para todo
(u,v) € U. O trago de X € o Helicdide.

Figura 2.11: Helicoide.
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2.2.1 Superficie de Revolucao

Seja a(s) = (x(s),y(s),0) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,
contida em um intervalo aberto I C R em R?, de classe a C*, por exemplo a figuram

—

a(s) = (z]s),y(s).0)

Figura 2.12: a(s) = (x(s),y(s),0).

Rotacionando a curva o em torno do eixo x, obtemos a parametrizagdo da superficie em
fungao de s(pardmetro comprimento de arco) e u € R, como nas figura[2.14]

Figura 2.13: Rotagao de a(s) em torno de x.

Pela figura [2.13] conseguimos a relagdo para qualquer ponto P pertencente a superficie de
revolugdo em que y(s) # 0, com

Figura 2.14: Relagéo.
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e cos(u) = 2 =y =y(s)cos(u);

y(s)

o sen(u) = L= y(s)sen(u).

y(s)
Obtemos que a parametrizacao da superficie é dada por,
X (s,1) = (x(s),(s) cos(u), y(s) sen(u).

Realizando as derivadas parciais em relagdo a u e s.

X, = (X(s).y/(s)cos(u).y/(s) sen(u))
X, = (0,~y(s)sen(u),y(s)cos(u))

Verificaremos se a superficie é regular através do produto vetorial entre X; e X,.
i i k
Xex Xy = |x(s)  y(s)cos(u) y(s)sen(u)| = (y(s)y'(s),—x'(s)y(s)cos(u),—x'(s)y(s) sen(u))

0 —y(s)sen(u) y(s)cos(u)

Como o(s) € uma curva regular com,

1% < Xl = /()" (8)2 + [ ()y(s) cos(u)]2 + [~ (s)y(s) sen(u)]?
= /)PP + W () I(s)]2cos? (u) + ()P Ly(s)] sen?(u)
= DRI P+ ()2 [y(5)]2[eos? () + sen?(u)]
= DOPRYEP+ R EPYER = /)R ()1 + ¥ (5)]2
= /()P =x(s) #0,

portanto X é uma superficie parametrizada regular.

Definicéo 2.2.2 (Vetor normal). Um vetor normal a uma superficie parametrizada regular X (u,v)
em q = (ug,vo) € X(u,v) se, somente se, é ortogonal ao plano tangente de T,X, isto ¢, ortogo-
nal a todos os vetores tangentes a X em q. Definimos a aplicagdo normal de Gauss como

N: UCR>*—> R?

X X
g=(uv) > N(g)= 12

B [ Xu < Xy |

2.4
(1, &4
Exemplo 2.2.2. Dada a superficie parametrizada regular X (u,v) = (cos(u),sen(u),v), temos
que

Xy = (—sen(u),cos(u),0) e X, =(0,0,1)
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T
o vetor normal ao ponto X (5, 2) na superficie do cilindro é dado por

N(n 2) _ E—sen u),cos(u),0) x (0,0,1) (;2>
(
(

Figura 2.15: Vetor normal ao cilindro.

Dada a aplicacédo X : U C R? — R3, onde U é um conjunto aberto, tem-se que 7,X é o plano

tangente que possui o conjunto de vetores tangentes a X em g = (ug, vo).

2.2.2 Curvatura média

Dada a superficie parametrizada regular X : U C R?> — R?, onde U é um conjunto aberto,
podemos calcular a curvatura média com os coeficientes da primeira e segunda forma, como

descrito na equagéo (2.5),
_leG-2fF+Eg

H =

2 EG—-F? '

as fungdes E = (X,,,X,)), F = (Xy,X,) e G = (X,, X,) diferenciavel sdo denominado coeficientes
da primeira forma e e = (X,,,, N), f = (X, N) e g = (X,,,N) coeficientes da segunda forma.

(2.5)
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Exemplo 2.2.3. Um exemplo classico de uma superficie parametrizada regular é a esfera uni-
taria
X (u,v) = (cos(u)sen(v),sen(u)sen(v),cos(v)), u e Re0 <v <m,

que possui 0s sequintes derivadas parciais:

o X, = (—sen(u)sen(v),cos(u)sen(v),0);

X, = (cos(u)cos(v),sen(u)cos(v), —sen(v));

Xy = (—cos(u) sen(v), —sen(u) sen(v),0);

Xy = (—cos(u)sen(v), —sen(u)sen(v), —cos(v));
Xuy sen(

(=

u)cos(v),cos(u)cos(v),0)

e o vetor normal:

X, XX,
N(Ll, V) = m(u,\/)
(—sen?(v)cos(u), —sen®(v) sen(u), —sen(v)
|| (—sen?(v) cos(u), —sen?(v) sen(u), — sen(v)
c

)

)
(—sen®(v)cos(u), —sen?(v) sen(u), —sen(v)

)

S

|sen(v)|
(—sen®(v)cos(u), —sen®(v)sen(u), —sen(v) cos(v))
sen(v)
= (—sen(v)cos(u),—sen(v)sen(u),—cos(v)).

Com esse dados podemos estabelecer os coeficientes da primeira e da segunda forma:

E = (X,,X,) =sen’*(v); e= (Xu,N)=sen’(v);
F=(X,,X,)=0; f={Xuw,N)=0;
G: <XV7XV> =1 g = <XVV7N> =

Substituindo na equagéo (2.9) para obter a curvatura média

1eG—2fF+Eg lsen’(v)-1-2-0-0+sen’*(v)-1
5 EG—F? _5 SenZ(V>‘1_02
2sen’(v) B

2sen?(v)

H =

Portanto, concluimos que a esfera unitaria possui curvatura média igual a 1.

Exemplo 2.2.4. Considere cilindro circular reto de raio r com parametrizacao

X (u,v) = (rcos(u),v,rsen(u)), uc Re0 <v<m,
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Figura 2.16: Esfera unitéria.

que possui as sequintes derivadas parciais:

X, = (—rsen(u),0,rcos(u)); Xy = (—rcos(u),0,—rsen(u));
Xv:(O,l,O); Xuv:(0,0,0),
X = (0,0,0)

e o vetor normal:

W) = X, x X, ) = (—rcos(u),0,—rsen(u))
M) = e 1Y) = T(Sreostu). 0, —rsen(w)]
(—rcos(u),0,—rsen(u))  (—rcos(u),0,—rsen(u))

I7] N r
= (—cos(u),0,—sen(u)).

Com esse dados podemos estabelecer os coeficientes da primeira e da segunda forma:

Substituindo na equagéo (2.5) para obter a curvatura média

1eG—2fF+Eg 1r-r’?—2:0-0+r2-0

H = =
2 EG-F? 2 r2-r2 —02
B = B 1
o2 2

] o s 1
Concluimos que a curvatura média € igual a 3
r



Figura 2.17: Cilindro de raio r.
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3 A curvatura média de uma Superficie de Revolu-
cao

Seja X(s,u) = (x(s),y(s)cos(u),y(s)sen(u)), (s,u) € I x (0,2x), a superficie obtida pela
revolucao de (x(s),y(s),0) em torno do eixo x. Para obter a expresséo de curvatura média desta
superficie, sem perda de generalidade, podemos supor que Yy € parametrizada pelo comprimento
de arco. Com

X5 (061 (5), ~()y(5) cos(u), — (s)y(s) sen)
(| Xs < X | y(s)

= ('(s), =x'(s) cos(u), —x'(s) sen(u)),

N(s,u) =

e os coeficientes da primeira forma quadratica sao:

[ ]
Q
—
><
\/
?
w
i

Para o célculo dos coeficientes da segunda forma quadratica precisamos das derivadas parciais
XSS7XSM e XMM-

o Xy = (x(5),y"(s) cos(u),y"(s) sen(u));
® X = (0,—(s)sen(u),y'(s) cos(u));
® Xuu = (0, —y(s) cos(u),y(s) sen(u)),

enquanto os coeficientes da segunda férmula quadratica sao:

X'(8)y'(s) =¥ ()y"(5);
0;

2

(X5, N
(Xsu,
(X

[ ]

Il

<
-~ ~
T

e
f N
e N

"(s)y(s)-
Substituindo na férmula de curvatura média da equagao (2.5),
leG-2fF+Eg

Hs) = _ LR(s)y(s) = ()y" ()] [y (s)] +'(5)(s)
2 EG-F? 2 [y(s)]? )




28
Portanto,

2H (s5)y(s) —x'(s) = x"(s)y (s)y(s) +'(5)y" (s)y(s) = 0. (3.1)

Através da equacdo (3.7) provaremos o Teorema principal desse capitulo que sera apresen-
tado a seguir.

Teorema 3.0.1. Seja (x(s),y(s),0), s € I, a geratriz regular, parametrizada pelo comprimento
de arco, de uma superficie cuja a curvatura média no ponto (x(s),y(s),0) é H(s). Entdo para
algumas constantes cy,c; e c3 temos

(x(5),5(5),0) = v(s, H(s),c1,¢2,03) =

[F/W(G) +e2) =G OFW 1)y ri e o (Gls) 4eo?lh
0/ [(F(t) +c1)2+ (G(1) +¢2)?)? di +c3,[(F(s) +c1)” +(G(s) +e2)7]2,0 ), 32)

N S

em que F(s) = / sen [ 2 j H(u)du | di e G(s) = / cos | 2 j H(u)du | dr.
0 0

0 0

Reciprocamente para qualquer fungdo continua H(s), s € I, e qualquer vetor
(c1,¢2,¢3) €T xR :={(=F(s),—G(s)), s € I}¢ x R,

podemos construir uma superficie de revolugdo por meio da equagéo (3.2) de tal modo que sua
curvatura média seja H (s) e condigbes iniciais dadas por:

o Y0.H(0),c1,e2,¢3) = (e [(e)? +(2))2,0)
o 7(0,H(0)cr,2,¢5) = (erl(en)® + ()] 2eal(er)? + () 72,0)

Dividiremos a demonstragao do Teorema[3.0.7]em 7 passos.

Passo 1. A equacéo (3.1) pode ser descrita como
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Colocando [ (s)]* em evidencia,

2H (s)y(s)x'(s) + [ ()" (5)y(5) = 1] = ()2 (5)(5)y/ (5) = 0. (3:4)

Como (x(s),y(s),0) é parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se que:

la(s)| = 1= W)+ ) =1=KE)P=1-D )7 (3.5

Substituindo (3.5) em (3:4),

= H(s)y(s)x'(s) + [1 =¥ ()P [(s)y" (s) — 1] = X' (s)x (5)y(s)' (5)
= 2H(s)y(s)x'(s) +y(s)y" (s) — 1= y()y" () /' (5)]* + [/ (8)]* = X' (5)x" (s)y(5)y'(s)
= 2Hy(s)x'(s) — 1 =y(s)y" () (5))* — ¥ ()" (5)y(5)y' (s) +y(s)y"(s) + b (5)]

( )
= 2H(s)y()x'(s) = L=y (s)y" ()1 ()2 =2/ ()" (s)y(9)y' (5) + (v (9)y' (5))’
= 2H(s)y(s)2'(s) — L=y (s)y' (s) IV (s)"'(s) =" (s)2 ()] + (v (5)' (5))’
= 2H(s)y(s)2'(s) = L= y(s)y' () (' (5),5/(5)), (=2 (5),5"(5))) + (v(5)y/ (5)) = 0.

Tem-se que o vetor tangente é t = (x'(s),y'(s)) e ' = (x"(s),y"(s)), desta forma t 1L t' =

{t,t')y =0.

O passo 2 a seguir € uma reformulagdo da equagéo (3.1), com uma estrutura diferente do
passo 1.

Passo 2. Podemos reescrever a equagéo (3.1) como

2H (s)y(s)y'(s) — (' (s)y(s))" = 0 (3.6)

Demonstragdo. multiplicando (3-7) por y'(s),

2H (5)y(s)y (s) = ()Y (s) =" ()Y (5)]2¥(5) + () ()" (s)(s) = O
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() = 2" (s)[1 = [ () P]y(s) +2 ()Y ()Y (5)(s)
'(5) =" (s)y(s) + [ ()22 ()y(s) ' (s)p(s)y' ()" (5)
= 2H(s)y(s)y'(s) = [ () () + 2" ()y(5)] + [¥' ()12 (5)y () + ' (s)y(5)y (5)y" (s)

Utilizaremos os passos 1 e 2, para estabelecer uma fungédo auxiliar Z(s), cuja expresséo
possui as coordenadas da geratriz da superficie de revolugdo com curvatura média H(s) e
verificaremos que esta funcao é a solugcado de uma equagao diferencial ordinaria (EDO).

Passo 3. Como x(s) e y(s) s&o coordenadas da geratriz de uma superficie de revolugdo de
curvatura H(s). A fungéo auxiliar Z(s) = y(s)y'(s) +iy(s)x'(s) é solugdo da EDO

Z'(s) —2iH(s)Z(s) = 1 (3.7)

Demonstragdo. Definindo

Calculando Z'(s), obtemos

Z'(s) =y (s)y'(s) + () () + i (s)'(s) +y(s)x" (s)].

Somando —2iH (s)Z(s) de ambos os lados da igualdade.



Substituindo as equagao (3.3) e (3.6) obtemos,

Z'(s) = 2H(s)Z(s) = [/(5)?+y(s)y'(s) +2H(s)y(s)x'(s

\—
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+ily ()2 (s) +y(5)x" (s) — 2H (s)y(s)y'(s)

\—

29

59

No passo 4 a seguir, utilizaremos técnicas elementares de equagéo diferencial ordinaria para

obter uma solugéo explicita de (3.7).

Passo 4. A solucao de (3.7) é

com:
N t
e F(s) = /sen 2 | H(u)du | dt;
0 0
N
eF'(s) = sen 2/H(u)du ;
0
N t

e G(s) = /cos 2 | H(u)du | dt;
0 0

eG'(s) = cos Z/H(u)du
0

Demonstragéo. Utilizando um fator integrante para resolver a EDO (3.7)

Z'(s)u—2iH (s)Z(s)u = p

-

(Zu)’

= (Zw) = Z'(s)u+Z(s)u = Z'(s)u— 2iH (s)Z(s)u = .

Tem-se que,
!/

Z(s) = —2iH (s)Z(s)u = % = —2iH(s),

portanto

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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In(u) = —Zi/H(u)dLH—K.

Escolhendo K = 0, obtemos

In(u) = —Zi/H(u)du = U= exp (21’/H(u)du> . (3.16)
0

0

Substituindo (3.76) em (3.15)

[Zy] =u= [Zexp <2i/SH( )] =exp (21/H )
0 0

= Zexp (21’/SH(u)du> = /Sexp (2i/tH(u)du> dt+C
0 0

0

s t
1
=7Z= . exp —21/H Ydu | dt+C
exp(=2i [y H /

0 0

= Z =exp (2i/SH(u)du> |:/Sexp (2i/zH(u)du) dt] + Cexp (Zi/SH(u)du) :
0 0

Segue da férmula de Euler para nimeros complexos que,

N

. /exp 2i/H(u)du) dt = O/COS (2O/H(u)du) dt—l—i/sen (ZO/H(u)du) dt

0 0 0
= G(s)+iF(s);

N t N t S
° /exp —21/H du) dt:/cos (2/H du) dH—l/sen (2/H du) dt
0

0 0 0

. /Cos(z [t du)dt [ (2 [t du)dt i

0 0 0

o exp (21/[‘[ du) = cos (2/H du) +isen (21/H ) G'(s)+iF'(s).

0

\_/
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Visando simplificar o formato Z(s), definimos

°
B!
=
I
—
w2
@
=
VS
&)
—
=
=
QU
<
~—_
QA
~

°
il
=
I
2]
)
=
~/
o
—
=
=
W
]
~_

G(s) = /scos (2/H(u)du) dt;
0 0

§) = cos (2/SH(u)du) :
0

de modo que a substituigdo de F(s), G(s), F'(s) e G'(s) em (3.9) resulta em,

Z(s) = [G(s) —iF(s)][G'(s) +iF'(s)] + C[G'(s) +iF ()]
[G'(s) +iF'(s)][G(s) — iF (s) +C]

= ()(=)[G(s) +iF'(s)][G(s) = iF (s) +C]

= (=)[G'(s) +iF'(5)](1)[G(s) — iF (s) +C]

= [F'(s) —iG (s)][F (s) +iG(s) +iC].

—1

~——  —

No préximo passo, escrevemos as coordenadas x(s) e y(s) em termos das fungdes F(s) e
G(s) que foram estabelecidos no passo 4.

Passo 5. Seja s 0 pardmetro comprimento de arco da geratriz (x(s),y(s),0) =y(s, H(s),c1,c2,¢3)
de uma superficie de revolugdo cuja a curvatura média é H(s), entdo

O o B oo e — [FOGO) +e) = COFED+e) |
(s) = x(s,H(s),c1,c2,¢3) 0/ FO 1P+ (G0 +e)} t+c3 (3.17)
e
¥(s) = ¥(s.H(s),c1,e2,¢3) = [(F(s) 1)+ (Gls) +2)")2, (3.18)

comcy, cpecs € R.
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Demonstracdo. Realizando iC = ¢ +ic;.

Z(s) = [F'(s)—iG (s)][F(s) +iG(s) +c1 +ica)
= [F'(s) —iG'(9)][F (s) + 1 +i(G(s) + e2)].

Temos que
1Z($)II> = 1 (s) = iG' () |P[|F (s) + 1 +i(G(s) +e2)|> (3.19)

Pela equagéo 3.8 obtemos,

I1Z6)P = Y (5))° + ()]

a comparagédo com (3.19) resulta em

, zZ—-7Z
Para obter x(s), realizamos 5, em (3.8).
l

zZ-7

5 = Y(8)x (s) = F'(5)(G(s) +¢2) — G'(s)(F (5) +c1)
= Y(s)¥(s) = F'(s)(G(s) +c2) = G'(s)(F (s) +c1)
L ()= F'(s)(G(s)+c2) — G (s)(F(s)+c1) _ F'(s)(G(s) +c2) = G'(s)(F(s)+c1)
¥(s) [(F(s)+c1)2+ (G(s) +c2)?]
Logo
x(s) =x(s,H(s),c1,c2,03) = FI0)(G(1) +c2) = G)(F () + )d c
e 0/ (FO+e?+ @0 et
Portanto

Y(s,H(s),c1,¢2,¢3) =

(f T Gl(t)(”’”f‘)dr+cs,[<F<s>+c1>2+<G<s>+c2>2]5’°> ,

[(F(t)+c1)> +(G(t) +c2)?]2

comcy,cy ec3 €R.

A seguir verificaremos se a curva geratriz y(s,H(s),c1,c2,c¢3) da superficie de revolugao
X (s,u) € uma curva regular e qual é seu dominio.
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Passo 6 A geratriz (s, H(s),c1,c2,c¢3) é regular e satisfaz a equagao (3.4), em que as constan-
tes c; e ¢y estao definidas no dominio aberto

T ={(—F(s),—G(s)), se [} CR*ec3 €R.

Demonstragao. A curva geratriz Y(s,H(s),c1,c2,c3) é diferencidvel de modo que ¢; # —F(s) e
c2 # —G(s). Supondo por absurdo que a curva geratriz ndo é regular, temos que:
F'(s)(G(s) +c2) — G'(s)(F(s) +c1)

[(F(s)+c1)*+(G(s) + c2)?]2

K (s) = =0 (3.20)

F'(s)(F(s)+c1)+ G (5)(G(s)+c2)

T T P+ + G+

=0. (3.21)

Como [(F(s) 4¢1)* + (G(s) +cz)2]% # 0 nas equagao e (3:27), entéo

{ F'(5)(G(s) +c2) — G'(s)(F(s) +¢1) =0
F'(s)(F(s)+¢1) +G'(5)(G(s) +¢2)) =0

Resolvendo o sistema anterior obtemos que ¢; = —F(¢) e ¢c; = —G(t) que é um absurdo pois
contradiz a hipotipose de que Y(s, H(s),c1,c2,c3) é diferenciavel. Logo Y (s, H (s),c1,c2,¢3) # 0,
consequentemente Y(s, H(s),c1,c2,c3) é regular no dominio aberto T = {(—F(s),—G(s)), s €
I}C c R?. Para qualquer vetor (c1,¢2,¢3) € T x R e dada uma fungéo continua H(s) que
satisfaz a[3.4] nos definimos a curva y(s, H(s),c1,¢2,¢3). O

Na sequéncia, verificaremos as condigdes iniciais em s = 0.

Passo 7 Realizando s = 0 na equagéo (3.2) obtemos as seguintes condi¢cdes iniciais:

e Y(0,H(0),cy,c2,c3) = <C3, [(c1)2+ (cz)z]%,0> ;
e v'(0,H(0),c1,c2,c3) = (cl[(c1)2+(cz)2]

Demonstragdo. Tomando s =0 em (3.2) obtemos,

Y(0,H(0),c1,c2,¢3) =
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Derivando a equacao (3.2),
'Y(S,H(S),CI,CQ,C:;) =

_ (F/(S)(G(SH—Q)—G’(s)(F(s)—}—c])
[(F(s) +¢1)2 + (G(s) + c2)?]2

D=

[ (s)+e1)? +(G(s) +e2)?]

(F'(S)+G’(S)),0>

fazendo s = 0.
Y(0,H(0),c1,c2,¢3) =

+

c1)

oI—

[(F(0) +¢1)” + (G(0) +2)°]

D=

_ < '(0)(G(0) +2) — G'(0)(F(0)
[(F(0)+¢1)+(G(0) +2)?]
— (ale)*+ (@ Heallern?+ (e14,0).

(F'(0)+ G’(O)),O)
Concluindo a demonstragédo do teorema[3.0.1] O

3.1 Superficie de revolucao com curvatura média constante

Nessa secao vamos analisar um caso particular do Teorema[3.0.1} em que, a superficie de
revolugdo possui curvatura média constante H(s) = H.
Comegamos com o caso em que a curvatura média é nula.

Proposicao 3.1.1. A curva geratriz

N

v(s,0,¢1,¢2,¢3) = /—cl[(c1)2+(z+cz)2]—%dr+C3,[(c1)2+(s+cz)2]
0

)=

01,

comc) #0, c2, c3 € R es > 0, é uma catendria que gera uma superficie com curvatura média
nula que é o Catendide.

Demonstragado. Realizando H = 0 nas expressdes de F(s) e G(s) que sdo respetivamente

(3.10) e (3.12),
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:/sen /Odu dt = /sen
0

=/cos /Odu dt = /cos )dt = /dt—s
0

substituindo na equagéo (3.2) obtemos,

(]

N

Y(s,0,c1,¢2,¢3) = /—cl[(cl)%r(r+cz)2]—%dt+C3,[(c1)2+(s+cZ)2]%,o
0

- (:I:cl [arcsenh(s;Q) arcsenh(q)]-i—cg,[( )+(s+cz)2]5,0);

c1, €2, c3, s € Rtal que c¢; # 0 e s > 0. Realizando ¢4 = =+ cjarcsenh (

> + c3 € a mudanca
C1

.. 2
de variavel senh(r) = , reescrevemos a curva (s, 0, ¢y, ¢, ¢3) como:

€1

’_Y(Z,O,Cl,62,63) = (:l: Cc1t +cy4,C COSh(l‘),O)

que é a catendria, quando rotacionada em torno do eixo x produz o catenéide que esta repre-
sentado na figura

(a) Catenaria. (b) Catendide.

Figura3.1: H=0

Na proposicdo a seguir, analisaremos o caso H(s) =c; = ¢, = ¢3 =0.

Proposicéo 3.1.2. A curva regulary(s,0,0,0,0) = (0,s,0), s > 0, é uma semirreta que, ao ser

rotacionada em torno do eixo x, produz um plano.

Demonstragao. Iniciaremos essa demonstragao realizando nas equagdes G(s) e F(s) que séo
respectivamente (3.10) e (3.12), a curvatura média nula.
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Substituindo nas equacoes (3.17) e (3.18) as constante igual a zero ou sejacy = ¢, =c3 =0.

x(s) = x(5,0,0,0,0) =0

y(s) =(5,0,0,0,0) = |s| =,

consequentemente, Y(s,0,0,0,0) = (0,s,0) € uma semirreta que quando rotacionada em torno
do eixo x produz um plano, como esté caracterizada na figura 3.2

o 7(5,0,0,0,0) ~ e 7(5.0,0,0,0)

y

Figura 3.2: Plano.

O
Daqui por diante, iremos estudar o caso para curvatura ndo nula (H # 0) e com D # +1.
Teorema 3.1.1. Com as hipdteses do Teorema se H(s) =H # 0, entdo
v(s,H,D) = (x(s,H,D),y(s,H,D),0), s >0,
em que
1+D 2Ht
s,H,D) / + Dsen(2H1) dt (3.22)
o L[2Dsen(2Ht)+1 —|—D2]
e
y(s,H,D) = [2Dsen(2Hs) + 1 +D2] (3.23)

2/H|

é a geratriz de uma superficie de revolugdo com curvatura média H .
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Demonstragao. Com a curvatura média H # 0 as fungdes F'(s) e G(s) dadas por (3-10) e (3-12)
dadas:

N t N

— 2H 1
o F(s) :/sen Z/Hdu dt :/Sen(2Ht)dt _ COS(2HS)+ :
0 0 0
e F'(s) =sen 2/Hdu = sen(2Hs);
/ l [ 2H
e G(s) :/COS Z/Hdu dt = /cos(ZHt)d W
0 0 0

G'(s) = cos Z/Hdu = cos (2Hs).

Substituindo em x(s) e y(s) da equagéo (3.2).

1

¥s) = [(F(s)+c1)’ +(G(s) +2)’]2

1
—cos( 2Hs +1 2 /sen(2Hs) 202
= +c1 | + T—l-cz

cos? 2Hs —2cicos(2Hs)+1  2cy(cos(2Hs) + 1
| icosEH 1 _2nCnGHIH) ()

1

(2 o))

{COSZ(ZHS) —2cy1cos8(2Hs) +1+4Hci(—cos(2Hs) + 1) —|—4H2(c1)2+

4H?
1
N sen(2Hs)+ ik
——+c
2H ?
_ [(=2—4Hcy)cos*(2Hs) +cos(2Hs) + 1 +4Hcy +4H?(c1)?* | sen?(2Hs)
B 4H? 4H2
1
2¢psen(2Hs) E
g +(c2)

1

B {1 +(—2—4Hcy)cos(2Hs) +4Hcysen(2Hs) + 1 +4Hcy +4H?(c1)? —|—4H2(cz)2] 2
B 4H?

1
(—2—4Hcy)cos(2Hs) +4Hcy sen(2Hs) +2 +4Hcey +4H?((c1)? + (c2)?)] 2
4H?
1

1
= @ [(—2—4Hcy)cos(2Hs) +4Hcp sen(2Hs) +2 +4Hcy +4H?((c1)* + (c2)?)] * .
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Definindo A =4Hcp e B= —2—4Hc¢;.

1
1 B+2)2 A27:2
ys) = — {Bcos(ZHs)—f—Asen@Hs) —B+( Z ) +Z}

2|H|

1
B+2)*  A?]?
B2 Al

cos(2Hs) + 1 1

— s [V R (

2H] sen(2Hs)> —B+

B A
VA? + B? VA2 4+ B?

Como as funcdes seno e cosseno possuem as seguintes propriedades:

e imagens definidas no intervalo [—1,1];
e cos’(0)+sen’(8) =1,V 0 cR.

Podemos afirmar que existe r € R tal que

B A

sen(r) = —— = e Cos(r) = ———,
() ‘/A2+B2 (> ,/A2_|_B2

podemos reescrever a ultima equagdo como,

y(s) = ﬁ {\/A2 + B2 (sen(r) cos(2Hs) 4 cos(r)sen(2Hs)) — B+

Tomando 2D = /A2 + B2.

y(s) = ﬁ [2D (sen(r)cos(2Hs) +cos(r)sen(2Hs)) — B+

= ﬁ [2D (sen(r)cos(2Hs) 4 cos(r) sen(2Hs)) + 1 +D2} 2

1 214
= 2] [2Dsen(2Hs+r) +1+D7] .

Obtemos que

1 1
y(s) = T [2Dsen(2Hs+r) + 1+ D?]? (3.24)



Por outro lado temos,

N

x(s) = /F'(f)<G<f) +¢2) = GO (F (1) +e1)

0

T dt+c3

[(F () +c1)>+ (G(t) +c2)?]2

S -sen(2tH) (% +cz) — cos(2Ht) <% +c1> |
— dt+c3
/ ¥(7)
0 L |
s [ sen(2H?) (Senz(ilH’) +cz) — cos(2Ht) (% +c1> |
— dt+c3
/ ¥(#)
0 L i
/S 'sen(ZHtZ):IenQHt) e sen(ZHt) + cos(ZHt)(gI);(ZHt)—l) —¢ COS(2HI) it
= 3
()
0 L
S [ sen®(2Ht)+2c,H sen(2Ht)+cos? (2Ht)—cos(2Ht)—2c H cos(2Ht)
2H
— dt +c3
/ ()
0 L
S T 142cH sen(2Ht)+2(I;172c1H) cos(2Hr)
= dt+C3.
/ ¥(7)
0 L
A B
Como A =4Hcy = 5 =2Hc; e B=-2—4Hc| = 5 =—1—2Hc
| A B
57 (145 sen(2Ht) + 5 cos(2Ht
:>/2H(2()2())dt+c3
(1)
0 L
1 VAZ+B? A
_ /S 577 (1+ 2+B <\/A2+BZ sen(2Ht)—|—\/ﬁcos(2Ht)>) i
¥(7)
0 L
/S -ﬁ (1 + —VAZZJFBZ (cos(r)sen(2Ht) + sen(r) cos(2Ht))> it
= t C3.
¥(7)
0 L
A%+ B?
Como D = — obtemos
N /S _%(1+D(cos(r) sen(2Ht) + sen(r) cos(2Ht))) i+ ex
¥(7)
0 L
o r
_ / % (1+Dsen(2tH +7r)) di s
0 L

y(t)
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1 1
Pela equagao temos que y(t) = 35 [2Dsen(2Ht +r) + 1+ D] 2.

Sl L (1 Dsen2H1 4 1)
x(s) = / - | dt+c3
o | 5 [2Dsen(2Ht +r) + 1+ D?]2
.
1+D 2Ht
:/ TDsenQHIYY | gy e,
o L[2Dsen(2Ht+r)+1+D?]?

Logo,
S
| + Dsen(2Ht 1 I
(x(s),(s),0) = / +Dsen(2H: +7) o | dt +c3,~— [2Dsen(2Hs +r) + 1+ D?] % ,0
2Dsen(2Ht +r) + 1+ D22 2|H]|
Definindo ¢ = — +7 em x(s)
~2H s
s+ 5
| + Dsen(2HT _
x(s):/ + Dsen(2Hi) - | df +cs.
4 L[2Dsen(2Hf)+ 1+ D?]?
2H

Como ¢ variavel de integracdo podemos definir r =1,

S+
1+D 2Ht 1 1
(x(s),(s),0) = / + Dsen(2H1) di +c3, = [2Dsen(2Hs +r) + 1+ D?]2 0
7 |L[2Dsen(2Ht) +1 +D2] 2|H]
2H
Analogamente, escrevendo s = 2_—; +5
1+D 2Ht 1 1
(x(5),¥(5),0) = / + Dsen(2Hr) - | dt +¢3,~— [2Dsen(2H5) + 1+ D?] % ,0
[2Dsen(2Ht) + 1+ D?)2 2|H]|
2H
Escolhendo
1+ Dsen(2Ht)

dr,

-]

[2Dsen(2Ht) + 1 +D2]
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podemos reescrever x(§) como,

1+ Dsen(2Ht)
| [2Dsen(2H1) + 1+ D?)? |

§
1+D 2Ht
x(5) = / +Dsen( ) -l dt+c3
9 L[2Dsen(2Ht)+ 1+ D?]2 ]
2H
_ / [ 1+ Dsen(2Ht) | ] s +7 1+ Dsen(2Ht) gt
7 |[2Dsen(2Ht) + 1+ D?]? | [2Dsen(2Ht) + 1 +D2]
2H
/S_
0

Como § é um parametro comprimento de arco, podemos redefinir § = s com o intuito de limpar
a notacéo,

1+D 2Ht 1 1
(x(5),¥(5),0) = / + Dsen(2H1) - | dt, =— [2Dsen(2H5) + 1 +D2} 2.0
o L[2Dsen(2Ht)+ 1+ D?]? | 2|H]|

s r -

/ 1+ Dsen(2Ht) 1 L

- | dt, [2Dsen(2Hs) +1+D?*]?,0
o L[2Dsen(2Ht)+ 1+ D?]? | 2[H]

= (x(s),y(s),O).

Portanto, a curva
v(s,H,D) = (x(s,H,D),y(s,H,D),0),

em que
1+D 2Ht
/ + Dsen(2Ht) it
[2Dsen(2Ht) + 1 —|—D2]
e . 1
y(s,H,D) = 2] [2Dsen(2Hs) +1+D?*]%.
¢ a geratriz de uma superficie de revolugdo com curvatura média constante H # 0. O]

3.2 Analise de y(s,H,D).

Nessa sec¢do, considerando a aplicagao (s, H,D) dada por (3.1), (3.22) e (3.23), estuda-
remos a sua dependéncia em termos de s,H e D.
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Proposicéo 3.2.1. A aplicagao y(s,H,D) satisfaz a igualdade

v(s,—H,D) =v(s,H,—D).

Demonstracdo. Primeiramente observamos que
Y(s,—H,D) = (x(s,—H,D),y(s,—H,D)).

A partir disso, analisamos x(s, —H,D),

s

1+D 2Ht)
x(s,—H,D) = / +Dsen(—
o L[2Dsen(— 2Ht)+1~|—D2
-

- / 1+ (=D)sen(2H1)
o L[2(=D)sen(2Ht)+1+(—D)?]

1 — Dsen(2Ht)
—2Dsen(2Ht) +1 —I—Dz]2

dt

a-f]

dt =x(s,H,—D).

D=

Analogamente,

y(s,—H,D) = ] [2Dsen(— 2Hs)+1+D2]
_ ﬁ [2(—D)sen(2Hs) + 1+ (~D)?]* = y(s.H, D).

2
= 2H [—2Dsen(2Hs) +1+D }

Obtemos que

Y(s,—H,D) = (x(s,—H,D),y(s,—H,D),0) = (x(s,H,—D),y(s,H,—D),0) =y(s,H,—D).

Na préxima proposigédo vamos analisar o que ocorre quando deslocamos o parametro com-
primento de arco.

Proposicao 3.2.2. Sejay(s,H,D) como no Teorema|3.1.1 entdo vale a igualdade

y<s— %,H,D) —y(s,H,-D)— @

em que
1+ (—D)sen(2Ht)
2(—D)sen(2H1) + 1+ (—D)?]?

dt,0,0
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Demonstracdo. Primeiramente, observe que

T T T
1(s= 5 H:0) = (x(s= 57:#:2) 3 (s 57 #.0) 0.

com essa informacao podemos analisar separadamente as coordenadas da curva regular, co-

megando com

s I
( T HD) /2H 1+ Dsen(2Ht) gt
x(s—=—,H, = -
2H ) | [2Dsen(2H1) +1+ D2
realizando t =17 + "
O 2H
T
1+ Dsen(2H (f + 75 _
= / ( ( ZH)) 1 df
F4+ 212
x | [2Dsen(2H (7+ 3)) + 1+ D?]

s r

1+ Dsen(2Hi + )

— dt
n/ | 2Dsen(2Hi +7) + 1 —|—D2]%

s r

1 + D[sen(2HT) cos(m) + sen(m) cos(2H7)|

= dr
n/ | [2D[sen(2HT) cos(7) + sen () cos(2H?)] + 1 + Dz]% t

s r

/ 1 — Dsen(2Hf)
2 L[—2Dsen(2H7) + 1+ D?]

dt

N—

1+ (—D)sen(2H1)

| dt
[2(—D)sen(2Ht) + 1+ (—D)?]?

o f

0

D=

— /s 14 (—D)sen(2Hr)
o L[2(=D)sen(2Hr)+ 1+ (—D)?]

T
2H

= x(s,H,—D)—/
= x(s,H7—D)—2.

1+ (—D)sen(2Ht)

| ar
[2(—D)sen(2Ht) + 1+ (—D)?|?




Por outro lado,

1
T T 2
y(s—ﬁ,H,D> - [2Dsen< <s—ﬁ))+1+zﬂ2

1

2Dsen (2Hs — ) + 1+ D?]?

2Dsen 2Hs + 1 —|—D2]

[
[
[ 1
[2(—D)sen(2Hs) + 1+ (—D) ]
= y(s,H,—D).

Temos que,

(o gy) = (o))
x(s,H,—D)—a,y(s,H,—D),

(oe( 0)
= (x(s,H,—D),y(s,H,—D),0)+ (—a,0,0)
(x(s,H,—D),y(s,H,—D),0) — (a,0,0)
= Y(s,H,—D)—d.

1
2D[sen(2Hs) cos(m )+sen( )cos(2Hs)] + 1+ D?]?
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Na préxima proposi¢do vamos analisar o comportamento do pardmetro H em y(s,H,D) em

relacdo a multiplicagdo por um namero real positivo.

Proposicéo 3.2.3. Sejay(s,H,D) como no Teorema|3.1.1}, a igualdade
1
Y(s,AH,D) = (7») v(As,H,D), A > 0.
é vélida.
Demonstragdo. Tem-se que,
v(s,AH,D) = (x(s,AH,D),y(s,AH,D),0).

Primeiramente vamos verificar para a primeira coordenada da curva,

x(s,AH,D) = / 1+ Dsen(2\H¢t) |
o L[2Dsen(2AHt)+ 1+ D?]? |
_ / [ 1+Dsen(2AH!) | "
o L[2Dsen(20Ht) + 1 —|—D2]




Realizando substituicdo simples u = Ar com A > 0,

x(s,AH,D) =

A

1+ Dsen(2Hu)
[2Dsen(2Hu) + 1 -|-D2]2

du

x/

x(ks,H,D).

Vamos analisar a segunda coordenada da curva,

y(s,AH,D) =

Obtemos que,

2
3] [2Dsen(2AHs) + 14D ]

! 211
] [2Dsen(2AHs) + 1+ D"

%y(?»s,H,D).

(x(s,?»H,D),y(s AH,D),0)

< x(?Ls,H,D),}Ly(M H,D), O)
%(x(?»s,H,D),y(KS,H;D)»O)

> v(As,H,D), &> 0.

47

O

Observacéo 3.2.1. Segue das Proposi¢éoes (3.2.7), (3.2.2) e (3.2.3) que é suficiente e conside-

rarD >0 e H > 0 no Teorema (3.1.1).

Daqui por diante, analisaremos o comportamento da curva geratriz y(s,H,D) para diversos

valores de D. Comegamos com D = 0.

Proposicao 3.2.4. A superficie gerada pela rotagao de

(s,

1
H.0) = —
,0) <S’ 2H’0) ’

) . . 1
em torno do eixo x é um cilindro circular reto de raio ﬁ'

Demonstragdo. Fazendo D =0 em (3.1),
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S
1 1
H,0) = H.0 H.,0),0) = dt,—.,0 | = —.0
105.H.0) = (x6.H,0)(6:H.0).0) = | [at.57.0) = (s.55:0)
0

que forma uma linha reta que ao ser rotacionada em torno do eixo x gera um cilindro de raio

1
——, como estéa na figura
2H g

(s, H,0)

(a) Reta. (b) Cilindro.

Figura3.3: D=0
O

3n
Restringindo a variagdo do parametro comprimento de arco no intervalo <0, ﬁ) , podemos

analisar o caso quando D = 1.

3n
Proposicao 3.2.5. A rotagdo de um arco de circulo com s € <O > é

"4H
1 —sen(2Hs) 1 1 1
H, 1) = — : 2Hs)+1]2,0
Vs H, 1) ( 2V2H 2V2H \2H [sen(2Hs) +1] )

, , 1
em torno do eixo x é uma esfera de raio I

Demonstragdo. Seja D =1 em (B.1),

v(s,H,1) = (x(s,H,1),y(s,H,1),0).
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Analisando a coordenada x(s,H, 1),

(5.H.1) / 1 +sen(2Ht) / 1 + sen(2Ht)
xs? ) —
/24 2sen( 2Ht \/2 1+sen 2Ht))
B / 1+sen 2Ht / 1+sen2Ht dr
\/_\/l—l—sen 2Ht /1 +sen(2Ht)

= — 1 + sen(2Ht)dt
ﬁ/ )

_ f/m<vl‘““ 2Ht)>dt

1 —sen(2Ht)

B L/ /1 +sen(2Ht)+/1 —sen( 2Ht)dt
1 —sen(2Ht)

\/ (1+sen(2Ht))(1 —sen(2Ht))dt

\/_ 1 —sen(2Ht)
_ /\/l—senZHt)dt
V2 \/1—sen(2Ht)

_ L/S \/ (cos(2H1))? gt
\/EO /1 —sen(2Ht)

cos(2Ht)

1
B ﬁo/ V11— sen(2Ht)dt

Realizando a substituigdo simples com u = /1 —sen(2H?) e

H cos(2Ht
du COSCHD gy oo ™ g — cos(2Hr) di

1 —sen(2Ht) H
( uty) ‘)
1 u 1 u 1 —sen(2Hs) 1
:—/—du:—/lduz = -
V2 o) uH V2H b V2H V2H V2H
u u

Entao temos que
1 —sen(2Hs) 1

V2H  2H’

x(s,H,1)=
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por outro lado,

y(s,H,1) = —— [2sen(2Hs)+1+1]2

= [2sen(2Hs) + 2]%

Obtemos que a curva geratriz com D = 1 é dada por

1 —sen(2Hs) 1 1
V2H V2H \2H

Y(s,H, 1) = < [sen(2Hs)+1]% ,0) :

3n
em que s pertence ao intervalo <O, ﬁ) consequentemente a geratriz é regular (\/(s,H, 1) #

1 1
0). Geometricamente Y(s,H,1) € um semi-circulo com centro em (——,0,0> e raio 72

V2H

quando rotacionada em torno do eixo x gera uma esfera como esté representado na figura 3.4

(s, H,1)

(a) Semi-circulo. (b) Esfera.

Figura3.4:D =1

Pelo texto The Surfaces of Delaunay [3], temos que se rolamos uma cdnica sobre a reta
tangente sem que haja deslize, o seu foco descreve uma curva que quando rotacionada em
torno do eixo x forma uma superficie de revolucdo com curvatura média constante. A trajetoria
do foco da elipse com a, b € R é a onduléaria caracterizada pela equagao
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y2+2ayx’ +b* =0, a > b. (3.25)

Por outro lado, o foco da hipérbole gera a nodéide com

v+ +2ayx’ —b* =0, a, b€ R. (3.26)

Estabelecemos uma relagdo entre as constante a, b € R referente as equacdes (3.25) e
(3.26), com a equacéo diferencial estudada por Kenmotsu [2]

1 1-D?

¥ (s) — Ey(s)x’(s) + g =0 (3.27)

Para que ocorra a ligagdo das constantes da equacéao (3.25) e (3.27), D deve pertencer ao
intervalo (0, 1) consequentemente obtemos

1 1 —D?
— 4 e bh? =
4=+ o€ AH?

COmo essa associagao e a equagao (3.25) podemos afirmar que a geratriz € uma ondularia. Por
outro lado, se D é maior que 1 conseguimos vincular as equacoes (3.27) e (3.26), de modo que

1 1-D?
—4+_—eb’=—
‘T o [4H2]

e como (3.27) podemos garantir que a geratriz € a noddide. As proposi¢oes e
sumarizam as afirmagdes anteriores.

Proposicao 3.2.6. Para0 < D < 1, obtemos a ondularia que gera a Onduldide.

(a) Ondularia (b) Onduléide

Figura35:0<D < 1



Proposicao 3.2.7. Para D > 1, obtemos a nodaria que gera a Noddide.

(a) Nodaria (b) Noddide

Figura3.6: D > 1

52
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4 Conclusao

Gracas aos resultados fornecidos pelo Teorema (3.0.7) e as Proposicdes (3.2.7) até (3.2.7) ,
verificamos que a expressao

1+ Dsen(2Ht) 1
[2Dsen(2H1) + 1+ D?)2 2|H]

[2Dsen(2Hs) + 1 —|—D2]%,O

v(s,H,D) = /

0

fornece uma parametrizacao a 1-parametro das superficies do tipo Delaunay X em que:

1
1. se D =0, temos cilindros retos de raio ﬁ;
2. se 0 < D < 1, temos onduldides;
1
3. se D =1, temos esferas de raio ﬁ;
4. se D > 1, temos nodoides.
o onduldides . nododides
cilindros esferas

Ou seja, dada

X(s,t,H,D) = (x(s,H,D),y(s,H,D)cos(t),y(s,H,D)sen(t))

a aplicacao

X(s,t,H,"): Ry =Xy
D+ X(s,t,H,D)

€ sobrejetiva.
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