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Resumo

Baseamos os estudos desta monografia no artigo de Kenmotsu [2], cujo principal objetivo
é obter uma família de três parâmetros, ou menos, da geratriz de superfícies de revolução com
curvatura média constante. Obtemos ao decorrer do trabalho as superfícies do Tipo Delaunay,
que são: cilindros retos, esferas, catenóides, ondulóides e nodóides; devemos ressaltar que os
cálculos são diferentes do que Delaunay trabalhou em [1].

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Superfície de Revolução, Curvatura Média, Curvatura
Média Constante, Superfícies do Tipo Delaunay.



Abstract

We base the studies of this monograph on the article by Kenmotsu [2], whose main objec-
tive is to obtain a family of three parameters, or less, of the generatrix of surfaces of revolution
with constant mean curvature. During the work, we obtain Delaunay Type surfaces, which are:
straight cilinders, spheres, catenoids, unduloids and nodoids; we must point out that the calcu-
lations are different from what Delaunay worked in [1].

Keywords: Differential Geometry, Revolution Surface, Mean Curvature, Constant Mean Cur-
vature, Delaunay Type Surfaces.
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1 Introdução

Este trabalho tem como objetivo estudar as superfícies de revolução com curvatura média

constante (CMC), que é um tema de grande relevância em Geometria Diferencial. Uma superfí-

cie S com curvatura média H pode ser descrita em R3, por exemplo, como uma bolha ou película

de sabão onde a pressão exterior e interior são forças de tensão que estão balanceadas. A ma-

temática Sophie Germain utilizou esse conceito na Teoria de elasticidade, que contribuiu para a

construção da Torre Eiffel [5].

Determinar superfícies com CMC pode ser complicado, por isso devemos impor algumas

restrições a sua natureza visando facilitar a obtenção de algumas soluções. A restrição proposta

neste trabalho é que as superfícies sejam de revolução, isto é, vamos trabalhar com superfícies

CMC que são obtidas pela rotação de uma curva geratriz em torno de um eixo. Charles-Eugène

Delaunay [1] em 1841, provou que ao rolarmos uma cônica sobre uma reta tangente sem que

haja deslizes, o seu foco descreve uma curva, que quando rotacionada forma uma superfície de

revolução com curvatura média constante, que é dada por

X(s, t) = (x(s),y(s)cos(t),y(s)sen(t)), (1.1)

em que s é o parâmetro comprimento de arco . Com isso, as funções x(s) e y(s) satisfazem a

equação diferencial ordinária

y(s)±2ay(s)x′(s)±b2 = 0, (1.2)

sendo a e b constantes positivas [1]. Delaunay estudou a trajetória do foco da parábola, elipse

e hipérbole que geram, respectivamente, o catenóide, a ondulóide e a nodóide.

O texto deste trabalho está organizado de modo que no segundo capítulo, são desenvolvidos

conceitos que serão utilizados durante o texto, especialmente a parametrização de uma su-

perfície de revolução, cuja curva geratriz é regular e parametrizada pelo comprimento de arco.

Em particular, a expressão da curvatura média de uma superfície de revolução com geratriz

(x(s),y(s),0) satisfaz a equação

H =
1
2

[
x′′y′− x′y′′+

x′

y

]
(1.3)
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O terceiro capítulo é baseado no trabalho [2] de Katsuei Kenmotsu. Pela análise da equa-

ção (1.3), concluímos que a superfície (1.1) possui curvatura média constante H 6= 0 então

as possíveis geratrizes dessa superfície constituem uma família de dois parâmetros (H,D) de

curvas

γ(s,H,D) =

 s∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt,

1
2|H|

[
2Dsen(2Hs)+1+D2] 1

2 ,0

 (1.4)

em que H, D são constantes e s é o parâmetro comprimento de arco. Após a análise da

dependência da curva γ(s,H,D) em relação a D e H, concluímos que basta considerar D ≥ 0

em (1.4). De modo que γ(s,H,0) é uma reta e o traço de X(s, t) é um cilindro reto de raio
1

2|H|
.

Para D = 1, γ(s,H,1) é um semicírculo de raio
1
|H|

que gera uma esfera. A análise de (1.2) e

(1.3), nos leva que para 0 < D < 1 as superficies obtidas são as ondulóides e para D > 1 as

nodóides.
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2 Fundamentos teóricos

Neste capitulo vamos estabelecer algumas anotações e definições que serão utilizadas ao

longo do trabalho.

2.1 Curvas planas regulares

Uma aplicação diferenciável (de classe C∞)

γ : I→ R2,

com I um intervalo aberto da rela (I ⊂R), é dita uma curva parametrizada. O traço da aplicação

é gerado pelo conjunto imagem de γ(I)⊂ R2, como está esquematizado na figura 2.1.

Figura 2.1: Curva parametrizada .

Para cada t ∈ I, γ(t) é dado por

γ(t) = (x(t),y(t)), t ∈ I,
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em que x(t) e y(t) são funções diferenciáveis de classe C∞. O vetor tangente à curva γ(t) é

γ
′(t) = (x′(t),y′(t)), t ∈ I,

se γ
′(t) 6= 0 para todo t ∈ I, pode-se afirmar que γ(t) é uma curva regular para todos t ∈ I.

Figura 2.2: Derivada.

Exemplo 2.1.1. γ(t) = (cos(t)− 1.2cos(10t),sen(t)− 1.2sen(10t)) com t ∈ (0,2π), é a para-

metrização do Hipotrocóide que está representado na figura 2.3. O Hipotrocóide é uma curva

regular, para todo t ∈ (0,2π).

Figura 2.3: Hipotrocóide.

Definição 2.1.1 (Comprimento de arco e função comprimento de arco). O comprimento de arco

de uma curva regular γ : I ⊂ R→ R2, entre o ponto inicial t0 ∈ I e o ponto final t ∈ I é dado por

l =
t∫

t0

‖γ′(u)‖du. (2.1)
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A função comprimento de arco iniciando em t0 até t é dada por

s(t) =
t∫

t0

‖γ′(u)‖du,

para t ≥ t0. No caso t ≤ t0 a função comprimento de arco de t até t0 é

s(t) =−
t∫

t0

‖γ′(u)‖du =

t0∫
t

‖γ′(u)‖du.

Figura 2.4: Comprimento do arco determinado de γ(t0) a γ(t).

Exemplo 2.1.2. O comprimento de arco da curva γ(t) = (3cos(t),3sen(t)) com t ∈ I, iniciando

em t0 = 0 e terminando em t =
π

3
é:

l =

π

3∫
0

[(3sen(t))2 +(3cos(t))2]
1
2 dt =

π

3∫
0

[9(sen2(t)+ cos2(t))]
1
2 dt

=

π

3∫
0

[9]
1
2 dt =

π

3∫
0

3 dt = 3
(

π

3

)
= π.

Figura 2.5: Comprimento de arco γ(t) de t = 0 até t =
π

3
.

Definição 2.1.2. Dada uma curva regular α : I→R2 é dita parametrizada pelo comprimento de

arco se, para cada t0, t ∈ I, t ≥ t0, o comprimento do arco da curva α de t0 a t é
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t∫
t0

‖α′(u)‖du = t− t0.

Proposição 2.1.1. Seja J ⊂ R um intervalo, uma curva regular α : J→ R2 está parametrizada

pelo parâmetro comprimento de arco s ∈ J se, e só se,

‖α′(s)‖= 1.

Demonstração. Seja α parametrizada pelo comprimento de arco, então

s(t) =
t∫

t0

‖α′(u)‖ du = t− t0,

⇒ s(t) = t− t0

derivando obtemos

s′(t) = ‖α′(t)‖= 1.

Reciprocamente, se ‖α′(t)‖= 1 e com t0 ∈ I fixo então para cada t ∈ I com t ≥ t0, a função

comprimento de arco é:

s(t) =
t∫

t0

‖α′(u)‖ du = t− t0

Portanto α está parametrizada pelo comprimento de arco. Para t ≤ t0 a demonstração é

análoga.

Exemplo 2.1.3. Considere a Catenária

γ(t) = (t,cosh(t)) , t ∈ R.

Temos que a primeira derivada é

γ
′(t) = (1,senh(t))

e a norma

‖γ′(t)‖=
√

1+ senh2(t) =
√

cosh2(t) = |cosh(t)|= cosh(t)



17

portanto a função comprimento de arco de γ, a partir de t0 = 0, é

s(t) =

t∫
0

‖γ′(u)‖ du

=

t∫
0

cosh(u) du

= senh(t).

Definição 2.1.3. Seja a curva regular γ : I→ R2 e h : J→ I, uma função diferenciável (C∞) tal

que h′(t) 6= 0 em J e h(J) = I, com I e J intervalos de R. A aplicação é

α = γ◦h : J→ R2 (2.2)

é uma curva regular que possui o mesmo traço de γ, temos que h é uma mudança de parâmetros

e dita uma reparametrização de α por h, como visto na figura 2.6.

Figura 2.6: mudança de variável

Exemplo 2.1.4. A curva γ(t) = (rcos(t),rsen(t)) com r > 0, possui reparametrização pelo com-

primento de arco (s),

α(s) =
(

r cos
(s

r

)
,r sen

(s
r

))
.

em que h(s) =
s
r

, com r > 0.
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2.2 Superfícies parametrizadas regulares

Dada a aplicação diferencial de classe C∞

X : U → R3,

com U um aberto de R2. Para cada par ordenado (u,v) ∈U construímos um ponto

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) ∈ R3, (u,v) ∈U.

Se fixarmos (u0,v0) ∈U obtemos o ponto X(u0,v0) como está representado na figura 2.7

Figura 2.7: Representação de X(u0,v0) no espaço euclidiano.

Variando u e v no aberto U obtemos S que é o traço da imagem de X .

Figura 2.8: Traço de X .
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A aplicação X : U → R3 produz uma superfície parametrizada, fixando u0 ∈ U e variando

v ∈U obtemos
X(u0, ·) : U → R3

(u0,v) 7→ X(u0,v),

fixando v0 ∈U e variando u ∈U obtemos

X(·,v0) : U → R3

(u,v0) 7→ X(u,v0).

X(u0,v) e X(u,v0) são chamadas curvas coordenadas.

Figura 2.9: Curvas coordenadas.

Como X é uma aplicação diferenciável de classe C∞, podemos obter os vetores tangentes às

curvas coordenadas Xu(u0,v0) e Xv(u0,v0) .

Figura 2.10: Vetores tangentes às curvas coordenadas Xu(u0,v0) e Xv(u0,v0).
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Definição 2.2.1. Uma superfície parametrizada regular é uma aplicação X : U → R3, em que

U é um aberto de R2,

• X é diferenciável de classe C∞;

• Para todo q = (u0,v0) ∈U , Xu(u0,v0)×Xv(u0,v0) 6= 0.

Exemplo 2.2.1. Considere a aplicação X : U → R3 definida por

X(u,v) = (vcos(u),vsen(u),u).

Possui as seguintes derivadas parciais:

• Xu = (−vsen(u),vcos(u),1);
• Xv = (cos(u),sen(u),0).

Em que

Xu×Xv =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

−vsen(u) vcos(u) 1
cos(u) sen(u) 0

∣∣∣∣∣∣∣
= (sen(u),cos(u),−v) 6= 0, ∀(u,v) ∈U.

X(u,v) é uma superfície parametrizada regular pois é de Classe C∞ e Xu×Xv 6= 0 para todo

(u,v) ∈U . O traço de X é o Helicóide.

Figura 2.11: Helicóide.
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2.2.1 Superfície de Revolução

Seja α(s) = (x(s),y(s),0) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,

contida em um intervalo aberto I ⊂ R em R2, de classe a C∞, por exemplo a figura 2.12.

Figura 2.12: α(s) = (x(s),y(s),0).

Rotacionando a curva α em torno do eixo x, obtemos a parametrização da superfície em

função de s(parâmetro comprimento de arco) e u ∈ R , como nas figura 2.14.

Figura 2.13: Rotação de α(s) em torno de x.

Pela figura 2.13 conseguimos a relação para qualquer ponto P pertencente a superfície de

revolução em que y(s) 6= 0, com

Figura 2.14: Relação.
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• cos(u) =
y

y(s)
⇒ y = y(s)cos(u);

• sen(u) =
z

y(s)
⇒ z = y(s)sen(u).

Obtemos que a parametrização da superfície é dada por,

X(s,u) = (x(s),y(s)cos(u),y(s)sen(u)).

Realizando as derivadas parciais em relação a u e s.

Xs = (x′(s),y′(s)cos(u),y′(s)sen(u))

Xu = (0,−y(s)sen(u),y(s)cos(u))

Verificaremos se a superfície é regular através do produto vetorial entre Xs e Xu.

Xs×Xu =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

x′(s) y′(s)cos(u) y′(s)sen(u)
0 −y(s)sen(u) y(s)cos(u)

∣∣∣∣∣∣∣=(y(s)y′(s),−x′(s)y(s)cos(u),−x′(s)y(s)sen(u))

(2.3)

Como α(s) é uma curva regular com,

‖Xs×Xu‖ =
√
[y(s)y′(s)]2 +[−x′(s)y(s)cos(u)]2 +[−x′(s)y(s)sen(u)]2

=
√
[y(s)]2[y′(s)]2 +[x′(s)]2[y(s)]2 cos2(u)+ [x′(s)]2[y(s)]2 sen2(u)

=
√

[y(s)]2[y′(s)]2 +[x′(s)]2[y(s)]2[cos2(u)+ sen2(u)]

=
√

[y(s)]2[y′(s)]2 +[x′(s)]2[y(s)]2 =
√
[y(s)]2[[y′(s)]2 +[x′(s)]2]

=
√

[y(s)]2 = y(s) 6= 0,

portanto X é uma superfície parametrizada regular.

Definição 2.2.2 (Vetor normal). Um vetor normal a uma superfície parametrizada regular X(u,v)

em q = (u0,v0) ∈ X(u,v) se, somente se, é ortogonal ao plano tangente de TqX , isto é, ortogo-

nal a todos os vetores tangentes a X em q. Definimos a aplicação normal de Gauss como

N : U ⊂ R2→ R3

q = (u,v) 7→ N(q) =
Xu×Xv

‖Xu×Xv‖
(u,v)

(2.4)

Exemplo 2.2.2. Dada a superfície parametrizada regular X(u,v) = (cos(u),sen(u),v), temos

que

Xu = (−sen(u),cos(u),0) e Xv = (0,0,1)
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o vetor normal ao ponto X
(

π

2
,2
)

na superfície do cilindro é dado por

N
(

π

2
,2
)

=
(−sen(u),cos(u),0)× (0,0,1)
‖(−sen(u),cos(u),0)× (0,0,1)‖

(
π

2
,2
)

=
(0,1,0)
‖(0,1,0)‖

= (0,1,0).

Como está representado na figura 2.15.

Figura 2.15: Vetor normal ao cilindro.

Dada a aplicação X : U ⊂R2→R3, onde U é um conjunto aberto, tem-se que TqX é o plano

tangente que possui o conjunto de vetores tangentes a X em q = (u0,v0).

2.2.2 Curvatura média

Dada a superfície parametrizada regular X : U ⊂ R2 → R3, onde U é um conjunto aberto,

podemos calcular a curvatura média com os coeficientes da primeira e segunda forma, como

descrito na equação (2.5),

H =
1
2

eG−2 f F +Eg
EG−F2 , (2.5)

as funções E = 〈Xu,Xu〉, F = 〈Xu,Xv〉 e G = 〈Xv,Xv〉 diferenciável são denominado coeficientes

da primeira forma e e = 〈Xuu,N〉, f = 〈Xuv,N〉 e g = 〈Xvv,N〉 coeficientes da segunda forma.
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Exemplo 2.2.3. Um exemplo clássico de uma superfície parametrizada regular é a esfera uni-

tária

X(u,v) = (cos(u)sen(v),sen(u)sen(v),cos(v)), u ∈ R e 0 < v < π,

que possui os seguintes derivadas parciais:

• Xu = (−sen(u)sen(v),cos(u)sen(v),0);
• Xv = (cos(u)cos(v),sen(u)cos(v),−sen(v));
• Xuu = (−cos(u)sen(v),−sen(u)sen(v),0);
• Xvv = (−cos(u)sen(v),−sen(u)sen(v),−cos(v));
• Xuv = (−sen(u)cos(v),cos(u)cos(v),0)

e o vetor normal:

N(u,v) =
Xu×Xv

‖Xu×Xv‖
(u,v)

=
(−sen2(v)cos(u),−sen2(v)sen(u),−sen(v)cos(v))
‖(−sen2(v)cos(u),−sen2(v)sen(u),−sen(v)cos(v))‖

=
(−sen2(v)cos(u),−sen2(v)sen(u),−sen(v)cos(v))

|sen(v)|

=
(−sen2(v)cos(u),−sen2(v)sen(u),−sen(v)cos(v))

sen(v)
= (−sen(v)cos(u),−sen(v)sen(u),−cos(v)).

Com esse dados podemos estabelecer os coeficientes da primeira e da segunda forma:

E = 〈Xu,Xu〉= sen2(v); e = 〈Xuu,N〉= sen2(v);
F = 〈Xu,Xv〉= 0; f = 〈Xuv,N〉= 0;
G = 〈Xv,Xv〉= 1; g = 〈Xvv,N〉= 1.

Substituindo na equação (2.5) para obter a curvatura média

H =
1
2

eG−2 f F +Eg
EG−F2 =

1
2

sen2(v) ·1−2 ·0 ·0+ sen2(v) ·1
sen2(v) ·1−02

=
2sen2(v)
2sen2(v)

= 1.

Portanto, concluímos que a esfera unitária possui curvatura média igual a 1.

Exemplo 2.2.4. Considere cilindro circular reto de raio r com parametrização

X(u,v) = (r cos(u),v,r sen(u)), u ∈ R e 0 < v < π,
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Figura 2.16: Esfera unitária.

que possui as seguintes derivadas parciais:

Xu = (−r sen(u),0,r cos(u)); Xuu = (−r cos(u),0,−r sen(u));
Xv = (0,1,0); Xuv = (0,0,0);

Xvv = (0,0,0)

e o vetor normal:

N(u,v) =
Xu×Xv

‖Xu×Xv‖
(u,v) =

(−r cos(u),0,−r sen(u))
‖(−r cos(u),0,−r sen(u))‖

=
(−r cos(u),0,−r sen(u))

‖r‖
=

(−r cos(u),0,−r sen(u))
r

= (−cos(u),0,−sen(u)).

Com esse dados podemos estabelecer os coeficientes da primeira e da segunda forma:

E = 〈Xu,Xu〉= r2; e = 〈Xuu,N〉= r;
F = 〈Xu,Xv〉= 0; f = 〈Xuv,N〉= 0;
G = 〈Xv,Xv〉= r2; g = 〈Xvv,N〉= 0.

Substituindo na equação (2.5) para obter a curvatura média

H =
1
2

eG−2 f F +Eg
EG−F2 =

1
2

r · r2−2 ·0 ·0+ r2 ·0
r2 · r2−02

=
r3

2r4 =
1
2r

.

Concluímos que a curvatura média é igual a
1
2r

.
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Figura 2.17: Cilindro de raio r.
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3 A curvatura média de uma Superfície de Revolu-
ção

Seja X(s,u) = (x(s),y(s)cos(u),y(s)sen(u)), (s,u) ∈ I× (0,2π), a superfície obtida pela

revolução de (x(s),y(s),0) em torno do eixo x. Para obter a expressão de curvatura média desta

superfície, sem perda de generalidade, podemos supor que γ é parametrizada pelo comprimento

de arco. Com

N(s,u) =
Xs×Xu

‖Xs×Xu‖
=

(y(s)y′(s),−x′(s)y(s)cos(u),−x′(s)y(s)sen(u))
y(s)

= (y′(s),−x′(s)cos(u),−x′(s)sen(u)),

e os coeficientes da primeira forma quadrática são:

• E = 〈Xs,Xs〉= [x′(s)]2 +[y′(s)]2 = 1;

• F = 〈Xs,Xu〉= 0;

• G = 〈Xu,Xu〉= [y(s)]2.

Para o cálculo dos coeficientes da segunda forma quadrática precisamos das derivadas parciais

Xss,Xsu e Xuu.

• Xss = (x′′(s),y′′(s)cos(u),y′′(s)sen(u));
• Xsu = (0,−y′(s)sen(u),y′(s)cos(u));
• Xuu = (0,−y(s)cos(u),y(s)sen(u)),

enquanto os coeficientes da segunda fórmula quadrática são:

• e = 〈Xss,N〉= x′′(s)y′(s)− x′(s)y′′(s);

• f = 〈Xsu,N〉= 0;

• e = 〈Xuu,N〉= x′(s)y(s).

Substituindo na fórmula de curvatura média da equação (2.5),

H(s) =
1
2

eG−2 f F +Eg
EG−F2 =

1
2
[x′′(s)y′(s)− x′(s)y′′(s)][y(s)]2 + x′(s)y(s)

[y(s)]2
.
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Portanto,

2H(s)y(s)− x′(s)− x′′(s)y′(s)y(s)+ x′(s)y′′(s)y(s) = 0. (3.1)

Através da equação (3.1) provaremos o Teorema principal desse capitulo que será apresen-

tado a seguir.

Teorema 3.0.1. Seja (x(s),y(s),0), s ∈ I, a geratriz regular, parametrizada pelo comprimento

de arco, de uma superfície cuja a curvatura média no ponto (x(s),y(s),0) é H(s). Então para

algumas constantes c1,c2 e c3 temos

(x(s),y(s),0) = γ(s,H(s),c1,c2,c3) = s∫
0

F ′(t)(G(t)+ c2)−G′(t)(F(t)+ c1)

[(F(t)+ c1)2 +(G(t)+ c2)2]
1
2

dt + c3, [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2 ,0

 , (3.2)

em que F(s) =
s∫

0

sen

2
t∫

0

H(u)du

dt e G(s) =
s∫

0

cos

2
t∫

0

H(u)du

dt.

Reciprocamente para qualquer função contínua H(s), s ∈ I, e qualquer vetor

(c1,c2,c3) ∈ T ×R := {(−F(s),−G(s)), s ∈ I}C×R,

podemos construir uma superfície de revolução por meio da equação (3.2) de tal modo que sua

curvatura média seja H(s) e condições iniciais dadas por:

• γ(0,H(0),c1,c2,c3) =
(

c3, [(c1)
2 +(c2)

2]
1
2 ,0
)

;

• γ
′(0,H(0),c1,c2,c3) =

(
c1[(c1)

2 +(c2)
2]−

1
2 ,c2[(c1)

2 +(c2)
2]−

1
2 ,0
)
.

Dividiremos a demonstração do Teorema 3.0.1 em 7 passos.

Passo 1. A equação (3.1) pode ser descrita como

2H(s)y(s)x′(s)+(y(s)y′(s))′−1 = 0. (3.3)

Demonstração. Multiplicando (3.1) por x′(s),

2H(s)y(s)x′(s)− [x′(s)]2− x′(s)x′′(s)y′(s)y(s)+ [x′(s)]2y′′(s)y(s) = 0.
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Colocando [x′(s)]2 em evidencia,

2H(s)y(s)x′(s)+ [x′(s)]2[y′′(s)y(s)−1]− x′(s)x′′(s)y(s)y′(s) = 0. (3.4)

Como (x(s),y(s),0) é parametrizada pelo comprimento de arco, tem-se que:

‖α(s)‖= 1⇒ [x′(s)]2 +[y′(s)]2 = 1⇒ [x′(s)]2 = 1− [y′(s)]2. (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4),

⇒ H(s)y(s)x′(s)+ [1− y′(s)]2][y(s)y′′(s)−1]− x′(s)x′′(s)y(s)y′(s)

= 2H(s)y(s)x′(s)+ y(s)y′′(s)−1− y(s)y′′(s)[y′(s)]2 +[y′(s)]2− x′(s)x′′(s)y(s)y′(s)

= 2Hy(s)x′(s)−1− y(s)y′′(s)[y′(s)]2− x′(s)x′′(s)y(s)y′(s)+ y(s)y′′(s)+ [y′(s)]2︸ ︷︷ ︸
(y(s)y′(s))′

= 2H(s)y(s)x′(s)−1− y(s)y′′(s)[y′(s)]2− x′(s)x′′(s)y(s)y′(s)+(y(s)y′(s))′

= 2H(s)y(s)x′(s)−1− y(s)y′(s)[y′(s)y′′(s)− x′(s)x′′(s)]+(y(s)y′(s))′

= 2H(s)y(s)x′(s)−1− y(s)y′(s)〈(x′(s),y′(s)),(−x′′(s),y′′(s))〉+(y(s)y′(s))′ = 0.

Tem-se que o vetor tangente é t = (x′(s),y′(s)) e t ′ = (x′′(s),y′′(s)), desta forma t ⊥ t ′ ⇒
〈t, t ′〉= 0.

2H(s)y(s)x′(s)−1− y(s)y′(s)〈(x′(s),y′(s)),(−x′′(s),y′′(s))〉︸ ︷︷ ︸
〈t,t ′〉=0

+(y(s)y′(s))′ =

2H(s)y(s)x′(s)+(y(s)y′(s))′−1 = 0.

O passo 2 a seguir é uma reformulação da equação (3.1), com uma estrutura diferente do

passo 1.

Passo 2. Podemos reescrever a equação (3.1) como

2H(s)y(s)y′(s)− (x′(s)y(s))′ = 0 (3.6)

Demonstração. multiplicando (3.1) por y′(s),

2H(s)y(s)y′(s)− x′(s)y′(s)− x′′(s)[y′(s)]2y(s)+ x′(s)y′(s)y′′(s)y(s) = 0
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Utilizando o fato de que [y′(s)]2 = 1− [x′(s)]2,

2H(s)y(s)y′(s)− x′(s)y′(s)− x′′(s)[1− [x′(s)]2]y(s)+ x′(s)y′(s)y′′(s)y(s)

= 2H(s)y(s)y′(s)− x′(s)y′(s)− x′′(s)y(s)+ [x′(s)]2x′′(s)y(s)+ x′(s)y(s)y′(s)y′′(s)

= 2H(s)y(s)y′(s)− [x′(s)y′(s)+ x′′(s)y(s)︸ ︷︷ ︸
(x′(s)y(s))′

]+ [x′(s)]2x′′(s)y(s)+ x′(s)y(s)y′(s)y′′(s)

= 2H(s)y(s)y′(s)− (x′(s)y(s))′+ x′(s)y(s)[x′(s)x′′(s)+ y′(s)y′′(s)]

= 2H(s)y(s)y′(s)− (x′(s)y(s))′+ x′(s)y(s)〈(x′(s),y′(s)),(−x′′(s),y′′(s))〉

= 2H(s)y(s)y′(s)− (x′(s)y(s))′+ x′(s)y(s)〈t, t ′〉︸︷︷︸
t⊥t ′

= 2H(s)y(s)y′(s)− (x′(s)y(s))′ = 0

Utilizaremos os passos 1 e 2, para estabelecer uma função auxiliar Z(s), cuja expressão

possui as coordenadas da geratriz da superfície de revolução com curvatura média H(s) e

verificaremos que esta função é a solução de uma equação diferencial ordinária (EDO).

Passo 3. Como x(s) e y(s) são coordenadas da geratriz de uma superfície de revolução de

curvatura H(s). A função auxiliar Z(s) = y(s)y′(s)+ iy(s)x′(s) é solução da EDO

Z′(s)−2iH(s)Z(s) = 1 (3.7)

Demonstração. Definindo

Z(s) = y(s)y′(s)+ iy(s)x′(s). (3.8)

Calculando Z′(s), obtemos

Z′(s) = y′(s)y′(s)+ y(s)y′(s)+ i[y′(s)x′(s)+ y(s)x′′(s)].

Somando −2iH(s)Z(s) de ambos os lados da igualdade.

Z′(s)−2iH(s)Z(s) =

= y′(s)y′(s)+ y(s)y′(s)+ i[y′(s)x′(s)+ y(s)x′′(s)]−2iH(s)Z(s)

= [y′(s)]2 + y(s)y′(s)+ i[y′(s)x′(s)+ y(s)x′′(s)]−2iH(s)[y(s)y′(s)+ iy(s)x′(s)]

= [y′(s)]2 + y(s)y′(s)+ i[y′(s)x′(s)+ y(s)x′′(s)]−2iH(s)y(s)y′(s)−2iH(s)[iy(s)x′(s)]

= [y′(s)]2 + y(s)y′(s)+2H(s)y(s)x′(s)+ i[y′(s)x′(s)+ y(s)x′′(s)−2H(s)y(s)y′(s)].
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Substituindo as equação (3.3) e (3.6) obtemos,

Z′(s)−2iH(s)Z(s) = [y′(s)]2 + y(s)y′(s)+2H(s)y(s)x′(s)︸ ︷︷ ︸
(3.3)

+ i[y′(s)x′(s)+ y(s)x′′(s)−2H(s)y(s)y′(s)]︸ ︷︷ ︸
(3.6)

= 1

No passo 4 a seguir, utilizaremos técnicas elementares de equação diferencial ordinária para

obter uma solução explícita de (3.7).

Passo 4. A solução de (3.7) é

Z(s) = [F ′(s)− iG′(s)][F(s)+ iG(s)+ iC], (3.9)

com:

• F(s) =

s∫
0

sen

2
t∫

0

H(u)du

dt; (3.10)

• F ′(s) = sen

2
s∫

0

H(u)du

 ; (3.11)

• G(s) =

s∫
0

cos

2
t∫

0

H(u)du

dt; (3.12)

• G′(s) = cos

2
s∫

0

H(u)du

 . (3.13)

Demonstração. Utilizando um fator integrante para resolver a EDO (3.7)

Z′(s)µ−2iH(s)Z(s)µ︸ ︷︷ ︸
(Zµ)′

= µ (3.14)

⇒ (Zµ)′ = Z′(s)µ+Z(s)µ′ = Z′(s)µ−2iH(s)Z(s)µ = µ. (3.15)

Tem-se que,

Z(s)µ′ =−2iH(s)Z(s)µ⇒ µ′

µ
=−2iH(s),

portanto
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ln(µ) =−2i
s∫

0

H(u)du+K.

Escolhendo K = 0, obtemos

ln(µ) =−2i
s∫

0

H(u)du⇒ µ = exp

−2i
s∫

0

H(u)du

 . (3.16)

Substituindo (3.16) em (3.15)

[Zµ]′ = µ⇒

Zexp

−2i
s∫

0

H(u)du

′ = exp

−2i
s∫

0

H(u)du



⇒ Zexp

−2i
s∫

0

H(u)du

=

s∫
0

exp

−2i
t∫

0

H(u)du

dt +C

⇒ Z =
1

exp(−2i
∫ s

0 H(u)du)

 s∫
0

exp

−2i
t∫

0

H(u)du

dt +C



⇒ Z = exp

2i
s∫

0

H(u)du

 s∫
0

exp

−2i
t∫

0

H(u)du

dt

+Cexp

2i
s∫

0

H(u)du

 .

Segue da fórmula de Euler para números complexos que,

•
s∫

0

exp

2i
t∫

0

H(u)du

dt =
s∫

0

cos

2
t∫

0

H(u)du

dt + i
s∫

0

sen

2
t∫

0

H(u)du

dt

= G(s)+ iF(s);

•
s∫

0

exp

−2i
t∫

0

H(u)du

dt =
s∫

0

cos

−2
t∫

0

H(u)du

dt+i
s∫

0

sen

−2
t∫

0

H(u)du

dt

=

s∫
0

cos

2
t∫

0

H(u)du

dt− i
s∫

0

sen

2
t∫

0

H(u)du

dt = G(s)− iF(s);

• exp

2i
s∫

0

H(u)du

= cos

2
s∫

0

H(u)du

+isen

2i
s∫

0

H(u)du

=G′(s)+iF ′(s).
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Visando simplificar o formato Z(s), definimos

• F(s) =
s∫

0

sen

2
t∫

0

H(u)du

dt;

• F ′(s) = sen

2
s∫

0

H(u)du

;

• G(s) =
s∫

0

cos

2
t∫

0

H(u)du

dt;

• G′(s) = cos

2
s∫

0

H(u)du

.

de modo que a substituição de F(s), G(s), F ′(s) e G′(s) em (3.9) resulta em,

Z(s) = [G(s)− iF(s)][G′(s)+ iF ′(s)]+C[G′(s)+ iF ′(s)]

= [G′(s)+ iF ′(s)][G(s)− iF(s)+C]

= (i)(−i)[G′(s)+ iF ′(s)][G(s)− iF(s)+C]

= (−i)[G′(s)+ iF ′(s)](i)[G(s)− iF(s)+C]

= [F ′(s)− iG′(s)][F(s)+ iG(s)+ iC].

No próximo passo, escrevemos as coordenadas x(s) e y(s) em termos das funções F(s) e

G(s) que foram estabelecidos no passo 4.

Passo 5. Seja s o parâmetro comprimento de arco da geratriz (x(s),y(s),0)= γ(s,H(s),c1,c2,c3)

de uma superficie de revolução cuja a curvatura média é H(s), então

x(s) = x(s,H(s),c1,c2,c3) =

s∫
0

F ′(t)(G(t)+ c2)−G′(t)(F(t)+ c1)

[(F(t)+ c1)2 +(G(t)+ c2)2]
1
2

dt + c3 (3.17)

e

y(s) = y(s,H(s),c1,c2,c3) = [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2 , (3.18)

com c1, c2 e c3 ∈ R.
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Demonstração. Realizando iC = c1 + ic2.

Z(s) = [F ′(s)− iG′(s)][F(s)+ iG(s)+ c1 + ic2]

= [F ′(s)− iG′(s)][F(s)+ c1 + i(G(s)+ c2)].

Temos que

‖Z(s)‖2 = ‖F ′(s)− iG′(s)‖2‖F(s)+ c1 + i(G(s)+ c2)‖2. (3.19)

Pela equação 3.8 obtemos,

‖Z(s)‖2 = y2(s)[(x′(s))2 +(y′(s))2]

= y2(s),

a comparação com (3.19) resulta em

y(s) = [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2 .

Para obter x(s), realizamos
Z− Z̄

2i
em (3.8).

Z− Z̄
2i

= y(s)x′(s) = F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1)

⇒ y(s)x′(s) = F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1)

⇒ x′(s) =
F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1)

y(s)
=

F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1)

[(F(s)+ c1)2 +(G(s)+ c2)2]
1
2

.

Logo

x(s) = x(s,H(s),c1,c2,c3) =

s∫
0

F ′(t)(G(t)+ c2)−G′(t)(F(t)+ c1)

[(F(t)+ c1)2 +(G(t)+ c2)2]
1
2

dt + c3.

Portanto

γ(s,H(s),c1,c2,c3) = s∫
0

F ′(t)(G(t)+ c2)−G′(t)(F(t)+ c1)

[(F(t)+ c1)2 +(G(t)+ c2)2]
1
2

dt + c3, [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2 ,0

 ,

com c1,c2 e c3 ∈ R.

A seguir verificaremos se a curva geratriz γ(s,H(s),c1,c2,c3) da superfície de revolução

X(s,u) é uma curva regular e qual é seu domínio.
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Passo 6 A geratriz γ(s,H(s),c1,c2,c3) é regular e satisfaz a equação (3.4), em que as constan-

tes c1 e c2 estão definidas no domínio aberto

T = {(−F(s),−G(s)), s ∈ I}C ⊂ R2 e c3 ∈ R.

Demonstração. A curva geratriz γ(s,H(s),c1,c2,c3) é diferenciável de modo que c1 6=−F(s) e

c2 6=−G(s). Supondo por absurdo que a curva geratriz não é regular, temos que:

x′(s) =
F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1)

[(F(s)+ c1)2 +(G(s)+ c2)2]
1
2

= 0 (3.20)

e

y′(s) =
F ′(s)(F(s)+ c1)+G′(s)(G(s)+ c2)

[(F(s)+ c1)2 +(G(s)+ c2)2]
1
2

= 0. (3.21)

Como [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2 6= 0 nas equação (3.20) e (3.21), então{

F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1) = 0
F ′(s)(F(s)+ c1)+G′(s)(G(s)+ c2)) = 0.

Resolvendo o sistema anterior obtemos que c1 =−F(t) e c2 =−G(t) que é um absurdo pois

contradiz a hipotipose de que γ(s,H(s),c1,c2,c3) é diferenciável. Logo γ
′(s,H(s),c1,c2,c3) 6= 0,

consequentemente γ(s,H(s),c1,c2,c3) é regular no domínio aberto T = {(−F(s),−G(s)), s ∈
I}C ⊂ R2. Para qualquer vetor (c1,c2,c3) ∈ T ×R e dada uma função continua H(s) que

satisfaz a 3.4, nos definimos a curva γ(s,H(s),c1,c2,c3).

Na sequência, verificaremos as condições iniciais em s = 0.

Passo 7 Realizando s = 0 na equação (3.2) obtemos as seguintes condições iniciais:

• γ(0,H(0),c1,c2,c3) =
(

c3, [(c1)
2 +(c2)

2]
1
2 ,0
)

;

• γ
′(0,H(0),c1,c2,c3) =

(
c1[(c1)

2 +(c2)
2]−

1
2 ,c2[(c1)

2 +(c2)
2]−

1
2 ,0
)
.

Demonstração. Tomando s = 0 em (3.2) obtemos,

γ(0,H(0),c1,c2,c3) =
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=

 0∫
0

F ′(t)(G(t)+ c2)−G′(t)(F(t)+ c1)

[(F(t)+ c1)2 +(G(t)+ c2)2]
1
2

dt + c3, [(F(0)+ c1)
2 +(G(0)+ c2)

2]
1
2 ,0


= (c3, [(c1)

2 +(c2)
2]

1
2 ,0).

Derivando a equação (3.2),

γ
′(s,H(s),c1,c2,c3) =

=

(
F ′(s)(G(s)+ c2)−G′(s)(F(s)+ c1)

[(F(s)+ c1)2 +(G(s)+ c2)2]
1
2

, [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2 (F ′(s)+G′(s)),0

)

fazendo s = 0.

γ
′(0,H(0),c1,c2,c3) =

=

(
F ′(0)(G(0)+ c2)−G′(0)(F(0)+ c1)

[(F(0)+ c1)2 +(G(0)+ c2)2]
1
2

, [(F(0)+ c1)
2 +(G(0)+ c2)

2]
1
2 (F ′(0)+G′(0)),0

)
=

(
c1[(c1)

2 +(c2)
2]−

1
2 ,c2[(c1)

2 +(c2)
2]−

1
2 ,0
)
.

Concluindo a demonstração do teorema 3.0.1.

3.1 Superfície de revolução com curvatura média constante

Nessa seção vamos analisar um caso particular do Teorema 3.0.1, em que, a superfície de

revolução possui curvatura média constante H(s) = H.

Começamos com o caso em que a curvatura média é nula.

Proposição 3.1.1. A curva geratriz

γ(s,0,c1,c2,c3) =

 s∫
0

−c1[(c1)
2 +(t + c2)

2]−
1
2 dt + c3, [(c1)

2 +(s+ c2)
2]

1
2 ,0

 ,

com c1 6= 0, c2, c3 ∈R e s> 0, é uma catenária que gera uma superfície com curvatura média

nula que é o Catenóide.

Demonstração. Realizando H = 0 nas expressões de F(s) e G(s) que são respetivamente

(3.10) e (3.12),
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• F(s) =
s∫

0

sen

2
t∫

0

0du

dt =
s∫

0

sen(0)dt = 0;

• G(s) =
s∫

0

cos

2
t∫

0

0du

dt =
s∫

0

cos(0)dt =
s∫

0

dt = s;

substituindo na equação (3.2) obtemos,

γ(s,0,c1,c2,c3) =

 s∫
0

−c1[(c1)
2 +(t + c2)

2]−
1
2 dt + c3, [(c1)

2 +(s+ c2)
2]

1
2 ,0


=

(
±c1

[
arcsenh

(
s+ c2

c1

)
− arcsenh

(
c2

c1

)]
+ c3, [(c1)

2 +(s+ c2)
2]

1
2 ,0
)

;

c1, c2, c3, s ∈ R tal que c1 6= 0 e s > 0. Realizando c4 =± c1arcsenh
(

c2

c1

)
+ c3 e a mudança

de variável senh(t) =
s+ c2

c1
, reescrevemos a curva γ(s,0,c1,c2,c3) como:

γ(t,0,c1,c2,c3) = (± c1t + c4,c1 cosh(t),0)

que é a catenária, quando rotacionada em torno do eixo x produz o catenóide que está repre-

sentado na figura 3.1.

(a) Catenária. (b) Catenóide.

Figura 3.1: H = 0

Na proposição 3.1.2 a seguir, analisaremos o caso H(s) = c1 = c2 = c3 = 0.

Proposição 3.1.2. A curva regular γ(s,0,0,0,0) = (0,s,0), s > 0, é uma semirreta que, ao ser

rotacionada em torno do eixo x, produz um plano.

Demonstração. Iniciaremos essa demonstração realizando nas equações G(s) e F(s) que são

respectivamente (3.10) e (3.12), a curvatura média nula.
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• F(s) =
s∫

0

sen

2
t∫

0

0du

dt =
s∫

0

sen(0)dt = 0;

• G(s) =
s∫

0

cos

2
t∫

0

0du

dt =
s∫

0

cos(0)dt =
s∫

0

dt = s;

Substituindo nas equações (3.17) e (3.18) as constante igual a zero ou seja c1 = c2 = c3 = 0.

x(s) = x(s,0,0,0,0) = 0

e

y(s) = y(s,0,0,0,0) = |s|= s,

consequentemente, γ(s,0,0,0,0) = (0,s,0) é uma semirreta que quando rotacionada em torno

do eixo x produz um plano, como está caracterizada na figura 3.2.

Figura 3.2: Plano.

Daqui por diante, iremos estudar o caso para curvatura não nula (H 6= 0) e com D 6=±1.

Teorema 3.1.1. Com as hipóteses do Teorema 3.0.1, se H(s) = H 6= 0, então

γ(s,H,D) = (x(s,H,D),y(s,H,D),0), s > 0,

em que

x(s,H,D) =

s∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt (3.22)

e

y(s,H,D) =
1

2|H|
[
2Dsen(2Hs)+1+D2] 1

2 , (3.23)

é a geratriz de uma superfície de revolução com curvatura média H.
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Demonstração. Com a curvatura média H 6= 0 as funções F(s) e G(s) dadas por (3.10) e (3.12)

dadas:

• F(s) =
s∫

0

sen

2
t∫

0

Hdu

dt =
s∫

0

sen(2Ht)dt =
−cos(2Hs)+1

2H
;

• F ′(s) = sen

2
s∫

0

Hdu

= sen(2Hs);

• G(s) =
s∫

0

cos

2
t∫

0

Hdu

dt =
s∫

0

cos(2Ht)dt =
sen(2Hs)

2H
;

• G′(s) = cos

2
s∫

0

Hdu

= cos(2Hs).

Substituindo em x(s) e y(s) da equação (3.2).

y(s) = [(F(s)+ c1)
2 +(G(s)+ c2)

2]
1
2

=

[(
−cos(2Hs)+1

2H
+ c1

)2

+

(
sen(2Hs)

2H
+ c2

)2
] 1

2

=

[(
cos2(2Hs)−2c1 cos(2Hs)+1

4H2 − 2c1(cos(2Hs)+1)
2H

+(c1)
2
)
+

+

(
sen(2Hs)

2H
+ c2

)2
] 1

2

=

[
cos2(2Hs)−2c1 cos(2Hs)+1+4Hc1(−cos(2Hs)+1)+4H2(c1)

2

4H2 +

+

(
sen(2Hs)

2H
+ c2

)2
] 1

2

=

[
(−2−4Hc1)cos2(2Hs)+ cos(2Hs)+1+4Hc1 +4H2(c1)

2

4H2 +
sen2(2Hs)

4H2 +

+
2c2 sen(2Hs)

2H
+(c2)

2
] 1

2

=

[
1+(−2−4Hc1)cos(2Hs)+4Hc2 sen(2Hs)+1+4Hc1 +4H2(c1)

2 +4H2(c2)
2

4H2

] 1
2

=

[
(−2−4Hc1)cos(2Hs)+4Hc2 sen(2Hs)+2+4Hc1 +4H2((c1)

2 +(c2)
2)

4H2

] 1
2

=
1

2|H|
[
(−2−4Hc1)cos(2Hs)+4Hc2 sen(2Hs)+2+4Hc1 +4H2((c1)

2 +(c2)
2)
] 1

2 .
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Definindo A = 4Hc2 e B =−2−4Hc1.

y(s) =
1

2|H|

[
Bcos(2Hs)+Asen(2Hs)−B+

(B+2)2

4
+

A2

4

] 1
2

=
1

2|H|

[√
A2 +B2

(
B√

A2 +B2
cos(2Hs)+

A√
A2 +B2

sen(2Hs)
)
−B+

(B+2)2

4
+

A2

4

] 1
2

.

Como as funções seno e cosseno possuem as seguintes propriedades:

• imagens definidas no intervalo [−1,1];
• cos2(θ)+ sen2(θ) = 1, ∀ θ ∈ R.

Podemos afirmar que existe r ∈ R tal que

sen(r) =
B√

A2 +B2
e cos(r) =

A√
A2 +B2

,

podemos reescrever a ultima equação como,

y(s) =
1

2|H|

[√
A2 +B2 (sen(r)cos(2Hs)+ cos(r)sen(2Hs))−B+

(B+2)2

4
+

A2

4

] 1
2

Tomando 2D =
√

A2 +B2.

y(s) =
1

2|H|

[
2D(sen(r)cos(2Hs)+ cos(r)sen(2Hs))−B+

(B+2)2

4
+

A2

4

] 1
2

=
1

2|H|
[
2D(sen(r)cos(2Hs)+ cos(r)sen(2Hs))+1+D2] 1

2

=
1

2|H|
[
2Dsen(2Hs+ r)+1+D2] 1

2 .

Obtemos que

y(s) =
1

2|H|
[
2Dsen(2Hs+ r)+1+D2] 1

2 (3.24)
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Por outro lado temos,

x(s) =

s∫
0

F ′(t)(G(t)+ c2)−G′(t)(F(t)+ c1)

[(F(t)+ c1)2 +(G(t)+ c2)2]
1
2

dt + c3

=

s∫
0

sen(2tH)
(

sen(2Ht)
2H + c2

)
− cos(2Ht)

(
−cos(2Ht)+1

2H + c1

)
y(t)

dt + c3

=

s∫
0

sen(2Ht)
(

sen(2Ht)
2H + c2

)
− cos(2Ht)

(
−cos(2Ht)+1

2H + c1

)
y(t)

dt + c3

=

s∫
0

[
sen(2Ht)sen(2Ht)

2H + c2 sen(2Ht)+ cos(2Ht)(cos(2Ht)−1)
2H − c1 cos(2Ht)

y(t)

]
dt + c3

=

s∫
0

[
sen2(2Ht)+2c2H sen(2Ht)+cos2(2Ht)−cos(2Ht)−2c1H cos(2Ht)

2H
y(t)

]
dt + c3

=

s∫
0

[
1+2c2H sen(2Ht)+(−1−2c1H)cos(2Ht)

2H
y(t)

]
dt + c3.

Como A = 4Hc2⇒
A
2
= 2Hc2 e B =−2−4Hc1⇒

B
2
=−1−2Hc1

⇒
s∫

0

[
1

2H

(
1+ A

2 sen(2Ht)+ B
2 cos(2Ht)

)
y(t)

]
dt + c3

=

s∫
0

 1
2H

(
1+

√
A2+B2

2

(
A√

A2+B2 sen(2Ht)+ B√
A2+B2 cos(2Ht)

))
y(t)

dt + c3

=

s∫
0

 1
2H

(
1+

√
A2+B2

2 (cos(r)sen(2Ht)+ sen(r)cos(2Ht))
)

y(t)

dt + c3.

Como D =

√
A2 +B2

2
, obtemos

⇒
s∫

0

[
1

2H (1+D(cos(r)sen(2Ht)+ sen(r)cos(2Ht)))
y(t)

]
dt + c3

=

s∫
0

[
1

2H (1+Dsen(2tH + r))
y(t)

]
dt + c3.
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Pela equação (3.24) temos que y(t) =
1

2H

[
2Dsen(2Ht + r)+1+D2] 1

2 .

x(s) =

s∫
0

 1
2H (1+Dsen(2Ht + r))

1
2H [2Dsen(2Ht + r)+1+D2]

1
2

dt + c3

=

s∫
0

[
1+Dsen(2Ht + r)

[2Dsen(2Ht + r)+1+D2]
1
2

]
dt + c3.

Logo,

(x(s),y(s),0)=

 s∫
0

[
1+Dsen(2Ht + r)

[2Dsen(2Ht + r)+1+D2]
1
2

]
dt + c3,

1
2|H|

[
2Dsen(2Hs+ r)+1+D2] 1

2 ,0

.

Definindo t =
−r
2H

+ t̄ em x(s),

x(s) =

r
2H +s∫
r

2H

[
1+Dsen(2Ht̄)

[2Dsen(2Ht̄)+1+D2]
1
2

]
dt̄ + c3.

Como t̄ variável de integração podemos definir t̄ = t,

(x(s),y(s),0)=


r

2H +s∫
r

2H

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt + c3,

1
2|H|

[
2Dsen(2Hs+ r)+1+D2] 1

2 ,0

 .

Analogamente, escrevendo s =
−r
2H

+ s̄

(x(s̄),y(s̄),0)=

 s̄∫
r

2H

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt + c3,

1
2|H|

[
2Dsen(2Hs̄)+1+D2] 1

2 ,0

 .

Escolhendo

c3 =

r
2H∫

0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt,
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podemos reescrever x(s̄) como,

x(s̄) =

s̄∫
r

2H

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt + c3

=

s̄∫
r

2H

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt +

r
2H∫

0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt

=

s̄∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt.

Como s̄ é um parâmetro comprimento de arco, podemos redefinir s̄ = s com o intuito de limpar

a notação,

(x(s̄),y(s̄),0) =

 s∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt,

1
2|H|

[
2Dsen(2Hs̄)+1+D2] 1

2 ,0


=

 s∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt,

1
2|H|

[
2Dsen(2Hs)+1+D2] 1

2 ,0


= (x(s),y(s),0).

Portanto, a curva

γ(s,H,D) = (x(s,H,D),y(s,H,D),0),

em que

x(s,H,D) =

s∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt

e

y(s,H,D) =
1

2|H|
[
2Dsen(2Hs)+1+D2] 1

2 .

é a geratriz de uma superfície de revolução com curvatura média constante H 6= 0.

3.2 Análise de γ(s,H,D).

Nessa seção, considerando a aplicação γ(s,H,D) dada por (3.1), (3.22) e (3.23), estuda-

remos a sua dependência em termos de s,H e D.
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Proposição 3.2.1. A aplicação γ(s,H,D) satisfaz a igualdade

γ(s,−H,D) = γ(s,H,−D).

Demonstração. Primeiramente observamos que

γ(s,−H,D) = (x(s,−H,D),y(s,−H,D)).

A partir disso, analisamos x(s,−H,D),

x(s,−H,D) =

s∫
0

[
1+Dsen(−2Ht)

[2Dsen(−2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt =

s∫
0

[
1−Dsen(2Ht)

[−2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt

=

s∫
0

[
1+(−D)sen(2Ht)

[2(−D)sen(2Ht)+1+(−D)2]
1
2

]
dt = x(s,H,−D).

Analogamente,

y(s,−H,D) =
1

2|−H|
[
2Dsen(−2Hs)+1+D2] 1

2 =
1

2|H|
[
−2Dsen(2Hs)+1+D2] 1

2

=
1

2|H|
[
2(−D)sen(2Hs)+1+(−D)2] 1

2 = y(s,H,−D).

Obtemos que

γ(s,−H,D) = (x(s,−H,D),y(s,−H,D),0) = (x(s,H,−D),y(s,H,−D),0) = γ(s,H,−D).

Na próxima proposição vamos analisar o que ocorre quando deslocamos o parâmetro com-

primento de arco.

Proposição 3.2.2. Seja γ(s,H,D) como no Teorema 3.1.1 então vale a igualdade

γ

(
s− π

2H
,H,D

)
= γ(s,H,−D)−−→a

em que

−→a =


π

2H∫
0

[
1+(−D)sen(2Ht)

[2(−D)sen(2Ht)+1+(−D)2]
1
2

]
dt,0,0

 .
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Demonstração. Primeiramente, observe que

γ

(
s− π

2H
,H,D

)
=
(

x
(

s− π

2H
,H,D

)
,y
(

s− π

2H
,H,D

)
,0
)
,

com essa informação podemos analisar separadamente as coordenadas da curva regular, co-

meçando com

x
(

s− π

2H
,H,D

)
=

s− π

2H∫
0

[
1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2

]
dt

realizando t = t̄ +
π

2H
,

⇒
s∫

π

2H

 1+Dsen(2H
(
t̄ + π

2H

)
)[

2Dsen(2H
(
t̄ + π

2H

)
)+1+D2

] 1
2

dt̄

=

s∫
π

2H

[
1+Dsen(2Ht̄ +π)

[2Dsen(2Ht̄ +π)+1+D2]
1
2

]
dt̄

=

s∫
π

2H

[
1+D[sen(2Ht̄)cos(π)+ sen(π)cos(2Ht̄)]

[2D[sen(2Ht̄)cos(π)+ sen(π)cos(2Ht̄)]+1+D2]
1
2

]
dt̄

=

s∫
π

2H

[
1−Dsen(2Ht̄)

[−2Dsen(2Ht̄)+1+D2]
1
2

]
dt̄

=

s∫
0

[
1+(−D)sen(2Ht)

[2(−D)sen(2Ht)+1+(−D)2]
1
2

]
dt−

π

2H∫
0

[
1+(−D)sen(2Ht)

[2(−D)sen(2Ht)+1+(−D)2]
1
2

]
dt

= x(s,H,−D)−

π

2H∫
0

[
1+(−D)sen(2Ht)

[2(−D)sen(2Ht)+1+(−D)2]
1
2

]
dt

= x(s,H,−D)−a.
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Por outro lado,

y
(

s− π

2H
,H,D

)
=

[
2Dsen

(
2H
(

s− π

2H

))
+1+D2

] 1
2

=
[
2Dsen(2Hs−π)+1+D2] 1

2

=
[
2D[sen(2Hs)cos(π)+ sen(π)cos(2Hs)]+1+D2] 1

2

=
[
−2Dsen(2Hs)+1+D2] 1

2

=
[
2(−D)sen(2Hs)+1+(−D)2] 1

2

= y(s,H,−D).

Temos que,

γ

(
s− π

2H
,H,D

)
=

(
x
(

s− π

2H
,H,D

)
,y
(

s− π

2H
,H,D

)
,0
)

= (x(s,H,−D)−a,y(s,H,−D),0)

= (x(s,H,−D),y(s,H,−D),0)+(−a,0,0)

= (x(s,H,−D),y(s,H,−D),0)− (a,0,0)

= γ(s,H,−D)−−→a .

Na próxima proposição vamos analisar o comportamento do parâmetro H em γ(s,H,D) em

relação à multiplicação por um número real positivo.

Proposição 3.2.3. Seja γ(s,H,D) como no Teorema 3.1.1, a igualdade

γ(s,λH,D) =

(
1
λ

)
γ(λs,H,D), λ > 0.

é válida.

Demonstração. Tem-se que,

γ(s,λH,D) = (x(s,λH,D),y(s,λH,D),0) .

Primeiramente vamos verificar para a primeira coordenada da curva,

x(s,λH,D) =

s∫
0

[
1+Dsen(2λHt)

[2Dsen(2λHt)+1+D2]
1
2

]
dt

=

s∫
0

[
1+Dsen(2λHt)

[2Dsen(2λHt)+1+D2]
1
2

]
dt.
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Realizando substituição simples u = λt com λ > 0,

x(s,λH,D) =
1
λ

λs∫
0

[
1+Dsen(2Hu)

[2Dsen(2Hu)+1+D2]
1
2

]
du

=
1
λ

x(λs,H,D).

Vamos analisar a segunda coordenada da curva,

y(s,λH,D) =
1

2|λH|
[
2Dsen(2λHs)+1+D2] 1

2

=
λ>0

1
2λ|H|

[
2Dsen(2λHs)+1+D2] 1

2

=
1
λ

y(λs,H,D).

Obtemos que,

γ(s,λH,D) = (x(s,λH,D),y(s,λH,D),0)

=

(
1
λ

x(λs,H,D),
1
λ

y(λs,H,D),0
)

=
1
λ
(x(λs,H,D),y(λs,H,D),0)

=

(
1
λ

)
γ(λs,H,D), λ > 0.

Observação 3.2.1. Segue das Proposições (3.2.1), (3.2.2) e (3.2.3) que é suficiente e conside-

rar D≥ 0 e H > 0 no Teorema (3.1.1).

Daqui por diante, analisaremos o comportamento da curva geratriz γ(s,H,D) para diversos

valores de D. Começamos com D = 0.

Proposição 3.2.4. A superfície gerada pela rotação de

γ(s,H,0) =
(

s,
1

2H
,0
)
,

em torno do eixo x é um cilindro circular reto de raio
1

2H
.

Demonstração. Fazendo D = 0 em (3.1),
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γ(s,H,0) = (x(s,H,0),y(s,H,0),0) =

 s∫
0

dt,
1

2H
,0

=

(
s,

1
2H

,0
)

que forma uma linha reta que ao ser rotacionada em torno do eixo x gera um cilindro de raio
1

2H
, como está na figura 3.3.

(a) Reta. (b) Cilindro.

Figura 3.3: D = 0

Restringindo a variação do parâmetro comprimento de arco no intervalo

(
0,

3π

4H

)
, podemos

analisar o caso quando D = 1.

Proposição 3.2.5. A rotação de um arco de círculo com s ∈
(

0,
3π

4H

)
é

γ(s,H,1) =

(√
1− sen(2Hs)

2
√

2H
− 1

2
√

2H
,

1√
2H

[sen(2Hs)+1]
1
2 ,0

)

em torno do eixo x é uma esfera de raio
1
H

.

Demonstração. Seja D = 1 em (3.1),

γ(s,H,1) = (x(s,H,1),y(s,H,1),0).
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Analisando a coordenada x(s,H,1),

x(s,H,1) =

s∫
0

1+ sen(2Ht)√
2+2sen(2Ht)

dt =
s∫

0

1+ sen(2Ht)√
2(1+ sen(2Ht))

dt

=

s∫
0

1+ sen(2Ht)√
2
√

1+ sen(2Ht)
dt =

1√
2

s∫
0

1+ sen(2Ht)√
1+ sen(2Ht)

dt

=
1√
2

s∫
0

√
1+ sen(2Ht)dt

=
1√
2

s∫
0

√
1+ sen(2Ht)

(√
1− sen(2Ht)√
1− sen(2Ht)

)
dt

=
1√
2

s∫
0

√
1+ sen(2Ht)

√
1− sen(2Ht)√

1− sen(2Ht)
dt

=
1√
2

s∫
0

√
(1+ sen(2Ht))(1− sen(2Ht))√

1− sen(2Ht)
dt

=
1√
2

s∫
0

√
(1− sen(2Ht))2√

1− sen(2Ht)
dt

=
1√
2

s∫
0

√
(cos(2Ht))2√
1− sen(2Ht)

dt

=
1√
2

s∫
0

cos(2Ht)√
1− sen(2Ht)

dt

Realizando a substituição simples com u =
√

1− sen(2Ht) e

du =
H cos(2Ht)√
1− sen(2Ht)

dt⇒ u
H

du = cos(2Ht) dt

⇒ 1√
2

u(s)∫
u(0)

u
uH

du =
1√
2H

u(s)∫
u(0)

1 du =
u√
2H

∣∣∣∣∣∣∣
u(s)

u(0)

=

√
1− sen(2Hs)√

2H
− 1√

2H

Então temos que

x(s,H,1) =

√
1− sen(2Hs)√

2H
− 1√

2H
,



50

por outro lado,

y(s,H,1) =
1

2H
[2sen(2Hs)+1+1]

1
2

=
1

2H
[2sen(2Hs)+2]

1
2

=

√
2

2H
[sen(2Hs)+1]

1
2

=
1√
2H

[sen(2Hs)+1]
1
2

Obtemos que a curva geratriz com D = 1 é dada por

γ(s,H,1) =

(√
1− sen(2Hs)√

2H
− 1√

2H
,

1√
2H

[sen(2Hs)+1]
1
2 ,0

)
,

em que s pertence ao intervalo

(
0,

3π

4H

)
consequentemente a geratriz é regular (γ′(s,H,1) 6=

0). Geometricamente γ(s,H,1) é um semi-circulo com centro em

(
− 1√

2H
,0,0

)
e raio

1
H

,

quando rotacionada em torno do eixo x gera uma esfera como está representado na figura 3.4.

(a) Semi-circulo. (b) Esfera.

Figura 3.4: D = 1

Pelo texto The Surfaces of Delaunay [3], temos que se rolamos uma cônica sobre a reta

tangente sem que haja deslize, o seu foco descreve uma curva que quando rotacionada em

torno do eixo x forma uma superfície de revolução com curvatura média constante. A trajetória

do foco da elipse com a, b ∈ R é a ondulária caracterizada pela equação
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y2±2ayx′+b2 = 0, a > b. (3.25)

Por outro lado, o foco da hipérbole gera a nodóide com

y2±+2ayx′−b2 = 0, a, b ∈ R. (3.26)

Estabelecemos uma relação entre as constante a, b ∈ R referente as equações (3.25) e

(3.26), com a equação diferencial estudada por Kenmotsu [2]

y2(s)− 1
H

y(s)x′(s)+
1−D2

4H2 = 0. (3.27)

Para que ocorra a ligação das constantes da equação (3.25) e (3.27), D deve pertencer ao

intervalo (0,1) consequentemente obtemos

a =± 1
2H

e b2 =
1−D2

4H2 ,

como essa associação e a equação (3.25) podemos afirmar que a geratriz é uma ondulária. Por

outro lado, se D é maior que 1 conseguimos vincular as equações (3.27) e (3.26), de modo que

a =± 1
2H

e b2 =−
[

1−D2

4H2

]
e como (3.27) podemos garantir que a geratriz é a nodóide. As proposições 3.2.6 e 3.2.7

sumarizam as afirmações anteriores.

Proposição 3.2.6. Para 0 < D < 1, obtemos a ondulária que gera a Ondulóide.

(a) Ondulária (b) Ondulóide

Figura 3.5: 0 < D < 1
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Proposição 3.2.7. Para D > 1, obtemos a nodária que gera a Nodóide.

(a) Nodária (b) Nodóide

Figura 3.6: D > 1
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4 Conclusão

Graças aos resultados fornecidos pelo Teorema (3.0.1) e as Proposições (3.2.1) até (3.2.7) ,

verificamos que a expressão

γ(s,H,D) =

 s∫
0

1+Dsen(2Ht)

[2Dsen(2Ht)+1+D2]
1
2
,

1
2|H|

[2Dsen(2Hs)+1+D2]
1
2 ,0


fornece uma parametrização à 1-parâmetro das superfícies do tipo Delaunay ΣH em que:

1. se D = 0, temos cilindros retos de raio
1

2H
;

2. se 0 < D < 1, temos ondulóides;

3. se D = 1, temos esferas de raio
1
H

;

4. se D > 1, temos nodóides.

Ou seja, dada

X(s, t,H,D) = (x(s,H,D),y(s,H,D)cos(t),y(s,H,D)sen(t))

a aplicação

X(s, t,H, ·) : R+→ ΣH

D 7→ X(s, t,H,D)

é sobrejetiva.
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