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Resumo

A modelagem matemadtica consiste num conjunto de procedimentos cujo objetivo final é fornecer
uma descri¢do matemdtica de um dado fendmeno presente na realidade. Uma poderosa ferramenta
matematica utilizada para descrever e modelar inimeros fendmenos provenientes das ciéncias
fisicas, biologicas e econdmicas, sdo as Equacdes Diferenciais Ordindrias.

Seguindo este contexto, o presente trabalho objeta o estudo de alguns modelos matemaéticos
presentes na fisica, que podem ser descritos através de Equagdes Diferenciais Ordindrias. Para
tal, fez-se necessario uma breve revisdo no Capitulo 2 sobre os principais métodos de resolucao
de Equacdes Diferencias de primeira e segunda ordem que servirdo de base para a resolucio de
alguns modelos da fisica abordados no Capitulo 3. Por fim, apenas por curiosidade, foi escrito

no apéndice, um pouco sobre as equagdes de Bernoulli e equacdes de Ricatti.

Palavras-chave: Modelagem. Aplicacdes na Fisica. Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO).






Abstract

Mathematical modeling consists of a set of procedures whose ultimate goal is to provide a
mathematical description of a given phenomenon present in reality. A powerful mathematical
tool used to describe and model innumerable phenomena from the physical, biological, and
economic sciences are the Ordinary Differential Equations.

Following this context, the present work aims to study some mathematical models present in
Physics, which can be described through Ordinary Differential Equations. To this end, a brief
review was required in Chapter 2 on the main methods of solving Differential Equations of first
and second-order that will serve as the basis for solving some models of physics covered in
Chapter 3. Finally, just out of curiosity, a short introduction to Bernoulli’s and Ricatti’s equations

was written in the appendix.

Keywords: Modeling. Applications in Physics. Ordinary Differential Equations
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1 Introducao

Ha milhares de anos antes de Cristo, o ser humano ja fazia uso da matematica para tarefas
cotidianas, seja contar e registrar quantidade de pessoas, de animais em um rebanho, ou ainda o

namero de dias decorridos desde um determinado evento.

Em civilizagdes como a egipcia e a mesopotamica, por exemplo, a matemadtica tinha
caréter concreto e pratico. A andlise de milhares de tabuletas com escrita cuneiforme revelam
que

a matemadtica mesopotamica tinha um aspecto eminentemente — mas ndo exclu-
sivamente — prético. Os babilonicos desenvolveram um extenso conhecimento
de célculos e medidas, que se aplicava, sobretudo, a problemas de natureza
econdmica e comercial: cimbio de moedas, troca de mercadorias, taxas de juros
simples e compostos, cdlculos de impostos e problemas de divisao de colheitas.
(MOL, 2013, p. 17)

As necessidades préticas tiveram um papel crucial no estimulo para o desenvolvimento
da matemdtica egipcia, "O historiador grego Herddoto (c. 484-420 a.C.) atribuiu a origem da
geometria egipcia a necessidade de, apés cada inundagao do rio Nilo, redistribuir os campos
cultivdveis entre seus proprietdrios (MOL, 2013, p. 23)." Além disso, as habilidades aritméticas
necessdrias para a organizacdo do calenddrio egipcio que foi feito a partir da comparagdo entre
observagdes astrondmicas e o ciclo de cheias do rio Nilo, também € um exemplo de como os
conhecimentos mateméticos podiam ser utilizados para solucionar problemas de natureza pratica
(MOL, 2013).

A partir dos pardgrafos anteriores, é possivel notar o cardter pratico e a vasta aplicacdo
da matematica no cotidiano daquelas civiliza¢des. No entanto, ao fazer um paralelo com os dias
atuais observa-se que muitos alunos possuem dificuldade em perceber a aplicagdo da matemédtica
em seu cotidiano, fato este que pode ser facilmente comprovado por alguns professores de
matemadtica, ou até mesmo alunos, que em algum momento ja ouviram o seguinte questionamento
numa aula de matematica "Para que serve isso?", "onde vou usar isso na minha vida?".
Baseado nisso, surge o seguinte questionamento: serd que os alunos estdo totalmente errados ao
fazer esses relatos?

Os Parametros Curriculares Nacionais orientam que os alunos

saibam usar a Matematica para resolver problemas praticos do quotidiano; para
modelar fendmenos em outras dreas do conhecimento; compreendam que a
Matemadtica é uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se organiza via teo-
remas e demonstra¢des; percebam a Matematica como um conhecimento social
e historicamente construido; saibam apreciar a importancia da Matematica no
desenvolvimento cientifico e tecnoldgico. (BRASIL, 2006, p. 69)

Ja (D’AMBROSIO, 2009, p. 95) explica que: "O carater experimental da matemadtica foi
removido do ensino e isso pode ser reconhecido com um dos fatores que mais contribuiram para

o mau rendimento escolar."”
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Com tais relatos pode-se perceber a importancia do cardter pratico da matemética no

ensino. Entretanto, por muitas vezes o ensino da matemdtica segue uma abordagem estritamente
tedrica em que pouco se aborda elementos praticos, dificultando o processo de aprendizagem dos
alunos que enxergam tais conceitos como um emaranhado de férmulas e teoremas, levando-os a
taxar a disciplina como dificil, mecanizada e limitada.
A partir disso, durante a escolha do tema, optei pela modelagem matemadtica, que consiste
num conjunto de procedimentos cujo objetivo final é fornecer uma descricdo matematica de
um dado fendmeno presente na realidade. Para a realizacao de tal tarefa, foram utilizadas as
equagoes diferenciais, um importante ramo da matemaética no que se diz respeito a modelagem
de fendmenos fisicos presentes em diversas dreas das ciéncias exatas, como ressalta Boyce e
Diprima:

A importancia das equacdes diferenciais reside no fato de que mesmo as equa-
¢des mais simples correspondem a modelos fisicos tteis, tais como crescimento
e decaimento exponenciais, os sistemas mola-massa ou de circuitos elétri-
c0s.(BOYCE; DIPRIMA, 2015, prefacio)

Desta forma, este trabalho tem como objetivo apresentar alguns modelos mateméticos
presentes na fisica, que podem ser descritos através de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDO).
Este estudo nos permitird uma melhor compreensao acerca da importancia das EDO para o
desenvolvimento cientifico, sobretudo para a resolucao de problemas provenientes das ciéncias

fisicas, bioldgicas, econdmicas, etc.

Para apresentar esses modelos matematicos cujas resolugdes passam pelo uso das equa-
¢Oes diferenciais ordindrias revisamos, no capitulo 2 deste trabalho, as equagdes diferenciais
ordindrias de primeira e segunda ordem com seus principais métodos de resolucao. No capitulo 3
apresentamos os modelos, que s3o na sua totalidade modelos da fisica que exploram com bastante
clareza os métodos de resolugdes aprendidos no capitulo 2. Por fim, apenas por curiosidade,

escrevemos no apéndice, um pouco sobre as equagdes de Bernoulli e equacgdes de Ricatti.
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2 Equacoes Diferenciais

O estudo das equacg0es diferenciais atraiu a atencdo dos maiores matematicos do mundo
durante trés séculos. Essas equacoes sao usadas para investigar uma grande variedade de pro-
blemas na Engenharia, Quimica, Biologia e tem aplicacdes diretas na Fisica. Além disso, elas

também fazem parte do curriculo educacional dessas e de muitas outras dreas.

Nesse capitulo, serdo abordados conceitos fundamentais, como a classificacdo das equa-

coes diferenciais, os principais métodos de resolu¢do das mesmas, e alguns exemplos.

2.1 Introducao as Equacdes Diferenciais

Na Matematica dos anos inicias € introduzido o conteddo de equacdes, que sdo igualdades
envolvendo uma ou mais incognitas, que sdo valores até entdo desconhecidos. Nao muito
diferente, as equacdes diferenciais sdo equagdes que envolvem a derivada de uma ou mais

fungdes. Essas funcdes apresentam varidveis dependentes e independentes.

Quando o valor de uma varidvel pode mudar de maneira arbitrdria numa equacgao, essa
varidvel é denominada independente. Quando o valor de uma varidvel depende dos valores de

outras variaveis esta ¢ denominada varidvel dependente.

Exemplo 1.
Y= 2+ 1

Nesse exemplo, x € a varidvel independente e y € a varidvel dependente.

Exemplo 2.

d
S — 2.1)
dx

onde x € a varidvel independente e y € a varidvel dependente.

Exemplo 3. (Equacdo de Laplace)

’u  O%*u

@—Fa—yz:O (2.2)

onde z e y sdo as varidveis independentes e u € a varidvel dependente.
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2.2 Classificagao das Equacdes Diferenciais

As equacdes diferenciais sdo classificadas quanto ao tipo, ordem e linearidade.
Quanto ao tipo, uma equacao diferencial pode ser ordindria ou parcial. Ela serd uma equagao
diferencial ordindria (EDO) se as varidveis dependentes dependem somente de uma tnica
varidvel, caso contrdrio, trata-se de uma equacao diferencial parcial (EDP). Nos exemplos acima,

a equacgdo 2.1 é uma EDO, e a equac¢do 2.2 é uma EDP.

A ordem de uma equacdo diferencial é dada pela ordem mais alta das derivadas que
aparecem na equacgao. A equacao do exemplo 2 € de primeira ordem. J4 a equacdo do exemplo 3

¢ de segunda ordem.

Quanto a linearidade, uma equacao diferencial pode ser linear ou nao linear. Assim como
na édlgebra, uma equagdo diferencial € linear, se o grau da varidvel dependente e suas derivadas
¢ igual a 1, e se os coeficientes sdo constantes ou funcdes que dependem apenas da varidvel
independente, ou seja, uma equacdo diferencial ordindria de ordem n € linear quando pode ser

escrita na forma:

dy d*y d™y
ap(t)y + ar(t)—; +ag(t) -5 + -+ an(t) - = f().
dt dt
As equagdes diferenciais que ndo podem ser escritas na forma anterior, sdo classificadas

como ndo-lineares.

2.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias de 12 Ordem

As equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem sdo equagdes que podem ser

escritas da seguinte forma geral:
dy

Estudaremos neste trabalho equagdes de primeira ordem sob a forma:

F(t,y,y") = 0.

2.3.1 Equacgdes Lineares de 12 Ordem
As equacdes lineares de 1* ordem sdo equagdes que possuem como forma geral:

dy B
n +p(t)y = g(t) (2.3)

onde p, g sdo funcdes reais continuas em (a, b) — R. E importante ressaltar o caso particular em

que p(t) = 0. Caso a funcdo p(t) seja igual a zero, a equagdo 2.3 torna-se:

dy _

3 = 90
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A equacdo anterior pode ser resolvida através de uma integracdo em relacdo a t. Dessa forma, a

solugdo geral para este caso € dada por:

) = [ glt)de+c
onde c é a constante de integracao.

Exemplo 4. Obtenha a solucdo geral da equacdo

d
d—?z — cos 5t 2.4)

Observe que a equacdo 2.4 € uma equagao diferencial linear de primeira ordem, onde a
fungdo p(t) = 0, logo, a soluc@o geral da mesma pode ser facilmente encontrada ao integrando

ambos os lados da equagao 2.4:

d

d—‘z = /cos5tdt
5t

oy = =0

2.4 Principais Métodos de Resolucao de Equacobes Dife-
renciais

Uma equacao diferencial ordindria de ordem n € uma igualdade que relaciona a varidvel
independente com os valores da varidvel dependente e de suas suas derivadas de grau menor
ou igual que n. Assim, uma forma geral para a equacdo diferencial de ordem n com variavel
independente ¢ e varidvel dependente y pode ser expressa por:

2 n
F<t,y,2—?z,%,-u ,%) = 0. (2.5)
Sendo F' uma fun¢do que depende de ¢, y e das derivadas de y até a ordem n. Consideramos que
a equacdo se aplica para todo ¢ tal que a < ¢t < b. Muitas vezes é preferivel isolar o termo de

mais alta ordem e escrevemos

d™y
29 4 2.

Sendo f : D C R x R® — R" uma fung¢@o continua em D.

dy d*y d"_ly)

Uma solugdo explicita para a equagdo diferencial 2.6 é uma fun¢io ¢ : (a,b) — R" (com
extremos a > —oo e b < o0) que quando substituida por y e suas derivadas satisfaz a equacao
parat € (a,b).

De um modo geral, explicitar as solu¢des de equacdes diferenciais ndo € tarefa facil. No
entanto, alguns métodos tradicionais nos permitem a resolu¢io de maneira satisfatria de alguns
tipos de equacdes diferenciais. Neste capitulo serdo expostos alguns dos principais métodos de

resolucao de equacdes diferenciais ordindrias de primeira e de segunda ordem.
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2.4.1 Problema de Valor Inicial

O problema definido por:
( d™y e
@ :f(t7y7y/7y//7"'7y( 1)>
y(to) = vo,
4
Y (to) = y1,
\ y(n_l)(tO) = UYn-1

¢ denominado Problema de Valor Inicial (PVI) de ordem n ou problema de Cauchy.

O Problema de Valor Inicial é um problema composto por uma equagdo diferencial e
condicdes iniciais previamente estabelecidas. Uma solucdo desse problema em um intervalo I
contendo ¢, € uma func¢do definida neste intervalo, de forma que a derivada dessa funcao também
esteja definida nesse intervalo, e que satisfaz tanto a equagdo diferencial, quanto as n condicdes

iniciais indicadas em to: y(to) = yo, ¥'(to) = 1, -+, Y™V (tg) = Yn_1.

Quando consideramos um problema de valor inicial, surgem algumas "questoes"em
relagdo a(s) solucdes deste problema. A solu¢do desse problema existe? Caso exista, a solu¢cdo
€ unica? Essas "questdes"sdo respondidas abaixo pelo Teorema da Existéncia e Unicidade.

Enunciaremos e demonstraremos o teorema para as equacgdes diferenciais de primeira ordem.

Teorema 1. (Teorema da Existéncia e Unicidade)

Considere o problema de valor inicial

{ W— f(t,y)

y(to) = yo

Se f(t,y) e ‘g—z sdo continuas no retngulo R = {(t,y) e R’ |a <t < 3,7 <y < I}
contendo (to,yo) entdo o problema de valor inicial tem uma tinica solu¢do em um intervalo

contendo 1.

Demonstracdo. Existéncia

Para demonstrarmos a existéncia, consideremos yo(¢) = yo. Em seguida, definamos

yi(t) =yo + /tt fls,y0(s)]ds

De forma andloga, temos

o) = o + / f5 31 (5))ds
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Iterando esse processo, obtemos a (n + 1)-ésima aproximacao

yn(t) = 90‘+‘/f 715, Yo (5))ds,

paran =1,2, ...

Pelo fato de f(t, y) ser continua no retingulo R, e portanto, limitada, existe uma constante
b positiva tal que, —b < f(t,y) < b, ou seja, |f(t,y)| < bpara (ty) € R.

Calculando y; (t) — yo(t) obtemos:

yi(t) —yo(t) = yo + /t fls,90(s)lds — yo

m@—m@ZZfHMM%

Como |f(t,y)| < b, entdo
t
mw—mmg/ms
to

t
Pelo teorema fundamental do Calculo, / bds = b - (t — to). Assim, temos,

to

[y1(t) —yo ()] < b~ (t —to)
paraa <t < f3.

0 ) .
Pelo fato de que 8_f ¢ continua e derivavel no retangulo R e pelo Teorema do Valor Médio,
Y

temos que existe um nimero a em @ < ¢t < [3, tal que
1fty) = ft2)| < aly— 2|
paraa <t < fed <y,z <. Dessaforma,
t
(t) = w0lt)] < [ 15, ()] ds
to

Assim,
M®—WMf§[U@m®%f@Mﬂ%

t
< a/ ly1(s) — yo(s)| ds
to
It — to|?
2

IN

t
a2b/ |s — to|ds = ab (2.7)
to
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De forma anéloga,

lys(t) — ya(t)| < 1f(5,92(5)) — f(s,y1(s)| ds

—to|? t—tol?
< o [ BTl 2yl bl 2.8)
to 2 6
i 3 -2 ‘t — tO’n_l
Vamos supor por indugdo que |y,—1(t) — yp—2(t)] < a” bW,
n—1)!
Entéo
t
yn(t) = yn-a(B)] < / |£(8,yn-1(s)) = [ (5, yn—2(s)| ds
t
’ t
< a/ [Yn—1(5) — Yn—2(5)| ds
to
t —t n—1 t—t n
to 2 TL'

Estas desigualdades sdo validas para o < o/ < t < f/ < fem que o/ e ' sdo tais que
d < yn(t) <~y sempre que o/ <t < f3'.
Segue-se de 2.9 que

n!

S alt) — s ()] <53 P =)

que € convergente. Como

entdo y,(t) é convergente. Seja

y(t) = lim y,(¢).

n—oo

Visto que

B m B m ak_l(ﬁ _ oz)k
|y () — ya(t)] < Z ly(t) = yp—1 ()] < b Z —

k=n-+1

passando ao limite quando m tende a infinito obtemos

y(t) — (D] <b D A (2.10)

k!
k=n+1
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Logo, dado um € > 0, para n suficientemente grande, |y(t) — y,(t)| < &, para o/, ¢, 3.

Assim y(t) é continua, pois dado um € > 0, para s suficientemente préximo de ¢, temos que
[Yn(t) — yn(s)| < § e para n suficientemente grande |y(t) — y.(t)| < § e |y(s) —yn(s)| < 5.0
que implica que

ly(t) —y(s)] < y(t) = ya(t)] + [yn(t) — yn(s)] + |ya(s) —y(s)| < e

pois, por 2.10, temos que

/t: f(s,yn(s))ds — /t: F(s,y(s))ds

< / (5 9(5)) — F(5,5(s)] ds

t
< o f s~y ds
to
o  k—l(g _ \k
< ab(t—to) Y w 2.11)
k=n+1 ’
que tende a zero quando n tende a infinito. Portanto
y(t) = lim yn(t)
n—oo
t
= Yo+ 1im/f(57yn—1(5))d3
n—oo t()
t
= y0+/ f(s, im y,_1(s))ds
tO n—oo
t
= wt [ fuo)is @12)
to

Derivando em relagéo a ¢ esta equagdo vemos que y(t) é solu¢do do problema de valor inicial.
Unicidade

Para a unicidade suporemos que y(t) e z(¢) sejam solu¢des do problema de valor inicial.Seja

Assim, como
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0= [ (s)ds = /t:f(s,Z(s»ds,

entao

W () = [y(t) — =(1)] < / (s) — 2/(s)|ds = / F(s,9(s)) — F(52()) < a / ly(s) — =(s)| ds

ou seja,

com u(ty) = 0.
Como u(t) > 0, entdo e *u(t) = 0. Dessa forma u(t) = 0, para todo .
Assim y(t) = z(t), para todo t. O

Nas proximas subse¢des mostraremos alguns métodos de solucao das EDO’s, os quais

serdo cruciais para resolucdo das modelagens que abordaremos mais a frente no Capitulo 3.

2.4.2 Método dos Fatores Integrantes

Tomando a forma padrdo para a equacao linear de primeira ordem, temos:

dy

7 +p(t)y = g(t). (2.13)

onde p e g sdo fungdes reais continuas em um intervalo I.

O método dos fatores Integrantes consiste em multiplicar a equagdo 2.13 por uma fungdo

escolhida (t), denominada fator integrante:

p( 4 0oty = (D)9 (1) (2.14)

de tal forma que a derivada do produto de p por y, seja a expressao que se encontra a esquerda

da igualdade na equacdo 2.14, ou seja, sabendo que

d d dy

—[u(t) -yl = Eu(t) Yy 4 () - pn

(2.15)



2.4. Principais Métodos de Resolucdo de Equacdes Diferenciais 27

temos que

d dy

8y plt) o0 = plt) s+ p(tp(t)y. (2.16)

Assim, para que haja a igualdade, € necessério que:

i) = u(e)p(t).

Dividindo ambos os lados da igualdade da equagdo anterior por /(t), obtemos:

Pela regra da cadeia, tem-se que a equagdo anterior € equivalente a:

d

()] = p(t).

Integrando ambos os lados da igualdade em relacdo a t, temos:
In |u(t)] = /p(t)dt +c.

Considerando a constante arbitraria c= 0, obtemos a fung¢do mais simples para p(t)

e aplicando-se a exponencial em ambos os lados da equagdo, temos que o fator integrante
ult) = el PO,

Exemplo 5. Resolva o problema de valor inicial

ty + 2y = 4>
{ vty 2.17)

y(l) =2.

Primeiramente, devemos dividir por ¢ ambos os lados da igualdade na equacdo 2.17, afim de que

a mesma esteja na forma geral 2.13. Reescrevendo, temos:

2
Y+ Y= 4t (2.18)

Vimos anteriormente que, z(t) = e/ PO assim, analisando a equagdo 2.18, temos que, p(t) = 2

e g(t) = 4t, de forma que o fator integrante da equagdo 2.18 é:

2 1 2
,u(t) _ eftdt _ ezftdt — 2Inltl — Int* _ 42

Multiplicando a equagdo 2.18 por x(t), temos:
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2y + 2ty = 4t*

d . .
Notemos que, %(ﬁy) =12y + 2ty = 4¢3, assim, reescrevendo a equagio anterior:

d
— (%) = 4t°
- (tY)

Integrando em relagdo a t, ambos os lados da igualdade obtemos:

t2y = th+c
onde ¢ é uma arbitraria.

Dividindo por #* ambos os membros da igualdade, temos que

_ 2, ¢
y—t+t—2

¢ a solucgdo geral da equagdo 2.17.
Para encontrar a solu¢do particular do Problema de Valor Inicial, devemos encontrar o
valor de ¢, que € obtido ao substituir na solu¢cdo geral o valor de t e y apresentados na condi¢ao

inicial 2.17. Substituindo temos,

_ 12, €
2=1 +ﬁ
2=1+c
c=2-—1

Portanto, para satisfazer a condi¢ao inicial, temos que ¢ = 1, dessa forma :
1
42

¢ a solucdo do Problema de Valor Inicial.

2.4.3 Equagbes Separaveis

Considere a fungdo h(t,y) = f(t) - p(y), ou seja, h pode ser expressa como uma fungio

f(t) que depende apenas de ¢ multiplicada por uma fungio p(y) que depende apenas de y. As
equagoes diferenciais da forma:

dy

= = Mty) = f{t) - py) (2.19)
sdo chamadas de equacdes separdveis.
Observe que, dividindo a equagéo anterior por p(y), obtemos:

1 dy

o @ =10 (2.20)
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1
Tomando g(y) = ﬂ podemos reescrever a equagao como
p(y
dy
a(y) o = (1) (221)

Essas equagdes sao assim denominadas devido a possibilidade de serem escritas utili-

zando formas diferenciais. Assim, podemos escrever a equagdo 2.21 como:

g(y)dy = f(t)dt. (2.22)

Para se obter a solucdo geral da equacao 2.21, integraremos a expressao a esquerda do sinal de

igualdade em relacdo a y, e a expressado a direita em relacao a ¢, obtendo:

/g(y)dyz /f(t)dt

Assim, G(y) = F(t) + ¢ fornece uma solucao geral (implicita) da equag@o separavel.
A Justificativa desse método € a seguinte:

d
Tomando a equagdo na forma g(y)d—i = f(t), denotamos por G(y) e F(t) as primitivas de g(y)

e f(t), respectivamente.

d dF
Assim, d—G =g(y)e i f(t). Entéo reescrevemos a equacdo original 2.21 como
Y
dGdy dF
dy dt — dt

Pela regra da cadeia para a diferenciacdo, temos que o lado esquerdo ¢ a derivada da fungao

composta G(y(t)), isto é,
dG(y(t) _ dG(y(@)) dy
dt dy dt

Logo, sendo y(¢) uma solug¢do da equagdo diferencial, temos que as fungdes G(y(t)) e F(t)
possuem as mesmas derivadas. Portanto, elas se diferem por uma constante, ou seja, G(y(t)) =
F(t) + c.

Exemplo 6. Encontre a solucdo do problema de valor inicial

dy  3t* 4 4t 42
dt 2y —2 (2.23)
y(0) = —1.

Podemos reescrever a equacdo 2.23 como:

(2y — 2)dy = (3t* + 4t + 2)dt
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que estd no formato da equacao 2.22.
Assim, integrando a expressao a esquerda do sinal de igualdade em relagdo a ¢, e a expressao a

direita em relacdo a y, obtemos:

y? — 2y =1+ 2t + 2t +c. (2.24)
que € a solucdo geral da equacdo 2.23 dada implicitamente.

Para encontrar a solugado particular do Problema de Valor Inicial, devemos encontrar o
valor de c, que € obtido ao substituir na solugdo geral (2.24) o valor de t e y apresentados na

condi¢do inicial. Substituindo temos,
(—=1)? —2(—1) = (0)* + 2(0)* + 2(0) + ¢

Portanto, ¢ = 3, e assim sendo, a solu¢do do problema de valor inicial € dada implicitamente por
y? — 2y =3+ 26> + 2t + 3.

2.4.4 EquagoOes Exatas

Dada a fungdo (¢, y), vamos calcular a inclinagdo f(t,y) de uma reta tangente a curva
de nivel C' = 9 (t,y(t)). Derivando ¢ (t,y(t)) = C em relagdo a varidvel ¢ de ambos lados,

temos que:

di(t,y(t)) _ dC

e dt
oY  Ovdy
En 8_y$ =0, (2.25)
Assim, /
dy _ oy/ot
A diferencial total da fungdo v é dada por
op . Oy
dip = —dt + —d
C= gttt gy

Observe que esta expressdo € obtida multiplicando formalmente o lado esquerdo de 2.25 por dt.
Portanto, o procedimento para obter a inclinagdo f(¢,y) da curva de nivel ¢)(¢,y) = C pode ser

expresso como definindo a diferencial total diy) = 0 e resolvendo.

Qualquer equacdo diferencial de primeira ordem podem ser escrita da forma M (¢, y)dt +
N(t,y)dy = 0. No entanto, se o lado esquerdo desta equacgdo puder ser identificado como uma
diferencial total di)(t,y), ou seja:

0 0
M(t,y)dt + N(t,y)dy = a—qfdt + a—jdy,
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entdo as solucdes da equacdo diferencial serdo dadas implicitamente pelas curvas de nivel
e(t,y) =C.

Definicao 1. A forma diferencial M (t,y)dt + N(t,y)dy é considerada exata em um retdngulo
R={(t,y) e R¥}|a <t < B;v <y < d} se houver uma fungdo \(t, y) tal que

9
W (t.) = M(t.y)

(2.26)
9
a—Z(t, y) = N(t,y)

para todo (t,y) € R.

Quando a diferencial M (t,y)dt + N (t,y)dy for exata, a equacao
M(t,y)dt + N(t,y)dy =0
serd chamada de equacgdo exata.

Teorema 2. Sejam M (t,y) e N(t,y) funcbes continuas com derivadas parciais de primeira

oM
ordem —— e —— continuas no retangulo R = {(t,y) € R*|a <t < ;7 <y < §}. A forma

dy Ot
oM  ON
diferencial M (t,y)dt + N(t,y)dy = 0 é exata se e somente se, = o
Y

Demonstragdo. (=) Primeiramente provaremos que se M (¢, y)dt + N(t,y)dy for exata entdo
OM  ON

dy ot
Suponhamos que M (t,y) e N(t,y) sejam fun¢des continuas, com derivadas parciais de primeira
ordem continuas para todo (¢, y).
Se M (t,y)dt+ N(t,y)dy for exata, entdo pela defini¢do 1 temos que essa expressdo corresponde

a diferencial de alguma func¢ao v definida em R, assim,

_ oY _ o
Mty) = 5;ty) e Nity) =75 (ty)
Observe que
2
OM _ 0 (ov\ _ oW 0 (0% (2.27)
dy Jy \ Ot Oy -0t Ot \ 0y
oy . - ~
mas N (t,y) = 5, assim, substituindo N (¢,y) na equagdo 2.27 temos:
Y
oM _on
oy ot

, o (0 0 (0
E importante ressaltar que oy (%) =5 (8—1§> pois ambas as fung¢des M (t,y) e N(t,y)
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possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas em R.

oM  ON
(<) Provaremos agora que se 0 - ot entdo M (t,y)dt + N(t,y)dy é exata.
Y
0 0
Se 8_M = &N precisamos garantir que existe uma funcéo v tal que,
Y
o o
—(t,y) = M(t —(t,y) = N(t 2.28
5 (bY) (ty) e ay(,y) (t,y) (2.28)
Se isto acontecer a EDO:
d
M(t,y) + N(t,y) - d—i =0 (2.29)
assume a forma:
dy
—(t,y(t)) =0
3 (L)
que por integracdo € igual a
Uit yt) =C (2.30)

Integrando a primeira equacao da expressao 2.28 em relacao a ¢, obtendo:

lt,y) = / Mt y)dE + o(y) 2.31)

onde ¢(y) é uma fung@o a ser determinada.

Derivando parcialmente a equagdo anterior em relacdo a y, temos:

oy [OM(t,y) )
5y = 3 dt + ¢ (y)

0
Identificando a derivada (‘9_¢ com a fungéo N (¢,y):
Y

oM (t,y
N(t.y) = / %dt +9'(y)
Yy
OM(t,
gy) = Nty - / %dt (2.32)
Y
Agora, integrando a equacao 2.32 em relacdo a y e substituindo o resultado na equagdo 2.31:

ot y) :/M(t,y)dt—l—/N(t,y)dy—/ (/ %;’y)dt) dy

Dessa forma, por 2.30, temos que a solucdo geral da equacdo 2.29 é:
OM(t,
U(t,y) = /M(t,y)dt+ /N(t,y)dy —/ (/ %dt) dy=C

E importante notar que:
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e A expressdo N(t,y) — / %dt em 2.32 ndo depende de t,pois
Y
0 OM (t,y) ON(t,y) O [0 / ON oM
ot { () / By dt] ot oy \ar | Myt ) =5 = 5= =0

0
e Nessa demonstracdo supomos que —¢ = M(t,y), no entanto, também poderiamos ter

ot

0 . .
suposto que a—w = N(t,y), pois a demonstracao ¢ feita de forma andloga.
Y

]

Portanto, podemos escrever que as equacdes diferenciais exatas sdo aquelas que podem ser

escritas na forma
dy

M(t,y) + N(t,y)a =0 (2.33)
oM ON
com M, N, rm e v continuas no retangulo {(t,y)€ R?*|a < t < ;7 < y < 0} € que
Y
. .. OM ON
satisfazem a condicdo — = —.
oy ot

O passo chave na resolucdo de equagdes do tipo 2.33, consiste em encontrar uma fungdo
1) da definigdo 1.

Exemplo 7. Considere a equagdo diferencial

d
(ycos(t) + 2te¥) + (sen(t) + t*e¥ — 1)d—‘z =0 (2.34)
Analisando esta equagdo, temos que M (t,y) = ycos(t) + 2te¥ e N(t,y) = sen(t) + t?e¥ — 1.
Derivando parcialmente M (¢, y) em relagdo a y e N(t,y) em relacdo a ¢ a fim de determinar se

a equacdo dada € exata, temos:

0
a—yM(t, y) = cos(t) + 2te”
e
2N(zf ) = cos(t) + 2te?
at 7y - .
0 0 ~ (
Como 8_M(t’ y) = aN(t, y) temos que a equacdo 2.34 ¢ exata.
Y
Portanto, existe uma fung@o ¢ (t, y) tal que:
9P
— (7 = M(t
5 (bY) = M(ty)
o

dy
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ou seja,
0
ycos(t) + 2te? = 8—1? (2.35)
) 0
sen(t) +t%e¥ —1 = 8_Zf (2.36)
Como queremos encontrar ¢/, integraremos a equagao 2.35 em relacdo a t:
W(t,y) = /ycos(t) + 2tevdt
v(t,y) =y / cos(t)dt + e? / 2tdt = ysen(t) + e’t* + g(y)
Logo,
U(t,y) = ysen(t) + e“t? + g(y) (2.37)

com ¢(y) a fungdo a ser determinada.

Como foi visto anteriormente, precisamos encontrar uma fungdo (¢, y) tal que

%
—(t,y) = M(t
a¢ (Ly) = M(t,y)
O
—(t,y) = N(t
ay( y) = N(ty)
oY . . ~ ~
Deste modo, para que N (t,y) = E derivaremos parcialmente a equagdo 2.37 em relagdo a v,
Y
obtendo:
oY(t
wé Y) _ sen(t) + et + ¢'(y). (2.38)
Y
Sabemos que,
oYP(t
w = N(t,y) e N(t,y)=sen(t) +t%e’ —1
Y

entdo substituindo os respectivos valores, na equacao 2.38 temos:

N(t,y) = sen(t) +e't* +g'(y)
sen(t) +t%¥ —1 = sen(t) +e’t* + ¢'(y)

A partir da equagdo anterior obtemos que ¢'(y) = —1, assim, integrando ambos os lados em

/g’(y)dy=/—1dy

gly) =—-y+C

relagdo a y, encontraremos g(y):

Substituindo o valor de g(y) na equagdo 2.37, temos que a solugdo geral é dada implicitamente
por
U(t,y) = ysen(t) + e¥t* —y + C
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2.4.5 Fatores Integrantes Especiais

Assim como nas equagdes lineares, as vezes € possivel transformar equagdes diferen-
ciais ndo lineares e ndo exatas em equacdes exatas, multiplicando-as por uma fung@o (¢, y),

denominada fator integrante para a equagao exata.

Ou seja, considerando a equacao diferencial:

d
M(t,y) + N(t, y)d—i —0 (2.39)

As vezes é possivel encontrar um fator integrante ;1 = u(t,y), de forma que, ao multiplicarmos a

equacdo 2.39 por ele, a nova equagao torne-se uma equacgao diferencial exata. Assim, obtemos:

dy

wlt,y) - Mt y) + ulty) - Nt y)—- =0 (2.40)
~ . 0 0
Pelo teorema 2, a equacao 2.40 serd exata se e somente se, EN (uM) = §< puN), que pela regra
Y
da diferenciacdo do produto € igual a :
o ol oM  ON
N — M —=p-|————]. 241
ot ay ( ay ot ) (@41

Para determinar o fator integrante p(¢, y) precisamos resolver uma equagio diferencial parcial,
0 que nao € uma tarefa facil. Portanto, vamos supor que x seja fungao de uma tnica varidvel,

digamos que i dependa apenas de ¢: 1 = pu(t).

0 9] d
Assim, 8—5 =0e 5)_‘: = d_[tL de forma que a equacgdo 2.41 fica:
oM  ON
du Oy Ot
| = 2.42
T N (2.42)
oM _ N
Ap6s terem sido feitas simplificacdes algébricas, se o quociente % resultar em uma

fun¢do que depende apenas da varidvel ¢, a equacdo 2.42 serd uma EDO de primeira ordem e

o fator integrante p podera ser determinado, ja que a equacao 2.42 € linear separavel. Assim,

y t
2 ) dt

segue da secdo 2.4.2 que,

p(t) = ef< (2.43)

De forma andloga, segue da equacdo 2.41 que se i for uma funcio que depende apenas

da varidvel y, entdo a equacao fica:

oN o
dp ot Oy

= - 2.44
dy Iz i (2.44)
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ON oM

ot dy

7 ) depender apenas da varidvel y, segue da secdo 2.4.2 que,

Assim, se 0 quociente <

%o
t
- |dy

/
nly) =e < (2.45)

Exemplo 8. Considere a equacdo diferencial ndo linear homogénea de primeira ordem:

(3ty 4 y?)dt + (t* +ty)dy =0 (2.46)

Analisando esta equagdo, temos que M (t,y) = 3ty + y*> e N(t,y) = t* + ty.

Derivando parcialmente M (¢, y) em relagdo a y e N(¢,y) em relagdo a ¢, temos:

OM(t
OMIty) gy o,
dy
ON(t,y)
—— =2t
ot Y
OM(t ON(t
Como t.y) + G y)’ temos que a equagdo nio é exata.
dy ot
O quociente em 2.45 ndo nos leva a lugar algum, pois
GGy 2A+y—3t—2  —t—y  —t—y 247)
M 3ty+y? 3ty +y2 3ty +y? '
depende de ¢ e de y.
No entanto, 2.43 resulta em um quociente que depende apenas da varidvel ¢:
B~ 3t+y-2A—y t+y  t+y 1 (2.48)
N 2 + ty 24ty tt+ry) ot '
Portanto, o fator integrante é yu(t) = e/ © = e/t = ¢.

Dessa forma, multiplicando a equacdo diferencial 2.46 pelo fator integrante j(t) = ¢ temos:

t- Bty +y*)dt +t- (> + ty)dy = 0 (2.49)

que € equivalente a:
(3t"y +y*t)dt + (t* + t*y)dy = 0 (2.50)

com M(t,y) = 3t*y+y*t e N(t,y) =13+ t%y.

Derivando parcialmente M (¢, y) em relagdo a y e N(¢,y) em relagdo a ¢, temos:

OM(t,y)

=32+ 2t e
dy Y

aN(ta y) 2
— = =3¢ 2t
Bt ety
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OM(t,y) ON(t,y)
oy Ot

Para encontrar a familia de solugdes da EDO 2.50, faremos um processo andlogo ao feito

Uma vez que, , temos que a nova equagao 2.50 é exata.

na secdo 2.4.4. Como a EDO € exata, entdo existe uma fungdo ¢ (¢, y) tal que:

9y
—(t,y) = M(t
o (L) (t,y)
oY
—(t,y) = N(t
ay( ) = N(ty)
ou seja,
o
3t? t=— 2.51
y+y 5 (2.51)
© 0
4+ tPy = 4 (2.52)
dy
Como queremos encontrar ¢, integraremos a equagao 2.51 em relacdo a t:
U(t,y) = / 3t%y + yPtdt
Logo,
y2t2
U(t,y) =y / 3t2dt + o / tdt = yt® + -+ g(y) (2.53)

com ¢(y) a fungdo a ser determinada.

Como foi visto anteriormente, precisamos encontrar uma fungdo (¢, y) tal que

Wlty) = Mty)

g—z(t,y) = N(t,y)

0
Deste modo, para que N (t,y) = a—w, derivaremos parcialmente a equagdo 2.53 em relacdo a v,
Y

obtendo:

N(t,y)

= +yt’ + ' (v). 2.54
By +yt* + ¢'(y) (2.54)

Sabemos que,

W=N(t,y) e N(ty) =1t +t%
y

entdo substituindo os respectivos valores, na equacao 2.54 temos:

N(t,y) = £ +t’y+4(y)
t+ty = +Py+4 )
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A partir da equagdo anterior obtemos que ¢'(y) = 0, assim, integrando ambos os lados em

/ 9'(y)dy = / Ody

g(y) =C

relac@o a y, encontraremos g(y):

Substituindo o valor de g(y) na equagdo 2.53, temos que a solugdo geral é dada implicitamente

por

242
b(t,y) = yt* + % e (2.55)

2.5 Equagoes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

Uma equacgao diferencial linear de segunda ordem pode ser escrita na forma

y"'(t) + p(t)y' () + q(t)y(t) = g(t) (2.56)

em que p, q, g sdo fungdes continuas da varidvel independente ¢ e a linha denota a diferenciacao
em relagdo a t.

Assim como para as equacdes diferenciais lineares de 1* ordem € valido o teorema sobre a
existéncia e unicidade de solugdes, para as equacgdes diferenciais lineares de 2* ordem € vélido

um resultado semelhante:

Teorema 3. (Existéncia e Unicidade)

Considere o problema de valor inicial
y" + o)y +a(t)y = f(t)
y(to) =vo,  ¥'(to) =¥
Se p(t),q(t) e f(t) sdo funcdes continuas no aberto intervalo I contendo t,, entdo o problema

de valor inicial tem uma, e somente uma, solucdo definida neste intervalo.

Devido a demonstracido desse teorema ndo ser tdo simples, ndo a faremos aqui neste
trabalho. Caso o leitor possua curiosidade, a demonstracao pode ser encontrada em (SANTOS,
2007, p. 655) e (FIGUEIREDO; NEVES, 2001, p. 95).

2.5.1 Equagdes Homogéneas

Uma equacao diferencial linear de segunda ordem € dita homogénea, caso possa ser

escrita na seguinte forma:

y"(t) +p(t)y'(t) +q(t)y(t) = 0 (2.57)
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em que p, q sdo fungdes continuas da varidvel independente ¢.
Para equacdes lineares homogéneas ¢é valido o Principio da Superposic¢ao, que serd abordado
mais a frente. Antes de aborda-lo, consideremos L um operador diferencial linear de segunda

ordem dado por:
L[p(t)] = ¢"(t) + p¢'(t) + qo(t)

Aplicando o operador a uma solugéo y(t) teremos:

Lly] = y"(t) + py'(t) + qy(t) (2.58)

Pela linearidade do operador L temos o Principio da Superposi¢do abaixo que nos diz

que a combinacao de solu¢des também serd uma solucao para a EDO.

Teorema 4. (Principio da Superposigdo)

Se y1(t) e ya(t) sdo solugdes da equagdo diferencial,

Lly()] = y"(t) + py'(t) + qy(t) =0 (2.59)

entdo a combinagdo linear y(t) = c1y1(t) + coy2(t) também é solugdo, quaisquer que sejam os

valores das constantes c; e cs.

Demonstracdo. Para verificar que c1y1(t) + coy2(t) € solugdo, substituiremos

y = cayi(t) + coya(t) (2.60)

na equacao 2.59. Assim, teremos:

Ll (t) + cpp(t)] = [y (t) + caya(t)]” + p(t)ern(t) + caga(t)] + q(t) [eryn (t) + caya(t)]
Llewn(t) +caya(t)] = cyn(t)” + caya(t)” + p(t)eryn (t) + p(t)eaya(t) + q(t)ery () + q(t)cays(t)
Llein (t) +ep®)] = alpn®)” +pyi(t) +at)yi ()] + caly(8)” + p()ya(t) + a(y)y2(t)]
Llciyn(t) + c2y2(t)] = erL{yi(t)] + c2L[y2 ()]

Como L[y (t)] = 0e L]y2(t)] = 0 temos que
Ly (t)] + coL[y2(t)] =1 -0+ ¢c2-0=0

Portanto, L{ciy;(t) + coy2(t)] = 0, assim, quaisquer valores de ¢; e ¢; dados pela equagdo 2.60

satisfazem a equacdo 2.59. [l

2.5.2 Solugdes Fundamentais

Vimos que a partir de duas solugdes da equacgdo 2.59 podemos determinar uma familia

infinita de solugdes definidas pela equagdo 2.60.

A partir disso, surge um questionamento, serd que todas as solugdes de 2.59 estdo

incluidas na equagao 2.60? No intuito de responder essa pergunta temos o seguinte teorema:



40 Capitulo 2. Equagdes Diferenciais

Teorema 5. Sejam vy, (t) e yo(t) duas solugdes da equagdo 2.59 tais que, em um ponto t, € R

det [ y1(to)  v2(to)

w(to) o) ] 7

Entdo para todo par de condigées iniciais (Yo, y;,) 0 problema de valor inicial
y' +pt)y +a(t)y=0
y(to) = yo, ¥ (to) = %0

tem uma tinica solugdo da forma
y = cy(t) + capa(t).

Demonstragdo. Considere o seguinte problema de valor inicial

M+p@y+?@y=? 2.61)
y(to) = yo, ¥'(to) = o

Determinaremos condi¢des sobre duas solugdes y;(t) e y»(t) de modo que existam constantes ¢;

e ¢ tais que a equagdo y(t) = c1y1(t) + caya(t) seja solugdo do PVI 2.61 anterior.
Substituindo ¢t = ¢y na solugdo y(t) = c1y1(t) + coy2(t) e em sua derivada /' (t) =
c1y1’ (t) + coyo’ (1), obtemos o seguinte sistema de equagdes lineares
ey (to) + c2y2(to) = y(to)
c1yy (to) + c215(to) = ' (to)
que pode ser escrito na forma AX = B, com
yi(to)  ya(to) Yo
yi'(to) o' (to) | Yo'

Se a matriz quadrada A for invertivel, entdo para todo par de condi¢des iniciais (yo, ¥/;) 0 sistema

A:

C1
, e b=
Co

tem uma solugfo tnica (c1, ¢z). A solugdo é X = A'B.
Sabemos que, uma matriz quadrada serd invertivel se, e somente se, o seu determinante for

diferente de zero, ou seja, se

Logo, para todo par de condi¢des iniciais (1o, y) existe um tnico par de constantes (cy, ¢z2) tal

que y(t) = c1y1(t) + caya(t) € solugdo do problema de valor inicial 2.61. O

Definicao 2. e O determinante

Wy, y2(to) = det [ yi(to)  y2(to) ]

' (to) y2'(to)

é denominado Wronskiano das fungées y,(t) e ya(t) em 1.
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o Seyy(t) e ya(t) sdo duas solugoes da EDO 2.57, tais que o W [yy, y2](to) # 0 em um ponto

to, entdo a estas fungdes damos o nome de solucdes fundamentais da EDO 2.57.
o Se yi(t) e ya(t) sao solugcdes fundamentais de 2.57, entdo a familia de solugcdes

y(t) = ciyi(t) + cata(t),

é chamada solugdo geral de 2.57 com ¢, co = constante.

Em vista disso, para encontrar a solu¢ao geral de uma equagao diferencial linear homo-
génea de segunda ordem 2.57, precisamos encontrar duas solu¢des fundamentais y; (¢) e yo(t) da

equagdo 2.57, tais que em um ponto ¢y € R

det [ y1(to)  wa(to)
yi'(to) v2'(to)

Exemplo 9. Seja w um niimero real ndo nulo. Vamos mostrar que y,(t) = cos(wt) e yz(t) =

]ﬂ.

sen(wt) sdo solugdes fundamentais da equagdo

Y + Wy =0 (2.62)
O Wronskiano é # 0?7

Para determinar se y;(t) e y2(t) sdo solu¢des da EDO, precisamos calcular as derivadas
primeira e segunda de y; e y, em relacdo a ¢ e posteriormente substituir os valores na equagao
2.62.

Derivando a fung@o y;(t) = cos(wt) obtemos:
y'(t) = —wsen(wt) e " (t) = —w?cos(wt)
Substituindo y7(¢) e y1 () em 2.62 temos:

—w?cos(wt) + w?(cos(wt)) = —w?cos(wt) + wcos(wt) = 0

Portanto, y; (t) € solugdo.

De forma anéloga, derivando a fungéo y2(t) = sen(wt) obtemos:
Yo' (t) = weos(wt) e 1" (t) = —w?sen(wt)

Substituindo y4(t) e y»(t) em 2.62 temos:
—w?sen(wt) + w?(sen(wt)) = —w?sen(wt) + wsen(wt) = 0

Portanto, y(t) é solugdo. Assim, y;(t) e yo(t) sdo solugdes.

Como visto anteriormente, o Wronskiano é:

Wly1, y2] (to) = det [
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Assim sendo, o Wronskiano das fungdes y () e ya2(t) é:

cos(wt sen(wt
Wy, y2](t) = det wt) wt)
—wsen(wt) wcos(wt)
Wy, yo](t) = weos?(wt) + wsen?(wt) = w(cos?(wt) + sen?(wt)) =w -1 =w
Deste modo, se w # 0 entdo Wy, y2](t) # 0. Neste caso, y;(t) = cos(wt) e yo(t) = sen(wt)

sdo solugdes fundamentais de 2.62.

2.5.3 Foérmula de Euler

Para atribuir significado a expressdo y(t) = e®e®, precisamos definir a fun¢do expo-

nencial complexa €™, com r = a + b, de forma que ela satisfaca as seguintes propriedades:

platib)t _ pat bt (2.63)
%(ert) et (2.64)

Note que a fungdo z(t) = e™* € solugdo da equagdo y” + w?y = 0, pois pela propriedade

2.64 acima temos que:
Z(t) = iwe™ e 2'(t) = —w?e™ = —w?z(t)
Substituindo os valores de 2”(t) e z(t) em y” + w?y = 0 temos:
2w (t) =0
Dessa forma, z(t) = ¢™* € solugio do problema de valor inicial:

y// + wa =0
y(0) =1, y'(0) = iw

Vimos anteriormente, no exemplo 9 que y;(t) = cos(wt) e y2(t) = sen(wt) sdo solugdes

(2.65)

fundamentais de 4" + w?y = 0. Consequentemente, a partir do Teorema 5, existem constantes c;
e co tais que:
2(t) = ' = cicos(wt) + cpsen(wt) (2.66)

Para determinar as constantes, substituiremos ¢ = () na equagao 2.66:

2(0) = c¢1c08(0) + casen(0)
1 = ¢-(1)+e2-(0)

Logo,c1 =1
Agora, a fim de determinarmos a constante co, derivaremos a equacao 2.66 em relagdo a ¢:

2(t) = iwe™"t = —cywsen(wt) + cowcos(wt)
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Substituindo ¢ = 0 na equacao anterior obtemos:

20) = iwe®® = —ciwsen(w(0)) 4 cweos(w(0))

iw = —c1(0) + cow(1)

Portanto, cy = 1.

Substituindo os valores de c; e ¢z na equacio 2.66 obtemos

2(t) = e“'=(1)-cos(wt) + (i) - sen(wt)

et = cos(wt) +isen(wt)

Substituindo (wt) por (a + ib)t, pela propriedade 2.63 temos:

e(a-l—ib)t — eat . eibt
@t — o (cos(bt) 4 i - sen(bt)) (2.67)
Tomando ¢ = 1 obtemos
et — ¢(cos(b) 4 i - sen(b)) (2.68)

Esta equacdo 2.68 é conhecida como férmula de Euler.

a-+ib

Assim, sempre que escrevermos e, estamos nos referindo a expressdo e®(cos(b) + i - sen(b)).

Vale a pena observar algumas varia¢des da férmula de Euler, por exemplo, substituindo
(a + ib) por —t temos:
e = cos(—t) +i - sen(—t)

Note que, cos(—t) = cos(t) e sen(—t) = —sen(t), assim

e " = cos(t) — i - sen(t)

2.5.4 Equagdes Homogéneas Lineares com Coeficientes Constantes

Uma equagdo diferencial linear serd considerada homogénea com coeficientes constantes

quando puder ser escrita na seguinte forma:

y'(t) +py'(t) + qy(t) = 0 (2.69)

em que as fungdes p(t), ¢(t) sdo constantes e a linha denota a diferenciagéo em relagio a t.

O método de resolugdo consiste em encontrar solucdes para a equagao 2.69 na forma

_rt
y(t) = e
onde r € um parametro a determinar.

Para verificar que a fungdo y(t) é solug¢do da equagdo diferencidvel 2.69 devemos leva-la até ela.
Sabemos que y(t) = €™, entdo y/'(t) = re" e y”(t) = r?e". Substituindo esses valores em 2.69,
temos

re™ + pre + qe" =0
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Colocando o termo e em evidéncia temos:

e"t(r* 4 pr4+q) =0

Como € # 0, temos que

4+ pr+q=0 (2.70)

A equacdo 2.70 é denominada equacio caracteristica ou equacao auxiliar da equacio
2.69. Por ser de grau dois, teremos trés casos de solucdes a considerar, dependendo do sinal do

discriminante A= p? — 4q.

Casol: A =p? —4¢ >0

Neste caso, teremos duas raizes reais distintas, denotadas por 71 € 75:

—p p? —4q —-p  \P?—4q

s S B S s

entdo y; (1) = €™ e yo(t) = "' sdo as solugdes da equagio 2.69.
E ficil ver que o Wronskiano dessas duas solugdes é igual a e("172)(®) . (ro —r1) # 0. Dessa

forma, temos que as solugdes y; (t) e y2(t) sdo linearmente independentes (1.i), e neste caso,
y(t) = cre™ + coe™

€ solucdo geral de 2.69 no caso em que A > 0.

Exemplo 10. Encontre a solucdo do problema de valor inicial

y" + 5y + 6y = 0,
y(0) = 2,
y'(0) = 3.

Fazendo y = €, entdo 7 tem que ser raiz da equacdo caracteristica 72 + 57 + 6 = 0.
Note que, a equagdo caracteristica 72 + 5r + 6 = 0, possui discriminante A > 0, ou seja, a
equagdo caracteristica tem duas raizes reais e distintas.
A equagdo caracteristica pode ser escrita através do produto entre os polindmios (r+2)(r+3) = 0,
resultando nos seguintes valores de r : r = —2 e r = —3. Logo a solu¢do geral da equacdo
y'+5y +6y=0¢

y(t) = cre™® 4 e (2.71)
Para encontrar a solu¢do do PVI, € necessario satisfazer a primeira condi¢ao inicial. Substituindo

t=0ey=2na227l, temos
c1+cy=2 (2.72)
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Antes de usar a segunda condi¢do inicial, € necessério derivar a equacdo 2.71 em relacio

2t

at,oquenosddy(t) = —2cie " — 3cpe™3t. Assim, fazendo t = 0 e ¢/ = 3, temos

—2¢1 — 3¢ =3 (2.73)

Multiplicando a equagdo 2.72 por 2 e somando o resultado obtido a equacao 2.73, iremos

encontrar c; = —7. Como ¢; + ¢, = 2 temos que ¢; = 9.
Logo, y = 9~ — Te~3! & a solucdo do problema de valor inicial.
CasoIL: A =p? —4g =0

Neste caso, teremos apenas uma raiz real, denotada por r:

_ 2 _ 4
L_ TP VP4
2 2
2 p
Como p* — 4q = 0, temos que r = 5
entdo
yi(t) = e (2.74)

¢ solugdo da equagdo 2.69.
Como podemos determinar uma outra soluco y»(t) da equagdo 2.69, de forma que y;(t) e y2(t)

sejam linearmente independentes (1.1)?

Através do método de Reducdo de Ordem € possivel encontrar uma segunda solugdo
y2(t). O método de Redugdo de Ordem é assim denominado pois precisamos resolver uma
equacdo diferencial linear de primeira ordem para encontrar a segunda solugdo.

Assim, dada uma soluc@o conhecida y; (t), esse método consiste em encontrar uma outra solugdo

na forma:
y(t) = u(t) - y1(t) (2.75)

Antes de substituir y(¢) na equagdo 2.69, primeiramente, a partir da regra de deriva¢do do
produto, calcularemos a derivada primeira e segunda da equacgdo 2.75 em relacao a ¢, que sao

respectivamente:
Y () = u' )y () +yi(Wult) e y'(t) = u"(O)y(t) + i (u'(t) + i (Dult) + yi (' (t)
Substituindo 3", 1/ € y em 2.69 obtemos:
ulyf +pyr + a] + u"yr + W2y +pyn] = 0

Uma vez que por 2.69 a expressdo: y; + py; + qy1 = 0 podemos reescrever a equacdo anterior

Ccomo.:

2 /
u'yr U2y +py] =0 ou W Hw (ﬂ +p) =0
U1
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onde fizemos w = u'. )

Note que, a equagdo obtida: w' + w (% + p) = 0, é uma equacao diferencial linear de 1*
ordem. ”

Para a solucdo y; dada em 2.74, é facil ver que o termo entre parénteses € igual a zero. Portanto,
temos que:

w=0 , w=c , u=ct+g

onde c e g s@o0 constantes.
Desse modo, qualquer fungéo na forma (ct + g) - y1(t) é solugdo de 2.69.

Tomando ¢ = 1 e g = 0, obtemos uma segunda solu¢do da equagao 2.69:

yo(t) = te’ comr = =2 (2.76)

E ficil ver que o Wronskiano de y,(t) e y»(t) é igual a e ?*. Dessa forma, temos que as solugdes

y1(t) e y2(t) sdo linearmente independentes (l.i), e nesse caso
y(t) = cre’ + cote™
€ solucdo geral da equagdo 2.69 no caso em que A = 0.

Exemplo 11. Encontre a solucdo geral da equacdo
" /
y +4y +4y =10

A equacdo anterior € uma EDO linear, de segunda ordem, homogénea, que tem como equagao
caracteristica:
2+ 4r+4=0.

Observe que o discriminante A = (, ou seja, a equagao caracteristica tem uma unica raiz real
r = —2. Assim, a solu¢do geral da equacao é:
y(t) = cre™® + cote .

Caso III: p?> — 4¢ < 0

Neste caso, teremos duas raizes complexas, compostas por nimeros complexos conjugados e

b+ VP T
2

denotadas por 7y e ry:

r =

—p— P> —4q
2

p? —4q

5 temosr; = a+thery =a—1b

Sejaa:—geb:
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entao
y1(t) _ e(a-l—ib)zt e y2(t) — 6(aL—z'b)t

sdo as solucdes da equagdo 2.69.

Em 2.5.3, atribuimos um significado as expressoes y1 () € yo(t), que podem ser escritas como:
yi(t) = et = % (cos(bt) +i - sen(bt)) e ya(t) = e = e (cos(bt) — i - sen(bt)).

E facil ver que o Wronskiano de y; (t) e y,(t) é igual a (—2ib) - ¢>* # 0. Dessa forma, temos
que as solugdes sdo linearmente independentes (1.1), € a solucao geral da equacdo 2.69 no caso
emque A < 0é:

y(t) = c1 - e®cos(bt) + ¢y - e™isen(bt)

Exemplo 12. Encontre a solugdo geral da equacdo

y'+ 4y + Ty =0

A equacdo anterior € uma EDO linear, de segunda ordem, homogénea, que tem como equagao
caracteristica:
r?+4r+7=0.

Observe que o discriminante A < 0, ou seja, a equagao caracteristica tem duas raizes complexas
conjugadas, r; = —2 + V3ie rg = —2 — V/3i. Assim, sejaa=—2eb= \/3, a solucao geral
da equacao é:

y(t) = cre? cos V3t 4 cote”* senv/3t.

2.6 Equacbes Nao-Homogéneas

Uma equagdo diferencial linear de segunda ordem € dita ndo-homogeénea, se ela pode ser

escrita como:
y'(t) +p)y'(t) + q(t)y(t) = g(t) (2.77)

em que p, g s3o fungdes continuas da varidvel independente ¢ e g(¢) uma fungdo nao nula.

Teorema 6. Seja y,(t) uma solugdo particular da equagao diferencial linear ndo-homogénea
2.77 e y1(t) e ya(t) solugdo geral da equacdo homogénea correspondente. Entdo, a solu¢do

geral da equacdo 2.77 é:
y(t) = yp(t) + crya(t) + c2ya(t)

Demonstragdo. Seja y(t) e y,(t) solugdes particulares da equagdo nao-homogénea 2.77. De-
finindo Y (t) = y(t) — v,(t), queremos mostrar que Y (¢) é solugdo da equacdo homogénea
associada

y'(t) +p()y' (1) + a(t)y(t) = 0 (2.78)
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Assim, substituindo o valor de Y (¢) na equacdo abaixo, temos
YI(6) +p0)Y' (1) +q()Y (1) = (y(t) = 5p()" +p(1) - (Y(t) = 4(1)" + a(t) - (y(t) — (1))
YO8 +p@Y'(8) + ()Y (1) = y"() = 4,(t) + )y (1) — p()y, (1) + a(B)y(t) — a(t)yp(1)

Agrupando os termos semelhantes obtemos:

Y7(t) +p()Y'(t) +q()Y () = (y" (1) + p)y' () + a()y(t)) = (,(2) + p()y, (1) + a(t)yp (1))

(2.79)
Como definimos que y(t) e y,(t) sdo solu¢des de 2.77, entdo v (t) + p(t)y'(t) + q(t)y(t) = g(t)
ey, (t) +p(t)y,(t) +q(t)y,(t) = g(t). Dessa forma, a equagdo 2.79 se torna:

Y1) +p@)Y'(1) +q()Y (1) = g(t) — g(t) =0

Logo, Y (t) é solugdo da equacdo homogénea 2.78 e pelo Teorema 4, temos que Y (¢) =
c1y1(t) + c1y2(t). Portanto

y(t) —yp(t) = cimn(t) +crya(t)
y(t) = cay(t) +cyalt) +y(t). (2.80)

]

Assim sendo, para encontrar a solugdo geral de uma equacao diferencial linear de 2?
ordem nao-homogénea, precisamos encontrar a solucao geral da equacdo homogénea correspon-

dente e a solucdo particular da equac@o ndo-homogénea.

Teorema 7. (Principio da Superposicdo para Equacoes Ndo-Homogéneas)
Seja y, (t) uma solugdo de

y'(t) +py' () + qy(t) = g1 (1)
e yo(t) uma solugdo de

y'(t) +py'(t) + qy(t) = ga(t).

Entdo y(t) = y1(t) + ya(t) € solugcdo de
y' () +py'(t) + qu(t) = g1(t) + g2(t).
Demonstracdo. Para verificar que y; (1) e y»(t) € solugdo, substituiremos
y(t) = y1(t) + 2 (t)
em y”(t) + py'(t) + qy(t). Assim, temos

Y'(t) + oy () +qy(t) = () +y2(0)" +p) - (yat) +y2(t) + qt) - (1) + 32(t))
y' (1) +py'(t) +qy(t) = yi(t) + 5 (t) +p)y) (1) +pt)ys(t) + q(t)yr(t) + q(t)ya(t)
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Agrupando os termos semelhantes temos

y'(t) + oy () +qy(t) = (Wi(t) +p)yi(t) +a®)y(t)) + (o (t) + p(t)ys(t) + q(t)ya(t))

Como definimos que y;(t) € solugdo de y”(t) + py'(t) + qy(t) = ¢1(t) e y=(t) € solucdo de
y"(t) + py'(t) + qy(t) = g2(t), entdo a equagdo anterior se torna:

y'(t) +py'(t) + qu(t) = g1(t) + g2(t)

[
2.6.1 Meétodo de Variacdo dos Parametros
Seja a equagdo linear de segunda ordem ndo homogénea
y'(t) +py () + qy(t) = (1) (2.81)
e a equacdo linear de segunda ordem homogénea correspondente a nao-homogénea
y"(t) +py'(t) + qy(t) = 0. (2.82)

onde p e ¢ sdo funcdes continuas, e cuja solucdo geral é da forma

y(t) = a1y (t) + caya(t).

O método Variacao dos Parametros ¢ um método que pode ser aplicado com éxito em qualquer
equacao do tipo 2.81, na qual duas solu¢des fundamentais y; (t) e y2(t) da equacdo homogénea

correspondente sdo conhecidas em um intervalo I, e cujo Wronskiano W yy, yo|(t) # 0Vt € I.

Conhecendo-se duas solucdes fundamentais da equagdo homogénea, o método variagdo
dos parametros consiste em procurar uma solucao particular da equacido nao homogénea que
tenha a mesma forma da solug@o geral da homogénea, mas que serdo substituidos os coeficientes

¢y € co por fungdes uq(t) e us(t), isso nos da

y = ur(t)y1(t) + ua(t)ya(t) (2.83)

Derivando a equacdo 2.83 em relacdo a t, temos

Y = ur(D)ya () + ua ()i (8) + us(B)ya(t) + uz(t)ys (1)
Supondo que a soma dos termos envolvendo «/ (¢) e u}(t) seja nula, ou seja,

ur (D)2 (t) + us(£)ya(t) = 0 (2.84)

temos
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Derivando a equacdo anterior em relacdo a t,

y' =uy )y (1) + ua(D)yy () + up(t)ys(t) + ua(t)yz (1)
Substituindo 3”, ¥’ e y na equacédo 2.81 e colocando os termos comuns em evidéncia, obtemos,
ur (8) [y (t) + p(0)yi (8) + a(t)yr (1))

+uz(t)[y2 (1) + p(H)ya(t) + a(t)y2(1)]
+uy(Oyr (1) + uy(t)ya(t) = g(t) (2.85)

Note que, como ¥; e y» sdo solugdes da equagdo homogénea 2.82, os termos [y (t) + p(t)y; (t) +

q(t)y1(t)] e [y5 () + p(t)ys(t) + q(t)ya(t)] serdo iguais a zero. Assim temos,

ur (D)9 () + ua()y(t) = g(1) (2.86)

As equacdes 2.84 e 2.86 formam um sistema de equagdes lineares para as derivadas u;’(t) e

us’(t), que pode ser escrito na forma AX = B com

cuja solugdo

[ /() ] —X=A"'B

UQ,(t

Para encontrar a inversa da matriz A, consideremos a matriz aumentada A|l e através de
operacdes badsicas de linha em ambas as matrizes, escalonemos, até que a matriz da esquerda

seja a matriz identidade. Dessa forma, obtemos que
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Dessa forma, obtemos duas equagdes diferenciais de primeira ordem

a(t) - g(t)
Wiy, vl (t)

(

0 — 0 o(0)

W[yla Y2) (1)
Integrando-as em relagdo a ¢ obtemos

w(t) = — W[ ] t (2.87)
us(t) = Hdt (2.88)

Substituindo os valores de u;(t) e us(t) encontrados na equagdo 2.83, obtemos uma

solucdo particular

ya(t) - 9(1)

yl() (t>
iR .

Whyowl 0 | Wyl

yp(t) = =y (t)
e a seguinte solucao geral:

y(t) = yn+yp (2.89)

onde y, € a solu¢do particular da equagdo nado-homogénea e y;, € a solucio geral da equacdo

homogénea.

Exemplo 13. Encontre a solucdo particular e a solugdo geral da equacdo:

y' +y =sect (2.90)

A equacdo 2.90 € uma equacdo diferencial linear de segunda ordem nao-homogénea, que
pode ser resolvida através do método Variagao dos Parametros 2.6.1.
A equagdo homogénea associada é:
v +y=0 (2.91)

que tem como equagdo caracteristica r> + 1 = 0. Note que o discriminante A < 0, portanto,
como foi visto em 2.5.4, teremos neste caso duas raizes complexas conjugadas, 1y =i e ry = —i,

e a solucdo geral da equacdo homogénea correspondente 2.91 é:
y(t) = crcos(t) + casen(t)

jAquea=0ed=1.

Queremos encontrar uma solugdo particular sob a forma:

Yp(t) = uycos(t) + ugsen(t) (2.92)
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Vimos anteriormente no método Varia¢do dos Pardmetros que as fungdes u; (t) e uy(t) podem

ser obtidas através de duas equacdes, vide 2.87 e 2.88:

R EORIGE

() Wiy 9]0

(2.93)

u () - glt)
Wiy (0

A partir da solugdo geral da equacdo homogénea, sabemos qual o valor de y; (¢) e y2(), no entanto,

us(t) = (2.94)

para encontrarmos o valor de u; (t) e us(t) precisamos primeiramente calcular o Wronskiano de
yi(t) e ya(t).

cos(t)  sen(t)

Wlyy, ye](t) = det [ ] = cos*(t) + sen®(t) = 1.

—sen(t) cos(t)
Agora podemos calcular u; (t) e uy(t), substituindo os respectivos valores de y1(t), y2(t), g(t),
Wlyr, y2](t) em 2.93 e 2.94:

“t) - _/sen(t)-lsec(t))dt: _/iiz((;f))dt: c;_u o ful + By

ur(t) = Inlcos(t)| + hy. (2.95)

us(t) = /Mdt :/Cos(t)dt - /1dt =t + ho. (2.96)

1 cos(t)

Tomando h,(t) = 0 e he(t) = 0 e substituindo os valores de u;(t) e uz(t) em 2.92 obtemos a
solucdo particular :
yp(t) = (In|cos(t)|) cos(t) + tsen(t). (2.97)

Portanto, a solugdo geral da equagdo 2.90 é:

y(t) = yn+up
y(t) = cicos(t) + casen(t) + (In|cos(t)|) cos(t) + tsen(t) (2.98)

onde ¥, € a solugdo particular da equagdo ndo-homogénea e y;, € a solucdo geral da equagdo

homogénea.

2.6.2 Meétodo dos Coeficientes a Determinar

O método dos coeficientes a determinar ou dos coeficientes indeterminados € um método

utilizado para determinar a solucao particular das equagdes lineares na forma

ay” + by + cy = g(t) (2.99)
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com a, b e ¢ nimeros reais, a # 0. Esse método se aplica somente para equa¢des nao-homogéneas
com coeficientes constantes, cujo termo ndo homogéneo pertence a classe das fungdes polinomi-
ais, exponenciais, senos e co-senos. De acordo com (SANTOS, 2007) temos os seguintes casos:
Caso 1

Quando a fung@o ¢(t) estd na forma g(t) = ap + - - - + a,t", em que ag, - - - ,a, € R.

Neste caso, devemos procurar uma solucao particular da forma
Yp(t) = t°(Ao + - + Aut"™)

em que s € 0 menor inteiro ndo negativo que garante que nenhuma parcela de y,(t) seja solu-
¢do da equagdo homogénea correspondente e Ay, - - - , A,, sdo coeficientes a ser determinados

substituindo-se y,(t) na equagdo 2.99.
Caso I1

Quando a fungdo ¢(t) estd na forma g(t) = (ag + - - - + a,t")e™, em que ag, - - - ,a, € R

Neste caso, devemos procurar uma solugdo particular da forma y,(t) = t°(Ay + - - - + A, t")e™

em que s € 0 menor inteiro ndo negativo que garante que nenhuma parcela de y,(t) seja solu-
¢do da equagdo homogénea correspondente e Ay, - - - , A,, sdo coeficientes a ser determinados

substituindo-se y,(t) na equagdo 2.99.

Caso II1

Quando a fungdo g(t) estd na forma g(t) = (ag+- - - +ant™)e“cosbt+ (bg+- - - +b,,t"™)e™ senbt,
em que ag, -+ ,a, € Reby, -+ ,b, € R.

Neste caso, devemos procurar uma solucao particular da forma
Yp(t) = t5[(Ao + - - - + Agt?)e cosbt + (By + - - - + Byt9)e™senbt],

em que ¢ = max{m,n}, s é o menor inteiro ndo negativo que garante que nenhuma parcela
de y,(t) seja solugdo da equacdo homogénea correspondente e Ay, -, A,, By, --- , B, sdo
coeficientes a serem determinados substituindo-se ¥, (¢) na equagao 2.99.

Dessa forma, a solugdo geral da equagao nao homogénea 2.99 é:

y(t) = yn+yp (2.100)

onde ¥, € a solugdo particular da equagdo ndo-homogénea e y;, € a solucdo geral da equacdo

homogénea.
Exemplo 14. Encontre a solugdo geral da equacdo
y' — 5y +4y = ¢ (2.101)

A equacdo 2.101 e uma equagdo diferencial de segunda ordem linear ndo-homogénea

com coeficientes constantes. Observe que o termo nao-homogéneo pertence a classe das funcdes
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exponenciais, logo, a fungdo ¢(t) se enquadra no caso 2.6.2 do método dos Coeficientes a
Determinar.
Primeiramente, devemos encontrar a solucdo geral da equacdo homogénea correspondente a

2.101: y”" — 5y’ + 4y = 0. A equagdo caracteristica da homogénea é:
r? —5r+4=0.

O discriminante da equagao caracteristica ¢ A > 0, portanto como foi visto na se¢do 2.5.4,
teremos neste caso duas raizes reais e distintas, 7, = 4 e r, = 1, e a solugdo geral da equagio
homogénea correspondente €:

y(t) = cre® + cpel. (2.102)

Como o segundo membro da equagdo € da forma 2.6.2, procuraremos uma solugdo particular da

forma:
yp(t) = t(Ap)e".
O valor de s = 1, pois para s = 0 a parcela Age’ é solu¢do da equagdo homogénea. Calculando

a derivada primeira e segunda y,(¢) em relacdo a ¢ temos:
Y (t) = e'(Ag + At).
Y, (1) = €' (2Ag + Agt).
Substituindo 3", 3/, y na equagdo 2.101 temos:
e (240 + Aot) — e (Ag + Aot) + 4e'(Agt) = €'
Simplificando o primeiro membro obtemos:
e'(—3A4g) = ¢

logo, Ay = —%. Dessa forma, uma solugdo particular da equagdo nao homogénea 2.101 dada é:

1
yp(t> = _gtet

e a solucdo geral da equagc@o nao homogénea é:

y(t) = yn+y

1
y(t) = cre + cyet — gtet (2.103)

onde ¥, € a solugdo particular da equagdo ndo-homogénea e y;, € a solucdo geral da equagdo

homogénea.

Nas aplicacdes que apresentaremos no préximo capitulo daremos exemplos de equagdes

diferenciais cujas solugdes serdo obtidas pelos métodos abordados neste capitulo.
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3 Modelagens

3.1 Queda livre de corpos

A mecanica cléssica se destaca como uma das matérias mais importantes da disciplina
de Fisica. Dentre os diversos conceitos abordados nessa matéria, podemos destacar a queda livre,

que se trata do movimento vertical de um corpo de massa m, sob influéncia de uma unica forga,

a gravidade.

Vamos modelar uma situagdo em que um objeto é lancado para cima e desprezaremos a

resisténcia do ar.

Suponhamos entdo que uma pedra € jogada para cima, conforme ilustrado na figura 1:

¢ x()

mg

0
Figura 1 — Lancamento vertical da pedra.

Fonte — Elaborada pela autora

A posi¢do da pedra tem como referéncia um eixo-X, com origem no solo e orientado para cima.
Seja (t) a posi¢do da pedra num instante . Como o movimento € contrério a agéo da forga peso,

temos, pela segunda lei de Newton, que:
Fres = m-a

-mg = m-x

Dividindo por m ambos os lados da igualdade na equacdo anterior:
7 =—g (3.1

Observe que trata-se de uma equagao diferencial de segunda ordem. Perceba que poderiamos

aplicar um dos métodos de resolugdo de equacdes diferenciais de segunda ordem que aprendemos

no capitulo anterior.
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dx'(t dx'(t
No entanto, como z”(t) = xdzE ) temos que 2" (t) = Idi ) = —¢g é um problema de varidveis

separdveis. Logo, integrando esta equagcdo em relacdo a varidvel ¢ temos:

¥'(t) = —gt+ ¢, (3.2)

O valor da constante ¢; pode ser determinado fazendo ¢ = 0. Assim, temos que ¢; = 2/(0),
logo, c; € a velocidade inicial da pedra no momento ¢ = 0. Seja vy = ¢;, podemos reescrever a
equacao 3.2 como:

Z'(t) = —gt + vo

Integrando a equacgdo anterior em relagdo a ¢:

—gt2
z(t) = 5 + vot + o (3.3)

De forma andloga a constante c;, o valor da constante ¢, pode ser determinada fazendo ¢t = 0.
Assim, temos que x(0) = ¢, logo, ¢2 é a posicdo inicial da pedra no instante ¢t = 0. Seja, 7o = ¢,
podemos reescrever a equacao 3.3 como:

—qt
(t) = g + vt + @0 (3.4)

A equacdo 3.4 é uma das equacdes basicas do movimento com aceleracdo constante; muito

utilizada para resolver problemas de dinAmica com esse comportamento.
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3.2 A viscosidade do ar

Ha aproximadamente 300 anos antes de Cristo, o filésofo Aristoteles acreditava que,
abandonando de uma mesma altura objetos mais leves, como uma pena e mais pesados, como
uma esfera de ferro, seus respectivos tempos de queda seriam distintos e estariam relacionados a
massa desses objetos. A esfera de ferro cairia com uma aceleracdo maior do que a pena devido a
massa do primeiro ser maior do que a do segundo. Assim, acreditava-se que quanto mais pesado

um corpo, mais rapidamente chegaria ao solo.

Séculos depois, a partir dos experimentos de Galileu na torre inclinada de Pisa, concluiu-
se que um corpo leve e um corpo pesado quando abandonados de uma mesma altura, caem
simultaneamente no chdo no mesmo instante. Ou seja, a diferengca de massa entre os dois objetos
ndo influi sobre a taxa de acelerac¢io entre os mesmos, a diferenca nas taxas € devida a resisténcia

do ar.

No modelo anterior, foi desprezada a resisténcia do ar. Consideremos nesse modelo,
o lancamento vertical de um corpo, cujo deslocamento do mesmo € verticalmente para cima.
Incluiremos nesse modelo uma forga de atrito agindo na dire¢do oposta a0 movimento, supondo
que sua intensidade seja 5 = —a - v. Pela segunda lei do movimento de Newton temos que,
F=m-a,ondev = % ¢ a velocidade e o € uma constante que nao depende exclusivamente do
meio, mas também das dimensdes do objeto. Assim analisando as forcas que atuam no sistema,
obtemos que a forca resultante (F}..5) € igual a soma da forca peso (/) com a resisténcia do ar

(F2):

Fres = m-a

F1+F2 = m-a

d*x
—m — v =m::—
g dt?
dx d*x
—-mqg—o - — = Mm - —
T 2
_a dz d*x
I 7 e
d*x 4B dr
2 a — Y
d*x dz
ae g =
A equacdo anterior pode ser reescrita como:
2+ B-2=—g (3.5)

—a
onde 8 = ~.
A equacdo 3.5 é uma EDO, de segunda ordem, linear, ndo homogénea com coeficientes constantes.

Perceba que poderiamos aplicar um dos métodos de resolugcdo de equacdes diferenciais de
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segunda ordem que aprendemos no capitulo anterior: o Método de Variacdo de Parametros
(2.6.1) ou 0 Método dos Coeficientes a Determinar (2.6.2). Nesse modelo, optamos por utilizar o
Método de Variacao dos Parametros.

Considerando nesse problema as condig¢des iniciais 2(0) = zq e 2/(0) = v(0) = vy,0btemos o

seguinte problema de valor inicial:

W B = =,
z(0) = o,
2'(0) = v(0) = wv.

Seja 2" 4+ B - 2’ = 0 a EDO homogénea correspondente a EDO nao-homogénea 3.5. A equacdo
caracteristica da mesma é 72 + 3 - r = 0. Observe que o discriminante da equacdo caracteristica
¢ A > 0, dessa forma, como foi visto na se¢@o 2.5.4, teremos duas raizes reais e distintas: 7, = 0

e ro = —[3. E portanto, a solu¢do geral da homogénea é da forma
T = cre™ 4 cpe’??

Substituindo os valores de 7 e 73 na equacgdo anterior, temos que a solug¢do geral da homogénea
¢ da forma
z(t) = ¢y + cpe™? (3.6)

Pelo método Variacdo dos Parametros, queremos encontrar uma solucao particular da equacao
nao homogénea 3.5 que tenha a forma da solucao geral da homogénea. Assim, substituindo os

pardmetros constantes c; € ¢, por fungdes uy(t) e uq(t) a determinar na equag@o 3.6 temos:

w(t) = uy (t) + ug(t) - e P (3.7)
cuja derivada em relacdo a t é:
/() = ui(t) +ug(t) - e — B ug(t) - e (3.8)
Consideremos
wy' (1) +uy'(t) - e P =0 (3.9)
Assim, uy’(t) = —uy'(t) - e P! e portanto, pela equacdo 3.9 temos que
2'(t) = =B -uy(t) - e P (3.10)

Derivando a equago anterior em relagdo a ¢ temos que " (t) = 5% uy(t) - e P — B-uy'(t) - e7PL.

Substituindo os valores de z/(t) e 2" (t) na equacdo 3.5 temos:

B ua(t) e = B (8) - e-ﬁfw(—ﬁ-uz(t)-e-ﬂt) -
B2 ug(t) - e = 5wy (1) - e “ug(t) - e = -9
—6 uw(t) e = —g

uw'(t) = = 3.11)
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Utilizando as equacdes 3.9 e 3.11 montaremos o seguinte sistema:
uy'(t) + uy'(t) - e Pt = 0,
uy(t) = 25~
A partir do método da substitui¢do temos que v} (t) = _Fg
t
Integrando / (¢) em relag@o a t obtemos que u; (t) = —% +c1.
. Bt
Integrando u}(t) em relag@o a ¢ obtemos que usy(t) = 52 + co.
Considerando ¢ = 0 na equagdo 3.10 teremos:
2'(t) = —B-uy(t)-e
. Pt
D) = B (g re) e
$/<t) e _2 — /8 . 02 . eiﬁt
8
z(0) = —% — B e
v(0) = —%—5‘02
Yo = —% —f-c
Vo 9
Substituindo os valores de u;(t) e uy(t) na equagéo 3.7 temos:
z(t) = uy(t) 4+ uy(t) - e
t pt
x(t) = L (& +cy) e Pt
g p?
t
o(t) = —% Yot % Yoy e Pt (3.13)

Para encontrar o valor de c; utilizaremos uma condic¢ao i

equagdo anterior teremos:

nicial do PVI: Considerando ¢ = 0 na

t
o(t) = —% Yo+ % teye Pt (3.14)
z(0) = cl—l—%—l—@
g Vo g
T atETE e
0 = T+ 2 (3.15)

p
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Encontrados os valores de c; e c; e substituindo-os na equacgdo 3.13 temos:

x(t) = —%+cl+%+c,@—m
¢ —Bt
a(t) = —%4‘5504‘%—1-%4-(—%—%)-65
o(t) = _<%+%>‘6_Bt+xo+%+%—% (3.16)

Agrupando-se os termos semelhantes na equacdo 3.16 temos que a solucao da equacdo 3.5 é:

walt) = 55

(e P 1 B+ % (=P 1) + 1 (3.17)
Comparando a solucdo 3.17 com a solugdo definida pela equacdo 3.4 da modelagem anterior,
nota-se que ambas sdo bastante diferentes. No entanto, € interessante observar que essas funcoes
deverdo se coincidir no limite quando 5 — 0, uma vez que a equagdo 3.5 se reduz a 3.1 quando
£ — 0.

De fato, aplicando-se a regra de L’Hospital na equacao 3.17:

gte Pt — gt L te Pt

M ge = lim 2 T + %o (3.18)
lim zg; = lim —gtre + v - te P+ g (3.19)
B—0 B—0

.  —gt?

}312(1) T = 5 + vt + xg (3.20)

-1

Ii = t+ [ —gt? 3.21
S o) To + Vo +(29 ) (3.21)

Derivando a equacgdo 3.17 em relacdo a ¢t conseguimos obter mais algumas informagdes sobre

este modelo, onde ha influéncia da resisténcia do ar:

dx
sy sy -

Aplicando ao limite quando ¢ — +o00, temos que existe uma velocidade limite designada por

Voo = Fg,jé que lim,_, . e~ #* = 0.

A partir desses resultados, temos as seguintes informacdes:

e Pelo fato de existir uma velocidade limite, temos que nesse modelo, um corpo caindo
verticalmente com velocidade inicial vy = 0 terd sua velocidade sempre inferior a v, €

sua velocidade tenderd para esse valor quando ¢t — oo;

e Para valores apropriados da constante [ é possivel garantir uma queda "suave", fendmeno

que ocorre na utiliza¢do de para-quedas.
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3.3 Velocidade de escape

De um modo geral, quando um projétil € langado para cima, sua velocidade diminui até
que ele pare momentaneamente e caia em dire¢do a Terra. No entanto, para velocidades acima de
um certo valor, o projétil continua sempre em ascensao, de modo que sua velocidade apenas se
anula (pelo menos teoricamente) a uma distancia infinita da Terra. O valor minimo da velocidade

para que isso ocorra € denominado de velocidade de escape.

Consideremos aqui, o problema do deslocamento vertical de uma particula de massa m,
sujeita apenas a forca gravitacional da Terra. Antes de iniciarmos a andlise sobre o problema,

segue uma breve defini¢do sobre a forca gravitacional:

Em 1665, Isaac Newton, entdo com 23 anos, propds uma lei, a Lei da Gravitacao
Universal de Newton que estabelece que toda particula do universo atrai todas as outras com

uma forca gravitacional que tem como médulo é:

Gm1m2
F=——
r
onde m; e mo s@o as massas das particulas, r é a distincia entre elas e G € uma constante
conhecida como constante gravitacional que tem como valor G = 6,67 - 107" N - m? /kg.

Assim, pela 2?2 lei de Newton temos que:

F..o., = m-a

G-m-M
I m (3.23)
s

onde M e R sdo a massa e o raio da Terra, respectivamente, x € a distancia entre o raio da Terra
e o raio do segundo corpo.

Observe que quando x = R, a aceleragdo do corpo € a gravidade —g, assim,

_ GmM

mg = R (3.24)
A partir das equagdes 3.23 e 3.24 temos respectivamente, que:
"= —G;—j;/[ (3.25)
e
GM =g - R? (3.26)
Substituindo 3.26 em 3.25 obtemos:
"= —gx—}f (3.27)

Seja v(t) = 2/(t) e analisando separadamente os movimentos de ascensdo e queda, podemos
considerar v como fun¢do de z, assim,

dv _dv dx_ do
.  dr dat de
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d
Substituindo d_: em 3.27 temos:

dv = gR®
de 22
A equagdo anterior € uma EDO de 1% ordem separavel, que pode ser resolvida através de uma

integracdo em relagcdo a x. Dessa forma, obtemos:

v-dv = —gR%* 27 %dx
/v dv = —gR?- /x_zdx
2
v
5 = gR* 271 +C
29 R*
2 o= +C
x
Suponhamos que para x = R, temos v = vy no movimento ascendente, € v = —vy no movimento

descendente, assim, encontramos as seguintes expressoes:

vg = 2gR (3.28)

2gR?
x

29 R?
v = i\/g +2gR — 2R
X

29 R?
vo= j:\/g +vg — 2gR
T

vo= j:\/vg + 29R - <§ — 1) (3.29)

E importante observar que o sinal positivo em 3.28 corresponde a0 movimento ascendente € o

sinal negativo ao movimento descendente.

A partir da equacdo 3.29 podemos concluir que:

Caso v > 2gR a velocidade nunca se anula, logo o projétil continua se movendo sempre para
cima. O valor minimo para que isso ocorra € a velocidade inicial vy = v/2¢ R, que é denominada

velocidade de escape.
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3.4 O movimento vertical de um corpo em relacao a Terra

Consideremos nesse caso dois corpos, sendo um deles a Terra, cuja massa é m ~
6,024 - 10?*kg, e um outro corpo muito menos massivo cuja massa em relacio a Terra é
considerada desprezivel. Usaremos m; € r; para denotar a massa e o raio do segundo corpo e
ms € T como massa e raio da Terra, respectivamente. Assim, o raio vetor do centro de massa do

sistema e a massa reduzida do sistema sdo dadas pelas seguintes equagdes:

miry + mMaoTo

R=-—11T"202 (3.30)
my + mo

o= s (3.31)
my + mo

Considerando como desprezivel a massa do objeto m; em relacdo a massa my da Terra na
equacao 3.30, obtemos que R = r5. Como o valor da massa reduzida do sistema é sempre menor
do que qualquer das massas m; ou ms, ou seja, p < my € [ < My, dessa forma, p ~ m;.

Antes de construir o mais simples modelo que nos permita descrever o movimento vertical de
um corpo em relacdo a Terra, de acordo com (GONDAR; CIPOLATTI, 2011) € preciso levar em

consideragdo algumas hipdteses que serdo essenciais para esse problema:

1. Nesse modelo serdo consideradas somente as leis da mecanica cléssicas.
2. Os corpos em questao serdo considerados esferas perfeitas e homogéneas.

3. O sistema de referéncia terd sua origem atrelada ao centro de massa da Terra, no entanto, a
origem nao participard do movimento de rotacao da Terra em torno de seu proprio eixo e o

movimento da Terra em torno do Sol serd ignorado.

4. O eixo x ficard na direcao do movimento e no sentido do vetor de posicao relativa do

corpo em relac@o ao centro de massa da Terra.

5. Se compararmos a distancia do corpo em relacdo a superficie da Terra com o raio da Terra

(Rr ~ 6,4 - 103km), teremos que a mesma serd considerada insignificante.
6. Nao serdo consideradas for¢as de atrito originadas pela presenga da atmosfera.

7. Estdo fora de cogitacdo a variacdo da massa dos objetos.

Para descrever esse problema, serdo utilizadas a 2* lei de Newton e a lei da gravita¢do universal.

A 2% lei de newton € expressa matematicamente pela equagao:

Frs=m-a (3.32)
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Ja a lei da gravitacdo universal € expressa matematicamente pela equacao:

G ST - Mo
F= — 2 (3.33)
Sabendo que a forca que descreve o movimento vertical de um corpo em relagdo a terra € a forga
de atracdo gravitacional entre os dois corpos, € que a aceleragdo nada mais € do que a derivada
segunda da posicao x em relagao ao tempo t, podemos substituir essas informag¢des na equacao

3.32, reescrevendo-a como:

G-Mr-m d’z
T

Sejag = GR'—Z;JQT, podemos reescrever a equacio 3.34 como:

d*x
—g-m=m + —
g a2
Dividindo ambos os lados por m temos:
dPr
ae =Y
que pode ser reescrita como
= —g (3.35)

A equagdo 3.35 € uma EDO, de segunda ordem, linear, nao homogénea com coeficiente constante
que pode ser resolvidas por métodos ja vistos no capitulo 2: o método de Variacdo dos Parametros
ou o método dos Coeficientes a Determinar. Optamos por utilizar aqui o0 método de Varia¢do dos
Parametros.

Considerando nesse problema as condi¢des iniciais 2(0) = xq e 2/(0) = v(0) = vy. Obtemos o

seguinte problema de valor inicial:

Seja a EDO homogénea correspondente 2/ = 0, a equago caracteristica da mesma € r% = 0.
Observe que como o discriminante A = 0, como foi visto na se¢do 2.5.4, teremos uma raiz
real distinta, cuja solu¢do é r;, = o = 0, logo, a solucdo geral da homogénea é da forma
x = c1e"! + cyte™!. Substituindo os valores de r; e 7, na equagdo anterior, temos que a solu¢do
geral da homogénea € da forma

z(t) = c1 + caot (3.36)

A partir do método Variagdo dos Parametros, iremos encontrar uma solucdo particular da
equacdo nao homogénea 3.35 que tenha a forma de solugdo geral da homogénea. Substituindo

os parAmetros constantes ¢; e ¢y por fungdes u; (t) e uy(t) a determinar na equagao temos:

r=u(t) +ua(t) - t (3.37)
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cuja derivada é:

() = ur'(t) + ua'(t) - t + us(t) (3.38)
Consideremos
w'(t) +us'(t) -t =0 (3.39)
Assim, uy'(t) = —ug'(t) - t, e portanto, pela equacdo 3.39 temos que
' (t) = ua(t) (3.40)

Derivando z/(t) em relagdo a t temos que, z”(t) = uy'().

Substituindo o valor de ”(¢) na equagdo 3.35 temos:
ug(t) = —g (3.41)

Utilizando as equagdes 3.39 e 3.41 montaremos o seguinte sistema:

ub(t) = —g.

{uﬂw+%@ytzm

A partir do método da substitui¢ao temos que: v} (t) = —(—gt) = gt.

t2
Integrando «/ (¢) em relag@o a t obtemos que: u;(t) = % +c1.
Integrando u,(t) em relagdo a t obtemos que: uy(t) = —gt + co.

Substituindo os valores de u; (t) e uy(t) na equagio 3.37 temos:

z(t) = ui(t) +ug(t) -t

gt?
z(t) = 5 +c+ (=gt + o)t
t2
z(t) = %+cl—gt2+02-t
t2
ﬂﬂzq—%+@t (3.42)

Para encontrar os valores de c; e ¢, utilizaremos as condi¢des iniciais ditas inicialmente.

Considerando ¢ = 0 na equacao anterior teremos:
t2
ZL‘(t) = 01—97—1-62'25
z(0) = ¢
Ty = ¢ (3.43)
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Considerando ¢ = 0 na equagdo 3.40 teremos:

z(t) = wuy(t)
z(t) = —gt+c
z(0) = ¢
v(0) = e
Vg = C2 (3.44)

Encontrados os valores de c; e c; e substituindo-os na equagdo 3.42 temos a solu¢do da equacdo
3.34:

t2
I(t) = 01—97+02't
t2
:L’(t) = 130—97+U0't
t2
o(t) = x0+v0.t—g7 (3.45)

Assim como na modelagem de Queda livre e Viscosidade do ar, (veja as equagdes 3.4 € 3.21)
a equagao 3.45 é uma das equagdes bdsicas do movimento com aceleragdo constante, uma

expressdo bem conhecida dos cursos elementares de fisica.
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3.5 Oscilador harmbnico simples

O movimento oscilatério € aquele que acontece em torno de uma posi¢ao de equilibrio,
quando o sentido do movimento é invertido periodicamente. E um fendmeno bastante comum no
cotidiano, sendo descrito por exemplo, na oscilagdo de um péndulo, no movimento de um corpo
preso a uma mola, no movimento das cordas de um violdo e nas oscilagdes produzidas pelos
pistdes no motor de um automovel. Segue abaixo alguns exemplos do cotidiano de movimentos

oscilatorios.

Figura 2 — Exemplos de movimento oscilatorios.

Fonte — (DENIS, 2019), (VEIiCULOS, 2019)

E fato que todo corpo quando sujeito a uma forca sofrerd uma certa deformacio. No caso da
mola, quando esse corpo € deslocado da posicao de equilibrio, a mola exerce uma forga eléstica
de restauracdo que tende a fazer o corpo voltar a posi¢do de equilibrio. Essa forca é denominada
forca restauradora, que € contraria a forca aplicada ao corpo e cuja intensidade € proporcional a

deformagao, assim, F' = —ky.

Quando a forga restauradora € diretamente proporcional ao deslocamento da posicdo de

equilibrio, a oscilagdo denomina-se movimento harmonico simples.

Consideremos o0 movimento no caso de um corpo suspenso, onde sdo desprezados a
forca de atrito e a massa da mola.
Sendo o centro de massa do corpo a origem do nosso sistema, no caso em que a mola esteja na
posicdo de equilibrio, ou seja, ndo esteja nem comprimida nem distendida e y(t) a posi¢do do
centro de massa do corpo no instante ¢, com y(t) > 0 se a mola estd esticada e y(t) < 0 se a
mola estd comprimida, (veja figura 3), utilizando a segunda lei de Newton temos que F' = m - a.
Analisando as for¢as que atuam no sistema, obtemos que a forca resultante € igual a soma da

forca peso () com a forga restauradora (F3):

F = m-a (3.46)
F1+F2 = m-a (347)
d?y

mg—ky = m- (3.48)

a2
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Y y(t)

Figura 3 — Sistema massa-mola

Fonte — Elaborada pela autora

Dividindo ambos os lados da igualdade por m e isolando o termo ¢ do restante da equagao
obtemos a seguinte EDO:

d2y+ B
dt2  m y=9

Dadas as condigdes iniciais y(0) = yo ¢ ¢/’ (0) = vy temos o seguinte PVI:

d®y k

az T YT
y(O) =%
y'(0) = vo.

Para resolver a equacdo anterior, uma EDO linear, de segunda ordem, ndo-homogénea, utilizare-
mos 0 método Variagao dos Parametros abordado na se¢do 2.6.1. Observemos que a equagio

homogénea associada é:

cuja equacao caracteristica é:

Logo,r = 47 - \/%

O sistema corpo-mola adotado constitui um oscilador harmonico simples linear, ja que esse corpo
executa um movimento harmonico simples. A frequéncia angular w do movimento harmoénico
simples do corpo estd relacionada a constante eldstica k e a massa m do corpo pela equagao

k =m - w?, que nos d4:

Dessa forma, r = f+w - 1.

Como foi visto na se¢do 2.5.3, a solucdo geral da homogénea € da forma:

yn(t) = y(t) = c1 - cos (wt) + ¢ - sen(wt) (3.49)
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que € a solucdo geral do oscilador harmonico simples.

Queremos encontrar uma solugdo particular sob a forma
Yp(t) = up(t) - cos (wt) + ug(t) - sen(wt) (3.50)

onde uy(t) e uy(t) sdo fungdes a determinar. Usando y; = cos (wt), y2 = sen(wt) e g(t) = g,

temos que o Wronskiano sera:

W(cos(wt),sen(wt)):[ cos(wt)  sen(wi) ]:

—wsen(wt) w cos(wt)

Logo, como foi visto na se¢do 2.6.1, as fungdes u; (t) e uy(t) podem ser obtidas a partir de duas

equagoes (ver 2.87 e 2.88), dessa forma, temos :

_ Be(t)-9) [ g senwt)
ult) = W[yl,yz](t) / R G:3D

B yi(t) - (75) g - cos (wt)
w(t) = —W[ybm] o / 900l gy (3.52)

cos(wt sen(wt
goORR) g )—l—cl e Uy = goemet) 5 >+C2.
w

integrando, obtemos u; =
w

Substituindo os valores de u; (t) e ux(t) em 3.50:

yp(t) = (é cos(wt) + cl) - cos(wt) + (% sen(wt) + cg> - sen(wt).

Aplicando a propriedade distributiva na equacio anterior obtemos:

yp(t) = % cos?(wt) + ¢; - cos(wt) + % - sen®(wt) + ¢y - sen(wt). (3.53)
w w

Para encontrar os valores de c; e ¢y, iremos utilizar as condi¢des iniciais do PVI. Antes disso,
calcularemos a derivada da funcio y,(¢) em relagdo a ¢ e em seguida, substituiremos os valores

das condigdes iniciais em y,(t) e em y;,().

y,(t) = % - [cos(wt) - sen(wt)] — wey sen(wt) + 2:)—29 - [sen(wt) - cos(wt)] + wes cos(wt)
y,(t) = —wersen(wt) + wey cos(wt) (3.54)

Substituindo y,(0) = yo em 3.53 temos:

g g
y(O)IE‘FCl C1—yo—ﬁ-

Substituindo y,(0) = vy em 3.54 temos:

Vo
"(0) =wey 7.y = —.
Y,(0) 2.2 = —
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Encontrados os valores de ¢; e ¢y e substituindo em 3.53:

_ 9 2 g g 2 Yo
yp(t) = g o8 (wt) + <y — E) - cos(wt) + 3 sen (wt) + - sen(wt).

Simplificando a equacgdo anterior obtemos a solu¢do particular da equagdo 3.48:

v
Yp(t) = yo cos(wt) + = sen(wt) +

- % (=1 + cos(wt)).

e solucdo geral:

y(t) = yo cos(wt) + % sen(wt) + % (=14 cos(wt)) + ¢; - cos (wt) + o - sen(wt).
w w

Observe que na auséncia da mola, ou seja, quando k& = 0 a equagdo 3.48 se reduz a y”(t) = g,cuja
solugdo é y(t) = yo + vot — %. Essa equagdo € semelhante a 3.35 utilizada na primeira

modelagem, caracterizando-se como uma queda livre .

Nas condi¢Oes impostas nessa modelagem, onde a resisténcia do ar € desprezada, o
sistema corpo-mola fica oscilando indefinidamente, num movimento periédico em torno do

ponto de equilibrio.
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3.6 Péndulo Simples

O péndulo simples consiste num corpo de massa m, suspenso na extremidade de um fio
inextensivel de comprimento [ cuja massa é desprezivel, que oscila a acdo do préprio peso.

Abaixo, seguem alguns exemplos do cotidiano que podem ser identificados como péndulo.

(b) Balango infantil

(a) Exemplo de relégio de péndulo.
Figura 4 — Exemplos do cotidiano que podem ser identificados como péndulo.

Fonte — Figura adaptada (AFINS, 2011), (ELO7, 2019)

Consideremos nessa modelagem um péndulo simples, composto por um fio inextensivel
de comprimento / cujo em sua extremidade estd presa uma massa m. Atentemos para os seguintes

fatos:

e 0 movimento do péndulo serd descrito em um plano vertical,
e a massa do fio serd considerada como desprezivel,
e 0 atrito com o ar serd desprezado,

e nomearemos por o angulo do fio com a vertical
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Figura 5 — Péndulo

Fonte — Prépria autora

Com base na segunda lei de Newton, temos que F..; = m - a Assim, a forca resultante

no €eixo X sera:
m-z" = =T - senf (3.55)

E no eixo y, seré:
m-y" =mg—T -cosf (3.56)

A fim de eliminar a varidvel T, colocaremos a mesma em evidéncia na equacao 3.55 e substitui-

remos o seu valor na equagdo 3.56. Assim, teremos:
2" - cos —y" - senf = —g - send (3.57)

Sabendo que z = [ - senfl e y = [ - cos @, precisamos encontrar os valores de x” e y”. Para isso,

usaremos o método de derivacdo implicita. Deste modo, temos que

2" = —1-senf - (0')° +1-cosf- 0" (3.58)

y" = —l-cosf-(0)" —1-senf-0" (3.59)

Voltando a equagdo 3.57, obtida da segunda lei de Newton, e substituindo os respectivos valores

de 2" e y” na mesma:

2" - cos@ —y" - senff = —g- send
[-0" (cos® 0+ sen’d) + g - senf = 0
[-0"+¢g-senf = 0 (3.60)

A equacdo 3.60 é a equacdo do péndulo, uma EDO de segunda ordem, ndo linear. No entanto,

essa equacdo ndo serd estudada agora. Nesse momento iremos considerar apenas pequenas
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oscilagdes do péndulo, o que nos permite substituir senf por 6, pois, como o angulo  ndo é

grande, senf fica muito proximo de 6. Assim, a equacao do péndulo se torna:
[-0"+¢g-0=0

que € a equagdo do oscilador harmonico simples.
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3.7 Oscilador harmonico amortecido

Na se¢do 3.5, ndo consideramos a presencga da forga resistiva no nosso modelo, assim, o

sistema corpo-mola fica oscilando indefinidamente, em movimento periédico em torno do ponto
de equilibrio. O que acontece se houver a presenca da mesma?
Caso haja a presenca de uma forca resistiva no nosso modelo, a amplitude das oscilacdes diminui
até o sistema corpo-mola parar. A essa diminuicao da amplitude das oscilacdes causada por
uma forga resistiva denominamos amortecimento € o0 movimento correspondente denominamos
oscilagdo amortecida.

Caso haja no oscilador a presenga de uma forca resistiva proporcional a velocidade, atuando na

direcdo contrdria a0 movimento, cuja intensidade seja /' = —« - v, pela segunda lei de Newton
temos que:
d?y dy
m-—5 =—ky —a-—. 3.61
az — YT G-l

. d : .
onde o € uma constante positiva e v = d_f ¢ a velocidade. Assim

d? d
y+a‘—y

LCRETE) dt

+ ky = 0. (3.62)
3.62 é uma equacao diferencial de segunda ordem linear homogénea conhecida por ser a equagao
do oscilador harmdnico amortecido.

Dividindo ambos os lados da igualdade por m, temos

d?y o dy k
bl A e AT
dt2+m dt+m Y

| k k
Sabemos que a frequéncia angular w é igual a {/ —, logo w? = —.
m m
Reescreveremos entio a equagdo anterior, substituindo — por w? e @ por 2.
m m
Deste modo, ,
d%y dy 2
— 4+ 2y = -y =0. 3.63
e Ty ey (3.63)

Vimos na se¢do 2.5.4 que equacdes como 3.63 possuem trés casos de solucdes a considerar,
dependendo do sinal do discriminante, advindo da equagdo caracteristica.
A equagio 3.63 possui como equagdo caracteristica: r + 2yr + w? = 0, logo, seu discriminante
é:
) 5 ) , o 4k o® —4dkm
A =4y —4w* = (27) —4d(w)'=— - — = ——
m2  m m?2

Dessa forma, teremos trés possibilidades para A:

1. Quando A > 0, o > 2vkm, ou seja, 7 > w

2. Quando A =0, @ = 2vkm, ou seja, 7y = w
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3. Quando A < 0, o < 2vkm, ou seja, v < w

Caso 1: A > 0 ey > w - Movimento amortecido super critico

A condi¢do o > 2v/km corresponde ao superamortecimento ou amortecimento supercritico.
Neste caso o sistema ndo oscila, porém retoma para sua posi¢do de equilibrio mais lentamente
do que no caso do amortecimento critico.

Para encontrarmos a solucao geral da equagdo 3.63 neste caso, precisamos primeiramente

encontrar as raizes da equagio caracteristica que sao:

r=-7+vV7-w

Ty ==y — V7 —w?

Desta forma, como vimos na se¢do 2.5.4 a solucao geral para o caso 1 é:
y(t) = e [er€ + coe™"] (3.64)

onde | = /72 — w?, e as constantes ¢; e c; podem ser determinadas a partir da velocidade e
posicao inicial. Nesse momento nio escreveremos essas expressoes, pois elas ndo nos dardo as
informacdes que almejamos. Ao invés disso, como 7y > [, calcularemos o limite da expressao
3.64 quando ¢ tende ao infinito.

Analisando o grifico da exponencial e~ 7", observa-se que, quando ¢ tende ao infinito, a funco

¢ 7 tende a zero. Dessa forma, tlim y(t) = 0.
—00

: : : d : .
Sabemos que a velocidade instantanea em um instante ¢ é dada por: v = d—y Assim, derivando a
x

equagdo 3.64 em relacdo a ¢t temos:
vty =e " [l—7) e e —(1+7) e e (3.65)
Essa equacdo se anula em um tnico valor de ¢, cuja solucdo estd calculada a seguir:

v(t) = e [l=7) e —(1+7)ca-e"]
0 = 1'[(l_’Y)'Cl'elt—(l‘{")/)'CQ'B_lt}
c el (1 —7)

Cy =

et (l+7)
(1
o c2 (+7) (3.66)
Cy - (l - ’Y)
dy _ dy . L
Dessa forma, como v(t) = —=, entdo — se anula, no méximo, em um udnico valor de t.

Codt’ dt
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6 {¥(®

-2 A

Figura 6 — Amortecimento super critico

Caso 2: A = 0 e v = w - Movimento amortecido critico

Quando o = 2v/km ocorre o chamado amortecimento critico. O sistema nfo oscila mais €, a0
ser deslocado e libertado, retoma para sua posi¢cao de equilibrio sem oscilar.

Nesse caso, a raiz da equagdo caracteristica € » = —v. Sendo assim, como vimos na sec¢ao 2.5.4

a solugdo geral da equacdo 3.63 para o caso 2 é:
y(t) = e (¢ + te) (3.67)

cuja derivada primeira em relagdo a t é

—=e " Jlea—v-c1) -y 1.

Para encontrar os valores das constantes ¢; e ¢, utilizaremos as condigdes iniciais, y(0) = yo e

y'(0) = vg. Assim teremos:

y(0) = e”'o-(cﬁ—O-cz)
Yo = (1 (3.68)

y(0) = e [(ca—7-c1)—cr-vy-0]
Vg = —7Y-C+C

2 = Vo+7 Yo (3.69)

Portanto, ¢; = v, co = vy + 77 - Yo € a solugdo particular da equagdo 3.63 para o caso 2 é
y(t) = e (yo +t-vo+ -t yo)-

Assim como no caso 1, y(t) — 0 quando ¢t — oo, ja que a fungéo e 7" tende a zero quando
t — oo. Anteriormente calculamos a derivada primeira de y em relacdo a ¢, que € a velocidade

em um dado instante ¢. Logo, a velocidade é:
v(t)=e " lea =) —ea-y -]

De forma andloga ao caso 1, a velocidade pode se anular no maximo em um valor de ¢. Assim,

segue o grafico de x(t) para este caso.
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y(®)

Figura 7 — Amortecimento critico

Caso 3: A < 0 ey < w - Movimento amortecido subcritico
Quando o < 2v/km ocorre o chamado subamortecimento. O sistema oscila com uma amplitude
que diminui continuamente

Nesse caso, as raizes da equagao caracteristica sao:
r =—-" + il

ro = —7y — 1l

Como vimos na se¢do 2.5.4, a solu¢do geral para o caso 3 é:
y(t) =e 7" [ey - coslt + ¢y - senlt| (3.70)

onde [ = \/w? — 2.

c c
Seja A = \/c% + c%, cosd = Zl sen® = ZQ Usaremos esses valores em 3.70, obtendo:

y(t) = cos®-A-e 7" coslt+ send- A-e " senlt
y(t) = A-e " (cos® - coslt + send - senlt)
y(t) = A-e 7" cos(® —It) (3.71)

As constantes A e ® podem ser determinadas a partir da velocidade e posi¢ao inicial. Note que,
assim como nos casos anteriores, temos que y(t) — 0 quando ¢t — oo, jd que a fungdo e
tende a zero quando ¢ — oo.

No entanto, neste caso temos um movimento oscilatorio descrito pelo termo cosseno, cuja
amplitude A - e~ diminui exponencialmente no decorrer do tempo, sofrendo influéncia apenas

do atrito.
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¥(t)
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Figura 8 — Amortecimento sub-critico

A partir da andlise do gréfico, podemos ver ver que as oscilacdes vao diminuindo até o

oscilador parar por causa do efeito do atrito.

Aplicacoes:

Existem situagdes do cotidiano que € possivel notar a aplicabilidade dos casos de movi-
mento amortecido vistos anteriormente. Geralmente, no caso da corda de um violdo deseja-se o
menor amortecimento possivel (amortecimento subcritico), assim, a amplitude das oscila¢des da

corda de um violdao diminuem continuamente até parar.

Ja no caso do sistema de suspensao de um automaével, as for¢as de amortecimento sao
essenciais para evitar que o carro oscile eternamente. Em busca de um maior conforto para os
passageiros deseja-se um amortecimento critico ou levemente subcritico. Caso o amortecimento

seja essencialmente subcritico, o carro oscila durante um tempo ao passar por alguma saliéncia.

No entanto, se 0 amortecimento for super critico vimos que o sistema ndo oscila, porém
retoma sua posicao de equilibrio mais lentamente do que no caso do amortecimento critico.
Assim se o carro passar por uma saliéncia apds a outra, e a suspensao estiver super amortecida,
as molas da suspensdo ainda estardo comprimidas devido a primeira saliéncia e ndo conseguirdo

absorver completamente o impacto.
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3.8 Osciladores forcados

O oscilador for¢ado consiste num oscilador harmdnico amortecido ou ndo, que recebe
influéncia de uma forga externa F', cuja equagdo geral é:
dy? d
o dy
d2t dt

que € a equacgdo do oscilador harmoénico amortecido e for¢ado.

m + ky = F(t) (3.72)

Diferentemente de um oscilador amortecido, em que a amplitude das oscilagdes diminui
até parar, no oscilador forcado é possivel manter a amplitude das oscilacdes constante através da
aplicacdo de uma forca externa que varia periodicamente, com dado periodo e uma frequéncia
fixa.

Trataremos aqui, o caso onde a forca externa € periddica, descrita pela funcdo cosseno. Portanto,

a equagdo 3.72 se torna:

dy? d
d_gt + 2 - d_i +w?-y = F, - cos (wot) (3.73)
onde 2y = ﬁ, w? = —, wy € a frequéncia angular de oscila¢do da for¢a externa e F; € a forca
m m
externa.

E importante ressaltar que wy > 0 e F, > 0 sdo constantes dadas. Para escrevermos a solucio
geral da equacdo 3.73, precisamos encontrar uma soluc¢do particular da mesma. Assim, de acordo
com (FIGUEIREDO; NEVES, 2001) temos os seguintes casos a considerar:

Casol-~v #0ew# wy

A equagdo 3.73 é uma EDO de 2% ordem, linear, ndo-homogénea, portanto, para encontrar uma
solugdo particular, podemos usar o método dos coeficientes a determinar 2.6.2 ou o método de
variacdo dos parametros 2.6.1. Utilizaremos nesse caso, o método dos coeficientes a determinar.

Precisamos encontrar a solugdo geral da equacao homogénea correspondente:
" / 2
Y +2y-y +wy=0 (3.74)

A equacdo caracteristica é:
24+ 2yr +w? =0

cujas raizes sdo: r; = —vy + [; r, = —vy — [. Dessa forma, como vimos na modelagem do
oscilador harmdnico amortecido (3.7) , a solugdo geral da equacdo homogénea correspondente

depende dos valores de v e w que podem ser:
yn(t) = e 7 [cre! + coe™"] (3.75)

quando v > w.

yn(t) = e 7" (1 + tea) (3.76)
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quando v = w.

yn(t) = e 7" [y - cos (It) + ¢y - sen(lt)] (3.77)

quando v < w.
O segundo membro da equagdo 3.73 ¢(t) = Fj cos (wpt), pertence ao caso III, como foi visto na

secdo 2.6.2. Assim, procuraremos uma solugdo particular na forma:
Yp(t) = to - (Acos (wot) + Bsen(wpt)) = A cos (wot) + B sen(wot) (3.78)

Note que, o valor de s é igual a zero, pois nenhuma parcela de y,(t) € solu¢do da equagdo homo-
génea. A fim de obtermos uma solucao particular da equagdo 3.73, precisamos primeiramente

calcular y, (t) e y, (t):
Y, (t) = —A-wo - sen(wot) + B - wp - sen (W)
yn(t) = —A - wj - cos (wot) — B - wj - sen(wot)
Substituindo y,(t), y,(t), v, () na equagdo 3.73 temos:
cos (wot)-[—A-wj + 27 B-wo+ A w’]+sen(wyt)-[—B - wy — 27+ A+ wy + Bw?] = Fo-cos (wot)
Comparando os coeficientes de cos (wyt) e de sen(wpt) obtemos o seguinte sistema linear: .
{ A w2427 -Brwg+ A-wr=F

—B-wi—2y-B-wy+B-w=0

que tem como solugdo A = Fy - (w? —wd)- Al e B = 2y -w- Fy-A7!, onde A =
(w? — wd)? + 4v%l.
Definamos as constantes C' ¢ ® como: C' = /A2 + B2, cos ® = é e send = £

Utilizando esses valores em 3.78, obtemos:

Q

yp(t) = C-cos(P) - cos(wot) + C - sen(P) - sen(wpt)
y(t) = € (cos (wot — )) (3.79)

Portanto, a solugdo geral de 3.73 é:

y(t) = yn(t) +yp(t)
y(t) = yp(t) + C - (cos (wot — D))

onde y,(t) é a solugdo geral da equag@io homogénea associada (uma das expressdes mencionadas
anteriormente 3.8, conforme seja o valor de v e w e y,(t) € a solugdo particular da equagdo
nao-homogénea.

Dessa forma, o movimento de uma particula no oscilador forcado € sujeito a uma superposicao
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de um movimento periédico de periodo 2 e de um movimento aperiddico descrito por uma das
equagoes 3.75, 3.76, 3.77. o

Note que, quando t — +o00, y,(t) — 0 e a fungdo y(t) ~ y,(t), ou seja, a parte aperiddica tem
um efeito negligencidvel, decaindo exponencialmente com o decorrer do tempo, enquanto a
parte periddica permanece durante todo o0 movimento. Assim, o movimento € essencialmente
periddico, descrito pela equagdo 3.79. A fungido yy,(t) é chamada transiente e a fungio y,(t) é

chamada estaciondria.

CasoIl-v=0ew # wy
A partir das condi¢des dadas, temos que a equagdo 3.73 se torna:

dy® 2
— 4w’y = Fy- cos (wot) (3.80)
d2t
, k , . o ) ,
onde w* = —, wy € a frequéncia angular de oscila¢do da for¢a externa e F{, € a forca externa. E
m
importante ressaltar que wy > 0 e Fy > 0 sdo constantes dadas.

A equagdo 3.80 possui como equagdo homogénea correspondente
dy?
2 +wry=0
que possui como equagio caracteristica: % + w? = 0 e raizes r = £w - 1.

. ~ ~ A 2 rd
Assim a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente % +wry=06

yn(t) = ¢ cos (wt) + co sen(wt)

Assim como no Caso I, o segundo membro da equagdo 3.80 g(t) = Fj cos (wot) pertence ao

caso III como foi visto na se¢do 2.6.2. Portanto, procuramos uma solucdo particular na forma:
yp(t) = Acos (wot) + B sen(wot) (3.81)

Novamente o valor de s € igual a zero, pois nenhuma parcela de y,(t) € solu¢do da equagdo
homogénea.
As derivadas primeira e segunda de y,,(¢) em relagdo a ¢ foram calculadas no Caso I, entéo nao

calcularemos novamente, apenas substituiremos o valor de y; (?) € y,(t) na equagdo 3.80:
cos (wot) -+ [~A-wh + A-w?] + sen(wot) - [~B - wj + Bw’] = Fo-cos (wot)  (3.82)
Comparando os coeficientes de cos (wot) e de sen(wpt), obtemos o seguinte sistema linear:

—A-w+ AW =F
—B-wi+B-w?=0

que tem como solu¢do A = ﬁ e B = 0. Substituindo os valores de A e B na equacio 3.81,
w 7&)0
temos:
Fy
Yp(t) = ——— - cos (wpt)
AP
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Devido ao fato de cos (wt) ser solugdo da equagdo homogénea associada a 3.80, podemos

escolher a seguinte solugdo particular de 3.80:

- cos (wot — wt)

F
wt) = - 7

2 _
w? — w;

Dessa forma, a solucdo geral de 3.80 é:

y(t) = ynlt) +yp(t)
1 cos (wt) + e sen(wt) + Fo

jw? — Wi

- cos (wot — wt)

<

—
~

N—

onde y;(t) é a solugdo geral da equagdo homogénea associada e y,(t) € a solucdo particular da
equacgdo nao-homogénea.
A partir dessa informacao, temos que o movimento abordado neste caso € uma superposicao de

dois movimentos:

e Movimento livre: descrito por ¢; cos (wt) + o sen(wt), que corresponde ao caso onde nao
ha atuagdo de forca externa, note que Fy = 0, sendo assim, um movimento harmdnico

simples periddico, com frequéncia w, onde w € chamada frequéncia natural.

e Movimento forcado: descrito por - cos (wot — wt), que corresponde ao oscilador

jw? — il

harmonico

{ y/l + WQ . y = FO COS (wot) (3'83)

y(0) =4'(0) =0

Analise do movimento forcado

A solugdo geral do problema de valor inicial acima é:

E
y(t) = ¢y cos (wt) + o sen(wt) + o 0 57 - cos (wt)
Derivando y(t) em relagdo a t temos:
/ Fy
y'(t) = —w-c1 - sen(wt) +w - ¢y cos (wt) — wp - 2 - sen(wot)
w? — wy
© EF
—w? - ¢ cos (wt) — w? - ¢y - sen(wt) — w* - o —Owo\ - cos (wot)

Calculando y(0) e 4'(0), obtemos que:

Cl = — D)

|w? — wo

CQIO
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Portanto, a solu¢do do problema de valor inicial é:

y(t) = |i

e (cos (wt) — cos (wot))

Usando a identidade trigonométrica abaixo

cos (wt) — cos (wot) = 2 Iy [Sen(w —wp) -t (Wt wp) -t}

|w? — wol
podemos reescrever a equacgio anterior como:

2F, (w—wp) -t (W4 wp) -t
—_—_— . Sen .
|w? — wo 2 2

y(t) =

Suponhamos que w possua um valor muito préximo de wy, de forma que w seja praticamente

igual a wy. Desse modo, temos que a frequéncia do primeiro seno é muito menor do que a
+ wo

a ) ) . o N
frequéncia do segundo seno, e assim, o movimento é uma oscilagdo de frequéncia

2F — -t —
0 sen% de frequéncia d 5 il

com

amplitude oscilatéria A = ——— -
w? — wo|

Observe que, a amplitude A(t) possui um longo periodo se comparada com o periodo do segundo

(w—wp)-t

5 € modulada

seno. Por isso, ela € denominada amplitude de lenta variacdo e a fungdo sen
por essa amplitude.

Esse movimento descrito por 3.83, quando w ~ wy € chamado batimento.
CasoIll -y =0ew = wy
Neste caso, temos que a equagdo 3.73 se torna:
Y’ +w?y = Fy - cos (wt) (3.84)

A equagdo homogénea associada é y” + w? = 0, cuja equagdo caracteristica é 2 + w? = 0, com

raizes r = £w - 7. Assim, a solu¢do geral da equacdo homogénea correspondente €:
yn(t) = 1 cos (wt) + o sen(wt) (3.85)

De forma andloga aos casos I e II vistos anteriormente, o termo g(t) = Fy - cos (wt) pertence ao

caso III, abordado na se¢do 2.6.2. Logo, buscamos uma solugao particular na forma:

yp(t) = t'-(Acos(wt) + B - sen(wt)
yp(t) = A-t-cos(wt)+ B-t- sen(wt) (3.86)

O valor de s é igual a 1, pois, para s = 0 as parcelas A cos (wt) Bsen(wt) sdo solugdes da

equagdo homogénea 3.85. Calcularemos y,(t), v, (t) a fim de substituir em 3.84.

y,(t) = A-cos(wt) — A-t-w- sen(wt) + B - sen(wt) + B -t - w - cos (wt)
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yn(t) = —A-t-wcos(wt) — 24 w - sen(wt) — B-t-w” - sen(wt) + 2B - w cos (wt)

Substituindo y,(t), y, (t) na equagio 3.84 temos:
cos (wt) - (2B - w) + sen(w) - (—2A - w) = Fo - cos (wt)

Comparando os coeficientes de cos (wt) e de sen(wt) obtemos o seguinte sistema linear: .

ZBCL):FO
—2A-w=0
< Fy
que tem como solucio A =0e B = — - t.

w
Assim, uma solugdo particular da equacao ndo-homogénea é:

yp(t) = A-t-cos(wt)+ B-t- sen(wt)
F
yp(t) = ﬁ -t - sen(wt)

Portanto, a solucdo geral da EDO 3.84 é:

y(t) = ynlt) + up(t)

F
y(t) = cicos(wt)+ cosen(wt) + 2—0 -t - sen(wt)
w

onde yj,(t) é a solugdo geral da equacdo homogeénea associada e y,(t) € a solucdo particular da

equacao ndo-homogénea.

O movimento abordado neste caso € a superposi¢cdo de dois movimentos, um movimento

harmoénico simples, descrito por y,(t) e um movimento oscilatério descrito por y,(t), cuja
) F . A
amplitude <2—0 . t) € crescente quando t — oo. Isso se da pois, quando a frequéncia angular
w

natural € igual a frequéncia angular da for¢a externa, a amplitude do deslocamento € maxima.
Este fendmeno € conhecido como ressondncia.

Em alguns fendmenos do cotidiano € possivel notar alguns exemplos de ressonancia como,

e Uma crianca em um balanco: quando empurramos uma crianca em um balanco com uma
frequéncia igual a frequéncia natural de oscilacdo do balango, obtemos oscilagdes com
amplitude mixima. Quando a frequéncia com que empurramos a crian¢a ¢ menor ou maior
do que a frequéncia natural de oscilagdo do balango, obtemos oscilagcdes com amplitudes

menores.

e Alto-falante: Frequentemente, um alto-falante barato produz um ruido desagradavel quando
uma nota musical coincide com a frequéncia natural de oscilacdo da caixa ou do cone do

alto-falante.

e Sistemas mecanicos: A ressoniancia em sistemas mecanicos pode ter carater destrutivo.

Um exemplo disso € a ponte de Broughton, na Inglaterra, que ruiu em 1831 pois uma tropa
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de soldados a atravessou em passo de marcha, de forma que a frequéncia da marcha era
proxima da frequéncia natural da ponte, gerando consequentemente o crescimento das

amplitudes da oscilacdo resultante que foi suficiente para quebra-la.
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3.9 Catenaria

Consideremos agora um dos modelos que mais chamou a aten¢do de mateméticos como
os irmaos Bernoulli, Gottfried Leibniz e Christiaan Huyghens no final do século XV /1. Seja
uma curva formada por um cabo flexivel (ou seja, a tens@o no cabo € sempre no sentido da
tangente), suspenso em dois pontos e sujeito somente a for¢a do seu préprio peso. Essa curva
ocupada pelo cabo foi denominada como catendria por Gottfried Leibniz .

Apesar de a catendria ser pouco conhecida por alguns e o seu estudo ser encontrado com
pequena frequéncia nos livros didéticos de matemaética, existem diversas aplicagdes deste modelo
na arquitetura, na constru¢do, na natureza e no cotidiano. Abaixo seguem alguns exemplos de

aplicagdes da catendria no cotidiano.

(a) Ponte Hercilio Luz, Florianépolis, Brasil. (b) Teia de Aranha.

Fonte (PINTEREST, 2015) Fonte (MTPALEY, 2009)

Figura 9 — Exemplos de catendria no cotidiano.

Figura 10 — Arcos catendrios na Casa Mild, obra de Antoni Gaudi.

Fonte — (DOSDE, 2019)
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Mostraremos agora como determinar a equagao da catendria. Para isso, observe a imagem

abaixo:

Figura 11 — Catendria no plano cartesiano.

Fonte — Elaborada pela autora

Primeiramente, consideremos um sistema de coordenadas cartesianas cuja origem esteja no
ponto mais baixo da curva e o eixo y coincida com a vertical. Seja s o comprimento de arco O P,
com0 = (0,0)e P = (z,y).
Considerando que o pedago da curva O P do cabo estd em equilibrio, temos que neste pedaco
atuam trés for¢as: H + T+ V = 0, onde H € a tensdo no ponto O = (0,0), T é a tensdo do cabo
no ponto P = (z,y) e V = ws é a forca peso do trecho O P, onde w é o peso por unidade de
comprimento e s € o comprimento do arco O P.
Devido a condi¢@o de equilibrio, na direcdo x temos: —H + 7,=0.
Sabendo que 7, = T cos @, temos portanto na dire¢do x: —H + T cos 6 = 0.
Na dire¢do y temos: —V + T}, = 0.
Sabendo que T, = T"senf, temos na dire¢do y que: —V + T'senf = 0.
Dividindo a equagdo na direcdo y pela equacdo na dire¢do x temos:
V

tgh = I

Sabendo que V' = w - s podemos reescrever a equagao anterior como:
w-Ss

tof = 25
8=

Note que, como w e H sdo constantes, substituiremos 7 pela constante c. Além disso tgf = ¥/

Fazendo as devidas modifica¢des obtemos: ¢ = ¢ - s.
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Derivando a equacdo anterior em relacio a x temos:

ds

y'=c-— (3.87)
dx
A partir da férmula do comprimento de arco, temos que:
ds dy
= 1+ =L
dx * da?

d
Substituindo d_s na equacao 3.87 temos:
x

/ dy

1

p— . 1 —_—

Y c + 1.2

y' = 1+ (y)? (3.88)

Para resolver a EDO de segunda ordem anterior, iremos reduzi-la a uma EDO separavel de 1?

ordem através do método de substitui¢do de varidveis. Seja iy’ = p:

P =c-/1+p? (3.89)
Utilizando o método de varidveis separaveis:

pl = c- 1_|_p2

/

p

VvV 1+ p?
1
/—.dp - /c.dx
1+ p?
1
/—-dp = cx + constante. (3.90)
V1+p?

= C

Para resolvermos a integral - dp faremos uma mudanca de varidvel considerando

/ 1
V1+p?
p = cot f. Por consequéncia temos que dp = — csc? 6 - db.

Logo,

1
/m*‘mz@'dw

csc? 0
N _/ csc 0
= —/csc9~d9

1
_ / o, 3.91)
senf

Resolveremos a integral 3.91 reescrevendo senf como:

1
-4
/\/1+102 Y

2 2 2 2 2 2

senf = 2 (seng - COS g) )

(9 9> 0 0 0 0
sen| -+ — = Ssen— -Ccos— + sen— - Ccos —
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Assim,
1 1 1
—/ -df = ——/ﬁ - do
senf 2 seng - cos 5
_/ 1 40 — 1 / sen? (g)ﬁ%—cosj (g) 0
send 2 sens - Cos 5
1 'l 0 2 (¢
_/ o~ L /g_() d9+/%.de
send 2 |/ seng -cosg seng - Cos 3
1 .l 0 0
_/ 0 = 1L /sen;.dejL/cosz.de
send 2 Cos 3 sen;
1 1 [ [ -2
_/sen9'd0 = —5'- — du1+/— d'LL2‘|
1 dg = 1 (—21 + 21 )+ C
senf N 2 n i
1 1 0 0
—/ sene'de = 3 (—21ncos§—|—21n sen§>—|—C’
_/ 1 d lnsen§+c
send In cos

[%

2

1 6
_/sene.de = lntg<2>

Voltando para a variavel p:

0
—In tg (5) =—Inyp?>+1—p.

Portanto, levando em considera¢do a equacao 3.90, as solugdes da EDO 3.89 sdo da forma:

—In <\/p2 +1-— p) = cx + constante.

Como p(0) = ¢/(0) = 0, logo, a constante deve ser igual a zero.

—1In <\/]927+1—p> = cx.

Assim, aplicando-se a exponencial em ambos os lados da equagdo e voltando para a variavel ¢/,

V@ +1-y = e

/(p)2+ —p = efcx
p2+1_2p /p2+1+p2 — 6—2CI

p2+1_2p(e—cx+p)+p2 _ 6—2cm

temos:

1 — 2p e — 6—203:
B _672&7: + 2
p = 2e—cx
—e~T | T
p =
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d
Sabemos que p = & ep=

¢ logo

dx 2 > 108

dy B et _ p—cx

de 2

( ) _ 1 CcCT _|_ —CXx +

y@) = 3 . e . e c1
Como y(0) = 0, temos que a constante ¢c; = —c ™!, assim
y(x) _ i X (ecx + e—cx) o C_l
2c
y(x) = o <— e ) -

y(z) = ¢ ' (cosh(cz)—1)
Portanto, a solucdo da equacgdo 3.88 é:

y(xz) = ¢ ' (cosh (cx) — 1).

(3.92)

Desta forma, mostramos que a curva assumida por um cabo flexivel, suspenso em dois pontos

e sujeito somente a for¢a do seu préprio peso, tem como forma exata o grafico de um cosseno

hiperbdlico .
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3.10 Espelhos Parabdlicos

O espelho parabodlico € um espelho formado pela superficie de um paraboloide de
revolugdo, ou seja, a superficie gerada pela revolu¢do de uma parabola em torno do seu eixo.
Esse espelho possui uma superficie refletora, a qual toda fonte de luz pontual incidente sobre o
espelho tem seus raios refletidos paralelamente ao eixo 6ptico (eixo de simetria da pardbola).

Observe a primeira imagem da figura 12.

Ao inverter o sentido de percurso da fonte de luz obtemos uma situagdo andloga a anterior,
dessa forma, toda fonte de luz paralela ao eixo Optico incidente em qualquer lugar do espelho se
refletird de modo que, os raios refletidos se concentrardo em um tnico ponto especifico: o foco

do espelho. Observe a segunda imagem da figura 12.

e

\ N

N \
N N
Superficie Superficie
< Refletora ~af Refletora

Figura 12 — Representacdo de Espelho Parabdlico.

Fonte — Elaborada pela autora

Alguns exemplos de aplicagcdes de espelhos parabdlicos sdo: fardis de carro (figura 13a), teles-
copios refletores, antenas de recepcao de sinal de TV (antenas parabdlicas, figuras 13b e 14a),
fogdo solar (figura 14b). Além destes exemplos, este espelho ¢ muito utilizado por dentistas para

enxergar a regido interna da boca dos pacientes.



92 Capitulo 3. Modelagens

(a) Farol de pardbola simples, com apenas um refletor parabé- '
lico (b) Antena Parabdlica

Fonte (RODAS, 2016) Fonte (CENTURY, 2018)

Figura 13 — Exemplos de espelho parabdlico no cotidiano.

Fonte (CRONOSHARE, 2020) (b) Fogao Solar Parabdlico
Fonte (SOLAR.NET, 2011)

Figura 14 — Outros exemplos de espelho parabdlico no cotidiano.

Consideremos agora o problema de determinar o formato de um espelho tal que os raios
emitidos por uma fonte luminosa pontual sejam todos refletidos por esse espelho de forma
paralela ao eixo 6ptico. A partir das explicagdes presentes no inicio dessa se¢@o e definicdes da
Geometria Elementar, sabemos que o espelho cujo formato atende a propriedade anterior € o
parabol6ide de revolugdo, atentando-se ao fato de que a fonte luminosa deve ser colocada no
foco da parabola geradora. Nos propomos agora a demonstrar que os tinicos espelhos com essa

propriedade sdo aqueles que possuem a forma de um paraboléide de revolucao.

Para isso, suponhamos que a curva procurada seja representada pelo grafico de uma
funcdo derivavel x = ¢(y). A fim de facilitar os cdlculos desse problema, escolheremos o sistema
de coordenadas cartesianas de modo que, a origem desse sistema fique sobre o foco O do espelho,

onde a fonte luminosa € emanada, e o eixo X seja paralelo aos raios refletidos.
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t dy=y

dx

Figura 15 — Espelho parabdlico

Fonte — Elaborada pela autora

Dado um ponto P qualquer sobre a curva c, € ¢ a reta tangente a essa mesma curva ¢

passando pelo ponto P. Seja o o angulo formado entre a reta tangente ¢ e o raio refletido no

ponto P, e 3 o angulo formado pela reta tangente ¢ e o segmento O P, temos que o angulo & é o

angulo de reflexdo e o angulo 3 € o angulo de incidéncia.

A partir da lei da reflexido da Optica Geométrica temos a seguinte igualdade, & = B, essa lei

estabelece que o dngulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo, portanto, a igualdade anterior

¢é valida.

Sabendo-se que angulos de lados diretamente paralelos sao iguais, temos que, & = A, conse-

quentemente, = B e o tridngulo POR ¢ isosceles, dessa forma, O P = OR. A partir da andlise

do tridngulo retangulo PQO concluimos que OP = \/ x? 4 y2. Assim, a partir do grafico e das

observagf)es feitas anteriormente, temos:

d_y:tg(y):@:L:L:
dzx QR OR+0Q OP +0Q
Para resolver esta equacdo de forma mais simples, a reescreveremos como:
dx x4 /2? +y?
dy y
dx  «z LA /x? 4 y?
dy y y
dx T x? 4+ y?
J— — — _|_ 3
dy y y
dx x x?
= —+4/1+—=

dy Y y?

Y

»?+y’+o

(3.93)
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Fazendo uma mudanca de variavel:

x dx . du
U= —; T = yu; — =u+ty —
Y dy dy
e substituindo na equagao 3.93 obtemos
du
u+y-d— = u+V1+u?
y
d
y . _u — 4/ 1 _|_ U2
dy
dy du
Yy V14 u?
dy du

? = N (3.94)

A integral serd resolvida utilizando uma substituicdo trigonométrica:

/ du

V14 u?
u = tgh; du = sec® Hdf

Reescrevendo a equacao 3.94 teremos:

sec? 0

—d
Vv 1+ tg?d

A partir do conhecimento de identidades trigonométricas, notamos que 1 + tg2f = sec? 0, assim,

In|y[+c1 =

sec?
Vsec? 6
Injy|+¢ = /secﬁdﬁ
Injy] = In|sech+ tgh| + 2 (3.95)

Inly|+c¢ =

Voltando sec f e tgf para a varidvel u temos:
In|y| :ln‘\/1+u2+u‘ + ¢

Sabemos que ¢, é uma constante, portanto, In(cy) também serd uma constante, desde que, c; > 0.

Assim, para facilitar nossos cdlculos, utilizaremos In(cs) no lugar de c;:
Inlyl = ln‘\/l + u? +u‘ +1Incy
mm—m@::h$ﬂ+w+q (3.96)

A fim de que possamos utilizar uma propriedade do logaritmo natural faremos a seguinte

substitui¢do: In (¢) = —In (¢y)
Injy| +1In(c) = ln‘\/l—i-uQ—i-u‘
Inly-¢ = ln‘\/1+u2+u‘ (3.97)
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Aplicando-se a exponencial em ambos os lados da equacao:
y-c=u+v1+4u?

Voltando u para as varidveis x e y:

i T 2
i)
Y Y

Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por y:
c-y = x4 2+ y?
(e’ —a) = Vaty?
Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade anterior:
oyt =242 x4 a? =a? 4P
Dividindo ambos os lados da igualdade por 3
A yt—2c-x=1

Dividindo ambos os lados da igualdade por 2c:

(3.98)

A equacdo 3.98 representa uma familia de pardbolas e para encontrar o formato do espelho

parabdlico, basta rotacionar a pardbola em torno do seu eixo, obtendo assim o paraboldide de

revolucdo.

Dessa forma, concluimos que os tnicos espelhos que atende a propriedade a qual toda fonte

de luz pontual incidente sobre eles tem seus raios refletidos paralelamente ao eixo dptico sdao

aqueles que t€m a forma de um paraboldide de revolucao.Atentando-se ao fato de que a fonte

luminosa deve ser colocada no foco da pardbola geradora.
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3.11  Movimento de projéteis

Um projétil € qualquer sélido pesado que se move no espaco, abandonado a si mesmo
apos haver recebido impulso. Flechas, corpos impulsionados por qualquer arma de fogo, ou
até mesmo objetos lancados por algo ou alguém, como avidezinhos de papel e pedras lancadas
utilizando um estilingue, sdo exemplos de projéteis. No caso do tltimo exemplo, a pedra passa a

ser considerada um projétil.

(a) Pontas de projétil fabricadas e utilizadas por grupos cacadores-
coletores da pré-histdria brasileira.

Fonte (NACIONAL/UFRJ, 2020) (b) Avido de papel, exemplo de projétil

Fonte Prépria autora

Figura 16 — Exemplos de projétil no cotidiano.

A balistica é uma parte da fisica mecanica que estuda o movimento dos projéteis (sua trajetoria, os
meios que atravessam etc.), especialmente das armas de fogo. Descreveremos nessa modelagem,

um dos modelos mais simples que se considera em balistica.

Consideremos o movimento de uma particula de massa m, num plano (z,y) perpen-
dicular ao solo. Consideremos o movimento de uma particula de massa m, num plano (X,y)
perpendicular ao solo. Presumamos que essa particula sai da origem num instante ¢ = 0, com
uma velocidade linear vy e que faca um angulo o com a horizontal. Esse angulo é chamado

angulo de tiro. Veja a figura a seguir:
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Figura 17 — Trajetoria da particula

Fonte — Prépria autora

Suponhamos que a tnica for¢a atuando na particula é a forga gravitacional, portanto, a
resisténcia do ar sera desprezada nesse modelo. Seja (z(t), y(t)) o vetor posi¢ao da particula,

temos que conforme a segunda lei de Newton:

F.=m-a
Assim, a for¢a resultante no eixo x sera:
Fr,x = m:-ay
0 = m-2";

Note que nesse sistema ndo ha forgas horizontais, logo, F,., = 0.

E no eixo y a forga resultante sera:

F., m - ay,
—mg = m- y//
Ja que hd uma forga vertical atuando nesse sistema, a forca gravitacional, F;., = —mg.
Assim,
m-z"=0 e m-y’ =—mg. (3.99)

Observe que primeira equacdo de 3.99 temos uma EDO de segunda ordem linear homogénea, ja
na segunda equagdo temos uma EDO de segunda ordem linear nio-homogéna.

Sabendo que o vetor posicdo é (x(t), y(t)), temos que o vetor velocidade é dado por:

X' = (2/(0),9'(0)) = (vo - cos v, vp - sena). (3.100)
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Integrando a equagdo 3.99 em relagdo a ¢:

2'(t) =vg-cosa e y(t)=—gt+ v sena. (3.101)

Agora integrando 3.101 em relagdo a ¢, tendo em vista o fato de que a posicdo inicial da particula
¢ (0,0) temos:
gt’

x(t)=t-(vo-cosa) e y(t) = —5 +t- (v - sena). (3.102)

A partir das expressdes 3.101 e 3.102 conseguimos obter diversas informagdes sobre o problema.

e A trajetdria é uma parabola:

x(t) x(t)

Utilizando a primeira equagao da expressao 3.102, temos que, vy = b= ———.
t-cosa Vg * COS QU
Substituindo o valor de vy na segunda equagdo da expressao 3.102:
1 2
y(t) = —igt +t- (vp - sena)
1 x(t)-
t) = ——gt*+t- :
y(t) 27 i (t - Ccos o sena)
1
y(t) = —§gt2 +z(t) - tga (3.103)

Agora, substituindo o valor de ¢ na equacdo 3.103:

yt) = —1g. (L) () tga

2 Vg * COS (¢

g 2
t) = tea-x(t) — ——— - t
W) = g a(l) = gt ()

O leitor podera facilmente verificar que a equagdo para a trajetoria € a equacao de uma parédbola.

e A altura médxima atingida pelo corpo:

—y(t) + vo sena
)

Utilizando a segunda equacgdo da expressao 3.101, temos que, ¢t = . Substi-

tuindo o valor de ¢ na segunda equagdo da expressao 3.102:

1
y(t) = —§gt2+t-(vo-sena)
1 (=t : 2yt :
y(t) = —59( y()+gvo Sena) +( y()—l—gvo Sena)'(vmsena)

o2 - sena — (y)*(1)

29
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Observe que teremos a altura maxima quando a componente vertical da velocidade for igual a
zero, assim, a altura maxima atingida pelo corpo sera:

vE - sen’a

29

hmaa: =
e A duracdo do trajeto do corpo até colidir com o solo:

Utilizando a segunda equacgdo da expressao 3.102, temos que,

y(t) = (—%gt+ (vo - sena)) .

Quando o corpo colide com o solo, a coordenada y € igual a zero, dessa forma,

1
0= (—§gt + -(vp - sena)) -t

Como t € o tempo de voo do corpo, t # 0, logo,

1
0 = —§Qt+ “(vp - senav)
Qv -
P= (3.104)
g
2up -
Portanto, a duracao do trajeto do corpo até colidir com o solo é ¢ = 2ty - Sena
g

e A distancia horizontal médxima atingida pelo corpo:

Substituindo a equacao 3.104 na segunda equacao da expressao 3.99 temos:

x(t) = (vg-cosa)-t
20 -
z(t) = (vg-cosa) - (—UO sena)
g
2
. 2
o(t) = S L (3.105)
g
o i . . . v - sen2a
Logo, a distancia horizontal maxima atingida pelo corpo é D, = ——
g

e A distancia horizontal mdxima que pode ser atingida pelo corpo:

A equacido 3.105 representa a distadncia mdxima atingida pelo corpo. Ao manter v, constante e
variar o angulo «, encontraremos a distancia horizontal maxima que o projétil pode atingir, que
se d4 quando sen2« alcanca o maior valor possivel. Observe que isso acontece quando o dngulo
a = 45°. Dessa forma, a distancia horizontal méxima que pode ser atingida pelo corpo é:

2
U,
0
Dmam -
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4 Apéndice

Neste apéndice apresentaremos a equacdo de Bernoulli e a equagdo de Ricatti. Essas

equagdes podem ser transformadas em equagdes que estudamos neste trabalho.

4.1 Equacobes de Bernoulli
As equacdes de Bernoulli s@o equacdes que podem ser escritas na seguinte forma:

y' + P(x)y + Q(x)y" (4.1)

onde n é um numero inteiro, P, ) sdo fun¢des continuas em um intervalo (a, ).
Quando n = 0 en = 1 aequacdo € linear, ja paran # 0 e n # 1 a equacdo torna-se ndo linear e

para reduzi-la a uma equaco linear, faz-se uma mudanga de varidvel dependente z = y'~".

—ndy

Fazendo a mudanga de varidvel z = y'~", entdo 2’ = (1 — n)y " L.

Multiplicando-se a equacao diferencial 4.1 por y~", obtemos:

y "y + Px) -y = Q(x)

Substituindo os valores 2’ = (1 —n)y "X ¢ z = y1—)

e na equacao anterior temos:

Z+(1=n)-Plx)-z2=(1-n) Qx) (4.2)

que é uma EDO linear de primeira ordem.
Depois e encontrada a solucdo geral da equagio acima, devemos substituir z = y(!=™) a fim de

encontrar a solugdo geral de 4.1.

Exemplo 15. Resolva a equagdo

Y —ry=—ky’ (4.3)
comr > 0 ek > 0 constantes.
Essa é uma equagdo de Bernoulli com n = 2, P(z) = —r e Q(x) = —k. Fazendo uma
mudanca de varidvel z = y =1, entdo 2’ = —y? - ¢/’

Multiplicando-se a equagdo 4.3 por 2, obtemos:

y ey -y =~k

o Y P N ior. :
Substituindo os valores 2z’ 2.9 e ! na equacio anterior, temos;

2 +rz=k (4.4)
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que € uma EDO linear de primeira ordem com coeficientes constantes.

Para encontrar a solucio geral da equacao 4.4, utilizaremos o método do fator integrante visto na

secdo 2.4.2:
A partir da equagdo 4.4 temos que p(z) = 7, logo,
ula) = el
plx) = €* 4.5)

Multiplicando a EDO 4.4 pelo fator integrante, obtemos:

67”1:‘2/_'_,’,,67‘13 — ke'l‘$

(erx Z)/ — k€T$

Integrando em relac@o a z ambos os lados da igualdade na equagdo anterior:

e’ z(x) = /k‘e””

rT

e’ z(x) = [
.
k. e
Az) = k-e®+rC
re’®
k T
Logo, z(z) = c +TC.
Te'rx
Como z(z) =y~ ' = 1 entdo
y(x)
L ke +rC
y(r) rere
(@) =
2 =
4 k+rCe e

Portanto, y(x) — € solugo geral da EDO 4.3

B r
 k+rCe

4.1.1 Aplicacao da Equacao de Bernoulli

Apenas por curiosidade, abordaremos aqui uma aplicacdo onde a equagao a ser estudada

¢ uma Equacdo de Bernoulli.

Queda de um Corpo num Meio com Atrito

Consideremos um corpo caindo no ar, cuja forca de atrito € proporcional ao quadrado da

velocidade com que o corpo se move neste meio. Pela 2% Lei de Newton temos que

Fres =m -a
Fi+fy, = m-a
d
mg — oav® = mv—v (4.6)

dx
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onde F € a forga peso, F; € a forca de atrito contraria ao movimento do corpoe m - a = mv—
onde v e x sdo, respectivamente, a velocidade e a posi¢ao do corpo em relacao ao tempo .
Note que

dv dx dv dv

E a sua velocidade obedece a equacao diferencial de primeira ordem abaixo

dv o 1
— + —v=gv
dz  m

que € uma equacao de Bernoulli.

4.2 EquacoOes de Riccati

"As equagdes diferenciais do tipo Riccati sao importantes para a construcao de modelos
para monitorar fendmenos associados a linhas de transmissao, teoria de ruidos e processos
aleatorios, teoria do controle, problemas de difusdo, etc"(NOBREGA, 2010). A seguir, veremos
que na busca de solugdo para as equagdes de Riccati, € possivel notar sua estreita relagdo com as
equagdes de Bernoulli.

As equacdes de Ricatti sdo equagdes que podem ser escritas na forma:

dy 2

1 TPy +Q)y” = f(z) (4.7)
Se y1(z) e ya(x) sdo solugdes da equagdo de Ricatti, entdo essa equacdo pode ser resolvida
fazendo a seguinte substituicao z(z) = y1(x) — ya(x).

Entdo substituindo y; () e y2(x) em 4.7, temos

dy;

T P(z)yy + Q(a)y} = f(x)
e
d
D4 P@y + QY = f(@)
Subtraindo as duas equagdes, obtemos:
d
W1 1) + P@)(1n = 92) + Q2) (47 —3) =0 (4.8)
Sabendo que
,_d 2 2, .2
2= =) 25 =2z = —yp + s

e substituindo na equacao 4.8 temos:

74 (P(x) + 2y, - Q7)) - 2 = Q(x) - 2



104 Capitulo 4. Apéndice

uma equacdo de Bernoulli com n = 2.
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