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Resumo

Este trabalho apresenta uma breve revisao dos principais conceitos da Mecanica Quéantica
com implica¢des para a Computacao Quantica. A partir dos notorios resultados, tedricos e
experimentais, encontrados nessas areas e do interesse de grandes empresas de tecnologia
como Google, IBM e Intel, faz-se necessario a disseminacao dessas linhas de conhecimento
em nosso meio académico. Para se ter ideia, hoje, algumas empresas ja possuem projetos
de processadores quanticos capazes de superar muitos dos supercomputadores atuais. A
expectativa é que a implantacao dessa nova tecnologia traga diversas implicagoes em areas
como seguranca digital, criptografia e comunicagao. O objetivo deste texto é oferecer de
forma didatica uma introducao a computacao e informagao quantica a fim de despertar o

interesse de alunos e professores de nossa instituicao por essa area moderna e promissora.

Palavras-chaves: Mecanica Quantica. Computagao Quantica. Q-bit. Portas quanticas.

Algoritmos quénticos.



Abstract

This work presents a brief review of the main concepts of Quantum Mechanics with
implications for Quantum Computation. From the notorious theoretical and experimental
results found in these areas and in the interest of large technology companies such as
Google, IBM and Intel, it is necessary to disseminate these lines of knowledge in our
academic environment. To have an idea, some companies already have quantum processor
designs that can outperform many of today’s supercomputers. The expectation is that
the implementation of this new technology will have several implications in areas such
as digital security, encryption and communication. The purpose of this text is to offer
a didactic introduction to quantum computing and information in order to arouse the
interest of students and teachers of our institution through this modern and promising

area.

Key-words: Quantum Mechanics. Quantum Computation. Q-bit. Quantum ports. Quan-

tum algorithms.
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1 Introducao

Por séculos o homem vem trabalhando em tecnologias para facilitar sua vida na
hora de realizar calculos ou mesmo em tarefas do dia-a-dia. Sem duvida o computador é
uma das tecnologias mais revolucionarias da historia da humanidade e até hoje desempenha
um papel fundamental em seu desenvolvimento. O primeiro aparato computacional que
representa um computador como conhecemos hoje foi proposto pelo matemético Alan
Turing (1912-1954). Este mecanismo, conhecido como a Mdquina de Turing, operava
usando sequéncias de bits: classicamente, a menor unidade de informagao a ser armazenada
ou transmitida. Todos os computadores cldssicos feitos até hoje utilizam esse conceito
para o processamento da informagdo (MELO; CHRISTOFOLETTI, 2003). Por ter sido
considerado um marco na histéria da computacdo com a criacdo desse aparato, Alan

Turing é considerado o pai da ciéncia da computacao.

Até hoje os computadores estdao se modernizando, ficando cada vez mais velozes,
eficientes e menores. Tendo em vista essa evolucdo e prevendo necessidades futuras,
surge a ideia de utilizar dos processos quanticos para o processamento de informacao.
A Computacao Quantica é um dominio de pesquisa recente que utiliza elementos de
trés areas bem conhecidas: Matematica, Fisica e Computagao. As vantagens tedricas
advindas da utilizagdo de fendmenos quanticos para a representacdo e o processamento de
informacao tém atraido atencao crescente nao s6 da area cientifica, mas também da area
tecnolégica/industrial (JUNIOR; LIMA, 2009).

Sendo uma das areas formadoras da Computacao Quéntica, a Mecanica Quantica ¢é
considerada uma das teorias cientificas mais bem sucedidas da histéria. A Teoria Quantica
trata basicamente de particulas com dimensoes atomicas ou moleculares, para as quais as
leis da MecAnica Newtoniana nao conseguem descrever seu movimento. E nesse sentido
que surge a Computagao Quantica, onde ao invés de trabalhar com a Fisica Classica, os
conceitos da Mecanica Quantica sdo utilizados para realizar o processamento da informagcao
ao nivel atémico. Um ponto importante que também nos remete a utilizacao dos conceitos
da teoria quantica ao invés da classica é a chamada Lei de Moore. Essa lei na verdade
é uma projecao feita por Gordon Moore (1929), fundador da Intel. Na década de 1960,
Moore observou que a cada um ano e meio o niimero de atomos usados para representar
um bit era reduzido a metade. Isso equivale a dizer que a cada 18 meses o nimero de
transistores integrados em um processador dobrava. Entretanto, a Lei de Moore impoe
um limite fisico aos computadores: uma vez atingida a escala atomica, as leis da Fisica
Classica nao terdo mais efeitos sobre os computadores (RODRIGUES, 2011). Este limite

sO pode ser transponivel com a utilizagao da teoria quantica para tratar os “novos” bits.
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A primeira descri¢do de um aparato computacional em termos da Mecanica Quantica
foi realizada, em 1981, por Paul Benioff (1930). Benioff foi o primeiro que demonstrou
a possibilidade da criagao de uma espécie de “Maquina de Turing Quantica”. Ja a ideia
de que a utilizacdo da Teoria Quantica poderia oferecer algo totalmente novo e com
muitas vantagens para a computacao foi apontada pela primeira vez por Richard Feynman
(1918-1988), em 1982. Feynman mostrou que nenhuma Méaquina de Turing Cléssica
poderia simular certos fendmenos quanticos sem introduzir um fator exponencial em seu
desempenho. Em outras palavras, para simular fené6menos quanticos precisamos de uma
maquina quantica. Feynman propds que apenas um “simulador quantico universal” seria
capaz de realizar essas simulagoes eficientemente. Mesmo apresentando a ideia, Feynman

nao mostrou como esse simulador poderia ser construido, fazendo com que sua ideia nao

tivesse um impacto imediato (JUNIOR; LIMA, 2009; MELO; CHRISTOFOLETTI, 2003).

Entretanto, em 1985, David Deutsch (1953) demonstrou que um computador que
utiliza dos fendomenos quanticos para processar a informacao pode ser muito mais eficiente
que um computador classico, descrevendo um computador quantico universal. Além de
desenvolver a Maquina de Turing Quéantica, Deutsch foi o primeiro a desenvolver um
algoritmo quéantico utilizando somente operagoes quanticas. Este algoritmo era capaz de
resolver um problema matematico que consistia em saber se uma funcao ¢ balanceada
ou constante. O algoritmo descrito por Deutsch era capaz de resolver tal problema de
uma forma muito mais eficiente do que um algoritmo classico. No entanto, seu algoritmo
passou despercebido até 1989, quando Deutsch introduziu o modelo de circuitos quanticos
(JUNIOR; LIMA, 2009; MELO; CHRISTOFOLETTI, 2003). Com a introdugao desse
modelo de circuitos quanticos, o algoritmo de Deutsch foi reescrito nessa nova linguagem,
dando entao uma maior repercussao a seu trabalho. Essa maior visibilidade se deve ao
fato da linguagem dos ¢-bits (versao quantica do bit) ser muito semelhante a linguagem
de circuitos logicos e digitais, ja bastante conhecida. Dai em diante, outros algoritmos
quanticos foram desenvolvidos e difundidos utilizando-se a linguagem matematica associada
a linguagem de circuitos quanticos (JUNIOR; LIMA, 2009).

Mesmo apoés toda essa revolugao, a computagao quantica ainda era considerada ape-
nas uma curiosidade. Essa perspectiva mudou radicalmente em 1994, quando o matematico
Peter Shor (1959) apresentou o seu algoritmo quéantico para fatora¢ao de niimeros grandes.
Seu algoritmo representa um marco para a computagao quantica (MELO; CHRISTOFO-
LETTI, 2003). Os resultados de seu desenvolvimento levaram a um crescente interesse em
pesquisas na area e também, de certa forma, uma grande preocupagao, principalmente para
a area de seguranca digital e a decodificagdao de chaves criptograficas, que se baseiam na
fatoracao de nimeros primos. Este algoritmo ja foi implementado com sucesso na fatoracao
do nimero 15, encontrando os seus fatores 3 e 5. A Tabela 1 mostra o comparativo de
tempo de fatoracdo dado o tamanho da chave entre o algoritmo de Shor e um algoritmo

classico.
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Tabela 1 — Comparativo entre o algoritmo de Shor e o algoritmo
classico para fatoragdo de niimeros primos.

N° de bits do inteiro n Algoritmo de Shor Algoritmo classico

512 3.4 seg 10% anos
1024 4.5 seg 10'° anos
2048 36 min 10" anos
4096 4.8 hs 103! anos

Fonte: Minetto (2005)

Para tornar essa grande melhora com relacao a computacao classica, a computagao
quantica apresenta novos conceitos que utilizam os fendomenos da Fisica Quantica. O
primeiro a ser destacado é o ¢-bit, que é o analogo quantico do bit. Para manipular esses
novos conceitos loégicos, a computacao quantica possui uma série de portas logicas, como a
porta NOT e a porta de Hadamard. Cada uma dessas portas possui uma funcao especifica,
mas quando juntas, elas formam um circuito que pode ser utilizado para realizar diversas
tarefas dependendo da configuracdo do mesmo. Estes circuitos podem ser usados para
implementar algoritmos, onde um algoritmo ¢é responsavel por resolver um problema

usufruindo das vantagens advindas das propriedades quanticas dos ¢-bits.

Atualmente, varias empresas no ramo da tecnologia investem nesta area. A Google
anunciou no inicio de 2018 que esta desenvolvendo um processador quantico com capacidade
de atingir 72 ¢-bits nomeado de Bristlecon. Segundo a empresa, a sua intengao é alcancar
o que se conhece por supremacia quantica. Essa supremacia sera alcancada quando um
computador quantico for capaz de supera os supercomputadores atuais. Para alcancar
este objetivo, a previsao é de que a tecnologia quantica deve chegar aos 49 ¢-bits com uma
taxa de erro abaixo de 0,5%. Este chip quantico da Google serd capaz de superar estes
0,5% de erro, alcangando assim a supremacia quantica (YUGE, 2018; KELLY, 2018).

Outras empresas que também se destacaram nesse ramo foram a Intel e a IBM. A
Intel, no inicio de 2018 anunciou seu chip quantico contendo 49 ¢-bits. A IBM por sua vez
possui um computador quantico de 5 ¢-bits que pode ser usado por pesquisadores de todo
mundo para realizar testes e experimentos. Além disso, ela possui um outro computador
quantico de 20 g-bits que foi lancado em 2017. E nao para por ai, no inicio de 2018, a IBM
divulgou também o seu chip quantico de 50 ¢-bits que estava sendo utilizado para testes
internos (OLIVEIRA, 2018).
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2 Mecanica Quantica

Antes de iniciarmos os estudos sobre a Computacao Quantica, é de grande impor-
tancia o entendimento de alguns dos principais conceitos da Mecanica Quantica. Este

capitulo é dedicado a explorar um pouco dessa area da Fisica.

2.1 Unificando onda e matéria

A Mecanica Quéntica é fundamental tanto para a compreensao dos fendémenos
naturais quanto para o desenvolvimento técnico-cientifico. Esta teoria é imprescindivel
para o entendimento de propriedades atémicas, ligagoes quimicas, dindmica de elétrons
em cristais dentre outros fenomenos. Trata-se de um conhecimento importante para todos
os ramos das ciéncias duras. Do ponto de vista histérico, sua notavel contribuicao é a

unificagdo dos conceitos fundamentais da fisica de particulas e radiacao.

A Teoria Quantica tem seu inicio com a compreensao de que a energia da radiagao
¢ descontinua. Este problema, solucionado por Max Planck, surge com a motivagao
tecnologica de descrever a relacao entre a temperatura no interior de um alto-forno e
as intensidades relativas das frequéncias de radiagao em uma siderdrgica. Este estudo é
conhecido hoje como radiagcdo de corpo negro. Um corpo negro é um objeto que absorve
toda radiagao que nele incide. Imagine, por exemplo, uma caixa com um orificio. Toda
radiacao que incide sobre o buraco ¢é captada e permanece dentro da caixa enquanto a
radiacao que incide sobre a caixa é refletida. Dessa forma, o corpo negro em si é o buraco,

nao a caixa propriamente dita.

No século XIX foi proposta uma lei conhecida por lei de Stefan-Boltzmann que
descrevia a taxa de variagdo temporal de energia irradiada, chamada radidncia (Rr), em

relacdo a temperatura de um objeto. Esta lei é descrita como
Ry = oT?, (2.1)

em que o ¢ chamada de constante de Stefan-Boltzmann e possui o valor de 5,67 X
1078W/m? K*. Entretanto, essa lei nao consegue descrever como a energia estd distribuida
em fungdo da frequéncia da radiacao emitida. Para resolver essa questao, Rayleigh e Jeans
relacionaram a densidade de energia irradiada em uma dada frequéncia v quando o corpo
negro se encontra a uma temperatura 7' (OLIVEIRA, 2010). Essa relagdao é descrita pela
expressao

kT
Smhsl (2.2)

pT(V) = 3

em que kg = 1,381 x 10723J/ K~ é a constante de Boltzmann, enquanto ¢ é a velocidade

da luz.
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Observando a expressdo acima, podemos notar que a energia aumenta com o
quadrado da frequéncia. Para se obter a energia total é necessario entao fazer a integracao
sobre todo o espectro de frequéncias, de zero a infinito. Entretanto, procedendo assim,
a relacao de Rayleigh-Jeans prevé que a energia total irradiada sera infinita, o que por
sua vez nao tem uma plausibilidade fisica. Esse desacordo quando comparado com os
dados experimentais ganhou o nome de catdstrofe ultravioleta. Vale dizer que nao ha nada
de errado com os cédlculos de Rayleigh-Jeans. O fato é que as premissas e convicgoes da
Fisica Classica ja haviam atingido seu limite de atuacao, fornecendo assim uma descri¢ao
incompativel com a observagiao experimental (OLIVEIRA, 2010), como mostra a Figura 1.

Em 1900, Max Planck apresentou sua tese para a Sociedade Alema de Fisica com o seguinte

Figura 1 — Catastrofe ultravioleta

I Teoria Classica

I Experimento

v

Fonte: o autor

titulo: Sobre a teoria da distribuicao de energia do espectro normal. E neste trabalho que
foi apresentada, pela primeira vez, a hipétese de que a absor¢ao e emissao de energia nao
seria dada de forma continua, como descreve a teoria eletromagnética classica, mas sim

em unidades discretas de uma quantidade minima, no qual
E=niFE, (2.3)

em que n é um namero inteiro e a energia é proporcional a frequéncia da radiagao. Com

sua hipotese, Planck estabelece uma relagao entre energia e frequéncia:
E = hy, (2.4)

em que h = 6,626 x 1073*Js é uma constante. Depois a constante h, bem como a relacdo
(2.4) receberam seu nome. Observe que a frequéncia linear v se relaciona com a frequéncia

angular por meio do termo 27. Sendo assim, a Relacao de Planck pode ser reescrita na

forma
E = hw, (2.5)
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em que “h cortado” é definido em termos da constante de Planck, sendo h = h/2m7.
Finalmente, Planck chegou a relagdo para a distribuicao de energia do corpo negro usando

sua hipotese:

S1h V3
_—. (2.6)

V) =
pT( ) 3 oher _ 1

Essa relacao oferece a descricdo correta para os resultados obtidos experimentalmente
para a radiacao de corpo negro. Fica como convite ao leitor verificar que a Lei de Stefan-

Boltzmann ¢é um caso particular dessa descricao de Planck.

Durante anos Planck tentou conciliar a sua hipétese do quanta de energia com a
fisica classica, mas sem sucesso... Isso fez Planck dar um passo em direcao ao desconhecido,
além da fronteira confortavel da Fisica Classica. Mas foi Albert Einstein quem realmente
compreendeu as implicagdes do trabalho de Planck em profundidade. Einstein mostrou que
o carater descontinuo da energia esta associado ao carater corpuscular da radiacao. Esta
prova se da a partir do efeito fotoelétrico. Este fendomeno é caracterizado pela ejecao de
elétrons de uma superficie metalica pela injegao de uma luz de alta frequéncia (OLIVEIRA,
2010). Hoje em dia, o efeito fotoelétrico é amplamente utilizado pela industria para a

criacao de células fotoelétricas.

Para entender melhor esse fenomeno de ejecao de elétrons, podemos considera-los
presos a superficie de um metal como se este estivessem dentro de um pogo de potencial em
que ha um custo energético para sairem de l4. Para uma comparagdo, podemos imaginar
o poco de potencial gravitacional gerado pela massa da terra ao qual estamos presos.
Entretanto, na superficie do metal a atracao nao é tao forte, podendo uma luz incidente
sobre um elétron fornecer energia suficiente para arranca-lo. Em geral, a energia ¢ suficiente
nao apenas para arrancar o elétron do poco, mas também para fornecé-lo energia cinética.
Dessa maneira, se soubermos a energia da luz incidente e a velocidade com que o elétron é

ejetado, podemos obter a “profundidade” do pogo.

Indo direto ao ponto, existem dois aspectos principais do efeito fotoelétrico que a

Fisica Classica nao consegue explicar:

1. A energia cinética dos elétrons ejetados nao depende da intensidade da luz incidente
(proporcional ao quadrado do campo elétrico). Isto ndo estd de acordo com a teoria
classica que descreve a forca que atua sobre cada elétroncomo sendo igual ao produto
da carga pelo campo elétrico, eE. Sendo assim, a energia cinética deveria aumentar

com o aumento do moédulo de E, mas isso nao acontece;

2. Existe uma “frequéncia de corte” para a luz incidente, abaixo da qual o efeito deixa
de ocorrer, independentemente da intensidade do campo elétrico. Isso também esta
em conflito com o eletromagnetismo classico, para o qual o efeito deveria ocorrer

qualquer que fosse a frequéncia da onda.
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A explicagao de Einstein para o efeito fotoelétrico traz o que Planck havia afirmado:
a energia da onda que incide sobre o metal nao se da de forma continua, mas de forma
quantizada em unidades de hv. Einstein introduz aqui uma das ideias fundamentais da
mecanica quantica, tratando esses quantas de luz como se fossem particulas em si. Mais
tarde esses quantas, ou particulas, ganharam o nome de foton. Dessa forma, Einstein
postulou que a energia cinética de um elétron arrancado da placa de metal é igual a

diferenga entre sua energia e a profundidade do pocgo de potencial:
E.=hv—-W, (2.7)

em que W é uma funcao do trabalho necessaria para arrancar o elétron do metal, em
oposicao a forca atrativa da carga positiva remanescente da rede cristalina. Portanto, W' é

uma caracteristica particular de cada material ou substancia usada como condutor.

Com efeito, Einstein explicou todos os resultados experimentais envolvendo o efeito
fotoelétrico e podemos entender os dois problemas do efeito fotoelétrico que a teoria
classica nao consegue explicar. Primeiro é necessario que o elétron seja ejetado com uma
certa energia cinética para que este seja detectado. Voltando a expressao postulada por
Einstein, temos que se a frequéncia de corte for tal que hv = W, a funcao de trabalho sera
zero. Dai, temos a frequéncia de corte. Observe que se o valor de hv for menor em relagao
ao valor de W, o efeito fotoelétrico deixa de ocorrer, pois o elétron continuara preso ao
metal. Logo, o efeito ndo depende da quantidade de fétons que atingem o metal, mas sim
do valor de hv em relacao a funcao de trabalho do material. Além disso, o féton também

possui momento, ou seja, a propria radiagdo carrega momento, dado por

., F
p= C?U’ (28)

em que F é a energia total relativistica.

Em seguida, em 1912, Niels Bohr usou as ideias de Planck e Einstein para propor
uma descricao do atomo de hidrogénio: um elétron orbitando em torno de um préton
e sujeito a forga coulombiana. Observe que pela conservacao do momento angular, a

velocidade do elétron é constante
L = mor = (constante), (2.9)

em que r ¢ o raio da 6rbita. Bohr levanta a hipétese de que o momento angular também

seria quantizado como algo do tipo

mur = nh, (2.10)
em que n =1,2,3,.... Levando esse resultado na condi¢ao de estabilidade do Hidrogénio,
temos que

1 2 2

S (2.11)

dregr? r
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Isso por sua vez implica em

2 2,2
) — = dmeg—, (2.12)
me

1 ¢ m(nh
4drreg 12 r \mr
levando a uma quantizagao das orbitas acessiveis ao elétron.

Observe que este fato implicara sobre a energia total do elétron

1 1 e?
E, = —mv® = — 2.13
va 4dmeg 2r ( )
e
© 1 ¢? 1 e?
E:—/ = 2.14
P r 4dmwegr? " dieg T ( )
Portanto,
1 2
E=——° (2.15)
4dmeg 2r
Usando o resultado obtido para o raio da érbita,
1 e?
E = — 2.16
dmeg 2 (4%50 77:1222) (2.16)
met 1
_ = 2.17
(47e0)® 2h% n? (2.17)

o que implica na quantizacao da energia total. Desses resultados, podemos recapitular as

hipéteses de Bohr:

(7) Existe no dtomo um conjunto discreto de estados estacionarios. O estado com n =1

é chamado estado fundamental, no qual o atomo pode permanecer indefinidamente;

(i) Os dtomos estacionarios sao aqueles que satisfazem a condigao de quantizacao do

momento angular;

(777) Na troca de estados, se Eipicial > Efinai, ocorre a emissao de um féton de frequéncia
(evidentemente, o processo inverso ocorre a absorgao)

E;— E;

; (2.18)

Visf =

Uma outra contribuicdo para a fundacao da Teoria Quantica, de ondas e particulas,

foi apresentada em 1924, pelo francés Louis de Broglie. Ele apresentou em sua tese de
doutorado, sobre “ondas de matéria”, o seguinte argumento simétrico: se fétons sdo ondas
e particulas ao mesmo tempo, entao particulas também devem ter o carater ondulatorio.
Esta suposta onda de matéria teria uma frequéncia v e sua energia dada por £ = hv. O

momento associado a essa particula seria p'= hk, em que \ é o comprimento de onda
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associado a particula chamado de comprimento de onda de de Broglie. O comprimento de

onda A\ pode ser escrito como

Essa equacao é conhecida como Relacdo de de Broglie.

As hipéteses de de Broglie foram verificadas experimentalmente por varios cientistas.
Particularmente, em 1927, George Paget Thompson mostrou que os elétrons sofrem difracao,
tal como ondas eletromagnéticas. Thompson mediu o comprimento de onda de de Broglie em
funcao do padrao de difracao em um experimento de fendas, verificando que o comprimento

de onda obtido estava em acordo com a relagdo A = h/p.

2.2 A equacao de Schrodinger

Até aqui, vimos que as rela¢gbes matematicas para a energia em pacotes e entre o

momento linear e o comprimento de onda podem ser escritas na forma:

E=hv=2rh"" = hw (2.20)
21
¢ h  27h
AT

respectivamente. Observe que essas relacoes de energia e momento estao escritas em termos
da constante universal

h=—. 2.22
o (2.22)

Uma onda é descrita pela equacao de onda, que nada mais é que uma equacao

diferencial na forma:
0? 0? v
2 (g t) = £2
(2,1) = €5

3 z,t). (2.23)

Para uma fung¢do do tipo ¥(z,t), temos as possiveis formas de solugdo para a

equagcao de onda:

(a) sen(kx — wt);
(b) cos(kx — wt);
(C) ei(k:vfwt);

(d) e—i(k:ac—wt) ,
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ou uma combinacao linear dessas solugoes. Do ponto de vista fisico é desejavel que a

solucao da equacao atenda duas propriedades. Sao elas:

1. Superposicao de ondas: fendmeno que acarreta nos padroes de interferéncia e cons-

trugao de pacotes de ondas.

2. Os coeficientes da equagao devem envolver apenas constantes fundamentais da
natureza, como carga, massa e constante de Planck. Sendo assim, deve-se evitar
parametros como momento e energia, os quais dizem respeito a um tipo de movimento

em particular.

Levando as solugoes (a), (b), (c) e (d) na Equagao 2.23, chegamos a conclusdo que

2 2 2
4w E P
_ — R 2.24
¢ k2 p?  4m?’ (2:24)
em que usamos a Equacao 2.20 e Equacao 2.21. Portanto, o coeficiente da equagao de
onda (2.23) nao atende a segunda propriedade. Por outro lado, uma pista sobre a forma

da equacao que atenda nossos requisitos pode ser obtida observando que:

(i) 2lsen(kz — wt)] o w| x fa(at);

(it) 2[cos(kx — wt)] o |w| x fy(zt);

(i) £ o ] x fulat);

(v) gle™® 0] oc Jw| x fa(at).

Dessa forma, a primeira derivada com respeito ao tempo traz o efeito genérico da

multiplicagdo por w. Mas como

E_p W

=== = 2.2
h 2mh  2m’ (2.25)
poderiamos pensar em uma equacao da forma
0? 0

Dai, segue que as fungoes (a) e (b) ndo sao mais solucao para a Equagao 2.26. E ainda,
as fungoes (c) e (d) s6 sdo solugdo da Equagao 2.26 com uma escolha adequada para o

coeficiente dessa equacao. Particularmente, tomando

., _iw hE ik
§ =

%= (2.27)

" 2m
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temos a escolha adequada para o coeficiente da Equacdo 2.26 de acordo com nossas
exigéncias fisicas. O prego que se paga pelas exigéncias das propriedades fisicas é que
apenas a fungao (c) é de fato solucao. Segue entao que

9? ~2m 0

Sz Yz 1) = h ot

o3 U(z,1), (2.28)

que multiplicando pela unidade ih/ih, toma a forma
r* 02 0
———V(x,t) =ih—V¥(z,t 2.29
o9m Ox2 (l’, ) t ot (CC) )7 ( )
que é conhecida como FEquag¢do de Schrodinger. Note que do jeito como esta apresentada

temos a interpretagdo de uma particula livre. Para completarmos essa equacao para o caso

de uma particula num campo de forcas, basta notar que, de forma geral

V =V(r,t) endo V = (p ou E). (2.30)
Dai,
i V2U(7,t) + V(F,t) 'haqf(*t) (2.31)
—— T 7 t) = th—WV(r,t). :
2m ’ ’ ot
Observe entao que a funcao de onda (7 t) assume o papel do descritor do
comportamento de uma particula de massa m em um campo de forcas F (ryt) = —ﬁV(ﬁ t),

tal como 7(t) é o descritor na mecénica cléssica. Ainda dessa discussdo, é possivel ver que

para W(7,t) fornecer uma interpretagao fisica, precisamos tomar sua parte real:
U (r, )W (r,t) = |¥(r, t)|2. (2.32)

Mas note que a Equacao 2.32 é proporcional a energia e, portanto, proporcional também
a intensidade da onda de matéria. Pela relagao entre a intensidade I de uma onda e sua
energia, na mecanica quantica a intensidade corresponde ao niimero de quanta de energia

detectados em uma regiao do espa¢o compreendendo um volume. Isso porque

B Watts Joule

I = = 2.33
] metro®  segqundo - metro? (2:33)

e, portanto, a energia por unidade de tempo pode ser escrita como
dE = Idxdy, (2.34)

ou, do ponto de vista da Mecanica Quantica, o que temos sdao quantas de energia por
unidade de area! Evidentemente, o nimero N4 de quantas de energia em dx - dy é N4/hv,
sendo N o namero total em dx - dy - dz. Dessa forma, podemos definir uma frequéncia
relativa N4 /N, que no limite de N — oo, nos dara a probabilidade P(x) de encontrar

um quanta em dz. Com isso, temos que

P(2) o I(x)dx oc W (7, 8)U(7, ) = [W(F, )] (2.35)
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e U(7,t) interpretada como uma densidade de probabilidade para a posigdo de uma

particula. Isso entdao implica que a funcao de onda precisa ser normalizada

/V () Pdadydz = 1. (2.36)

Evidentemente, com essa interpretacao estatistica (devido a Max Born, 1926),

precisaremos calcular valores esperados ou médios. Por exemplo,
(7 :/ A7, )2V = / UH(7, 1) 7 U (7, 1)dV. (2.37)
v

Para vermos o que acontece com a energia e o momento, primeiro vamos dar uma olhada
na evolugoes temporal e espacial da fungao de onda. Tomando um caso geral, podemos
escrever que

(7, t) = Ae'PT-EO/h (2.38)

em que usamos o conjunto de Equagoes (2.20) e (2.21). Observe que esse caso mais geral
corresponde a descricao de ondas planas. Note, entretanto, que a frequéncia w da onda
esta relacionada a energia E pelo fator hw, levando a ¥(7,t) depender do tempo por meio

do fator exponencial

Bt
exp [—Z (2.39)
h
Com isso, vejamos o que acontece tomando a evolugao temporal da funcdo de onda V(7 t):
0 0 I
_\ — A i(p'r—Et)/h
5 L () 8t_[ € ]
- A%(—E)eiw—ffﬂ/ﬁ, (2.40)
que ajustando os termos resulta
h 0
———=V(r,t) = EV(rt
Pl G (7,¢)
0
zhat\lf( t) = EV(rt) (2.41)
0
— F — ih—. (2.42)

ot

Em um raciocinio analogo, a dependéncia espacial da onda de matéria corresponde

ao momento da particula de massa m dada pelo termo exponencial

exp [_z’(ﬁh- F)] : (2.43)

Dai, a evolucao espacial pode ser estudada tomando a derivagao espacial da funcao de

onda:
0 0 L
Z Y7 = —[AfFT-EY/R
3?” (T’ ) 87?[ € ]
— LU, (2.44)

h
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em que reduzimos para apenas uma dimensao sem perda de generalidade. Portanto,

L0 .
—zha—x\ll(r, t) = p. V(7 1) (2.45)
— j— —ihV. (2.46)

Podemos entao escrever a energia total no formalismo quantico como dada pela Equa-

¢ao 2.31. Entao, podemos dizer que, a exemplo da Equacao 2.37,

(E) = /V xp*(f,t)mgt\p(f,t)dv (2.47)
() = /V W (7, 8) (—iR) VU (7, £)dV. (2.48)

Uma pergunta imediata é se o movimento quantico e o movimento cléssico concordam,

mas este questionamento fica com exercicio para o leitor.

2.3 Espaco vetorial na Mecanica Quantica

Em 1939, Paul Dirac (1902-1984) propds uma notagao vetorial poderosa para a
mecanica quantica. Esta notagao é amplamente usada na teoria quantica, pois facilita as
operagoes com vetores no espago vetorial complexo. Os elementos (vetores) que compoem

o espago vetorial na mecanica quantica sao chamados de kets. Um ket-A é denotado por

|A).

2.3.1 Axiomas

Os axiomas usados para definir um espago vetorial de estados quénticos sao os

seguintes:

1. A soma de dois kets quaisquer retorna um novo ket:
|A) +|B) = |C). (2.49)

2. A adicao de ket é comutativa e associativa:
o [4)+|B) = |B)+]4);
o (14)+[B))+1C) =|A) +(I1B) +1C)).
3. Somar uma matriz nula' a um ket retorna o préprio ket: |A) +0 = |A) .

4 |A) + (= |A)) = 0.

O zero em negrito representa uma matriz nula, ou seja, uma matriz de zeros.

1



Capitulo 2. Mecanica Quantica 26

5. A multiplica¢do de um niimero complexo z por um ket (vale para um escalar também)

resulta em um novo ket: |zA) = z |A) = |B).
6. Propriedade distributiva:

o 2(|A) +[B)) =z|A) + 2|B);
o (z+w)|A)==z|A)+wlA).

Os axiomas acima valem também se identificarmos um ket a um vetor coluna do

1A) = (0‘1) , (2.50)

em que temos um espago 2-dimensional e a; e oy sdo componentes complexas do ket |A).

tipo

Por exemplo, a soma apresentada no axioma (2.49) pode ser escrita na forma:

(Ozl) . (51) _ (041 +51) _ (71) . (2.51)
o 55 g + Fo Y2

2.3.2 O conjugado de um vetor complexo

Da mesma forma que um ntimero complexo z possui seu conjugado complexo z*, um
ket |A) possui também seu conjugado complexo e transposto chamado bra e denotado por
(A]. Naturalmente, os bras satisfazem os axiomas descritos anteriormente, mas precisamos

destacar dois pontos:

1. O bra correspondente de (|A) + |B)) é ((A| + (B])

2. Se z é complexo, o bra correspondente ao ket z |A) nao é (A z, e sim (A z*.

Além disso, é importante destacar que o bra correspondente ao ket

dy
|A) = | dy (2.52)
ds
¢é descrito por um vetor coluna
(Al = (d; d; d3). (2.53)

2.3.3 Produto interno

Chamamos de produto interno a multiplica¢ao entre bras e kets a operacao analoga

ao produto escalar entre dois vetores no plano real. Essa operacao é denotada por:
(B|A) = (ntimero complexo). (2.54)

Os axiomas do produto interno sao:
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L A(C[(14) +B)) = (C|A) + (C|B) ;

2. (B|A) = (A|B)* .

Observe também que:

aq
(BlA) = (B 85 B5)| oo
a3

= flar+ Baz + Bias. (2.55)

Temos ainda algumas consequéncias do produto interno

a) Um vetor estd normalizado se

(AJA) = 1. (2.56)
b) Dois vetores sao ditos ortogonais se

(B|A) = 0. (2.57)

2.3.4 Vetores de base do espaco

Da mesma forma que usamos normalizacao e a ortogonalidade para encontrarmos
vetores de base no espaco real 3-dimensional, como 2, 5 e ]%, teremos esses conceitos na
mecanica quantica. Mas antes, vamos generalizar essa notagao para o caso de um espago
infinito, N-dimensional. Suponha um 3-vetor (vetor no espago 3-D) escrito em termos
dos vetores de base desse espaco: @ = agi + ayj' + a,k. Podemos reduzir essa notagao
relacionando as 3 dimensoes desse espago aos indices 1, 2 e 3 dos versores €1, €5 e é3. Com

efeito, o vetor @ pode ser reescrito na forma

a = a1é1 + a2é2 + a3é3
N=3
=1

em que a base desse espaco é YN7% ;. Observe que (2.58) é uma notagdo mais enxuta e

facilmente expandida para um espaco N-dimensional qualquer.

Evidentemente, o nimero de linhas de um ket ou bra indica a dimensao do espaco
vetorial complexo. Entdo, considerando um espaco N-dimensional de base 3"V |i), um vetor

escrito nesta base é dado por
N
|A) = Zai |7) . (2.59)

Entao, para obtermos os componentes «;, basta calcularmos o produto interno com uma
base (j| de forma que:
(7]7) =0 (ortonormais) (2.60)
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e
(7]7) =1 (normalizados). (2.61)
Segue entdo que (jli) = dij e leva ao colapso da Equagao 2.59, restando apenas a
componente na diregao [j):
N
(1A) = 3 (i) = o (2:62)

Isso significa que as componentes de um vetor sao os produtos internos desse vetor com

vetores de base. Entao a Equacao 2.59 pode ser reescrita como:

|A) =D _1i) (il A), (2.63)

em que trocamos «; = (i|A) de posigao com |i) por se tratar apenas de um nimero
(complexo). Com essa notagao o célculo do produto interno de um ket qualquer com o

ket-A é direto: basta aplicar o bra correspondente em ambos os lados da equagao acima.

2.4 QO estado quantico: observaveis, operadores e seu carater pro-

babilistico

O estado de um sistema quantico é descrito, em linguagem matemaética, por um
vetor em um espaco vetorial. Mas também ¢é possivel acessar experimentalmente uma
grandeza fisica. Quando isso ocorre, chamamos essa grandeza fisica de um observdvel. Sdo
exemplos de grandezas observaveis a posicao de uma particula, sua energia, momento,

dentre outras.

Esses observaveis sao descritos, ou “acessados” matematicamente, por operadores
(ou transformagoes) lineares. Vamos por enquanto deixar alguns detalhes sobre operadores
de fora e comegar por apenas escrever algumas propriedades para o operador O (usaremos

o circunflexo para indicar que se trata de um operador).

Ol4) = |B); (2.64)
Oz|A) = z|B); (2.65)
O(A) +|B)) = O|A)+0O|B). (2.66)

Usando (2.64) e escrevendo o ket-A em termos dos vetores de base, isto é,
Ay =D aili), (2.67)

resulta que

> Oliyas =3 Bili). (2.68)
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Aqui hd um ponto importante. Se tomarmos o produto interno entre uma base |j) e a

Equacao 2.68, teremos a igualdade abaixo:
> {01 Zﬁz (il (2.69)

Novamente, de (2.64) vemos que o termo (j| O |i) é um ntimero complexo. Na verdade é
um conjunto de N x N niimeros complexos, dependendo da dimensao N do espago vetorial.
Logo, podemos abreviar (7| O i) por, por exemplo, o0j;, que nada mais sdo que as entradas
da matriz O : N x N. Supondo N = 3, terfamos:

b1 bho b3
O= |0 0y 0]. (2'7())
031 O3 033
Segue entao que podemos escrever
Zeﬁai = B]’, (271)
ou ainda
011 012 Oi3 aq B
Oo1 O 0o ar | =182 (2-72>
031 O3z 033 asg 53

Descricdo para uma medicao simples

Vejamos um exemplo da acao de operadores usando um sistema de dois spins. Cada
spin pode ser observado em um de dois estados: para cima (1) ou para baixo (). Esse
é um tipico caso de um sistema de dois niveis. Seja qual for, a informacao do estado do
primeiro spin estard em |a) e do segundo em |b). Vamos entao associar cada spin a um
operador, por exemplo, a e b. Como o estado de um sistema quantico é representado por
um vetor, se medirmos ambos os spins o sistema termina em um estado representado por
um autovetor simultaneo de @ e b. Usando a algebra de bra-kets, podemos escrever esse

fato da seguinte forma: para o primeiro spin
ala,b) =ala,b) (2.73)

e para o outro

bla,b) =bla,b), (2.74)

em que a e b s@o os respectivos autovalores de |a) e |b).
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Descricao para uma medicao simultanea

Ainda usando o caso acima, para acessarmos simultaneamente o estado dos dois

spins temos que atuar com o operador &13,
abla,b) = ab|a,b) = abla,b) (2.75)

que deve produzir o mesmo efeito do operador ba’. Para esse caso, como a ordem dos
numeros ab ou ba pouco importa, o operador ba retorna o mesmo resultado do operador

ab. Logo, se dois observaveis comutam,

abla,b) = bala,b)
@ —b] |a,b) = o0,
= |a,b] a,b) = 0, (2.76)

entao existe uma base completa de autovalores dos dois operadores. Dito de outra forma,

a condicao para duas medidas simultaneas é que os observaveis comutem.

O caréater probabilistico

Imagine agora que vocé tenha preparado um dos spin do caso acima ao longo do
eixo z, sentido k para cima ou —k para baixo®. Logo, podemos usar as representacoes
para cima |1) e para baixo |{), formando o conjunto de vetores de base para o espago
2-dimensional dos spins. Com efeito, um spin em um estado aleatério |.S), preparado de

qualquer forma, devera ser descrito como a combinagao linear dos vetores de base,
15) =S 1) + S 1) (2.77)

em que [1) e |[|) sdo mutuamente ortogonais, ou seja, (1]J) = (}|1) = 0 e as componentes
do ket-S sao St = (11S) e S| = (}|S). Mas, considerando que na medigdo o spin deva
apontar para algum dos sentidos, para cima ou para baixo, as componentes Sy e S|
possuem um cardter probabilistico. No entanto, (1|S) e ({|S) sdo ntmeros, em geral
complexos, ndo oferencendo uma realidade experimental. Por outro lado, se atribuirmos a
essas componentes um significado de amplitude de probabilidades, SISy e S7S| passam a
representar as probabilidades do spin ser medido para cima ou para baixo, respectivamente.

As probabilidades em si, serao

Proby = (S[1) (115) (2.78)

Prob, = {S|1) (1IS). (2.79)

Se A e B sao matrizes, nem sempre AB e BA produzem o mesmo efeito!

2

3 Evidentemente, poderiamos optar por i e —i (direita e esquerda) ou —3 e (para trés e para frente).
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Evidentemente, esta interpretacao estatistica devera obdecer a condi¢ao de normalizacao,
SISy + 8575, =1 (2.80)

ou, equivalentemente,

(5|5) =1. (2.81)

Pela expressao acima, podemos notar que o estado de um sistema quantico é representado

por um ket normalizado.

2.5 Mais sobre operadores...

Na secao anterior, vimos algumas propriedades dos operadores. Em geral, um
operador altera a direcdo e sentido do vetor sobre o qual ele atua. Mas ha excecgoes.
Para alguns operadores, em particular, haverd os autovetores para os quais a atuagao do

operador nao afetara sua direcdo. A descricdo dessa particularidade é escrita como
Olz) = \|z) . (2.82)

Isso nos diz que |x) é um autovetor ou autoket do operador O, em que A é um nimero,

em geral complexo. Para darmos uma olhada nisso, vamos supor que O é uma matriz do

A 1 4
o- () v

1
|z) = ( ) . (2.84)
1
Logo, levando na Equacao 2.82

(-] =) e
41 1 (4x1)+(1x1) g

— 5x (1) —512) (2.86)

tipo 2 x 2, tal que

e que

e, portanto, |z) é um autoket de Oe 5, o fator multiplicativo, é seu autovalor. Por outro

1
|x) = (O) (2.87)

terfamos como resultado um ket com diregdo e magnitude diferentes do ket |x).

lado, se |z) fosse escrito como

Evidentemente, podemos também atuar com um operador em um bra. Entretanto,

nao podemos esquecer que o correspondente do ket z |z) nao é o bra (x| z, mas sim (z|z*.
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Portanto, é de se esperar que algo semelhante aconteca na correspondéncia do ket O |z).
Por ser uma matriz, um operador possui uma estrutura mais delicada, por assim dizer.
Além de termos que tomar o complexo conjugado de seus elementos, temos que realizar
mais uma manobra. Observe que os kets sdo representados por vetores coluna, enquanto
que os bras por vetores linha. Entdo, para respeitarmos isso, precisamos rearranjar os

elementos complexos conjugados do operador tomando sua transposta

0] = o (2.88)
em que
o= D D) gor— (On Ou) (2.80)
021 022 012 022

Dessa forma, a correspondéncia de O |z) ¢ (2] OT. Ao complexo conjugado de uma

matriz transposta damos o nome de hermitiano conjugado. Segue entao que

Olx) = |y) (2.90)
(x]OT = (y|. (2.91)

Vamos agora voltar um pouco no tempo, precisamente no inicio do ultimo capitulo,
em que dissemos que observaveis sao descritos por operadores. A pergunta aqui é: que

tipo de operadores descreve observaveis? Sao aqueles tal que
0 =0", (2.92)
i.e., operadores que sao iguais ao seu hermitiano conjugado. Estes sdo chamados de

Operadores Hermitianos.

Podemos destacar algumas propriedades para um Operador Hermitiano:

(a) O Operador Hermitiano possui um autovalor real;

(b) Qualquer vetor obtido pela atua¢ao de um Operador Hermitiano pode ser expandido

como uma soma de seus autovetores;

(c) Se A1 e Ag sao autovalores de um Operador Hermitiano, tal que A; # Aq, entao
os autovetores correspondentes sao ortogonais. O mesmo vale para o caso em que
A1 = A9, entretanto, essa situagao caracteriza uma degenerescéncia: autovetores

diferentes com mesmo autovalor.

Essas propriedades podem ser entendidas como teoremas fundamentais da Mecanica
Quantica, que no frigir dos ovos diz que os autovetores de um Operador Hermitiano

formam uma base ortonormal.
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2.6 As Matrizes de Pauli

Como vimos anteriormente, podemos destacar um teorema fundamental para a
mecanica quantica: quantidades observaveis sao descritas por Operadores Hermitianos.
Dessa forma, podemos identificar cada observavel de spin (s,, sy, s.) com um Operador

Hermitiano (6, 6y, 6,), num espago bidimensional®.

Tomando a dire¢ao para cima/para baizo, sabemos que os autovalores e autovetores

para o operador &, serao
Oa 1) = +1[1) (2.93)

62 14) = —110), (2.94)

lembrando que (T|{) = ({|1) = 0. Portanto, usando a dlgebra de matrizes teremos

ol o2\ [1 (1
o 22) )= () o
ot o2\ [0 (1
o 22) )=o) "

Resolvendo essas equagoes, resulta que

e também

(o' x 1)+ (e x0) = 1 = ot =1; (2.97)
(02 x 1)+ (62 x0) = 0 = o2 =0, (2.98)
(§
(el x0)+ (02 x1) =0 = 0o2=0; (2.99)
(02 x0)+ (02 x1) =—-1 = o2 =-1. (2.100)
Portanto,

. (10
6. = (o _1) . (2.101)

Da mesma maneira, podemos encontrar os operadores 6, 0, ¢ ,:

1
P P (2.102)
10
0
&y:(‘ Z); (2.103)
1 0

Observe que do ponto de vista observavel o spin possui dois sentidos: para cima ou para baixo, que
podem ser observados nos eixos x, y e z. Portanto, poderiamos pensar em para cima/para baixo,
esquerda/direita ou para frente/para tras que correspondem as trés diregdes do espago, z,y e z de que
dispomos em um laboratorio.

4
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1
5. = ( 0 ) | 210)
0 -1

que sao conhecidas por Matrizes de Pauli. Observe que é possivel obter um operador &

para uma diregdo qualquer, digamos 7. Isso é possivel projetando 6 = (6, 6y, 6) - 1. Isso

pode ser escrito na forma

. 01 0 —2 1 0
G =ng +ny | . +n, (2.105)
10 v 0 0 -1

s = (( 2 (ne = my)> . (2.106)

ng + iny) —n,
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3 Bits e g-bits

Na Computagao Classica, a menor unidade de informacao é conhecida como bit
(Binary Digit). Um bit é constituido de um tnico valor que pode ser 0 ou 1 que, por
sua vez, representam estados como ligado ou desligado. Fisicamente esses bits podem ser
representados pela presenga ou nao de tensao elétrica nos componentes eletronicos, onde a

presenga de tensao corresponde ao bit 1 (ligado) e sua auséncia correspondendo ao bit 0
(desligado) (OLIVEIRA, 2004).

Assim como na Computagao Classica, a Computagao Quantica possui um analogo
para a informacao, que é conhecido como bit quantico ou q¢-bit. Esses ¢-bits também
podem assumir os valores 0 e 1, mas diferentemente da teoria classica, onde os bits s6
podem assumir estados distintos, os ¢-bits podem assumir qualquer sobreposicao de 0 e 1
simultaneamente (OLIVEIRA, 2004; FIGUEIREDO, 2013). Fisicamente, um ¢-bit pode
ser representado por qualquer objeto quantico que possua dois auto-estados distintos, por

exemplo a direcao de um spin ou a polarizacao de um foton.

Os auto-estados de um ¢-bit podem ser representados pelos kets

o) = (;) e - (f) , )

em que o conjunto {|0),|1)} forma uma base no espaco vetorial da mecénica quéantica
conhecida como base computacional. Matematicamente, o estado geral de um ¢-bit é
representado por

[¢) = al0) +0[1), (3:2)

em que a e b sao nimeros complexos e | a |* + | b |*= 1. Podemos ainda escrever o estado

de um ¢-bit na forma polar
) = e [008(9/2) 0) + € sin(0/2) |1>} : (3.3)

emque 0 <y <21, 0<0<7mel<¢<2m O termo e é conhecido como fator de base
global (JGNIOR; LIMA, 2006) e nao possui nenhum efeito fisico observavel, podendo ser

desconsiderado. Sendo assim, temos

1) = cos(6/2) |0) + e sin(6/2) [1). (3.4)

Além da descri¢do acima, podemos também representar um ¢-bit geometricamente
utilizando a sua forma polar. Os valores de 6 e ¢ na Equagao 3.4 definem um ponto em uma
esfera tridimensional de raio 1, conhecida como esfera de Bloch (MOTTA; CARVALHO;
MACULAN, n.d.). Essa esfera pode ser vista na Figura 2. Nessa esfera, o angulo 6 que o
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vetor faz com o eixo z estd relacionado com as contribuigoes dos estados base |0) e |1) para
o estado geral do ¢-bit. Ja a fase do g-bit corresponde ao angulo ¢ formado pela projecao
do vetor sobre o plano xy com o eixo x. A Tabela 2 apresenta alguns pontos especiais na
Esfera de Bloch.

Figura 2 — Esfera de Bloch com representacao de um g-bit genérico

z = 0)

—z=1)
Fonte: Santos (2017)

Tabela 2 — Tabela de pontos sobre a Esfera de Bloch.

6 0] P Observacao

0 0 |0) Polo norte da Esfera de Bloch
™ 0 1) Polo sul da Esfera de Bloch
/2 0 (10) +11))/v2  Equador sobre o eixo z

/2 /2 (|0)+i|1))/v2 Equador sobre o eixo y

Fonte: Oliveira e Sarthour (2004)

Até aqui vimos apenas estados formados por um g¢-bit, mas podemos estender
este conceito usando um postulado da Mecanica quéantica que descreve como o espago de
estados do sistema composto ¢ construido a partir dos espagos de estados dos sistemas
individuais (TEMPORAO, 2007). Entéo, o espago vetorial de dois ¢-bits pode ser estendido

pelos vetores formado pelo produto tensorial dos vetores da base computacional

{10}, 1)} @ {10}, [1)} = {]00),[01) , [10) , [11)}. (3.5)

Matricialmente, esses vetores de base de dois ¢-bits podem ser representados por

00y = | |, o= "|, poy=|"1,p1) = (3.6)

o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O
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Da mesma forma, o espaco vetorial de n ¢-bit pode ser estendido usando o produto

tensorial! dos vetores da base computacional.

1 Mais informagdes sobre produto tensorial podem ser obtidas em (UNICAMP, n.d.) e (MONDAINTI,
2006)
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4 Portas quanticas

Na computacao classica existem dispositivos capazes de manipular os bits, esses
dispositivos sdo conhecidos como portas logicas. Essas portas sdo responsaveis por realizar
o processamento de um ou mais bits. As portas légicas classicas mais conhecidas sao a
NOT, NAND, NOR, AND e OR. As entradas e saldas dessas portas sao mostradas na
Figura 3. Além de cada porta realizar uma operacgao especifica, é possivel combinar varias

dessas portas para se realizar outra tarefa mais complexa.

Figura 3 — Portas logicas classicas

NOT NAND NOR AND OR
A A A A
xS 5 15 2
B | B B B
AlX AlB[X A[B[X AlB[X AlB[X
0|1 0|01 0|01 0|j]0]|O 0|O0]|O
10 o114 ol[1]o0 o1 (o I ERE
1 011 1 0|0 1101]0 1 011
1110 111]o0 'BERE BERE
(a) (b) (c) (d) (e)

Fonte: Pinto (2007)

A Computacdo Quantica também possui uma variada quantidade de portas, conhe-
cidas como portas quanticas. Basicamente, uma porta quantica é implementada através de
uma operacao unitaria realizada em um ¢-bit, ou seja, essas portas podem ser vistas como

operadores ou matrizes unitarias, como por exemplo as matrizes de Pauli (BARBOSA,

2005)
X:C)j,yz(q_j,zz(lo). (4.1)
10 i 0 0 —1

Esquematicamente, essas matrizes de Pauli podem ser representadas de acordo

com a Figura 4.

Figura 4 — Portas de Pauli

Ix}F v} {z}
(a) X (b) Y (c) Z
Fonte: Barbosa (2005)
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4.1 Portas quanticas de um g-bit

As portas quéanticas de apenas um ¢-bit sao infinitas. Isso se deve ao niimero de
matrizes unitarias 2 x 2 também serem infinitas. As mais conhecidas sdo as portas de Pauli,
as portas Hadamard ou Hadamard-Walsh e a porta S. Essas portas serao apresentadas

abaixo.

4.1.1 A Porta de Pauli 1

Esta porta é conhecida como porta identidade, pois nao tem nenhum efeito sobre
o ¢-bit de entrada, ou seja, o ¢-bit na saida da porta é o mesmo que o da entrada. Essa

operacao ¢ feita através da seguinte matriz:

10
) s

Entao, se aplicarmos a operacao acima em um ¢-bit, temos

= 030
_ ((1))

Iy =

E ainda, para um g-bit genérico,

Ialo) +01)] = a(é (1)) (é)+b<(1) (1)) ((1))

Il
IS
=
~~
+
S
—
~

(4.5)
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4.1.2 A Porta de Pauli X

A Porta de Pauli X é semelhante a uma porta logica NOT, tendo como funcao

inverter o estado de um g¢-bit. Essa porta é definida pela matriz

0 1
) o

Ao aplicarmos essa operacao em um ¢-bit, temos
0 1 1
X10) =
1 0/ \0

= |1 (4.7)

Para um g¢-bit genérico,

Flalo) 011 = (f 3) (é)”(g é) ((1))
-~ (1))

= all)+b]0). (4.9)

Outra representagao para a porta quantica NOT pode ser vista na Figura 5.

Figura 5 — Porta NOT

-

Fonte: Barbosa (2005)
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4.1.3 A Porta de Pauli Y

A Porta Y é implementada pelo operador unitério

0 —
- 5) i
o=l

= il1); (4.11)

- 0

= —i|0). (4.12)

Para um ¢-bit genérico,
0 —2 1 0 —z\ (0
Y|y +o[1)] = af wuf
1 0 0 1 0 1

= ila|1l) —b|0)]. (4.13)

4.1.4 A Porta de Pauli Z

A Porta Z é definida pela matriz

1 0
Z:(O_J. (4.14)
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Quando aplicamos essa opera¢ao a um ¢-bit, temos
1 0\ (1
Z|0) =
0 1) \0
(1
o
= 10); (4.15)
1 0\ (0
Z1) =
0 1/ \1
[0
N 1
= —11). (4.16)
Para um g¢-bit genérico,
1 0\ (1 10
Zal0)+0b[1)] = a +0b
0 1) \0 0 1
1 0
= a —b
= al|0)—0bl1). (4.17)
4.1.5 A Porta Hadamard ou Hadamard-Walsh
O operador que define a Porta Hadamard é
1 (1 1
= ) 4.18
a0 (115)
Ao aplicarmos essa operacao em um ¢-bit, temos
1 (1 1 1
H|0) = —
& V2 \1 —1) (o)
11
V2
_ (0
V2o 1
0 1
= 0 + 1) (4.19)



Capitulo 4. Portas quinticas 43

HJ1) =

_ o) =11)
= 7 (4.20)
Para um ¢-bit genérico,
Hlalo) +bI)] = a’s (1 _11) (é) b (1 _11) ((1))
_ o+ 10) —[1)
NG +0 NG (4.21)

416 A Porta S de Fase

A matriz que implementa a Porta S, também conhecida como Porta de Fase é

10
S = (O Z) (4.22)

Aplicando a operacao a um g¢-bit, temos
1 0\ (1
510y = .
0 1 0

— 10): (4.23)

= 1), (4.24)
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Para um g¢-bit genérico,

Slaloy + b)) = ((1) O) (é)”(é 0) ((1))
() ()

= al0) +1ib[1). (4.25)

4.2 Portas quanticas de miltiplos g-bits

Assim como as portas com apenas um ¢-bit, as portas de multiplos ¢-bits também
sdo infinitas. Essas portas sdo capazes de realizar operacoes em mais de um ¢-bit. Neste

texto vamos apresentar apenas as portas CNOT e Toffoli quantica.

421 Porta CNOT Quantica

A Porta CNOT (ou NOT-controlada) quéantica é semelhante a porta NOT quantica,
mas se diferencia por possuir um g¢-bit de controle. Nessa porta, o estado do ¢-bit sera
alterado se, e somente se, o estado do ¢-bit de controle for |1), caso contrario o g¢-bit
permanece inalterado. A Figura 6 mostra a representacao grafica da porta CNOT, onde
@ pode ser vista como uma porta classica XOR. O simbolo e representa um controle e a
linha vertical o alvo deste controle (BARBOSA, 2005). A matriz que implementa a porta

CNOT com controle no primeiro ¢-bit é:

1 0(0 0

0 1|0 0
CNOT = |——F+—]. (4.26)

0 0|0 1

0 0|1 O

Podemos entao verificar que:

CNOT |00) = |00) ; (4.27)
CNOT|01) = [01); (4.28)
CNOT |10) = |11) ; (4.29)

CNOT |11) = |10). (4.30)
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Figura 6 — Porta CNOT Quantica

1N
N

Fonte: Portugal et al. (2004)

Um ponto importante a ser destacado é que qualquer operador unitario pode ser
representado usando portas CNOT e portas de 1 ¢-bit (PORTUGAL et al., 2004).

4.2.2 Porta Toffoli Quantica

A Porta Toffoli quantica é muito semelhante a porta CNOT quantica, mas ao invés
de ter somente um ¢-bit de controle, possui dois. Quando os dois ¢-bits de controle estao
ambos no estado |1), a Porta de Toffoli inverte o estado do terceiro ¢-bit, caso contrario
0 ¢-bit permanece inalterado. Como podemos perceber, o espaco de estados considerado
nesse casso possui um numero de 3 ¢-bits, sendo assim, a matriz que representa essa
operacao ¢ de 8 dimensoes. A matriz abaixo representa uma porta Toffoli com controle

nos dois primeiros bits

CCONOT = (4.31)

O OO R O O O O
o Ol O O O o O
— o1 o O O O O O
o BRI O O O O o o

S OO O O o o =
o OO O O O = O
o Ol o O o = O O
S OO O = O O O

A Figura 7 mostra a representacao de uma porta Toffoli quantica.

Quando os ¢-bits de entrada estdo preparados em estados da base (ou seja, se
encontram nos estados |0) ou |1)), a Porta de Toffoli tem um comportamento que permite
simular varias operagoes classicas. Por exemplo, se a entrada for |1¢20) com g2 = 0 ou
q2 = 1, a saida serd |1g2q2), ou seja, a porta Toffoli copia o ¢-bit ¢, para o ¢-bit alvo. Agora,
se a entrada for |1go1) entdao a saida serd |1¢a2qo), isto é, o ¢-bit alvo fica preparado no
estado negado do estado do segundo ¢-bit, ou seja, a porta Toffoli funciona semelhante a
uma porta classica NOT (AMOREIRA, n.d.).
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Figura 7 — Porta Toffoli Quantica

L

Fonte: Portugal et al. (2004)

Utilizando essas portas quanticas, podemos descrever todas as outras usando regras
da légica. Portanto, qualquer circuito logico classico pode ser implementado com a utilizagao
de portas Toffoli num computador quantico. Mas é bom lembrar que a computagao quantica
possui muito mais possibilidades do que apenas aquelas propostas nos circuitos logicos

classicos.

4.3 Circuitos quanticos: exemplos

Semelhante & Computacao Cléssica, quando juntarmos duas ou mais portas quan-
ticas, temos um circuito quantico. A representacao desses circuitos foi proposta por David
Deustch em 1980, que desenvolveu um modelo para a computagao quantica semelhante
a Mdquina de Turing, mas que permitia a representacao de sobreposicao. Este modelo
era muito complexo, o que levou Deustch a criar uma representacao mais simples para a
Computagao Quantica que se assemelhava com os modelos de circuitos logicos classicos
(BARBOSA, 2005). Abaixo serao apresentados dois exemplos simples de circuitos quénticos,

um swap e um somador de dois bits.

4.3.1 Circuito Quantico Swap
A Figura 8 mostra o esqueméatico de um Circuito Swap.

Figura 8 — Circuito Quéntico Swap

a) D

) an
) NVZRRNY

Fonte: Barbosa (2005)
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Esse circuito é composto por trés portas CNOT. Seu funcionamento é o seguinte:
supondo que os ¢-bits de entrada do circuito swap sejam |a) = |1) e |b) = |0), ao passar
pela primeira porta CNOT esses estados serdo |a) = |1) e |b) = |1), que por sua vez serao
a entrada da segunda porta CNOT. Ao passar pela segunda porta CNOT, os estados serao
la) =10) e |b) = |1), esses estados por sua vez serdo a entrada da terceira e tltima porta
CNOT. E para terminar a operacao, ao passar pela terceira porta CNOT, os g-bits serao
la) =10) e |b) = |1). Como podemos observar, os ¢-bits |a) e |b) trocaram os seus valores

ao passar pelo circuito de swap. A Figura 9 mostra essa execu¢ao passo a passo.

Figura 9 — Execucao do circuito quantico swap para as entradas [1) e |0)

B 1) |1><>|0> o)

|b> |0>\|_/|1> )| |1>\|j )

Fonte: modificado de Barbosa (2005)

Na Tabela 3 podemos ver algumas entradas e suas respectivas saidas para este

circuito quantico.

Tabela 3 — Entradas e saidas para o Circuito Swap.

Entradas Saidas
@) [b) |a) |b)
0) [0y 10) 10)
0) 1) (1) 10)
1) 10y 10y [1)
) 1) 1) 1)
Fonte: Barbosa (2005)

4.3.2 Circuito Quantico Somador Completo de 1 g-bit

O Circuito Somador Completo de um bit Classico é responsavel por somar dois
bits quaisquer e um bit de carry. Esse circuito possui trés entradas A, B e Cj,, como
podemos ver na Figura 10, onde o Cy, é o carry de entrada (carry-in). Como saida, temos
o resultado da soma em S e o carry de saida (carry-out) em C,yy. A Tabela 4 apresenta a

tabela verdade para esse circuito.

Assim como no circuito classico, o somador completo quantico, apresentado na
Figura 11, possui trés g-bits de entrada. Os g¢-bits |a) e |b) sdo os dois operandos, |c.) ¢ o

carry de entrada proveniente da soma anterior. Na saida temos o resultado da soma que
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Figura 10 — Circuito Somador Completo

o}
0 0O ¢

Cin

C

out

Fonte: IFSC (2018)

Tabela 4 — Tabela verdade do Circuito Somador Completo de 1 bit.

A B Cyn S Cou
0O 0 0 0 0
0O 1 0 1 0
10 0 1 0
1 1 0 0 1
0o 0 1 1 0
0o 1 1 0 1
1 0 1 O 1
11 1 1 1

Fonte: IFSC (2018)

estd no ¢-bit |s) e o carry de saida que estd em |c). Assim como nos modelos de circuitos
logicos classicos, esse circuito quantico também pode ser colocado em série ou em cascata

para a adicao de niimeros binarios.

Figura 11 — Somador Completo Quantico

=
L 4
o
€

Fonte: Junior e Lima (2006)

Vamos ver um exemplo de execugao desse circuito, onde as entradas serdao: |a) = |1),
|b) = [1) e |C.) = |0). Essa execucao é mostrada na Figura 12. Como podemos ver, a soma

de [1) 4+ |1) com o g-bit de carry |0) gera como saida o ¢-bit |0) e o ¢-bit de carry igual a
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1)

Figura 12 — Exemplo de operacao no circuito somador completo quantico

a) SR DR DI VI ¥ 1) a)
b ) |1)<L 0) , 10) , 10) (L 1) )
) 0) | 10) o), l0) 1 |0) 0) )
0) 0) & 1) 1) & 1) 1) 1) c,)

Fonte: modificado de Junior e Lima (2006)
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5 Algoritmos Quanticos

5.1 Algoritmo de Procura Simples

O algoritmo que veremos nessa sec¢ao utiliza os conceitos do paralelismo presente
nos circuitos quinticos para realizar uma busca ou procura simples (AMOREIRA, n.d.).
Imagine que vocé esta em um corredor com quatro portas, onde cada porta da acesso a
uma sala. Dentro de uma dessas salas encontra-se um objeto qualquer e as outras trés
salas restantes estao vazias. Caso vocé queira saber em qual das salas esta o objeto, vocé
terd que olhar em cada uma das quatro salas até encontrar, na pior das hipoteses todas as
salas terao que ser visitadas. Agora, imagine se vocé pudesse olhar o que tem dentro de
todas as quatro salas simultaneamente, isso economizaria tempo e esfor¢o. A computagao
quantica nos permite realizar esse paralelismo. O algoritmo que vamos estudar a seguir
nos permite obter a resposta de problemas parecidos com o citado acima usando apenas

de uma tentativa.

Vamos supor que cada uma das salas sejam representadas por nimeros de 0 a
3 expressos em bindrio, ou seja 00, 01, 10 e 11 e f(z),z € {0,1}* seja uma fungao que
representa o resultado de uma tentativa, sendo que se f(x) = 1 o objeto se encontra na
sala e f(x) = 0 caso contrario. Para implementar essa fungao serd necessario uma porta
quantica com 3 ¢-bits, onde o ultimo ¢-bit é reservado para armazenar o resultado da

operacao, em soma modulo 2 com o valor inicial desse ¢-bit.

Tomando o circuito da Figura 13 e o estado de entrada sendo |¢y) = |001) =
|0) |0} |1) temos como primeira operagao as Portas de Hadamard. Realizado essa operagoes
temos

) = 0) +[1) [0) +[1) [0) — 1)
V2o V2 V2
0) — 1)

(10} + 1) (102 + 1)) =7

[0)]0) +]0) |1) + [1) |0) + |1) |1)] ‘O>\;§|1>
10) — 1)

[|00) 4+ |01) + [10) + |11)] NG

(5.1)

N~ N~ N~

Agora vamos analisar como a porta U transforma cada um desses estados presentes

no lado direito da equagao acima. Podemos reescrever cada um dos estados na forma

|z) |O>\;§‘1> (5.2)
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Figura 13 — Circuito quantico para o Algoritmo de Procura Simples

0 g o HEH{Z @)
o) gt Us o @
| 1) _—— y ybf(ei2)——@

'E,"i"(]} |'?I.-'f" 1 > | 'I,-':I‘;g > ’l..-'fl-‘_'_4,> '{.."fl-‘4> | E,", ) |'II.-‘f'-‘ I3>

Fonte: Amoreira (n.d.)

onde x é uma sequéncia arbitraria de dois bits. Ao passar pela porta Uy temos a seguinte

transformacao:

0) =11 Upla)|0) — Uy |z) [1)
Uf ’l‘> \/5 = \/5
) | £(2)) — |o) | F( >'

\/i

Como f é uma fungao binaria, temos que f(x) = 0 ou f(x) = 1. Sendo assim, no caso de
f(z) =0, temos

(5.3)

2)I£@) = 2) |[f(@) a0y~ | 1) J0p =),

\/5 = e (54)
no caso de f(x) =1,
2 1£@) =2 |f@) ey =210y y=10) _ 10} =)
\/5 NG = |z) NV ) VA (5.5)
Podemos observar que, nos dois casos
0y ey D = (ayo gy PLID (5:6)

V2 V2

ou seja, Uy = (—1)7@). Usando esse resultado para transformar o estado |¢/1), temos

[¢2) = Uylin)

_ ; (=)@ [00) + (—=1)7@) [01) + (=1)/@ [10) + (-1)/@ |11)] %57)

Mas, lembrando que f(z) é nulo para todos os valores de x € {0,1}? e 1 no caso do valor

que corresponde a sala que contém o objeto. Sendo assim, o estado que os dois primeiros
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g-bits podem assumir sdo um dos apresentados abaixo. Como o terceiro ¢-bit nao tem mais

nenhuma funcionalidade vamos descarta-lo:

(—100) +101) + |10) + |11)) (00) =1
(+100) — |01) + |10) + |11)) (01) = 1;
(+00) +101) — |10) + |11)) se f(10) =1,
(+00) + |01) + |10) — |11)) (11) =1

|2) =

N NI NI N

Note que essas quatro possibilidades nao estao em sobreposicao, ou seja, apenas
uma delas acontece de acordo com a sala que contém o objeto. Esses quatro estados sao
ortogonais entre si e podem ser transformados mediante operadores unitarios nos seus
estados base, e ¢é isso que o restante do circuito faz. Temos entao que analisar o efeito do
circuito sobre cada uma das possibilidades de |1¢5). Vamos comegar para o caso do objeto
estar na sala 00, sendo assim f(00) =1 e |¢9) é

[Yadany = 1= 100) +101) + [10) + |11}
= 51100 (0) — 1) +11) ) + 1)) (5.9

A préxima parte do circuito sao portas de Hadamard. Essas portas vao transformar o

estado [t2) gy acima em

1 )+ 1)\ (10) +11)  10) = [1)
¥3) 00y = 2[ ( )( V2 V2 >]+
1 DY 10y +11) 10) — 1)
3% ()] 10
_ i[ (10) + 1)) (J0) + |1) — J0) + |1))] +
710000 = 1)) (0) + 1) +[0) ~ [1)] (511)
= 21000} + 1) 1)+ (0) — [13)]0)]. (5.12)

Agora, ao passar pelas portas Z, os |0) nao sao alterados, ji os |1) tem o seu sinal trocado.

Entao,
1¥4) (00) = ; [(10) = [1)) [1) + ([0} + [1)) [0)] - (5.13)

A préxima etapa é uma porta C-Z, ou seja, uma Z controlada, onde a porta Z é aplicada

ao segundo ¢-bit somente se o primeiro ¢-bit for |1). Sendo assim, temos

[([0) + 1)) 10) + ([0) + [1)) [1)]

[(10) +[1))(10) + [1))]

SUETTIUETL) -

W5>(00) =

E[\D\t—l[\)\»—
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A dltima operacao do circuito sdo portas que Hadamard. Essas portas transformam

o estado acima nos estados da base, sendo assim,

W6>(00) = H W5>(00)
10) +11) [0) + [1)
\/— V2

= [(10) + [1))(10) + [1))]

_ \}_fK )+ 1) +\0>\;§I1>> (\0>\J/r§|1>+!0>\;§|1>>]

[(10) + 1) +10) = [1)) (10) + [1) +[0) — [1))]
[(210))(2]0))]

= ;4100
= |00) . (5.15)

= H

1
4
1
4
1

Para o demais valores de = (01, 10 e 11), temos como resultado

|%6) (01 = 101) ; (5.16)
|¢6>(10) = |10>§ (5'17>
|¥6) 11y = 1) (5.18)

Podemos observar que o resultado do circuito é sempre o nimero que corresponde a
sala onde se encontra o objeto, podendo essa sala ser conhecida com apenas uma tentativa.
Além disso, este algoritmo pode facilmente ser generalizado para um ntmero maior de

salas, mostrando ainda mais sua eficiéncia.

5.2 O Algoritmo de Deutsch

Antes de entramos na explicagdo do Algoritmo de Deutsch, vamos primeiro entender

o problema que este se propoe a resolver.

5.2.1 O problema de Deutsch

O problema de Deutsch consiste em saber se uma dada fungao f: {0,1} — {0,1}
é balanceada ou constante (CABRAL; LIMA; JR., 2004). A Tabela 5 abaixo mostra as
quatro fungoes possiveis. Imagine se tivéssemos que descobrir se uma fungao f é balanceada
ou constante usando a teoria cldssica. Terfamos que calcular os valores de f(0) e f(1) e
comparar os resultados: se ambos os resultados forem iguais a funcao é constante, caso

contrario é balanceada. Uma maneira de realizar essa comparagao ¢ calculando a soma
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Tabela 5 — Fungoes do tipo f:{0,1} — {0,1}.

z folz) filz) falz) f3(x)
0 1 0 0 1
1 1 0 1 0

constantes  balanceadas
Fonte: Cabral, Lima e Jr. (2004)

modulo 2:
0, se f é constante
0 F(1) — 5.19
fo)e f(1) { 1, se f é balanceada, ( |
pois
0p0=1p1=0 (5.20)
e
0611001, (5.21)

E possivel resolver o problema descrito acima aproveitando do paralelismo quantico. Uma
das formas de se resolver tal problema é usando um algoritmo conhecido como Algoritmo
de Deutsch.

5.2.2 O Algoritmo de Deutsch

Vamos analisar o circuito da Figura 14 que possui como entrada o estado [ig) =

01) = 10) [1).

Figura 14 — Circuito quantico que implementa o Algoritmo de Deutsch

‘[]) —.{: ;c:—
U
1) —;U yEBf(x) —-E—‘:—

A A (|
[100) |11) [12)  |t3)

Fonte: Amoreira (n.d.)

Na entrada do circuito temos duas portas de Hadamard, essas portas transformam

o estado [ig) em

1) = H [tho) (5.22)
|0>\j§|1> |0>\;§|1>. (5.23)
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Logo depois das portas de Hadamard temos a porta Uy. Como vimos no algoritmo

de procura simples, o efeito dessa porta sobre um estado |z) (|0) — |1))/v/2 ¢

Uyley L) = (cayron g L2 (5.24)

Temos entao que a saida da porta Uy é

) :{ (—1)7© [?jﬁli)} [|z>¢—§1>}, se f(0) = f(1)
(/O [9FR] [B2], se £(0) # 71,

(5.25)

A ultima etapa do circuito é uma Porta de Hadamard que atua no primeiro ¢-bit

do estado acima. No primeiro caso temos que

0) + 1) _
H N 0Y, (5.26)

e no segundo caso

10) — 1)
HT 1) (5.27)
Sendo assim, a saida do circuito é
(—1)@10) [258] | se £(0) = £(1)

= 5.28
o) { (=170 1) [R2D] e £(0) # £(1), >:2%)

Mas tomando ainda a Equacao 5.19, podemos escrever esse resultado como
) = 00y sy | D] (5.29

A resposta para o problema citado estd no primeiro ¢-bit, ou seja, se fizermos
uma medicao do primeiro ¢-bit vamos encontrar o valor da propriedade global da funcao
f(0) @ f(1). Mas ainda é importante lembrar que o resultado de f(0) @ f(1) tem valor
de 0 ou 1, entao o primeiro ¢-bit esta num dos estados da base, e ndo numa sobreposicao
desses estados (AMOREIRA, n.d.).
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6 Emaranhamento Quantico

Um sistema quantico tem associado a si um Espaco de Hilbert' que representa todos
os estados possiveis do sistema. Quando um sistema é composto (formado por mais de um
sistema simples), o espaco deste sistema é construido a partir do produto tensorial dos
espagos de Hilbert associado a cada parte do sistema. Um exemplo de sistema composto
¢ aquele onde as suas partes nao interagem entre si no presente, mas interagiram em
algum momento no passado. E no estudo desse tipo de sistema que surge o conceito de
emaranhamento. Por exemplo, considere dois sistemas quanticos, em que o primeiro esteja
em um estado arbitrario |z), e o segundo em um estado arbitrario |z) . Se o estado do
sistema composto por estes dois estados puder ser escrito como o produto tensorial entre

|z) , ® |z) 5, entdo o sistema é dito separavel, caso contrario chamamos este estado de
emaranhado (ZUBEN, 2007).

Para entender melhor esse assunto, vamos fazer uma analise historica do surgimento
do conceito de emaranhamento. Em 1935, Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen
(EPR) apresentaram um artigo contendo as implicagbes 1dgicas do principio da superposi¢ao
quando aplicado na descrigao de um sistema composto (RIGOLIN, 2005). Esse artigo tem
como principal objetivo provar que a teoria da Mecanica Quéantica era incompleta. De
acordo com EPR uma teoria é dita completa se contemplar o que definem como elementos
de realidade. Esses elementos de realidade seriam qualquer grandeza fisica cujo valor
pudesse ser previsto antes que uma medida fosse realizada. Mas, na Mecanica Quantica,
nao ¢ possivel prever o resultado de uma medicao do ponto de vista deterministico, mas sim
as probabilidades dos possiveis resultados. Sendo assim os autores chegaram a conclusao
que a teoria da Mecénica Quantica seria incompleta (OLIVEIRA; SARTHOUR, 2004).

Neste mesmo ano, Erwin Schrodinger sugere com um experimento mental as
consequéncias do principio da superposicao quando aplicado a um sistema composto de
duas partes. Este experimento consiste em um gato dentro de uma caixa completamente
fechada. Dentro da caixa também ha um atomo instavel (|atomo 1)) que pode decair para
um outro atomo mais estavel (|dtomo 2)). Vamos supor entdo, que a energia liberada por
esse decaimento é capaz de acionar um mecanismo que libera um gas venenoso matando o
gato (RIGOLIN, 2005). A Mecanica Quantica prevé a probabilidade de o dtomo instével

decair mas nao prevé o momento exato para isso acontecer, entdo, o estado do gato pode

1 O Espaco de Hilbert pode ser visto como uma estrutura matematica formada pelas funcdes de estado

dos objetos quanticos, ou seja, podemos dizer que estados quanticos sao “vetores” de espacos de Hilbert.
Mais detalhes podem ser encontrados em (FLOQUET et al., 2018; BARATA, 2018)
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ser visto como uma sobreposicao de estados

|¢) = a|atomo 1) |vivo) + b|atomo 2) |morto) . (6.1)

O estado acima representa uma sobreposicao dos estados vivo e morto do gato.
Para dar mais énfase a conexao entre os dois sistemas (gato e a&tomo), Schrodinger introduz
um conceito que foi traduzido para o portugués como emaranhamento. Mas as ideias
apresentadas por Schrédinger e no artigo de EPR nao tiveram tanto impacto na época

pois questoes como realismo e nao-localidade eram considerados apenas como filoséficas.

Ainda em 1935, Niels Bohr contestou o artigo de EPR. Enquanto Einstein afirmava
que a polarizagdo de cada féton é governada por uma “variavel escondida”, ou seja, este
foton teria uma polarizacao bem definida, a Fscola de Copenhague afirmava que nao se
pode atribuir uma polarizacao a um foton até que o mesmo seja medido. Durante alguns

anos esse questionamento ficou sem nenhuma resposta (JR., 2006).

Em 1964, John Bell mostrou que a Mecanica Quantica é incompativel com o
conceito de localidade e que o fato de supor que existem variaveis escondidas contraria as
previsoes da mecanica quantica. Ele mostrou que quando aplicado a sistemas compostos,
o principio da superposicao produz previsoes quantitativas que, se fossem confirmadas
experimentalmente provaria os aspectos da nao localidade da mecanica quantica. Para
isso, diferentemente do sistema usado por EPR, Bell usou o sistema quantico mais simples
possivel, o sistema de dois niveis (por exemplo a polarizagao de dois fétons ou o spin
de dois elétrons) (RIGOLIN, 2005). Estas previsoes, desenvolvidas por Bell com um
pequeno numero de hipoteses, levaram ao que conhecemos hoje como Desigualdade de
Bell (BULNES, 2005). A Desigualdade de Bell estabelece um limite superior para a
correlagao entre medidas feitas em observaveis de ¢-bits separados. De maneira geral, a
desigualdade trata de argumentos puramentes estatisticos, onde uma determinada grandeza
S nao deveria ultrapassar o valor 2, assumindo a inexisténcia de efeitos nao-locais. Mas a

mecanica quantica previa o valor S = 2v/2 & 2, 83, violando assim a Desigualdade de Bell
(OLIVEIRA; SARTHOUR, 2004).

Para verificar essas desigualdades, as primeiras experiéncias foram desenvolvidas
em 1972 por John F. Clauser e S Freedman (BULNES, 2005). Pouco depois, A. Aspect
apresentou um novo onde, em experimento meados de 1981-1982; A. Aspect, P. Grangier e J.
Dalibard, tiveram exito ao mostrarem a existéncia de situacoes que violam as desigualdades
de Bell, o que contrariava as teorias de variaveis escondidas e dando ainda mais forca de que
a natureza funciona de acordo com as previsoes da mecanica quantica. Esses experimentos

sao conhecidos com Ezperimentos de Asperct.

Esses experimentos se caracterizavam pela medicao de pares de fétons que eram

emitidos ao mesmo tempo por meio de transig¢oes eletronicas. Para isso foram utilizados
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dois analisadores de polarizacao com distancia de 13 m entre eles e um circuito para
contar as coincidéncias (fétons “gémeos”) que ocorrem em uma taxa de tempo de 20 ns,
determinando assim a taxa de coincidéncia. Existem dois fatos que devem ser levados
em consideracao no experimento. Primeiro, para que uma leitura seja contada como
coincidéncia, os fotons devem ser detectados em um tempo de chegada inferior a 20 ns
de um para outro. E em segundo lugar, como os dois analisadores de polarizacao estao
separados por uma distancia de 13 m, qualquer sinal contendo informacao que viaje na
velocidade da luz levara no minimo 40 ns para ir de um analisador ao outro. Como o
circuito possui uma janela de 20 ns, qualquer comunicagao entre os dois fotons que nao
viole a teoria da relatividade restrita (nenhum objeto pode estar em uma velocidade maior
que a velocidade da luz no vacuo) serd impossivel. Apds a realizacao desses experimentos,
a conclusao é de que as Desigualdades de Bell podem ser violadas (BULNES, 2005).

6.1 Exemplos de estados emaranhados: estados de Bell

Os estados de Bell podem ser vistos como vetores no Espago de Hilbert correspon-

dente a sistemas quanticos formados por duas particulas. Esses vetores sao:

Tt = <|oo> 11)); (6.2)

%\

Vo) = 7<|oo> 11)); (6.3)

(|01> 10)); (6.4)

o) = ;§(|01> —[10)). (6.5)

Esses estados podem ser obtidos usando as Portas de Hadamard e a porta CNOT Quantica

de acordo com o circuito da Figura 15.

Figura 15 — Circuito quantico para gerar os estados de Bell

X

— H
y By

U/
Fonte: Zuben (2007)
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No primeiro caso teremos como entrada do circuito o estado ‘\Ifar > = |00) = |0) |0).

Passando pela Porta de Hadamard, temos

i) = H|v)

= H0)[0)
_ 0y +11)
G 0)

_ [00) +[10) (6.6)

V2

E agora, passando pela Porta CNOT, temos
ut) = CcNoT|wf)
|00) + |10)

V2
_ [00)+ 1) 67)

V2

= CNOT

Para o segundo caso, vamos considerar o estado de entrada como ‘\Ifg > = |10) =

|1) |0). Passando pela Porta de Hadamard, temos

) = H|w)
= HI[1)[0)

V2
100) — |10)

V2

E agora, passando pela Porta CNOT, temos

)

CNOT |7)

100) — |10)
V2

00) — [11)

= S (6.9)

= CNOT

No terceiro caso, vamos tomar o estado de entrada sendo ‘q)sr> = |01) = |0)|1).

Passando pela Porta de Hadamard, temos

o) = Hleg)
= H0) 1)
_ o
= W

_ o+ (6.10)

V2
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Agora, aplicando a Porta CNOT, temos

[@*) = CNOT|uy)
|01) + |11)

V2
01) + |10)

5

= CNOT

(6.11)

Para o ultimo caso, temos como entrada o estado ’<I)a> = |11) = |1) |1),

o) = H|%p)
= H|1)[1)
~[01) —[11)
- =5 (6.12)

Agora, aplicando a Porta CNOT, temos

[@7) = CNOT|uy)
01) — [11)

V2

— |01>\;§|1O>. (6.13)

Mas, lembrando ainda que, tao importante quanto produzir um estado de Bell, é

= CNOT

conseguir ler esses estados. Para isso, podemos aplicar as operagoes acima na ordem inversa
sobre o estado de Bell, obtendo a leitura do mesmo. Isso é possivel pois estes estados se

relacionam unicamente com um dos elementos da base computacional (BULNES, 2005).

6.2 Codificacao suspensa

A codificagao suspensa pode ser vista como uma maneira de condensar o envio de
bits classicos. Essa aplicacao do emaranhamento quantico apresenta a ideia de que estados
maximamente emaranhados podem aumentar a capacidade de comunicagao entre dois
dispositivos. Por exemplo, para que dois bits classicos sejam transmitidos por um canal
também classico é preciso fazer a manipulagao ou envio de duas particulas ou entidades
fisicas, onde cada uma dessas particulas esta relacionada a um dos bits. Na codificacao
suspensa ¢é possivel enviar os mesmos dois bits de informagao usando os estados de Bell.
Para entendermos o lado quantico dessa histéria, vamos supor que Alice queira enviar uma

mensagem para Bob. Inicialmente, Alice e Bob compartilham o seguinte estado de Bell:

_ 100) + 11y

o) - 0

(6.14)
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Suponha que Alice deseja enviar pra Bob a sequéncia de bits 10. O que Alice tem que

fazer é aplicar a operacao X (NOT) no seu g¢-bit, obtendo o seguinte estado:

10 01
o*) = 110) + 01), (6.15)
V2
Agora Alice deve enviar o seu ¢-bit para Bob que aplica as operacoes CNOT e H e
logo em seguida realiza uma medida na base computacional, obtendo assim a mensagem

enviada por Alice. Dessa forma, Alice enviou 2 bits de informacao classica para Bob,
enviando apenas 1 g-bit de informagao quantica (OLIVEIRA; SARTHOUR, 2004).

6.3 Teleporte quantico

O teleporte quantico é uma das aplicagdes mais interessantes da Mecanica Quéntica.
Em sistemas classicos, a informacao é transportada através de um meio material, por
exemplo, o som da nossa voz que é transmitida por meio de ondas mecéanicas no ar, ou
os sinais de radio, que sao transportados por ondas eletromagnéticas. Diferentemente
desses casos, o teleporte quantico nao precisa de um meio material para que o transporte
de informacao seja realizado, assim como é o caso da luz, que também nao precisa de
um meio material para se propagar. Segundo Oliveira e Sarthour (2004), O teleporte é
um processo através do qual o estado de um ¢-bit é transferido para outro utilizando as
propriedades nao-locais de estados emaranhados. Ou seja, se comparado com a codificacao
suspensa, o teleporte nao envolve o transporte de um g¢-bit, mas sim a transferéncia de
estados quanticos. Novamente, para facilitar o entendimento vamos supor que Alice queira
se comunicar com Bob por um canal quantico. A informacao a qual Alice quer transmitir
a Bob esta contida no ¢-bit |¢) = a|0) + b|1).

Antes de comegarmos a imaginar o processo para transportar essa informacao, vale
relembrar que estados quanticos ndo podem ser clonados e nem copiados. A tentativa de
copiar ou clonar um dado estado causa a destruicao do mesmo. Entao, qualquer tentativa
de medir o estado [¢) o destruira. Sendo assim, a tinica forma de transportar [¢) é enviando
uma informagao classica de Alice para Bob (ZUBEN, 2007).

Agora, vamos supor também que Alice e Bob compartilham o estado emaranhado

~100) + [11)
- =5

ou seja, cada um recebe um ¢-bit do estado de Bell acima. O estado formado pelo ¢-bit

™) (6.16)

que contém a mensagem e o estado de Bell é:

W) = [0)®|@) (6.17)

_ a(|ooo>\/+§|011>) . b(|100)\/g|111>). (618)
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Os primeiros dois ¢-bits sao controlados por Alice, ja o terceiro esta sobre o controle
de Bob. Alice aplica entao os passos da codificagdo suspensa (uma Porta CNOT seguida
da Porta de Hadarmad). Essas operacoes sao feitas nos dois primeiros ¢-bits que sao
controladas por Alice. Para isso, vamos aplicar a transformagao (H @ I @ IN(CNOT ® I)

em que I é uma matriz identidade. Sendo assim, obtemos

W) = (H®I®I)(CNOT @ I)|W)

_ HelseD [a(|000>\/—g\011)) N b(|110)\/;|101>)]
~ (Helsl) [a|0> (|03>§+ [11) | o[1) (|1?/>§+ |01>)]
_ a(!0>+\1>)g!00>+!11>)+b(!0>—|1>);!10>+!01>)
_ 100) (a|02> +o[1)  101) (a|12> +0[0)  [10) (a|02> —bo[1)
L) (a|12> —b10)) (6.19)

Agora, Alice deve medir os seus dois ¢-bits, o que acarreta em um colapso do
estado em uma de quatro possibilidades: 00,01, 10, 11. O resultado que Alice encontra
¢é enviado para Bob usando um canal classico. Com esse resultado, Bob pode descobrir
quais das quatro operagoes ele deve aplicar a seu ¢-bit para coloca-lo no estado superposto

|) = a0) +b|1). A Tabela 6 relaciona cada uma das possibilidades com sua operagao.

Tabela 6 — ()-bits lidos por Alice e operacao realizada por Bob.

Bits recebidos Estado Transformacao

00 al0) + 01 i
01 al1) +0]0) X
10 al0) —b|1) Z
11 all) —b0) Y
Fonte: Zuben (2007)

Vale lembrar que, quando adicionamos um canal de comunicacao classico ao
experimento torna-se impossivel que a informagao que Alice adquire com sua medida
sobre o estado do ¢-bit chegue instantaneamente a Bob. E importante ressaltar também
que a palavra teleporte ou teletransporte é muito utilizada em filmes de ficgdo cientifica
para descrever o processo de destruir um objeto em um determinado local e reconstrui-lo
em outro. O teleporte quantico possui esse nome por possuir caracteristicas similares:
primeiro, os ¢-bits sao codificados como bits classicos; depois, a informacao é transmitida
e a original é destruida durante o processo; e por ultimo, o ¢-bit é reconstruido a partir

dos bits classicos e do par EPR.
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Apesar de parecer roteiro de filme de ficcao cientifica, o teleporte quantico ja é
algo muito real. Cientistas japoneses realizaram o teletransporte quantico de um conjunto
complexo de informag¢oes (ROTHMAN, 2011). Mais recentemente, pesquisadores chineses
anunciaram o lancamento do satélite Micius. Os cientistas conseguiram usar a rede quantica
do dispositivo para teletransportar uma particula da superficie terrestre para a atmosfera
pela primeira vez (GALILEU, 2017) e (REN et al., 2017).
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7 IBM Quantum Experience

A IBM é uma das empresas pioneiras na fabricacao de computadores desde o inicio
da era da computagao. Com essa perspectiva a empresa também nao ficou de fora na
implementacao de computadores quanticos. No inicio de 2017, a IBM disponibilizou em
“nuvem” um protétipo de computador quantico com cinco ¢-bits. Neste mesmo ano, a
empresa disponibilizou um segundo processador, ja com 20 ¢-bits e chegou ao niimero
de 50 ¢-bits no final de 2017 (OLIVEIRA, 2018). Além disso, a IBM anunciou, nesse
mesmo ano de 2018, o programa IBM Q Experience: uma plataforma baseada em nuvem
para experimentagao e aprendizado quantico compartilhado (IBM, 2018). Este capitulo
tem como objetivo apresentar essa ferramenta da IBM que pode ser usada por cientistas,

pesquisadores ou interessados pela area.

O computador quantico disponibilizado pela IBM para experimentacao online pos-
sui b ¢-bits. Nao vamos entrar em muitos detalhes de implementagao, mas este computador
se baseia no modelo de computacdo quantica via fluxo magnético em ¢-bits supercon-
dutores. As Figuras 16 e 17 mostram o chip quantico da IBM e a disposicao dos ¢-bits,

respectivamente.

Figura 16 — Chip quéntico da IBM

M l”.“

"" IIHII ]

Fonte: Santos (2017)

Para usar esse recurso disponibilizado pela IBM devemos acessar o site do programa
que se encontra em: <https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx>. Antes de comegar
a usar a plataforma o usuario deve realizar um cadastro podendo depois acessar o editor

pelo link <https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/editor>. Esta pagina de edi¢do


https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/editor
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Figura 17 — Localizagdao dos g-bits no chip
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&

Fonte: Santos (2017)

¢ mostrada na Figura 18.

Figura 18 — Interface de edicao do IBM Q-experience

New experiment | New | | Save | | Save as |
Switch to Qasm Editor Backend: ibmgx4@ My Units: 15@ Experiment Units: 3 @ “

GATES @ Advanced
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a1 g

q |
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a2l
e

a4l

BARRIER OPERATIONS

I

Fonte: IBM (2018)

Nesta interface, temos a opcao de criar um novo projeto (New) e salvar um projeto
(Save ou Save As). Apés construir um circuito, temos a opgao de simular (Simulate)
ou executar (Run) um circuito. Na opg¢ao de simular, a plataforma verifica se o circuito
possui algum erro e retorna os resultados esperados. J& na opcao de executar, o circuito é
submetido no sistema da IBM para ser implementado em um chip quantico. Caso este
circuito ja tenha sido implementado anteriormente, o sistema disponibiliza a opc¢ao de usar
os resultados de uma execucao ja realizada. Caso o usuario escolha realmente executar, o

projeto sera submetido ao time da IBM e possivelmente entrard em uma fila de espera até
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ser implementado.

No lado direito do sistema mostrado na Figura 18 temos algumas portas logicas
representadas por blocos. Ja do lado esquerdo temos as representagoes dos bits quanticos,
onde colocamos as portas logicas para implementar o circuito. Para aplicar uma porta a
um ¢-bit, basta arrastar a porta desejada até o ¢-bit em que se deseja fazer a operacao.
Para exemplificar, vamos implementar um circuito que inverte o estado de um g¢-bit.
Esse circuito é apresentado na Figura 19. Observe que ao final do ¢-bit a ser medido
temos uma porta que realiza a leitura do estado desse ¢-bit. Agora, podemos simular
este circuito para verificar se 0 mesmo esta correto ou se precisa de alguma alteragao. O
resultado da simulacao é apresentado na Figura 20. Apos realizar a simulacdo podemos
realmente executar esse circuito no computador quantico. Até a data de conclusao deste
trabalho o sistema da IBM estava em manutencao, entao vamos selecionar a opc¢ao de
usar os resultados de uma execucao ja realizada. Nesse caso, o resultado da execucao é
apresentado na Figura 21. Como podemos ver, o resultado da execucao real é diferente de
uma simulag¢ao. Na simulagao, o resultado é sempre 100% de acerto no ¢-bit |1). J& na
execucao real, como temos uma probabilidade de termos o resultado correto, entao, 86, 3%
dos casos deram |1) e 13,7% deram |0).

Figura 19 — Porta X no IBM Q-experience
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Fonte: IBM (2018)
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7.1 Exemplo: Porta de Hadamard

Outro exemplo bem interessante de se visualizar é a Porta de Hadamard. Como
vimos, esta porta transforma um g-bit, por exemplo |0) em uma sobreposi¢ao de g-bits:
H |0) = (|0) + |1))/+/2. O circuito contendo a implementacio da Porta de Hadamard é
mostrado na Figura 22. Assim como no circuito anterior, vamos simular e executar o
circuito. Os resultados podem ser vistos nas Figuras 23 e 24, respectivamente. Veja que,
assim como na teoria, a execugao prevé cerca de 50% de chance de se encontrar o ¢-bit |0)

e 50% de se encontrar o ¢-bit |1).

Figura 22 — Porta H no IBM Q-experience
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7.2 Exemplo: codificacio suspensa

Neste exemplo vamos implementar um circuito que simula a Codificagdo Suspensa.
Para isso, primeiro temos que criar um estado de Bell que serd compartilhado com Alice e
Bob. Vamos supor que o estado compartilhado seja o mesmo que usamos como exemplo

na secao de codificacao suspensa

o [00) 11
v >=|>\/§|> (7.1)

Para criar este estado vamos usar o circuito apresentado na Figura 25. Apés simularmos

esse circuito, obtemos o resultado apresentado na Figura 26.

Figura 25 — Primeira parte do circuito de codificacao suspensa
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Fonte: IBM (2018)
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Agora, assim como no exemplo dado na se¢do 6.2, vamos supor que Alice queira
enviar a informacao dada pelos bits 10, entao ela tem que aplicar uma porta NOT no seu
primeiro ¢-bit. Sendo assim o circuito ficara igual ao mostrado na Figura 27 onde sua saida

é apresentada na Figura 28.

Figura 27 — Segunda parte do circuito de codificagao suspensa
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Fonte: IBM (2018)
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Agora, Alice envia o seu ¢-bit para Bob, que por sua vez aplica as operagoes CNOT
e Hadamard e em seguida uma medida na base computacional. Agora, podemos completar
0 nosso circuito com essa etapa. A Figura 29 mostra o circuito completo, e a Figura 30 o
resultado para esse circuito. Observe que o resultado encontrado na medicao feita por Bob

é o mesmo referente a informagao classica que Alice queria enviar a ele.

Figura 29 — Circuito de Codificagao Suspensa
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Apos essas execugoes, podemos perceber que esses graficos nos dao uma distribuicao
de probabilidades de encontrarmos os estados possiveis. Podemos perceber, que no caso das
simulagoes, os valores eram exatamente iguais aos encontrados na teoria. J& as execugoes
reais, nao sao exatamente as mesmas da teoria, tendo em vista que a computacao quantica
trabalha com probabilidades, entao pode haver um erro, mesmo que pequeno nas execugoes

reais.



79

8 Conclusao

Este trabalho apresentou uma revisao bibliografica basica sobre a Mecénica Quan-
tica e a Computagao Quantica. A Mecanica Quantica a anos vem se mostrando uma area
cheia de conceitos e propriedades que sao imprescindiveis para o entendimento do mundo e
das tecnologias existentes. A Computacao Quéntica por sua vez, vem apresentando ser uma
area muito promissora, propondo a fusdo entre as ideias da mecénica quantica e da Ciéncia
da Computacao. Nota-se que projetos para a construgdo de computadores quanticos,
mostraram-se possiveis, como ¢é o caso dos computadores quanticos da Intel e IBM que ja
estdo em funcionamento. Percebemos também que a ado¢ao do paradigma quéantico na
computagao trata-se de um trajeto natural, pois caminha concomitante com a diminuicao
dos dispositivos eletronicos presentes no computador, como ja previa a Lei de Moore. Vale
destacar também que a computagao quantica nao ¢, como alguns podem erroneamente
imaginar, mais uma dentre muitas tentativas de substituicao de uma tecnologia em vias
de esgotamento. Trata-se de um novo paradigma de computacao, que pode ter profundas
consequéncias, nao s6 para a tecnologia, mas também para a teoria da informagao, para a
ciéncia da computacao, e para a ciéncia em geral. Imaginamos que da mesma forma que
a computacao iniciada no século passado trouxe intimeras aplicagoes que contribuiram
para o desenvolvimento da humanidade nas mais variadas areas, a computacao quantica
também propiciard aplicacoes que alcancem desde as viagens espaciais até a medicina,

aumento assim a qualidade de vida das pessoas.

O estudo da computacdo quantica mostra-se de grande importancia nos dias atuais.
Isso se deve a capacidade dessa teoria revolucionar o mundo da computacao. Tendo isso
em mente, a pesquisa nesta area mostra-se de suma importancia para o desenvolvimento

das tecnologias atuais e futuras.

Como trabalhos futuros pretende-se investigar aspectos praticos da computacao
quantica, por exemplo, as diversas técnicas que existem para representar um g¢-bit fisica-
mente, como as portas sdo implementadas e como realizar a medi¢ao de um ¢-bit. Outra
area interessante para pesquisa € a utilizagao dos preceitos da computagao quantica para
a inteligéncia Artificial, que hoje em dia também é uma area muito promissora. Podemos
citar mais especificamente as redes neurais artificiais quanticas, que ja vem sendo estudadas

por diversos cientistas da area.
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APENDICE A - Nimeros complexos

Um ndimero complexo z é a soma de um nimero imaginario a um numero real,
2z =+ 1y, (A.1)

em que as varidveis = e y sao reais e i> = —1. Uma outra maneira para representd-lo é em

coordenadas polares. Neste sistema de coordenadas,
z =rcos(f) +irsin(f) = r(cos(#) + isin(f)), (A.2)
e podemos representar um nimero complexo da maneira apresentada na Figura 31. Observe

Figura 31 — Representacao de um ntimero complexo genérico na sua forma polar

(Im)

I=x+iy

: rsin(4)

'Ti > (Re)

Fonte: Eccher (n.d.)

que para uma rotagao no plano complexo (Diagrama de Argand), devemos ter um arco
S = |r]0 de tal forma que uma rotagao infinitesimal de 7 neste plano possa ser descrita

sendo
ds = zd#. (A.3)

No fim das contas, isso corresponde a um vetor perpendicular a 7 de magnitude zd#f, o qual

é somado a 7. Lembrando que estamos em coordenadas polares, essa soma tem magnitude
z +1zdf (A.4)

e podemos encarar o termo izdf equivalente a uma variagao infinitesimal dz. Dali,

1+ T 1 (A.5)
z

<. (A.6)
z
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Se tomarmos uma rotacao genérica zo(6 = 0) — zp(¢), podemos escrever

/:edz/:@'/: 4o’ (A7)

1n(29) = if (A.8)

20

2 = €2 (A.9)

Veja entdo que e pode ser encarado como um operador no plano complexo que rotaciona

um vetor z de um angulo 6. Por exemplo, tomando zy com mddulo unitario,

¥ = 25 = cos(f) + isin(0) (A.10)

que é a Fquagdo de Euler (ou Formula de Moivre). Observe também que se 6 = 7 /2,

e’z = cos<72r) + isin<72r> =i, (A.11)

e portanto, pode ser encarado como um operador para a rotacao de 90° no plano complexo,

como mostra a Figura 32.

Ha ainda um outro formalismo no mundo dos niimeros complexos que serd valioso

para nossas interpretacoes fisicas. Cada niimero complexo tem um complexo conjugado, z*,

que nada mais é que o préprio nimero z com o sinal da parte imaginaria invertido. Entao,
se

2= +iy=re? (A.12)

temos que
= —iy=re (A.13)

Isso tem uma implicagao imediata: multiplicando um nimero complexo pelo seu conjugado

obtemos um resultado real e positivo,

2z =12 (A.14)
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Figura 32 — Rotacao no plano complexo

i-x=giro deé—T

i-i-x=girode T
1

(Im) (Im)
A A
. ix
IX |- kel B
\\\\ ,//l
— (Re) - — (Re)
:-:-:-x-)g:rode»% 1% girode2 7
1 1
(Im) (Im)
A A
Bt ix|.
/ N .
= —» Re) =1 P ®Re
.\\\ \\\
1o 1
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Fonte: o autor
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