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RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso tem como objetivo principal, o estudo dos
esforgos internos em vigas continuas e hiperestaticas sobre apoios elasticos lineares
submetidas a carregamentos externos e variagdo de temperatura, utilizando o Método
da Equacao dos Trés Momentos. Para a realizacdo do estudo, foi desenvolvido um
modelo estrutural que foi submetido a trés tipos diferentes de solicitacdes:
carregamento externo, variacdo da temperatura e ambas solicitagcbes em conjunto.
Com o objetivo de se obter os esforcos internos em cada um dos modelos propostos,
foi utilizado duas ferramentas de analise estrutural: o F-Tool, ferramenta amplamente
utilizada como analise estrutural no ambiente académico e o programa, em linguagem
FORTRAN, desenvolvido pelo Professor Doutor Jaime Florencio Martins, do
Departamento de Engenharia Civil da Universidade Federal de Ouro Preto. E sabido
gue existem varios métodos de calculos para se obter os esforcos internos de
estruturas hiperestaticas, mas o método utilizado como base para o desenvolvimento
do programa foi a Equacdo dos Trés Momentos, cuja teoria esta apresentada nesse
presente trabalho. Os resultados obtidos para as duas ferramentas de andlise
estrutural apresentaram resultados bastante similares contendo apenas pequenas
diferencas justificadas pela quantidade de casas decimais dos parametros de entrada
de dados e de arredondamentos numéricos utilizados em cada um dos programas.
Admitindo o F-Tool como ferramenta de validacédo, € possivel afirmar, portanto, que o
programa, em linguagem FORTRAN, apresentou Otimos resultados para vigas
continuas e hiperestaticas sobre apoios elasticos lineares submetidas a carregamento

externo e variacdo da temperatura.

Palavras-chaves: Vigas Hiperestéaticas, Equacao dos Trés Momentos, Variacdo de
Temperatura, Esfor¢os Internos, Estruturas, Apoios Elasticos Lineares.



ABSTRACT

The main objective of this work is the study of the internal stresses in continuous
and hyperstatic beams on linear elastic supports subjected to external loads and
temperature variation using the Three Moment Equation Method. For the study, a
structural model was developed that was submitted to three different types of requests:
external loading, temperature variation and both requests together. In order to obtain
internal efforts in each of the proposed models, two structural analysis tools were used:
the F-Tool, a tool widely used as structural analysis in the academic environment, and
the FORTRAN language program developed by Professor Doctor Jaime Florencio
Martins, from the Civil Engineering Department of the Federal University of Ouro Preto.
It is known that there are several methods of calculations to obtain the internal stresses
of hyperstatic structures, but the method used as the basis for the development of the
program was the Equation of the Three Moments, whose theory is presented in this
present work. The results obtained for the two tools of structural analysis presented
very similar results containing only small differences justified by the number of decimal
places of the data input parameters and numerical rounding used in each one of the
programs. Assuming the F-Tool as a validation tool, it is possible to affirm, therefore,
that the program, in FORTRAN language, presented excellent results for continuous
and hyperesthetic beams on linear elastic supports subjected to external loading and

temperature variation.

Keywords: Hypertensive Beams, Equation of Three Moments, Temperature Variation,

Internal Effort, Structures, Linear Elastic Support.
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1 INTRODUCAO

Segundo Martha (2010), a andlise estrutural € a etapa do projeto estrutural
responsavel por prever todos os comportamentos mecéanicos do sistema. Esses
comportamentos podem ser traduzidos através de diversas grandezas fisicas, tais
como tensdes, deformacdes e deslocamentos da estrutura. De uma forma geral, é
possivel afirmar que a analise estrutural tem, como objetivo principal, determinar os
esforcos internos e externos, deslocamentos e correspondentes deformacdes que
surgem na estrutura a fim de comparar com as resisténcias fisicas dos materiais que
estdo sendo utilizados nos elementos estruturais constituintes. Essa analise, por sua
vez, devera ser feita para os diversos estagios de solicitacbes que, a partir da

experiéncia do Engenheiro Estrutural, devem ser previamente determinados.

Nesse sentido, esse trabalho abordara temas que envolvem a teoria da analise
estrutural, se restringindo ao estudo da determinacdo dos esforcos internos de vigas
hiperestaticas continuas, sobre apoios rigidos e elasticos lineares, submetidas a
carregamentos e variacdo de temperatura de acordo com os modelos previamente
determinados, utilizando o Método da Equacédo dos Trés Momentos. Vale ressaltar
também que, a teoria em que o0 método se apoia vem evidenciada ao longo das sec¢des
desse presente trabalho, a fim de garantir uma compreensao efetiva de todo o estudo

desenvolvido.

Para a resolucdo dos modelos serd utilizado o programa, em linguagem
FORTRAN, desenvolvido pelo Professor Doutor Jaime Florencio Martins, do
Departamento de Engenharia Civil da Universidade Federal de Ouro Preto. Como
alternativa de validacdo do programa, os resultados obtidos foram comparados com
0os resultados gerados a partir do programa F-TOOL, amplamente utilizado no
ambiente académico da Engenharia Civil para a realizacdo do processo de analise

estrutural de sistemas isostaticos e hiperestaticos.



1.1 Objetivo

As vigas hiperestédticas podem ser solicitadas por diferentes formas de
carregamento bem como pela variagdo da temperatura. Para se calcular todos os
esforcos internos que surgem a medida em que esses tipos de estruturas sao
solicitados por essas diferentes naturezas de carregamento, existem varios métodos

de andlise estrutural que permitem quantificar a grandeza desses esfor¢os internos.

Nesse sentido, esse trabalho visa determinar os esfor¢os internos (momento
fletor e forca cortante) e as deflexdes de vigas sobre apoios elasticos lineares
submetidas a variacdo de temperatura, utilizando o Método da Equacdo dos Trés
Momentos. Para a obtencdo dos resultados, sera utilizado um programa de
computador, na linguagem FORTRAN, desenvolvido na UFOP, e como critério de
comparacao e validacdo, o programa F-TOOL, que foi originalmente criado pelo
Professor Luiz Fernando Martha, do Departamento de Engenharia Civil da Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro (PUC-RI0), e agora, é de responsabilidade

da empresa ALIS Solugdes em Engenharia e Sistemas.
1.1.1 Objetivos Especificos

Esta pesquisa tem como objetivo determinar os esforcos internos (momento fletor
e forca cortante) e as deflexdes de vigas sobre apoios elasticos lineares submetidos
a variacao da temperatura. O método a ser usado é o Método da Equacédo dos Trés
Momentos, utilizando o programa em linguagem FORTRAN desenvolvido na UFOP.

Os resultados serdo comparados como os resultados obtidos pelo programa F-TOOL.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesse capitulo serdo abordados conceitos importantes relacionados a analise
estrutural que serdo fundamentais para a plena compreensdo desse presente
trabalho. Além disso, sera apresentado todo o embasamento teérico do Método da
Equacdo dos Trés Momentos utilizado para o célculo dos esforcos internos das

estruturas.
2.1 Equacédo da Linha Elastica

Segundo Hibbeler (2010), antes de determinar a inclinagcéo ou o deslocamento em
um ponto de uma viga (ou eixo), geralmente convém tracar um rascunho da forma
defletida da viga quando carregada, de modo a 'visualizar' quaisquer resultados
calculados e, com isso, fazer uma verificagdo parcial desses resultados. O diagrama
da deflexdo do eixo longitudinal que passa pelo centroide de cada &rea da secéo

transversal da viga é denominado linha elastica.

Nesse capitulo, sera deduzida a equacao da linha elastica que é de fundamental
importancia para a compreensédo do Célculo de Estruturas Hiperestaticas utilizando o

Método da Equacdo dos Trés Momentos.
Para facilitar a elaboracdo desse estudo, por convencao sera estabelecido:

e Esforcos de tragcéo serdo apresentados com sinal positivo, e esfor¢os de
compressao, negativos;

e Momento fletor positivo serdo aqueles em que se tracionardo as fibras
inferiores e comprimirdo as fibras superiores da secéo transversal. Ja o
momento fletor negativo, causard efeitos contrarios aos descritos

anteriormente.
2.1.1 Hipoteses de Deformacdo de uma Viga Submetida a Flexao

Sado consideradas hipéteses basicas relacionadas a deformacdo de uma viga

sujeita a flexao:

e A secdao transversal plana perpendicular ao eixo da barra permanece plana

guando submetida a flexao;



e A secado transversal plana permanece perpendicular ao eixo da viga

guando a mesma esta submetida a flexao.
2.1.2 Momento Fletor e Tensado Normal

E possivel afirmar que no caso de flexdo simples ou pura, se for contabilizado, ao
longo da érea da secdo transversal, todos os esfor¢cos internos normais, o resultado
encontrado sera nulo. Isso ocorre porque, nos casos de flexdo simples ou pura ndo

h& a formacao de esfor¢cos normais, e, portanto, pode-se afirmar que:
szadizo (2.1)

De maneira anéloga, é possivel determinar o momento fletor em uma secao
transversal ao se admitir o somatério de todos os momentos infinitesimais dM que

surgem em funcédo das forcas infinitesimais o, dA. Assim, tem-se:
dM = —y.o,.dA (2.2)

sendo, y a distancia vertical da forca o,.dA ao centro de gravidade da secao
transversal em estudo, conforme ilustrado na Figura 1: llustragdo do momento
infinitesimal que surge em funcéo da forca ox.dA . E importante ressaltar que, para
se obedecer as convencdes de sinais propostas bem como a orientagdo dos eixos
cartesianos da secdao transversal, faz-se necessario a introdu¢ao do sinal (-) como

apresentado na Equagéo (2.2).

P
A \\

f " /dAj,\\.

>~ (ﬂ\\\ T
z’ o, dA

Figura 1: llustragdo do momento infinitesimal que surge em fungao da forca ox.dA



Fonte: (Martha, Métodos Béasicos da Analise de Estruturas, 2010)

Dessa forma, portanto, € possivel definir o momento fletor que atua em cada

secao transversal sujeita a flexdo pura ou simples como:

M= J —a,ydA (2.3)

2.1.3 Deformacbes Especificas Associadas a Flexao

Para se continuar o estudo, considere um trecho de viga submetida a flexdo pura,
ou seja, submetida a um momento fletor positivo M como pode ser observado na

Figura 2.

Figura 2: Viga submetida a flexao pura
Fonte: (Martha, Métodos Basicos da Andlise de Estruturas, 2010)

De acordo com a simulagdo acima mencionada, € possivel perceber que o
momento fletor é constante ao longo de todo o comprimento da viga e a mesma se
flexiona de maneira uniforme. Isso significa que, a linha AB, inicialmente, era reta e
paralela ao eixo longitudinal da viga, e, no momento em que fica submetida a flexao,
0 segmento AB se transforma em um arco de circulo com centro no ponto C. Ao se
considerar a convencao de sinais, € notavel que o arco AB diminuiu de comprimento

quando a viga foi flexionada.

A diminuicdo do comprimento do segmento AB pode ser observado quando

analisado a Figura 3.
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(a) Segao vertical longitudinal (b) Sec;éo
(plano de simetria) transversal

Figura 3: Viga submetida a flexao
Fonte: (Martha, Métodos Basicos da Andlise de Estruturas, 2010)

Para se determinar a deformacdo especifica da viga, € necessario se definir

algumas propriedades geométricas. Veja:

e L, comprimento inicial da viga antes da acdo do momento fletor;

e Os eixos de coordenadas xyz estdo localizados sobre o centro de
gravidade das sec¢des transversais;

e 6 (emradianos) , o angulo central da curvatura da viga;

e p,raio do arco correspondente ao segmento DE;

E sabido que existe uma superficie paralela a face superior da viga onde as
propriedades de ¢, e g, s&o consideradas nulas e, portanto, ndo sofre nenhum tipo de
variacdo do comprimento quando a viga esta submetida a flexao simples, denominada
no estudo da Resisténcia dos Materiais, como linha neutra. No caso desse tipo de
flexdo, a linha neutra coincide com o centro de gravidade da secdo transversal.
Assumindo que o segmento DE, na ilustracdo, represente a superficie neutra da viga,

é possivel concluir que o comprimento DE é igual a:
Liniciar = PO (2.4)

onde p € escrito em metros (M) e 6, em radianos.



Tomando como referéncia o arco JK localizado a uma altura y acima da linha
neutra da secdo transversal, € possivel determinar que seu novo comprimento (Lfinal),

com a atuacédo do esforco em estudo é:
Lfinal =(p—-y)o (2.5)

Com o objetivo de se determinar a deformacdo especifica, calcula-se o

encurtamento da se¢ao como sendo:
6 = Lfinai — Linicial
§=(p—-y)0—pb
§=—-y0 (2.6)

Dessa forma, a deformacao especifica em x pode ser determinada por:

10)
£, =
* Linicial
_ o
Ex = p9
-y
Ex = 7 (2.7)

Vale ressaltar que o sinal negativo representa que o ponto, em estudo, esta

sofrendo uma compressao.
Por definicdo, sabe-se que a curvatura de um circulo € dada pelo inverso do seu
respectivo raio e, portanto, tem-se, para esse caso:

curvatura =1/p (2.8)

Considerando que a curvatura se mantém constante ao longo da viga em estudo,
pode-se se concluir que a deformacédo especifica varia linearmente com a posicéo y

do ponto em que se pretende calcular essa propriedade.



2.1.4 Momento Fletor e a Curvatura da Viga

E possivel se obter uma equac&o que relaciona 0 momento fletor atuante em uma
secao transversal a partir da curvatura associada a viga que surge em funcdo da
atuacdo de cargas. Para isso, fard se o0 uso das seguintes equacdes deduzidas

anteriormente:

M = —axydA,sx=7yea=E£

Dessa forma, portanto tem-se, a partir da Lei de Hooke que:

o=Ee
oc=F—= (2.9)
Substituindo a Equacéao (2.9) na Equacao (2.3), tem-se:
M = f —0,ydA
M=f—w€%wm (2.10)

Considerando que ndo ha variacédo de E e p ao longo da secéo transversal, pode-

se entéo concluir que:
E 2
M=—fydA (2.11)

E sabido, por defini¢do, que [ y?dA € o momento de inércia da seco transversal,

representado pela letra I. Sendo assim, tem-se:

M Ef 2dA
=—1|y
p
m="2 (2.12)
p .



Assim, é possivel perceber que a equacéo que relaciona a curvatura em funcao
do momento fletor atuante na se¢éo é dado por:

M

curvatura = — = — (2.13)

|-
~

2.1.5 Deducdo da Equacéo da Linha Eléastica

Considere, o modelo estrutural ,ilustrado pela Figura 4, a fim de ser utilizado para
definir a equacéo da linha elastica.

s
I}A 1B

Figura 4: Modelo estrutural a ser utilizado

Fonte: (Vanderlei, 2010)
Apos a atuacéao do esforgo P (vertical para cima), suponha-se que a configuracao
deformada da viga assuma 0 seguinte comportamento.

Vv Linha Elastica

VL

—

|4 il i

Figura 5: Configuracéo deformada da viga
Fonte: (Vanderlei, 2010)

E importante ressaltar que os eixos cartesianos utilizados para a obtencéo das

equacdes possuem origem no ponto A do modelo estrutural proposto.

A partir da configuracdo deformada dessa viga engastada livre, sdo definidas as

seguintes dimensfes, como ilustrado na Figura 6.



\ O

0 ms v + dv
my \ds,_- ’

Y o =
'T f || Bl

{ dx

- -

Figura 6: Definicdo das dimensdes
Fonte: (Vanderlei, 2010)

Foi tomado um elemento infinitesimal de comprimento ds, localizado a uma
distancia x do ponto A. Os pontos mi1 e mg, por definicdo, s&o, respectivamente, o
ponto inicial e final do segmento ds.

A deflex@o vertical sofrida pelo elemento ds sera definido pela letra v, sendo essa
variavel responsavel por traduzir a equacdo da linha elastica a partir os eixos

cartesianos xy utilizados para a dedugcao em estudo.

Ainda sobre a Figura 6, € observado uma rotacdo d6é do segmento ds que surge
a partir da flexdo da viga. Além disso, o raio de deformacéo da viga € representado

pela letra p ja enunciada nesse presente trabalho.

Tomando como referéncia apenas a localizacdo do elemento ds, assume-se as

seguintes variaveis:
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- ms # +de
/ \
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(S
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my\ _= 7]
o v
i v + dv
Y
Y Y X
¥ .y U

Figura 7: Elemento infinitesimal ds aproximado

Fonte: (Vanderlei, 2010)

A partir da Figura 6 e Figura 7 acima apresentadas, o comprimento do arco ds é

dado por:
ds = pdf

Logo, a curvatura serd dada pela seguinte relacéo:

QU

0
=5 onde df é dado em radianos

|-

Da assume-se as seguintes variaveis:

& 4
/A
- m» / # +de
\ s/ \
‘," 5 4
ds
\ > "‘
ny 0
o v
g i v + dv
2
Y Y X
\ .y U

(2.14)

(2.15)
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Figura 7: Elemento infinitesimal ds aproximado , obtém-se a seguinte relacao:

dv
— = tg0, equacao essa que determina a inclinagao da linha elastica

dx

(2.16)

Quando se analisa as rotacfes em vigas submetidas a carregamentos, é valido
assumir que essas rotacoes apresentam valores muitos pequenos e, em fungao disso,

é possivel realizar as seguintes aproximacdes:

1 do _do

ds~dx »—=

= % (2.17)

dv
tgd =0 - —=tgh =6 (2.18)

dx

Substituindo a Equacao (2.18) na Equacéo (2.17), tem-se:
1 dé

p dx
1 d(dv)
p  dx\dx

1 &
v (2.19)

p d?

Da secdo anterior, encontrou-se a seguinte Equacado (2.13) que relaciona a

curvatura com o momento fletor atuante na secéo transversal em estudo:
1 M
p EI
Igualando as Equacdes (2.13) e (2.19), tem-se, finalmente, a equacao diferencial

gue rege a linha elastica de uma viga submetida a uma flex&o simples é:

M_dzv
El  dx?
II_M
V' TR
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ElL.v'=M (2.20)

2.2 Estruturas Isostéaticas e Estruturas Hiperestéaticas

Nessa sec¢do do trabalho, serdo discutidos os conceitos de estruturas isostéaticas
e estruturas hiperestaticas. Essa discussao € pertinente uma vez que, 0 método em
discussado nesse trabalho de conclusdo de curso, é responsavel por determinar os
esforgos internos de estruturas hiperestaticas e, portanto, para se promover uma
compreensao mais efetiva do tema, € necessario, inicialmente, que seja definido esse

tipo de estrutura.
2.2.1 Estruturas Isostaticas

As estruturas isostéticas sdo aquelas em que o numero de reacgdes € estritamente
necessario para que seja impedido qualquer movimento de translacéo e rotacdo do
sistema quando este esta submetido a um conjunto de carregamentos externos. Em
outras palavras, € possivel concluir que as reacfes estdo eficazmente dispostas de

forma a restringir os possiveis movimentos da estrutura.
Sao definidas como estruturas isostaticas:

e Estruturas em que o numero de reagdes é igual ao numero de equacoes
de Equilibrio da Estéatica (somatorio de for¢cas na direcdo x, somatério de
forcas na direcdo y e somatério dos momentos em qualquer ponto da
estrutura iguais a zero);

e Estruturas em que o nimero de reacdes € superior ao numero de equacdes
de Equilibrio da Estética, entretanto com liberacdo criteriosa de ligac6es
entre os possiveis elementos da estrutural global.

Vale ressaltar que, além das equacdes de equilibrio da Estatica, sdo necessarias
equacdes complementares em numero igual ao excesso de incognitas encontradas
no problema em estudo. Estas equagbes complementares séo definidas a partir das
referidas liberacdes introduzidas no sistema estrutural que surgem com instalagéo de

rétulas.
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Rétulas, por sua vez, garantem a liberacao total da rotacdo da secéo transversal,
restringindo apenas as translagcdes ja impedidas pelos apoios localizados na linha de
atuacao desse elemento estrutural. As rotulas asseguram a obtencdo de momento
fletor nulo na se¢é&o, uma vez ndo geram nenhuma restricao de rotacdo na se¢ao em
gue elas se encontram. Nesses casos, a introducdo criteriosa desse numero

adequado de rotulas garante a isostaticidade da estrutura.
2.2.2 Estruturas Hiperestaticas

Segundo Romao (2002-2003), as estruturas hiperestaticas sdo aquelas que
apresentam o numero de reacfOes superior ao estritamente necessario para impedir
0s varios tipos de movimento que podem surgir quando esfor¢os externos agem sobre
elas. Para que a Andlise Estrutural seja possivel, ha a necessidade de se utilizar
teorias complementares junto com as equacdes de equilibrio para torna-se viavel a
obtencdo dos esforcos internos que surgem nas estruturas. Tais teorias
complementares dao origem aos varios métodos conhecidos para se analisar

estruturalmente sistemas hiperestéticos. Sao alguns conhecidos:

Método de Cross;

Método das Forgas;

Método dos Deslocamentos;

Método da Equacao dos Trés Momentos.

Todos os métodos de analise estrutural acima citados, utilizam-se o Principio da
Superposicao dos Efeitos para transformar as estruturas hiperestaticas, em estruturas
isostéticas equivalentes. Dessa forma, as equacbes da Estatica passam a ser

suficientes para analisar estruturalmente esses tipos de sistemas.

Em estruturas hiperestaticas, define-se como grau de hiperestaticidade do
sistema, o numero de ligacées que podem ser suprimidas de forma a que a estrutura
se torne isostética. Logo, de um modo geral, o grau de hiperesticidade pode ser

eguacionado da seguinte forma:

grau de hiperestaticidade = n® de reagdes — n2 de rotulas — 3 (2.21)
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Assim, é possivel afirmar que todas as estruturas isostaticas apresentam grau de
hiperestaticidade nulo e que para estruturas hiperestaticas, esse parametro apresenta

apenas valores positivos.

E objeto de estudo desse trabalho de conclus&o de curso, o Método de Equagéo

dos Trés Momentos.
2.3 O Método da Equacao dos Trés Momentos

Nessa secao sera definido matematicamente a dedugcdo do Método da Equacédo
dos Trés Momentos.

2.3.1 Rotacdo em Funcédo de um Momento M Aplicado Sobre o Apoio

Para se obter a deducéo da Equacéo dos Trés Momentos, é necessario definir a
equacao que determina a rotacdo de qualquer secédo transversal de uma viga

biapoiada submetida a um momento fletor no primeiro apoio.

Para isso, admite-se o modelo estrutural ilustrado pela Figura 8.

Y e
B T —
NA A ok X
—— 77 ™ - S o - —_"‘;—7"1"7’?—"‘
3
3 —

Figura 8: Viga biapoiada submetida a um momento na extremidade

A equacdo que se determina o momento fletor dessa viga biapoiada é:

M,
M(x) =M, — T"x (2.22)
Para se obter a equacao da inclinacdo da linha elastica, basta resolver a equacéo
diferencial da linha elastica Equacéo (2.20) ja deduzida na secéo 2.1.5 desse presente

trabalho. Assim tem-se:
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Considerando que ndo ha variacdo do mdodulo de elasticidade do material bem
como do momento de inércia da secédo transversal ao longo do comprimento da viga

€ possivel determinar a equacédo da inclinacdo da linha eléstica por:

v = %f M (x)dx (2.23)

Substituindo a Equacéo (2.22) na Equacéao (2.23), tem-se:

o1 M,
V= E (MO_T")d"
, 1 M, 5

v =E(Mox‘ﬁx ”1)

Com o objetivo de se obter o valor da constante C, faz-se necessario a obtencao

da equacao da linha elastica, aplicando as seguintes condi¢des de contorno:

e Para x=0, v=0

e Parax=L;v=0

Assim tem-se:

1 M, |,
v =7 (Mox—ix +C1)dx

1 (Mx* M, 3 Cox ot 294
VTZEI\ "2 TeL¥ ThrThe (2.24)

Para x=0, v=0 é possivel desenvolver:

0—1 M,0° M"03+Co+c
TEI\ 2 6L 1 2

C,=0 (2.25)

Para x=L e v=0, tem-se:
16



0—1 MoL” M°L3+CL+0
TEI\ 2 6L 1

0=\ 6

1 (M,L> M,L?
El

+ClL+0>

1 (3M0L2 — M,L?

— +C,L+0
6 1 >

El

M, L2
0=(—3—+GCL+0

C,=— (2.26)

Assim, a equacdo que determina a inclinacdo da linha elastica é dada por,
substituindo as Equagodes (2.26) e (2.25) na Equacéo (2.24):

1 M M,L
v’ =—<Mox——0x2 —— )

El 2L 3
v = M, (6Lx — 3x* — 2L?%) (2.27)
6LEI '

2.3.2 O Desenvolvimento da Deducéo da Equacao dos Trés Momentos

Considere a viga continua submetida aos carregamentos externos e com modo
de elasticidade constante ao longo de todo o0 seu comprimento como mostrado na
Figura 9.

P1 P2 P2

AN I (VAN § ) M2 LN
E, I E Iz E Is

L1 L2 L3

Figura 9: Modelo estrutural proposto
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Para facilitar a compreensdo do Método da Equacédo dos Trés Momentos sera

definido um conjunto de varidveis como disposto na figura acima:

e Primeiro apoio serd o apoio 0 (zero) com momento atuante Mo, 0 segundo,
apoio 1 com momento atuante M1 e assim sucessivamente;
e Primeiro vao de comprimento L1 e momento de inércia l1, 0 segundo véo de

comprimento L2 e momento de inércia I e assim sucessivamente.
Sao hipoteses basicas para a aplicacado desse método:

e Viga hiperestatica continua de eixo continuo e horizontal;
e Todos os apoios capazes de absorver cargas verticais;

¢ Viga indeformavel considerando esforgos axiais.

Com o objetivo de se aplicar a Equacado dos Trés Momentos, sera necessario
dividir viga continua, considerando sempre dois a dois 0s vao subjacentes. Para que
seja possivel admitir essa divisdo, nos apoios intermediarios surgirdo momentos
aplicados para garantir a equivaléncia estrutural do sistema. Dessa forma seréo

obtidos os seguintes vaos:

&l ' Ek

P1 ‘PQ P2

= E. I | ‘ E: s

L2

Figura 11: Agrupamento de v&os (vao 2 e vao 3)
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De um modo geral, sera considerada a seguinte viga para realizar a deducéo

do método.
q;ﬂ
a
. S Sz
M1 '//’_ ~
'\ Y © Y o vaRv IR IR \, 2
A /v, "1 MI’/’ \\i 7 Nj+1
JTITTT777 ITITTTT (TITTT7 T /
E Il E. |»1

N

Figura 12: Modelo estrutural genérico

A partir da atuacdo desses carregamentos, a viga passara a assumir uma

configuracdo deformada semelhante a apresentada na Figura 13.

Qi+

e T Mi+1

=
|

; S/l‘\1~\ /// i+1
i = (T777777
\——D Linha Elastica

Figura 13: Configuragédo deformada do modelo estrutural genérico

E importante ressaltar que a inclinacdo da linha elastica imediatamente a
esquerda do apoio i € numericamente igual a inclinacdo da linha elastica

imediatamente a direita do apoio, como mostrado na Figura 14.

Ovey

—

Mer \ M ‘ 1> Linha Elastica ~ Mo

> 4 - .. .
o , W X \ \ 4 <
pu— A N < R v A ¥ A — * A .

“ =N\i : i 7Nl

—+4> Linha Elastica

Figura 14: Vaos divididos para aplicacdo da Equacao dos Trés Momentos
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Portanto é possivel afirmar que a equacao de compatibilidade € descrita por:

gesauerda _ _Hidireita (2.28)

l

Com o0 objetivo de analisar os efeitos responséveis por causar as rotacoes

0 esquerda

; e 63¢ng segdo em estudo, sera analisado, individualmente, cada véo, e,

verificado as parcelas da rotacdo que surge em funcdo de cada carregamento
individual. Com o auxilio da Teoria de Superposicdo de Efeitos finalmente sera

possivel discriminar as equacdes para cada rotacao.

Inicialmente ser4 determinada a equagcdo para a rotacio Hfsq”erd“. E

compreensivel aceitar que os agentes contribuintes para a rotacéo sao:

e Momento M1 aplicado sobre o apoio i-1;
e Carregamento q;

e Momento M, aplicado sobre o apoio i.

As sec¢les seguintes desenvolverdo todos os célculos para se obter a parcela de

rotacdo que surge em funcdo de cada um dos carregamentos acima descritos.
2.3.3 Rotacdo em Funcédo do Momento Fletor Mi.1 Aplicado Sobre o Apoio i-1

Uma vez definido a equacgao da inclinacdo da sec¢éao transversal em fungcéo de um
momento aplicado na extremidade, deduzido na se¢éo 2.3.1, fica-se determinado que
a parcela de rotacdo gerada por esse carregamento na secao i sera o valor obtido a

partir dessa equacédo, assumindo para x o valor de Li. Dessa forma, tem-se:

M
v'(x) = ——= (6Lx — 3x% — 2L?)

6LEI
, M;_,
v'(x=L)= 6Lll-E1 (612 — 312 — 21%)
M;_,L;
"(x = L)) = 2.29
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2.3.4 Rotacdo em Funcao do Momento Fletor Mj Aplicado Sobre o Apoio i

A parcela de rotacdo que surge em funcao da aplicacdo do momento M sobre a
sec¢do i da viga é numericamente igual ao valor obtido a partir da equacao deduzida

na sec¢ao 2.3.1, assumindo para x o valor de O (zero). Portanto, tem-se:

M
v'(x) = TEI (6Lx — 3x* — 2L?%)

M:
v'(x = 0) = —— (6L;0 — 3.0 — 2L?)

6L.El
= _2M;L;?
=0 =g

M;L;
'(x = 0) = 2.30
v =0) =35 (2:30)

2.3.5 Rotacdo em Funcdo de Qualquer Tipo de Carregamento Intermediério
Aplicado ao Longo do Véo

As parcelas da rotacdo proveniente da atuacédo de carregamentos intermediarios
ao longo do vao da viga séo expressodes definidas a partir da mesma metodologia de
célculo utilizado na secao 2.3.1. Para isso, muitos estudiosos de Mecéanica dos Solidos
e Analise Estrutural, com o auxilio da equacao diferencial da linha elastica, definiu os
valores das rotacGes em funcdo das mais diferenciadas formas de carregamento
atuantes nas estruturas, e assim, determinaram os valores de Ki e Kz. Os valores de
K1 sdo a parcela da rotagcdo da secado transversal i proveniente da atuagdo dos
carregamentos intermediarios no vao 1 multiplicados pelo coeficiente de rigidez a
flexdo da viga em estudo. Ja os valores de K2 sé@o a parcela da rotacdo da secéo
transversal i proveniente da atuacdo dos carregamentos intermediarios do vao 2

multiplicados pelo coeficiente de rigidez a flexdo da viga em estudo.

Sendo foi obtido a seguinte tabela com os respectivos valores de K1 e Ko:
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Tabela 1: Coeficientes K1 e K2 da Equacéo dos Trés Momentos

Carregamento K, K,
g (N/m)
aL aL
24 24
M(L* -3a%) ~ M(L* -3b%)
6L 6L
JF Pa(L? —a?) Pb(L? — b?)

fa

7 . b = 6L 6L
1

45 360

I J Ih K. =K, oh

Fonte: (Martins, 1991)

2.3.6 Célculo Final da Rotag&o §¢°1¢"
Ap6s o célculo de cada parcela de rotacdo provenientes da atuacdo dos
carregamentos acima discutidos e utilizando o Principio da Superposi¢cao de Efeitos,

pode-se definir a rotacao da secéo i,esquerda como sendo:

M;_{L; M;L; K; (2.31)

eesquerda _ -1

i ~ 6EI 3EI ' EI
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2.3.7 Calculo Final da Rotagio @¢ireita

Utilizando a mesma metodologia de calculo apresentada até entdo, é possivel
obter, também, a equacéo que determina a rotacdo da secéao i,direita proveniente dos

carregamentos ao longo do véo i+1 que pode ser expressada por:

Miy1Liy:  MiLiy, K
6E] + 3E] +E1

direita _
0 =

(2.32)

2.3.8 Desenvolvimento Final da Equacao dos Trés Momentos

Por fim, ao se retomar a Equacdo de Compatibilidade (2.28) e substituir as

Equacoes (2.32) e (2.31), é possivel concluir que:

esquerda __ direita

Mi_4L; ML K; (MiLi+1 Miy1Livq Kz)
6E1 + 3EI + EI 3EI + 6E1 + El
M;_1L; + M;L; 4 Ky Milivy  Mialia Ko

6EI 3El EI 3EI 6EI El

Considerando que os vaos apresentam a mesma rigidez a flexao, € compreensivel
entdo multiplicar todos os termos da equacdo por 6El. Assim, tem-se:
M;_4L; + 2M;L; + 6Ky = —2M;L;1q — Mi11Li4q — 6K;

Reorganizando de forma satisfatéria a relacdo acima, tem-se finalmente que a

equacao que rege o método da Equacédo dos Trés Momentos é:
Mi_1L; + 2M;(L; + Liy1) + Miy1Lipa = —6(K1 + K3) (2.33)

2.4 Efeito Térmico

Variacoes de temperatura ndo provocam esfor¢cos internos em um sistema
isostatico. Isso acontece porque a estrutura isostatica apresenta um nimero exato de
vinculos para ser estavel e, portanto, sempre sofrera ajustes a medida em que o
sistema apresentar modificagdes no comprimento (dilatagdo ou encurtamento) dos
elementos que o compde. Em outras palavras, pode-se imaginar que uma estrutura

estaticamente determinada ndo sofre resisténcia para se acomodar uma barra que
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sofreu pequena modificacdo ao longo do seu comprimento devido a uma variagao de
temperatura, uma vez que a estrutura isostatica, sem aquele elemento, se configurara
em um mecanismo. Fato é que, a variacdo de temperatura provoca deslocamentos

sem que aparecam esfor(;os em uma estrutura isostatica.

Por outro lado, variacbes dessa natureza em estruturas estaticamente
indeterminadas provocam deformacdes e esfor¢cos internos no sistema. Essas
solicitacdes, por sua vez, sdo de grande importancia em estruturas hiperestaticas
porque podem assumir valores, dependendo da variagao da temperatura, superiores

as tensdes provocadas por acdo de carregamentos externos.

Nessa secao do trabalho, sera apresentado todo o desenvolvimento de calculo de
afim de se obter a equacdo da linha eléstica considerando apenas diferencas de

temperatura entre as fibras superiores e inferiores de vigas.
2.4.1 A Linha Elastica Para Efeitos Térmicos

Inicialmente, considere o exemplo simples de uma viga biapoiada, de
comprimento L, que tem suas fibras superiores submetidas a uma temperatura Ts, €
as fibras inferiores a uma temperatura Ti, como ilustrado na figura abaixo. Considere
também que a viga possui um coeficiente de dilatacdo térmica igual a a cuja unidade

de medida é dada por /°C, conforme ilustrado na Figura 15.

7 reg

o VT E] ans 2,

- -

=V

- ! s

Figura 15: Viga biapoiada submetida a uma variacédo de temperatura
Fonte: (Martha, Métodos Basicos da Andlise de Estruturas, 2010)

Estando a viga submetida a variacdo de temperatura descrita, pode-se afirmar

gue ela sera flexionada conforme a Figura 16.
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Figura 16: Viga flexionada em funcéo da variagdo de temperatura
Fonte: (Martha, Métodos Basicos da Analise de Estruturas, 2010)

Tomando como referéncia um elemento infinitesimal dx, € possivel perceber que
as fibras superiores e inferiores da barra sofrem variacoes diferentes de temperatura
conforme a Figura 17.

"
‘10 _ ..((X I 11.\)
T I h

- =

a-T -dx

{encurtamento da fibra superior)

-
-l

= =
- - St —
() Lo
-
=

+T L
. r<a-T-dx
ax (alongamento da fibra inferior)

Figura 17: Secao transversal da viga submetida a variacdo da temperatura
Fonte: (Martha, Métodos Basicos da Andlise de Estruturas, 2010)

Para que seja possivel a obtencdo dos deslocamentos relativos internos devidos
a uma variacdo genérica de temperatura, € necessario considerar as seguintes

hipdteses:

e Na&o ha deslocamento horizontal relativo devido a variacao de temperatura;

e A temperatura varia linearmente ao longo da altura da secéo transversal (da
fibra inferior para a fibra superior). A consequéncia principal desta hipotese
reside no fato de que a sec¢édo transversal da barra permaneceré plana com a

variacado de temperatura, como vez que se considera o material homogéneo.
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e E sabido também que a variacdo do comprimento AL em funcéo da variacédo da

temperatura é dado por aL(Tf — T;), sendo Tr, a temperatura final, Ti

Sendo assim, a partir da Figura 17: Secédo transversal da viga submetida a
variacdo da temperatura, a equacao que relaciona as variagcbes dos comprimentos

das fibras e 0 angulo de curvatura dé é dada por:

2(a.AT.d
tg(de) = w (2.34)
Considerando que df € um angulo muito pequeno, pode-se aproximar por:
tg(do) =~ dé (2.35)

Logo, a equacao da linha elastica para casos de variacdo da temperatura,
conforme hipoteses descritas acima é:

2(a.AT.dx)
0 = —

d8  2a(T,—T)

2.36
dx h ( )

2.5 Apoios Elasticos e a Equacao dos Trés Momentos

Quando a viga continua e hiperestatica esta sobre apoios elasticos, a Equacao
dos Trés Momentos pode ser usada, entretanto com acréscimo de termos
responsaveis por influenciar na rotacao das secdes transversais. Esses termos por
sua vez, faz surgir outros dois momentos na Equacéo dos Trés Momentos j& estudado

nesse presente trabalho.

Seja a viga continua e hiperestética da Figura 18: Viga genérica sobre apoios
deformaveis Depois da aplicacdo de um carregamento genérico, 0s apoios da viga
ndo permanecem no mesmo nivel. Como medida de simplificacdo, supde que os
apoios se deformam conforme a Figura 19: Deslocamentos da viga sobre apoios

deformaveis.
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Figura 18: Viga genérica sobre apoios deforméaveis

Fonte: (Silva, 2004)
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Figura 19: Deslocamentos da viga sobre apoios deforméaveis

Fonte: (Silva, 2004)

Quando a viga se encontra sobre apoios deformaveis, no calculo das constantes
K1 e Kz, deve-se levar em consideragéo os recalques dos apoios, portanto, somam-
se aos valores das constantes, calculados em consequéncia dos carregamentos

atuantes nos vaos i-1 e i, as seguintes expressdes Martins (1991):

EIS
K} =——— (2.37)
L
EIS

Ou:
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Ei_q11;i4

ki =—— ) (6; = 6i-1) (2.39)
i
E;l;

K = —f(cgm =6 (2.40)
L

Partindo do principio de que os apoios seguem a “Lei de Hooke” (F=kx), e
obedecendo a nomenclatura da Figura 19: Deslocamentos da viga sobre apoios

deformaveis, obtém-se:

VB;_, + VA;_
5y = — Zk s (2.41)
i—1

5 _ VB + VA

= ——— (2.42)
l
VB + VA,

= (2.43)

Vale ressaltar que as reacdes VA e VB dependem do carregamento atuante no
vao e das reacdes provenientes dos momentos fletores nos apoios. Assumindo como

RA e RB as reacdes que surgem em funcédo do carregamento, € possivel escrever:

M;_, — M;_4 (2.44)

i-1

VBi—Z = RBi—Z +

VA, « = RA:_ . + M; — M;—, (2.45)
i—-1 i—-1 Li—l
VBiy = RB,_, + oot =it (2.46)
-1 -1 Li—l
va, = R4, + T = Mi (2.47)
l l Ll
VB, = RB, + Mt (2.48)
l L
L
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Miyz — Miyq (2.49)

VA1 = RAjq1 + L
i+1

Substituindo das equacdes acima apresentadas nas Equacbes (2.37) e (2.38),
pode-se escrever:

Ei1li4|1 ( My — M;_4 Miyq — Mi)
Ki=— —| RB;_ RA;
! Lioy |K U0 " i-1 TRAT L;
(2.50)
1 Mi_, —M;_4 M; — Mi—l)
—_ | — RB_ _— RA_ - - -
(Ki—l( 2 Li—p TRt Li—q
Ei; | 1 ( M; — M; 44 My, — Mi+1)
r = 2l RB; + ———L  pA,, 2 T
27 Ly |Kpa VT " L; TR T L;
(2.51)
1 M;_, — M, Miyq — Mi)
(= (BB + == R,
(Ki< -1t Li_, T RAE L;

Por fim, adicionando as Equacdes (2.50) e (2.51) a Equacgéo dos Trés Momentos,
tem-se:

6 y 6(1+1+1+1 L%_1>M+
LiqLioKiy % Lisg\Li_1K; LioKiy  Li1Kiy LK, LK)

+6<+1+1+1+1+1+1+L‘)M+
L2 oK Lili Ky Li 3Ky LiKiw  Lili K L3K;  3Ei_qli_y  3El) '

6( 1 1 1 1 L2
L Mi+2 =

-l + + +— Mg +————
Li\Li1K; LiKiy1 Lit1Kivq  LiK; 6Ei1i> P LKy

_ ( Kl KZ RBi—l + RAl RBi—Z + RAi—l RBl + RAi+1 RBi—l + RAL)
Ei1li-1  Eil; Li_1K; Li 1K1 LiKi+q LiK;
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3 METODOLOGIA
3.1 O Modelo Estrutural

O modelo estrutural utilizado para o desenvolvimento desse trabalho € o ilustrado
na Figura 20.

|
+

Figura 20: Modelo estrutural utilizado para validac&o do programa

A viga em estudo apresenta as seguintes propriedades para efeito de calculo e
servirdo de entrada para os programas que serao utilizados para efetuarem a analise

estrutural dos problemas propostos:

e Vao 1: Engastado e apoiado

e V&o 2 e vao 3: Biapoiado

e Um apoio deformavel com k= 3,00 x 103 kN/m

e Rigidez a flexdo (El) constante ao longo da viga (N.m?): 1,15 x 10’
e Coeficiente de dilatacdo térmica (/°C): « = 12 x 107°

e Coeficiente de Poisson: 9 = 0,20

e Dimensdes da secao transversal ao longo do comprimento da viga

=30 cm

h

=20 cm

Figura 21: Secéo transversal adotada
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Vale ressaltar que, para efeitos de calculos, o modelo estrutural equivalente
utilizado pelo programa a fim de se aplicar a Equacéo dos Trés Momentos se difere
do proposto em funcdo da presenca do engaste. Nesse caso, 0 apoio de terceiro
género é substituido por um vao biapoiado cuja secao transversal apresenta rigidez a
flexdo infinita e comprimento qualquer, ndo causando nenhum tipo de interferéncia no

resultado da viga estudada. Veja o0 modelo de célculo utilizado:

El=eo

Figura 22: Modelo estrutural que sera idealizado pelo programa

3.2 Natureza dos Carregamentos

A fim de se validar o resultado gerado a partir da andlise estrutural, serdo

modelados computacionalmente a estrutura com 0s seguintes carregamentos:

e Carregamento externo

‘‘‘‘‘‘

Figura 23: Carregamento externo aplicado

e Variacdo da temperatura

Figura 24: Viga submetida a variacao da temperatura
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e Carregamento externo aplicado e variacdo da temperatura

10.0 kN

2.00 kN/'m

nnnnnannnnnnnnn e R R - ¥ >

Figura 25: Carregamento externo aplicado e variagdo da temperatura

3.3 Entrada de Dados (FORTRAN)

A entrada de dados para o programa desenvolvido pelo Professor Doutor Jaime
Florencio Martins segue as etapas para cada um dos modelos propostos. Para a
entrada de dados considere as seguintes unidades de medidas para cada uma das
propriedades da viga.

Carregamentos distribuidos: N/m
Carregamentos concentrados: N
Coeficiente de rigidez a flexdo (El): N/m?2
Comprimento dos vaos: m

Altura da viga: m

Temperatura: °C

Coeficiente de dilatacao térmica: /°C
Coeficiente da mola: N/m

Cadigo do Tipo de apoio das extremidades: Engaste: 2 e demais apoios: 0

32



e Para o modelo estrutural 1

C:\Users\Paulo Henrique\Desktop\TCC II\Fortran - Para executar\viga.exe

DIGITE O NUMERO DE APOIOS =

4DIGITE 0 NUMERO DE UAOS COM UARIACAO DA TEMPERATURA:
0DIGITE 0 NUMERO DE APOIOS ELASTICOS:

1DIGITE 0 NUMERO DE APOIOS COM RECALQUE:
0CﬁRREGﬁHENTO NO UAO: 1

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS:
0NUHERO DE CARGAS UNIFORMES:

1

CARREGAMENTO NO UAO: 2
NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS:
1
NUMERO DE CARGAS UNIFORMES:
0

CARREGAMENTO NO UAO: 3
NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS:
0
NUMERO DE CARGAS UNIFORMES:
0

Figura 26: (a) Entrada de dados do modelo 1

C\Users\Paulo Henrique\Desktop\TCC II\Fortran - Para executar\viga.exe

COMPRIMENTO DO URAO:
5
RIGIDEZ EI DO URO:
1.15e7

COMPRIMENTO DO UAO:
m

il RIGIDEZ EI DO UAO:
1.15e7

COMPRIMENTO DO URAO:
2
'Y RIGIDEZ EI DO UAO:
1.15e7
UALOR DA CARGA UNIFOR DISTRE. DO UAO:

2 UALOR DA CARGA CONCENTRADA:

DISTANCIA DA FORCA ATE 0 APOIO ESQUERDO (a):

INFORME 0 NOMERO DO APOIO ELASTICO:
2

CONSTANTE DO MOLA DO APOIO:
3000000

Figura 27: (b) Entrada de dados do modelo 1
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" CAUsers\Paulo Henrique\Desktop\TCC II\Fortran - Para executar\viga.exe - 0 m

IDENTIFICACRO DOS APOIS EXTERNOS
APOIO SIMPLES :CODIGO © - ENGASTE: CODIGO 2
CODIGO DO APOIO 1

2

CODIGO DO RPOIO:
0

Figura 28: (c) Entrada de dados do modelo 1

Para o modelo estrutural 2

n CA\Users\Paulo Henrlque\Desktop\TCC INFortran - Para executar\viga.exe - B “

DIGITE O NUMERO DE APOIOS =
l4DIGITE 0 NUMERO DE UAOS COM UARIACAD DA TEMPERATURA:
TDIGITE 0 NUMERO DE APOIOS ELASTICOS
VCIGITE 0 NUMERO DE APOIOS COM RECALQUE
0CQRREGRMENTO NO URO 1

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS
3NUMEP.O DE CARGAS UNIFORMES:
0

CARREGAMENTO NO URO

NUMERO DE CARGAS CONCENTRARDRS
0

NUMERO DE CARGAS UNIFORMES:

0

CARREGAMENTO NO URO

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS
0

NUMERO DE CARGARS UNIFORMES:

0

Figura 29: (a) Entrada de dados do modelo 2
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o CAUsers\Paulo Henrigue\Desktop\TCC INFortran - Para executar\viga.exe

COMPRIMENTO DO UARO
=
RIGIDEZ EI DO URO
1.15e7

CONPRIMENTO DO URO

5y
RIGIDEZ EI DO URO:
1.15e7

COMPRIMENTO DO URO
2
[ RIGIDEZ EI DO VRO
! .15e7

UADS COM UARIACAO DA TEMPERATURA

UAo

3

UALOR DA TEMPERATURA NA FACE SUPERIOR:
-50

UALOR DA TEMPERATURA NR FRCE INFERIOR
=1
ll ALTURA DA UIGA H

0.30

Figura 30: (b) Entrada de dados do modelo 2

: C\Users\Paulo Henrique\Desktop\TCC II\Fortran - Para executar\viga.exe

COEFICIENTE DE DILATACAD TERMICA (alfa):
12e-6

INFORME 0 NGBMERO DO APOIO ELASTICO
2

CONSTANTE DO MOLA DO APOIO:
3000000

IDENTIFICACRO DOS APOIS EXTERNOS
APOIO SIMPLES :CODIGO © - ENGASTE: CODIGO 2
CODIGO DO APOIO 1:

CODIGO DO APOIO

Figura 31: (c) Entrada de dados do modelo 2

- oER
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Para o modelo estrutural 3

P— a —a

" C\Users\Paulo Henrlque\Desktop\TCC INFortran - Para executar\viga.exe

DIGITE O NUMERO DE APOIOS = A
qDIGITE 0 NUHERO DE UAOS COM UARIACAD DA TEMPERATURA

lDIGITE 0 NUMERO DE APOIOS ELASTICOS
IOIGITE 0 NUMERO DE APOIOS COM RECALQUE
OCQQPEGQHENTO NO URO 1
NUNERO DE CARGAS CONCENTRADAS
0NUHEP.O DE CARGAS UNIFORMES

1

CARREGAMENTO NO VRO:

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS
1
NUMERO DE CARGAS UNIFORMES
c)

CARREGANMENTO NO VRO

NUMERO DE CARGAS CONCENTRADAS
o}
NUMERO DE CARGAS UNIFORMES

0 v

Figura 32: (a) Entrada de dados do modelo 3

m a ——— - 2.2

D C\Users\Paulo Henrique\Desktop\TCC I\Fortran - Para executar\viga.exe - B ﬂ
COMPRIMENTO DO URO:

RIGIDEZ EI DO VRO
15e7

COMPRIMENTO DO URO
M

RIGIDEZ EI DO VRO
1.15e7

COMPRIMENTO DO URO:
2

RIGIDEZ EI DO URO
1.15e7

UALOR DA CARGA UNIFOR DISTRB. DO UAOD

2000

URC: 2 UALOR DA CARGA CONCENTRADA:
10000

DISTANCIA DA FORCA ATE O APOIO ESQUERDO (a)

2

UADS COM UARIACAO DA TEMPERATURA

URD:

-
3

Figura 33: (b) Entrada de dados do modelo 3
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" C\Users\Paulo Henrique\Desktop\TCC Il\Fortran - Para executar\viga.exe - B -

UALOR DA TEMPERATURA NA FACE SUPERIOR:
-50
UALOR DA TEMPERATURA NA FACE INFERIOR:
50
ALTURA DA VIGA H:
0.30
COEFICIENTE DE DILATACAO TERMICA (alfa):
12e-6
INFORME O NOMERQ DO APOIOQ ELASTICO:
2
CONSTANTE DO MOLA DO APOIO:
edolofolofole)

IDENTIFICACAO DOS APOIS EXTERNOS

APOIO SIMPLES :CODIGO © - ENGASTE: CODIGO 2
CODIGO DO APOIO 1:
2

CODIGO DO APOIO:

0

Figura 34: (c) Entrada de dados do modelo 3

3.4 Resultado da Simulagdo (FORTRAN)

Os relatorios referentes aos resultados fornecido pelo programa se encontram

como apéndices desse presente trabalho.
3.5 Diagramas de Momento Fletor e Esfor¢co Cortante

Em posse dos momentos fletores e reacdes de apoio das vigas registradas nos
relatérios obtidos a partir do programa, foi possivel desenhar os seguintes diagramas

dos esforcos internos e reacdes de apoio dos modelos.

e Do modelo estrutural 1 — Momento fletor
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93223535 N.m

80376113 N.m

=
~J
—d
S , /
=~ 4 ﬁ
= ~ 7 ==
S \ e
\__‘— .//m—__\\‘_\
868,0800N.m
8415214 N.m

Figura 35: Diagrama do momento fletor do modelo estrutural 1

Do modelo estrutural 1 — Esfor¢co Cortante

7038,079 N

2773587 N

1)
/

L

 4018,806 N

VI

e
\\

2061921 N

7226413 N

Figura 36: Diagrama do esfor¢o cortante do modelo estrutural 1

Do modelo estrutural 1 — Reacgfes de Apoio

9322,3535 N.m @9 ,,%,,

7 T

7038079 N 5735508 N

25 78
: .

11245219 N 4018806 N

Figura 37: Reagbes de apoio do modelo estrutural 1

Do modelo estrutural 2 — Momento fletor
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20813.4238 N.m

2 I\

= i \
/
— rd

— < & 4 /\ ;
_:% ,,5,4,/ / '/‘f/"" ’ 2 :/;\::

- 1050.5403 N.m
1910,0139 N.m

Figura 38: Diagrama do momento fletor do modelo estrutural 2

e Do modelo estrutural 2 — Esforgo Cortante

104086,71 N

'/'/ /“ / 1/, / /},’/n ".'{.‘

171.8947 N e i i (o ===
5465,991 N

Figura 39: Diagrama do esforg¢o cortante do modelo estrutural 2

e Do modelo estrutural 2 — Reacdes de Apoio

.
1910 0139N.m =
A >

S 3 s 78
171 8947 N 5294,0963 N 15872,701 N 10406,71 N

Figura 40: Reacdes de apoio do modelo estrutural 2

e Do modelo estrutural 3 — Momento fletor
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28851,0332 N.m

74123398 N.m

ﬁ\ 3466,24 N.m
§ |

|~
\_v_,_/""/
1918,5802 N.m
Figura 41: Diagrama do momento fletor do modelo estrutural 3
e Do modelo estrutural 3 — Esfor¢co Cortante
14425517 N
6866184 N
—
- \"‘-\
= — = T ;
;}3 \'\._\/77150*.' S :é—_‘
& 3133816 N 2692,403 N
12692403 N
Figura 42: Diagrama do esfor¢o cortante do modelo estrutural 3
e Do modelo estrutural 3 — Reacdes de Apoio
7412 3398 Nm éf\ : /\.
866,184 N 441,413N 271117.92N 1442552 N

Figura 43: Reagdes de apoio do modelo estrutural 3
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3.6 Entrada de Dados no F-Tool

3.6.1 Modelando a Estrutura

Para que seja possivel fazer a validagdo dos resultados calculados pelo programa

desenvolvido pelo Professor Doutor Jaime Florencio, serd utilizado o programa F-Tool

com o objetivo de se obter os resultados dos modelos propostos e assim comparar

com 0s anteriormente encontrados.

Inicialmente, foi-se desenhado o comprimento do eixo da viga (11 metros) com o

auxilio da ferramenta Insert member do Ftool, conforme ilustrado na Figura 44.

st

File Options Trangform

I HESn
W g

Fool - Twe Dimwmnsicnal Fame Analysis Tool: untitied fi

G &g §Fin Editing Mode:  Creation

Figura 44: Desenhando o comprimento total da viga

Em seguida, com o auxilio da ferramenta Insert node, foi-se determinado, ao

longo do comprimento da viga, os pontos importantes da estrutura. Sdo considerados

pontos importantes aqueles que contém cargas pontuais aplicadas, inicio e fim de
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carregamentos distribuidos bem como pontos onde estédo localizados os apoios do

sistema. Dessa forma, tem-se:

o Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: untitled ft - oiEN
| File Options  Transform  Display
: D& m 2AVE s, Load Case/Combination:
: RKRI A ~HA b &0 a § Editing Mode:  Crestion NN B
With mouse jeft button enter a point; Mid button « CTRL => Keyboard Step: 0 :'3;
Iz -~ Materis
R _ _ _ 4 o ﬂ % _ o ~ 34 NONE
! | :
L [;] é‘n:
Ld —— Pyt
i
X E
v

Figura 45: Localizacdo dos pontos importantes da estrutura

O préximo passo, foi realizada a identificacéo e localizacdo dos apoios ao longo
do comprimento da viga. Para isso, fez-se o uso da ferramenta Support conditions. O
primeiro apoio, da esquerda para direita, se trata de um engaste. Esse apoio por sua

vez tem as seguintes propriedades mecanicas:

e Restricdo de deslocamento na direcéo x;

e Restricdo de deslocamento na diregao v;

e Restricao de rotagdo da secao transversal;

e Para se aplicar o apoio em uma posi¢cao mais confortavel, sera aplicado uma

rotacao de -90°.
Essas informacgOes deverdo ser informadas no programa na Aba de Support
Conditions para que seja compreendido que se trata de um engaste. Sendo assim,

obtém-se:
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Fie OCptions Transform Display
D = n ) ¥y o Load Case/Combinstion: Single Cate
RIAFM <&Iai Editing Mode: Selection NG el W~
Steg:  0.00m i;;;! M
Rl N Support Conditions
7 e B
. Displac. X Spnng
L [1Free WiFx | IKx
- Displac. ¥ Spring
[free WFa [y
x Rotation Z Spring
[(Free WP [ Kz
Angle  -90.0 deg
i1 - N — -t |_I Prescribed Displacern./Rot.
.—‘COm—-L:DDW.!Q:CC-v.L:CCﬂJ O Lo
Oy e
Rz (711
By Spring Stiffness Values
. Kx kN/m
Q Ky KNm
(O} Kz kM rad

Figura 46: Aplicacdo do engaste no primeiro apoio
O préximo apoio a ser aplicado se trata de um apoio elastico de primeiro género
gue apresenta as seguintes propriedades mecanicas:

e Deslocamento na direcéo X livre;

e Deslocamento parcial na direcdo y com a constante de elastica (Ky) igual a:
3,00 x 103 KN/m;

e Rotacdo da secao transversal livre.

Sendo assim, tem-se:
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File Options Transform Display
SgueN -
RIAFsA <&Oai

Editing Mode:  Selection

Load Case/Combination: Single Cate
NRE e~

Step: 0.00m M iw

XBE o \|

" Support Conditions
- fn ¢
Desplec. X
VIFree [ IFx
Displac. Y
[IFree [ |Fux
Rotstion Z Spnng
ViFree [Fx  [IK:

Angle 00 deg

Spring
Cikx
Spring
Wixy

sotm

3

3 000+

-
03 AN

l 200 m

208 =

<

‘ Presceibed Displacern /Rt

D mm

200 m ——my DY mm

N eroed

B 1307m ¥ 948m | X-200m

¥: 20.00m

=

X 10m ¥

100'm |V Snap |

Figura 47: Aplicacéo do apoio elastico

Na sequéncia, o proximo apoio a ser aplicado é do segundo género que assume

e Rotacéo da secdao livre.

as seguintes propriedades mecanicas:

Restricdo do deslocamento na direcao X;

Restricdo de deslocamento na direcéo v;
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File Options Transtorm Duphy
DEedé8m < - Load Case/Combination: Senle Case

RIAF R <®mdais L NRR emm~
7 Step: 0.00m Em-

Support Conditions
- B
Displac. X Speing
[free i X
Displac. Y Spring
[IFree Fx Ky
Rotation Z Spring
3 [iFree [JFn [z

:., : u:“:a - - - ) Angle 0.0/deg
||| Prescribed Displacem./Rot,

v
>

<
W 1360m W 98m | X A ||@Gid % 100im ¥ 1.00m [ASnep |

Figura 48: Aplicacdo do apoio de segundo género
Por fim, o Gltimo apoio a ser aplicado se trata de um apoio do primeiro género
gue apresenta a seguintes propriedades mecanicas:

e Deslocamento na direcao x livre;
e Restricdo de deslocamento na direcao vy;

e Rotacéo da secdo livre.

Assim, obtém-se:
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Fide Options Transform Daploy

DeENew > St ConCopeaton Siile Sie

RIAsN <4804y SR e 5~
Stop_ 000m o] v

Spring Stiffness Values
e N/
Ky KN/m
Kz himy/rad

v
< >

R 1360m w 98m | x ; Gnd X 190m ¥| 1.00m [¥iSesp
Figura 49: Aplicacdo do apoio de primeiro género

3.6.1.1 Definindo a Secédo Transversal da Viga

Para se definir a secao transversal faz-se necessario o uso da ferramenta Section
properties. De acordo com as informacdes descritas na secao 3.1, definiu-se, assim,
no programa, as propriedades geométricas da secdo transversal, como mostra a
Figura 50:
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File Options Transform Duplcy
Ded&a = - Load Case/Combination: Single Case
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Figura 50: Aplicando a secéo transversal sobre a viga

3.6.1.2 Definindo as Propriedades Fisicas do Material

Retomando as informacdes informadas na secdo 3.1 e com auxilio da ferramenta
Material parameters, foi possivel modelar o material que constitui a viga conforme a
Figura 51.
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Figura 51: Aplicacdo do tipo de material da viga

3.6.1.3 Definindo os carregamentos

Uma vez definido todos os parametros fisicos da viga bem como sua configuracao

geomeétrica, € aplicou-se 0s seguintes carregamentos sobre a viga.

e Carregamento externo (Modelo 1)
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Figura 52: Viga submetida ao carregamento com propriedades fisicas aplicadas

e Variacao de temperatura (Modelo 2)
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Figura 53: Viga submetida a variacdo da temperatura com propriedades fisicas

definidas
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e Carregamento externo e variagdo da temperatura aplicada (Modelo 3)
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Figura 54: Viga submetida a carregamento externo e variagao da temperatura com
propriedades fisicas definidas
3.7 Resultados da Simulacéo do F-Tool

Uma vez modelados as vigas acima descritas, foi possivel entdo obter os
seguintes diagramas de momento fletor e esfor¢o cortante bem como as reacoes de

apoio que surge em cada modelo evidenciado.

Vale ressaltar que a unidade de medida dos momentos fletores € kN.m e a

unidade de medida dos esforcos cortantes e reaces de apoio é kN.

e Paraomodelo 1
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Figura 57: Reacdes de apoio do modelo 1
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Figura 58: Diagrama do momento fletor para o modelo 2
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Figura 62: Diagrama do esfor¢o cortante do modelo 3
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Uma vez obtidos todos os resultados ja apresentados utilizando os dois

programas de analise estrutural, F-Tool e o desenvolvido em linguagem FORTRAN,

foi-se compilado os seguintes resultados para cada um dos modelos. Veja:

Tabela 2: Comparativo de resultados obtidos pelos dois programas para o modelo

estrutural 1

Resutaldos do FORTRAN

Reacbes de Apoio (N) | 7038,079 | 5735,508 | 11245,219 | 4018,806
Momento Fletor (N.m) | -9322,3535 | 868,0400 | -8037,6113 0
Resutaldos do F-Tool
Reagdes de Apoio (N) | 7038,081 |5735,504 | 11245,223 | 4018,808
Momento Fletor (N.m) | -9322,3592 | 868,0458 | -8037,6156 0
Diferencgas
Reacdes de Apoio (N) -0,002 0,0043 -0,0041 -0,0018
Momento Fletor (N.m)| 0,0057 -0,0058 0,0043 0
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Tabela 3: Comparativo de resultados obtidos pelos dois programas para o modelo

estrutural 2

Resutaldos do FORTRAN

Reag0es de Apoio (N) | -171,8947 | -5294,0963
Momento Fletor (N.m)| 1910,0139 | 1.050,5403
Resutaldos do F-Tool

15872,701 | -10406,71
-20813,4238 0

Reagdes de Apoio (N) | -171,9175 | -5294,1462 | 15872,9371 | -10406,87

Momento Fletor (N.m)[ 1910,0956 | 1050,508 |-20813,7468 0
Diferencgas

ReagOes de Apoio (N)| 0,0228 0,0499 -0,2361 0,1634

Momento Fletor (N.m)| -0,0817 0,0323 0,323 0

Tabela 4: Comparativo de resultados obtidos pelos dois programas para o modelo

estrutural 3

Resutaldos do FORTRAN

Reagdes de Apoio (N) | 6866,184 441,413 27117,92 | 14425,52

Momento Fletor (N.m)

-7412,3398 (1.918,5802
Resutaldos do F-Tool

-28851,0332

0

Reacdes de Apoio (N)

6866,1841 | 441,4115

27117,9227

14425,52

Momento Fletor (N.m)

-7412,3397 | 1918,5808

-28851,0367

0

Diferencas
-0,0001 0,0015
-0,0001 -0,0006

Reacgdes de Apoio (N)
Momento Fletor (N.m)

-0,0027 0,0017
0,0035 0

54



4 CONCLUSAO

E notorio perceber que as diferencas encontradas Sio muito pequenas se
comparado a ordem de grandeza dos esforcos calculados. Essas pequenas
diferencas encontradas podem estar relacionadas a quantidade de casas decimais

gue cada um dos programas considera no momento da entrada de dados.

Apesar de ocorrer essas pequenas diferencas nos resultados obtidos por cada um
dos programas, é possivel concluir que o programa de analise estrutural desenvolvido
pelo Professor Doutor Jaime Florencio Martins, do Departamento de Engenharia Civil
da Universidade Federal de Ouro Preto, apresenta excelentes resultados se
comparado com os resultados do programa amplamente utilizado nas analises
estruturais no ambiente académico (F-Tool), considerando como principais
caracteristicas, vigas continuas e hiperestaticas sobre apoios elasticos submetidas a

carregamento externo e variacao da temperatura.
4.1 Sugestdes para Futuras Pesquisas

Algumas sugestdes para desenvolvimento de trabalhos futuros s&o apresentadas

a seqguir:

e Analise de deslocamentos em vigas hiperestéticas sobre apoios elasticos
lineares submetidas a variagéo da temperatura utilizando o Método da Equacéo
dos Trés Momentos;

e Andlises de esforcos internos em vigas hiperestaticas sobre apoios elasticos
nao-lineares submetidas a variacdo da temperatura utilizando o Método da
Equacédo dos Trés Momentos;

e Comparacdo dos esforcos internos em entre vigas hiperestaticas sobre apoios
elasticos lineares e sobre apoios rigidos;

e Desenvolvimento de um programa de analise estrutural utilizando o Método da

Equacéo dos Trés Momentos no Excel.
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Apéndice A

Relatério Gerado Pelo Programa Em Linguagem Fortran Para O

Modelo Estrutural 1

PROGRAMA PARA CALCULO DOS ESFORCOS INTERNOS
E DEFLEXOES DE VIGAS HIPERESTATICAS

D A D O S G E R A I S

NUMERO DE APOIOS= 4

NUMERO DE VAOS COM VARIACAO DA TEMPERATURA= O
NUMERO DE APOIOS ELASTICOS= 1

NUMERO DE APOIOS COM RECALQUE= O

NUMERO DE CARGAS ATUANTE NOS VAOS, COMPRIMENTO E ET

VAO CARGAS CONCENTRADAS CARGA UNIF DISTRIB. COMPRIMENTO EI
1 0 1 5.000

11500000.0
2 1 0 4.000

11500000.0
3 0 0 2.000

11500000.0

VALORES DOS CARREGAMENTOS NOS VAOS

VAO 1
CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA = 2000.00
VAO 2

CARGA (S) CONCENTRADA (S)

NUMERO INTENSIDADE DISTANCIA DA FORCA ATE O APOIO ESQUERDO (a):
1 10000.00 2.00

VAO 3

NAO EXISTE CARREGAMENTO NO VAO 3

APOIOS ELASTICOS
APOIO = 2 CONSTANTE DE MOLA = 3000000.

IDENTIFICACAO DOS APOIOS EXTERNOS
TIPO 0 = APOIO SIMPLES SEM MOMENTO FLETOR APLICADO
TIPO 2 ENGASTE

CODIGO DO APOIO 1 = 2
CODIGO DO APOIO 4 = 0

MOMENTOS FLETORES NOS APOIOS
APOIO VALOR DO MOMENTO FLETOR
1 -9322.3535
2 868.0400
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3 -8037.6113
4 0.0000

REACOES DE APOIO
O SINAL POSITIVO INFORMA QUE A REACAO DE APOIO TEM O SENTIDO PARA CIMA

VAO VA VB
1 0.7038079E+04 0.2961921E+04
2 0.2773587E+04 0.7226413E+04
3 0.4018806E+04 -0.4018806E+04

DESLOCAMENTO VERTICAL DOS APOIOS ELASTICOS

APOIO DESLOCAMENTO
1 0.0000000E+00
2 0.1911836E+01
3 0.0000000E+0Q0
4 0.0000000E+0Q0
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Apéndice B

Relatério Gerado Pelo Programa Em Linguagem Fortran Para O

Modelo Estrutural 2

PROGRAMA PARA CALCULO DOS ESFORCOS INTERNOS
E DEFLEXOES DE VIGAS HIPERESTATICAS

D A D O S G E R A I S

NUMERO DE APOIOS= 4

NUMERO DE VAOS COM VARIACAO DA TEMPERATURA= 1
NUMERO DE APOIOS ELASTICOS= 1

NUMERO DE APOIOS COM RECALQUE= 0

NUMERO DE CARGAS ATUANTE NOS VAOS, COMPRIMENTO E ET

VAO CARGAS CONCENTRADAS CARGA UNIF DISTRIB. COMPRIMENTO

1 0 0 5.000
11500000.0

2 0 0 4.000
11500000.0

3 0 0 2.000
11500000.0

VALORES DOS CARREGAMENTOS NOS VAOS

VAO 1
NAO EXISTE CARREGAMENTO NO VAO 1
VAO 2
NAO EXISTE CARREGAMENTO NO VAO 2
VAO 3

NAO EXISTE CARREGAMENTO NO VAO 3

VAO (S) COM VARIACAO DE TEMPERATURA

VCO = 3

VALOR DA TEMPERATURA NA FACE SUPERIOR = -50.0000000
VALOR DA TEMPERATURA NA FACE INFERIOR = 50.0000000
ALTURA DO VAO = 0.3000000

VALOR DO COEFICIENTE DE DILATACAO TERMICA 0.0000120000

APOIOS ELASTICOS
APOIO = 2 CONSTANTE DE MOLA = 3000000.

IDENTIFICACAO DOS APOIOS EXTERNOS
TIPO O APOIO SIMPLES SEM MOMENTO FLETOR APLICADO
TIPO 2 = ENGASTE

|
N

CODIGO DO APOIO 1 =
CODIGO DO APOIO 4 =0

ET
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MOMENTOS FLETORES NOS APOIOS
APOIO VALOR DO MOMENTO FLETOR

1 1910.0139
2 1050.5403
3 -20813.4238
4 0.0000

REACOES DE APOIO
O SINAL POSITIVO INFORMA QUE A REACAO DE APOIO TEM O SENTIDO PARA CIMA

VAO VA VB
1 -0.1718947E+03 0.1718947E+03
2 -0.5465991E+04 0.5465991E+04
3 0.1040671E+05 -0.1040671E+05

DESLOCAMENTO VERTICAL DOS APOIOS ELASTICOS

APOIO DESLOCAMENTO
1 0.0000000E+0Q0
2 -0.1764699E+01
3 0.0000000E+00
4 0.0000000E+00
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Apéndice C

Relatério Gerado Pelo Programa Em Linguagem Fortran Para O

Modelo Estrutural 3

PROGRAMA PARA CALCULO DOS ESFORCOS INTERNOS
E DEFLEXOES DE VIGAS HIPERESTATICAS

D A D O S G E R A I S
NUMERO DE APOIOS= 4
NUMERO DE VAOS COM VARIACAO DA TEMPERATURA= 1
NUMERO DE APOIOS ELASTICOS= 1
NUMERO DE APOIOS COM RECALQUE= 0
NUMERO DE CARGAS ATUANTE NOS VAOS, COMPRIMENTO E EI
VAO CARGAS CONCENTRADAS CARGA UNIF DISTRIB. COMPRIMENTO EI
1 0 1 5.000
11500000.0
2 1 0 4.000
11500000.0
3 0 0 2.000
11500000.0

VALORES DOS CARREGAMENTOS NOS VAOS

VAO 1
CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA
VAO 2
CARGA (S) CONCENTRADA (S)
NUMERO INTENSIDADE
1 10000.00
VAO 3

NAO EXISTE CARREGAMENTO NO VAO 3

VAO (
VCO =

VALOR DA TEMPERATURA NA FACE SUPERIOR
VALOR DA TEMPERATURA NA FACE INFERIOR

S)
3

COM VARIACAO DE TEMPERATURA

ALTURA DO VAO = 0.3000000

VALOR DO COEFICIENTE DE DILATACAO TERMICA

APOIO

APOIOS ELASTICOS

2 CONSTANTE DE MOLA

IDENTIFICACAO DOS APOIOS EXTERNOS
TIPO 0 = APOIO SIMPLES SEM MOMENTO FLETOR APLICADO

TIPO 2

ENGASTE

2000.00

DISTANCIA DA FORCA ATE O APOIO ESQUERDO (a):
2.00

-50.0000000
50.0000000

0.0000120000

3000000.
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CODIGO DO APOIO 1 =
CODIGO DO APOIO 4 = 0

MOMENTOS FLETORES NOS APOIOS
APOIO VALOR DO MOMENTO FLETOR

1 -7412.3398
2 1918.5802
3 -28851.0332
4 0.0000

REACOES DE APOIO
O SINAL POSITIVO INFORMA QUE A REACAO DE APOIO TEM O SENTIDO PARA CIMA
VAO VA VB
1 0.6866184E+04 0.3133816E+04
2 -0.2692403E+04 0.1269240E+05
3 0.1442552E+05 -0.1442552E+05

DESLOCAMENTO VERTICAL DOS APOIOS ELASTICOS

APOIO DESLOCAMENTO
1 0.0000000E+00
2 0.1471375E+00
3 0.0000000E+00
4 0.0000000E+00
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