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RESUMO

Este trabalho dedicou-se a estudar os efeitos da dindmica ndo linear em uma estrutura
mecanica empregando técnicas de analise geométricas, em especial 0 método da funcédo
descritiva. Baseada em um estudo de caso, a pesquisa demonstra que sistemas estruturais
podem apresentar oscilagdes aparentemente cadticas, entre outros comportamentos tipicos de
sistemas nao lineares, mesmo quando sujeitos a forcas externas periodicas limitadas. A partir
do modelo continuo do oscilador com um unico grau de liberdade desenvolvido, o trabalho
estudou a natureza das solucGes geométricas. A analise do espaco de estados confirma a
existéncia de multiplos pontos fixos, afirmacdo atestada pela teoria de estabilidade de
Lyapunov e corroborada pela observacdo de bifurcacdes, fenémeno que mostra a sensibilidade
critica das caracteristicas qualitativas do sistema quanto a variacdo dos parametros de rigidez.
O método da funcdo descritiva torna possivel a investigacdo das solu¢Bes no dominio da
frequéncia, onde se verifica a existéncia de Orbitas periddicas estaveis em torno dos pontos
fixos ndo triviais, cuja amplitude e frequéncia dependem dos pardmetros da forca externa
aplicada. Observa-se ainda, a ocorréncia de saltos entre dois ou trés pontos de equilibrio
estavel, bem como, a existéncia de uma regido de instabilidade diretamente relacionada com
amplitude e frequéncia da forca externa. A analise geométrica apresentou resultados

condizentes com os encontrados em estudos referenciais teéricos e experimentais.

Palavras-Chave: Dinamica ndo linear; fungdo descritiva; andlise geométrica; dominio da

frequéncia; bifurcagoes.



ABSTRACT

The aim of this work is study the effects of the nonlinear dynamics in mechanical structures
employing geometric analysis techniques, in particular the describing function method. Based
on a case study the research shows that structural systems can present apparently chaotic
motions among others typical behaviors of nonlinear systems even when subjected to limited
periodic external forces. From the continuous oscillator model with a single degree of
freedom developed the work studied the nature of the geometric solutions. The analysis of the
state space affirms the existence of multiple fixed points, which was confirmed by Lyapunov's
theory of stability and corroborated by the observation of bifurcations. Phenomenon that
shows the critical sensitivity of the qualitative characteristics of the system regarding the
variation of the stiffness parameters. The describing function method makes it possible to
investigate solutions in the frequency domain, where the existence of periodic stable orbits
around non-trivial fixed points is checked, whose amplitude and frequency depend on the
parameters of the applied external force. It is still observed the occurrence of jumps between
two or three stable equilibrium points as well as the existence of a region of instability
directly related to the amplitude and frequency of the external force. The geometric analysis
presented results consistent with those found in theoretical and experimental reference

studies.

Keywords: Nonlinear dynamics; describing functions; geometric analysis; frequency domain;

bifurcations.
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1 INTRODUCAO

O progresso da engenharia guiou o desenvolvimento de dispositivos, maquinas e estruturas
cada vez mais eficientes, complexas e que respeitem exigéncias de economia, seguranca e
qualidade. No entanto, estas caracteristicas demandam dos projetistas métodos de analise que
considerem mais do que as propriedades dindmicas do sistema, que considerem também o

comportamento n&o linear inerente aos materiais e suas interagoes.

A dinamica é a area da engenharia que lida com sistemas que evoluem no tempo. E utilizada
para analisar o comportamento do sistema em questdo, se: tem uma predisposicdo ao
equilibrio, a repetir-se em ciclos, ou se apresenta outros comportamentos mais complexos.
Apesar da sua interdisciplinaridade atual, a dindmica nasceu como um ramo da fisica, por
volta do século XVII, quando Newton, usando equacgdes diferenciais, resolveu o problema de
dois corpos (STROGATZ, 1994).

A abordagem cléssica de Newton, fundamentada pela teoria linear, foi satisfatoria para
descrever o comportamento da maioria das estruturas sujeitas a vibracfes. Contudo, a
exigéncia de maior flexibilidade torna necessario o estudo da dindmica ndo linear, pois, ao
longo do tempo, podem surgir deformagdes no dominio plastico. Desta maneira, a abordagem
linear, que normalmente origina grandes reservas de resisténcia, passa a ndo caracterizar o

comportamento do sistema de maneira eficiente (LAPA, 1987).

Apenas no final do século XIX surgiu a abordagem para estudar a dindmica de oscilacdes ndo
lineares. Isto se deve ao trabalho de Poincaré que introduziu uma interpretacdo qualitativa no
problema de trés corpos. Posteriormente, a ferramenta geométrica desenvolvida por Poincaré
floresceu na teoria moderna de sistemas dindmicos, com aplicagdes na fisica e engenharia
(STROGATZ, 1994).

Equacdes diferenciais sdo usadas para modelar a evolucdo dinamica das deformacgdes em
estruturas mecanicas. Estes modelos matematicos simulam tanto caracteristicas internas dos
materiais, quanto demonstram seu comportamento quando sujeitos a excitagdes externas.
Apesar da dificuldade de solucéo causada pela introducdo de pardmetros ndo lineares, estes
sistemas dindmicos requerem menos hipdteses simplificadoras, e assim, carregam mais

informacoes.

Neste trabalho, utilizou-se 0 modelo dinamico de Georg Duffing, engenheiro experimentalista

aleméo que se dedicou a estudar vibragdes néo lineares com amortecimento linear viscoso.
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Seu trabalho, publicado em 1918, tinha por objetivos: a) estudar a teoria das vibracdes e
ondas, e; b) compreender as propriedades geométricas de sistemas dindmicos em
equipamentos mecanicos (CVETICANIN, 2012). Se comparada a equacdo diferencial
ordinéria linear de 22 ordem a equacéo de Duffing possui apenas um parametro adicional, ndo

linear, com formato polinomial cubico.

Muitos pesquisadores aplicaram as mais variadas técnicas de andlise para estudar a equacao
de Duffing. Dentre as quais podemos mencionar: o método OGY (OTT, GREBOGI e
YORKE, 1990); as bem conhecidas técnicas de controle de Lyapunov (DI BERNARDO,
1996) (CHEN e DONG, 1993) (JIANG, 2002); o método de perturbagao baseado na técnica
de homotopia (HE, 1999), usada no trabalho de Razzack (2016); e a analise dos modos
normais nao lineares (ROSENBERG, 1960), usado para tratar o problema de sistemas
expostos a sinais periddicos e desenvolver isolamento robusto contra choques e vibragdes

(VAKAKIS, MANEVITCH, et al., 1996).

Gragas as dificuldades encontradas para resolver analiticamente equagdes de movimento com
parametros ndo lineares, técnicas geométricas t€ém ganhado espaco e importancia no estudo de
tais sistemas. A analise do plano de fase e os métodos da resposta em frequéncia sao exemplos
destas técnicas. Apesar de serem amplamente utilizadas na analise de sistemas lineares, nao

podem ser diretamente aplicadas a sistemas que apresentam nao linearidades.

A fim de observar as respostas do sistema no dominio da frequéncia, utilizou-se a teoria da
funcdo descritiva, técnica que permite a aplicagdo de representagdes como o critério de
Nyquist empregado para determinar o grau de estabilidade de estruturas (MOHAN, 1981).
Segundo Felicio (2010) a funcao descritiva fundamenta-se em duas hipdteses que definem sua
precisdo: a) o espectro em frequéncia do sinal de saida, descrito por uma série de Fourier, tem
a amplitude da harmoénica fundamental maior que as subsequentes e; b) os elementos lineares

do sistema atuam como filtro para as harmdnicas superiores (FELICIO, 2010).

Observa-se ainda, alguns fendmenos da dindmica complexa de sistemas ndo lineares como:
multiplos pontos de equilibrio; oscilagdes periddicas e quase periddicas; bifurcagdo e; caos,
cuja definicdo esta erroneamente relacionada a desordem, quando denota, na verdade, um
comportamento aperiodico confinado a uma regido limitada que nunca se aproxima de um

ponto fixo ou de uma orbita fechada (STROGATZ, 1994).

Para demonstrar estes fenomenos foi usado como exemplo um oscilador magneto-eléstico,

cujo modelo pode ser reduzido a um sistema com um Unico grau de liberdade descrito pela
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equacdo de Duffing. Métodos geométricos foram aplicados neste modelo, comparando os
resultados com as obras encontradas na literatura (MOON e HOLMES, 1979) (HOLMES,
1979).

1.1 Objetivo Geral

Este trabalho dedicou-se a determinar de que forma as técnicas geométricas de anélise ndo
linear podem simplificar o estudo da dinamica estrutural de sistemas modelados pela equacéo
de Duffing, investigando o comportamento do sistema proposto por meio da técnica da funcéo

descritiva.

1.2 Obijetivos Especificos

e Apresentar uma base tedrica sobre sistemas, demonstrando o modelo fisico e
matematico a ser estudado e especificando suas caracteristicas e dinamica.

e Analisar de que forma as técnicas de analise dinamica podem auxiliar no estudo dos
comportamentos tipicos das estruturas mecanicas, usando, para isso, tanto a analise do
plano de fase quanto o0 método geométrico da funcédo descritiva.

e Apresentar um estudo exemplificando a aplicabilidade das técnicas geométricas na
analise da dindmica estrutural de um oscilador magneto-elastico deterministico

modelado pela equacédo de Duffing.

1.3 Justificativa

Parametros ndo lineares tornam a solucdo analitica das equacBes de movimento quase
impossivel (STROGATZ, 1994). Desta maneira, outros meios de extrair informacdes
diretamente destes modelos devem ser buscados. Para isso, técnicas como a fungdo descritiva
ou a andlise do plano de fase podem ser aplicadas, procurando, assim, ter uma visdo global
das solucBes de estrutura ndo lineares sem resolver explicitamente as equacfes. Permitindo
entender o comportamento do sistema mesmo sem a construcdo de um protétipo (FELICIO,
2010).

A Equacdo de Duffing ganha destaque ao descrever matematicamente varios problemas
fisicos multidisciplinares proximos ao real. Desde sistemas classicos como: o péndulo,
sistemas de vigas ou cabos sob acdo de vibragfes (REIS, VASCONCELLOQOS, et al., 2015),
problemas como modelos de prédios suscetiveis a terremotos e ventos fortes, ou de risers de

petréleo sujeito as correntes maritimas (KOVACIC e BRENNAN, 2011), até aplicacOes
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modernas, como o modelo de gerador piezelétrico de energia proposto por Olympio (2014) e
o trabalho de Lifshitz e Cross (2009) sobre a dindmica ndo linear de ressonadores micro e

nanoeletromecanicos.

O uso do oscilador magneto-elastico como sistema fisico a ser estudado neste trabalho se deu
pela gama de trabalhos encontrados na literatura (HOLMES, 1979) (MOON e HOLMES,
1979), bem como, pela possibilidade de construgdo do experimento. O modelo teérico do
sistema, obtido por meio da técnica de Galerkin, é similar a equacdo de Duffing e pode exibir

solucdes similares aos movimentos observados experimentalmente.

Deve-se ainda, observar a perspectiva de um trabalho de revisao bibliogréafica, ja que o tema:
dindmica ndo linear e caos €, atualmente, objeto de pesquisa em muitas areas do
conhecimento, explicando padrdes dinamicos em sistemas naturais, biolégicos e sociais
(ZAK, ZBILUT e MEYERS, 1997).

1.4 Metodologia

Inicialmente realizou-se uma pesquisa cientifica exploratoria em bases de dados e bibliotecas
online, a fim de, familiarizar-se com o modelo dindmico ndo linear proposto por Duffing, bem
como, aprofundar o conhecimento sobre os métodos de analise dinamica e a técnica da fungao

descritiva.

A partir dai, utilizou-se a literatura para direcionar o trabalho a um estudo sobre a estabilidade
de estruturas mecanicas sujeitas a vibragdes periddicas de carater deterministico, como as

provenientes da ag¢do de sismos.

Com o auxilio dos softwares Matlab e Mathematica foram construidos modelos, onde se pdde
simular e analisar o comportamento geométrico do sistema para, posteriormente, confrontar
os resultados obtidos com os testes experimentais encontrados nos trabalhos de Holmes

(1979) e Moon e Holmes (1979).

15 Estrutura do trabalho

O capitulo 11 apresenta 0 modelo de Duffing, introduzindo consideragdes iniciais essenciais
para iniciar o estudo da dindmica de sistemas, apresentando 0s comportamentos tipicos e a
espécie de ndo linearidade do modelo. Aqui, encontra-se também a modelagem aplicada ao

oscilador magneto-elastico.
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O capitulo 111 apresenta uma revisdo bibliografica sobre os métodos geométricos de estudo da
dindmica ndo linear, compreendendo a andlise do plano de fase e da fungdo descritiva.

Demonstrando a construcdo matematica destas técnicas, além de suas aplicacoes.

No capitulo 1V as técnicas geométricas sao aplicadas ao modelo dindmico de Duffing, com
parametros ajustados de modo a representar um prototipo de oscilador magneto-elastico,
analisando os resultados encontrados em relagdo aos trabalhos tedricos alcangados durante a
pesquisa bibliogréfica.

No capitulo V encontra-se a conclusdo do trabalho e, finalmente, temos as referéncias
bibliograficas utilizadas no desenvolvimento do trabalho.



2 EMBASAMENTO TEORICO

2.1 Consideracoes Iniciais

A dindmica classica descreve processos cujo futuro pode ser derivado do passado, e 0 passado
tracado a partir de desempenhos futuros por inversdo do tempo. Este comportamento
deterministico torna os sistemas dinamicos classicos previsiveis. (ZAK, ZBILUT e MEYERS,
1997). Como o problema da analise dindmica de estruturas, cuja solucao se da pelo estudo da
equacdo que representa o equilibrio entre as forcas envolvidas no movimento, a cada instante

de tempo.

Para analisar estruturas sujeitas a grandes deformacdes, geradas por altos valores de tensao,
deve-se considerar os efeitos da dindmica n&o linear (LAPA, 1987). Os modelos lineares
falham em explicar os efeitos transitorios e mudangas aperiddicas do movimento, enquanto
gue modelos dindmicos ndo lineares fornecem algumas explicacdes sistematicas para estes
processos, com explicagbes formais dos fendmenos transitérios (ZAK, ZBILUT e MEYERS,
1997).

Encontrar solucBes analiticas exatas das equacBes de movimento de estruturas mecanicas
resume-se a quantizar certas variaveis, posicao e velocidade, ao longo do tempo, o que s6 é
possivel em determinadas condi¢cBes de fronteira e carregamento, para sistemas com
geometria regular e comportamento linear. Técnicas numéricas sdo empregadas para

encontrar tais solucdes analiticas.

Segundo Lapa (1987) existem dois procedimentos para descobrir respostas numeéricas: a) o
método da sobreposi¢cdo modal, onde encontramos a resposta a partir da sobreposi¢do das
respostas separadas de cada modo de vibracdo da estrutura, e; b) o método da integracdo
direta, onde um procedimento numérico incremental é usado para encontrar as solucdes no

tempo.

Existem dois tipos principais de sistemas dindmicos: a) equacdes diferenciais, que descrevem
a evolucdo do sistema em tempo continuo, e; b) mapas iterativos, usados para descrever o
comportamento de sistemas em tempo discreto. Este trabalho trata de uma equacéo diferencial
na forma da equacao de Duffing, como a (2.1).

Estes modelos de tempo continuo podem ser divididos ainda entre: a) equagdes diferenciais

ordinarias, como a de Duffing, que apresentam apenas uma variavel independente, o tempo, €;
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b) equacdes parciais, que além do tempo, apresentam o espaco como variavel independente,
como a equacdo do calor (STROGATZ, 1994).

M(t)+Cx(t)+ K x (1) £ K x3 (t) = F (x) 2.1
A equagdo (2.1) ¢ uma equacao diferencial ordinéria de segunda ordem por envolver apenas
derivadas do tipo: dx/dt e d®x/dt*. Desta forma, existe apenas uma variavel independente,
o tempo ¢. Os pontos sobre o x indicam diferenciagcdo com relacdo ao tempo, entdo:
x=dx/dt e X=d?x/dt?, notacio que sera usada durante todo o trabalho, podendo a variavel

¢ ndo aparecer nas equagdes por simplificacao.

A variavel x pode representar uma série de informagdes como a populagdo de uma espécie em
determinado ambiente, ou a concentra¢ao de elementos quimicos em uma reagao, ou ainda, a
posicao e velocidade de um corpo em movimento (STROGATZ, 1994). Como este trabalho
aborda o problema de dinamica estrutural, a varidvel x denotarad a posi¢ao, enquanto X sera a
velocidade e X a aceleracdo instantanea da estrutura. Tem-se ainda, outros parametros da
equacdo (2.1) que sdao: M, a massa do sistema; C, o coeficiente de amortecimento; K;, a
constante linear de elasticidade; K3, o parametro ndo linear da equagdo e; F(x), uma forga

externa dependente do tempo.

2.2 Introducdo a sistemas dindmicos

Um sistema pode ser descrito como um conjunto de elementos interagindo de acordo com
uma relagdo de causa e efeito, organizados de modo a constituirem um Unico corpo cientifico
de carater matematico, quimico, fisico, bioldgico ou de qualquer outro tipo quantificavel, que
recebe um sinal de entrada, processa-o, € o envia para o exterior (PURCINA, 2016).
Comumente representada como na Figura 2.1, onde: u(?) ¢ o sinal de entrada, ou excitagao;
d(t) perturbacdes adicionais, ou ruido; y(z) o sinal de saida, ou resposta, dependente da

estrutura do sistema e da presenca de um sinal de entrada.

Os modelos matematicos que descrevem estes sistemas podem ser classificados de acordo
com suas caracteristicas: a) quanto ao estado de suas condic@es iniciais como relaxados e nao
relaxados; b) quanto a sensibilidade a entradas futuras, ditos causais ou ndo causais; c) quanto
sua dependéncia explicita ou ndo do tempo, autbnomos ou ndo autdbnomos; d) quanto ao
regime de operagdo, continuos ou discretos; e) estavel ou instavel, diz-se estavel aquele que
mantenha os valores de saida dentro de certos limites de operacéo; e, por fim, f) linear e ndo

linear que serd estudado mais a fundo na proxima subsecéo.
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Figura 2.1 - Representacdo grafica de um sistema nédo controlado

Fonte: O autor (2018)

Existem diversos tipos de sistemas dinamicos como: econdmicos, bioldgicos, elétricos,
hidraulicos, térmicos e hibridos. No entanto, o trabalho refere-se especialmente a sistemas
mecanicos. Um modelo simples, com um grau de liberdade, pode ser visto na Figura 2.2. O
grau de liberdade de um sistema ¢ definido como: o nimero de coordenadas independentes
necessarias para descrever completamente as posigoes de todas as partes de um sistema em

qualquer instante de tempo (PURCINA, 2016).

Tx(t)

Figura 2.2 - Sistema mecanico massa, mola e amortecedor.
Fonte: O autor (2018)
A segunda lei de Newton traduz o equilibrio entre as forcas atuantes em sistemas mecanicos,
como o da Figura 2.2, composto por: massas, m, elementos responsaveis por armazenar

energia potencial gravitacional; molas, K, as quais armazenam energia potencial elastica e;
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amortecedores, ¢, que dissipam a energia do sistema. Podemos representar esta lei sob a forma
matricial quando o sistema apresenta varios graus de liberdade.

Pode-se classificar o movimento apresentado pelo sistema da Figura 2.2 como: movimento
oscilatério livre e ndo amortecido quando ¢ = 0 e F = 0; movimento oscilatério livre e
amortecido, quando ¢ # 0 ¢ F = 0; movimento oscilatério forgado e ndo amortecido quando ¢

=0¢eF #0 e; forcado e amortecido quandoc #0 e F # 0.

2.3 Sistemas Lineares

Antes de partir para a andlise de equacdes diferenciais ndo lineares, deve-se conhecer a
dindmica linear. A teoria de controle linear preocupa-se predominantemente em estudar
sistemas lineares invariantes no tempo (SLOTINE e LI, 1991). A equagdo de Duffing, (2.1),
pode ser um exemplo de sistema linear, desde que o parametro K5 seja nulo. Assim, a equagao
(2.2), descreve o oscilador harménico forgado com amortecimento linear.

MX + Cx + Kx = F (X) (2.2)
Este sistema, (2.2), ¢ dito linear, porque todos os x, que aparecem no lado esquerdo da
equagao, apresentam-se na primeira potencia. De outra forma, o sistema seria nao linear. Nao
linearidades tipicas sdo produtos, potencias, ¢ fungdes de x (STROGATZ, 1994). Para uma

definicao formal de sistema linear deve-se usar o principio da superposigao.

O principio da superposi¢do determina o comportamento do sistema quanto a simultaneidade

de sinais de entrada. O principio diz que se as respostas a sinais arbitrarios independentes

X,(t) e X,(t) forem, respectivamente, Y, (t) e Y,(t), entdo o retorno a superposi¢do de

sinais, na forma a X, (t)+8X,(t), serd aY,(t)+BY,(t), para quaisquer valores constantes

de a e B e, dependendo de condicdes iniciais apropriadas (WORDEN e TOMLINSON, 2001).

2.4 Sistemas ndo lineares

Conhecendo a lei que rege sobre todas as equacgdes diferenciais lineares, torna-se facil
classificar tais sistemas, mas em consequéncia do comportamento complexo dos sistemas ndo
lineares ndo ha uma propriedade comum a estes. Entretanto, a boa pratica da analise dinamica
exige a aplicacdo de alguma técnica para checar a linearidade do sistema. Portanto, é
importante que existam procedimentos faceis para detectar ndo linearidades. Os mais comuns
sdo: a) distorcdo harménica; b) homogeneidade e; c) reciprocidade (WORDEN e
TOMLINSON, 2001).
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Tais procedimentos séo determinantes para a aplicacdo de técnicas de analise no dominio da
frequéncia, isto é, quando o exame da fungdo matematica ocorre com respeito a frequéncia e
ndo ao tempo (WORDEN e TOMLINSON, 2001). Para transformar o dominio de uma
funcdo, preservando informacdes sobre magnitude e fase do sinal de excitacao, faz-se uso da
transformada de Laplace, operador matemético que relaciona o tempo a uma funcdo

complexa.

Mesmo ndo sabendo classificar sistemas ndo lineares, devido a auséncia de propriedade
comum definidora, as ndo linearidades séo classificadas em: a) naturais presentes em sistemas
de forma inerente, inevitaveis em processos reais e; b) artificiais imposta intencionalmente ao
sistema para melhorar o método de controle, simplificar o design do controlador, ou
diagnosticar falhas (SLOTINE e LI, 1991).

A equacdo de Duffing ¢ um exemplo de sistema ndo linear que pode ser aplicada na
modelagem de inumeros sistemas reais sem que ocorra perda de informacdes qualitativas.
Desta forma, este modelo apresenta alguns dos possiveis fendmenos que a dindmica complexa

das ndo linearidades oferece.

2.4.1 Comportamentos tipicos de sistemas nao lineares

e Miultiplos pontos de equilibrio: Ponto de equilibrio ¢ aquele em que todo o estado
que nele se inicia permanece inalterado (STROGATZ, 1994). Um sistema linear
apresenta apenas um ponto de equilibrio, o que demonstra a existéncia de apenas um
ponto de operagdo em estado estacionario, o qual atrai o estado do sistema,
independente da condig¢do inicial. Mas, em sistemas ndo lineares podem ocorrer
multiplos pontos de equilibrio, dependendo dos parametros impostos e das condig¢des
iniciais o estado do sistema pode ser atraido para um, ou outro ponto de equilibrio no

regime estacionario.

e Oscilagoes harmonicas, subharmonicas e quase peridodicas: Como citado, em
consequéncia do principio da superposicdo, a saida produzida por um sistema linear
estavel, sob a acdo de um sinal perioddico, serd periddica e com mesma frequéncia.
Enquanto sistemas ndo lineares podem responder a excitagcdes periddicas com
oscilagdes periodicas, ou quase periddicas, com frequéncias multiplas ou sub multiplas

daquela imposta.
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e Bifurcacdo: Pontos onde o sistema muda abruptamente de comportamento, passando
de um regime dinamico para outro, mudando também a estabilidade dos pontos de
equilibrio, bem como, a quantidade destes. Estdo associados a uma série de fenbmenos
peculiares aos sistemas nao lineares, como descontinuidades, movimentos caéticos,
fronteiras fractais e escape de um vale potencial. Estes pontos fornecem modelos de
transicdo e instabilidade de acordo com a mudanca de determinado parametro
(STROGATZ, 1994).

e Caos: Em sistemas lineares estaveis, pequenas variacdes de parametros e de condicoes
iniciais correspondem pequenas varia¢fes na resposta. Porém este comportamento ndo
acontece em alguns sistemas nao lineares, onde as solugdes em longo prazo podem ser
extremamente sensiveis a variacdo dos parametros e condi¢fes iniciais, tornando a
saida de um sistema deterministico, a partir de certo valor de tempo, imprevisivel
(STROGATZ, 1994).

e Ciclo Limites: Em um sistema linear para haver oscilacdo de amplitude constante, €
necessario, em sistemas continuos, um par de polos sobre o eixo imaginario. Sendo tal
condicdo, na pratica, impossivel, ficando os polos ligeiramente a esquerda ou a direita
do eixo, o que significa oscilagdes amortecidas ou crescentes. No entanto certos
sistemas ndo lineares entram em oscilagdo estavel permanente, com valores constantes
de amplitude e frequéncia, independentemente do valor inicial do estado ou de
excitacdo externa (SLOTINE e LI, 1991).

2.4.2 Tipos comuns de n&o linearidades

Uma vez que ndo linearidades sdo inerentes a sistemas reais, incorpora-las ao modelo
matematico aumenta a fidelidade da descri¢do. Os tipos mais comuns de nao linearidades sdao
associados a: saturagdo; atrito de Coulomb; zona morta; histerese; folga; ou sdo causadas
devido a forca restauradora ou amortecimento polinomial. A equacdo de Duffing apresenta
uma nao linearidade associada a forca restauradora, k(x), que pode ser descrita por uma série
de Taylor, como na equagao (2.3):

o 2.3
k(x) = Z kX' @)

Sendo que a equacgao de Duffing considera apenas a ndo linearidade cuibica, na forma (2.4):
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k(x) = kx£k,x? (2.4)
Considerando o parametro k; como sendo sempre positivo, quando 43 for maior que zero, tem-
se uma forca restauradora chamada dura, que tornara o ressonador mais rigido, ou seja, ¢ cada
vez mais dificil deformé-lo. Enquanto que, quando k; for menor que zero, a ndo linearidade

atuara contra o termo linear, tal sistema ¢ entdo chamado macio e atua diminuindo sua

frequéncia de ressonancia (LIFSHITZ e CROSS, 2009).

A Figura 2.3 foi plotada de acordo com a equagdo (2.4) para ilustrar as caracteristicas nao
lineares da mola. Nota-se a simetria do grafico em relagdo a origem, X =0, bem como, que a
caracteristica ndo linear do termo cubico s6 se torna importante no grafico tensdo por

deformacao a partir de certo valor, por volta de x>0,4 (KOVACIC e BRENNAN, 2011).

)
—
wn
ol
-

X 1

Figura 2.3 - Gréfico de deformacéo caracteristica de molas ndo lineares descritas pela equacao (2.4). Mola linear
(linha continua), mola ndo linear dura (linha tracejada) e mola ndo linear macia (traco e ponto).

Fonte: Kovacic e Brennan (2011).

2.5 Oscilador Magneto-elastico Deterministico

Um esboco do oscilador magneto-elastico pode ser visto na Figura 2.4, o aparelho consiste de
uma viga engastada, imas permanentes, um mecanismo Vibratério e um dispositivo para
gravar a deformacdo da viga. O modelo desenvolvido no trabalho considera a for¢ca magnética
ndo linear e forca restaurada elastica linear, este modelo pode ser reduzido a um oscilador
com um unico grau de liberdade que pode exibir solugdes caoticas similares aos movimentos

observados experimentalmente.
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Figura 2.4 - Aparato experimental, mostrando a viga elastica e imas permanentes.

Fonte: Moon e Holmes (1979).

O deslocamento induzido pela forca magnética e pelo mecanismo vibratorio pode levar a
estrutura a apresentar movimentos ndo periddicos do tipo cadtico em um oscilador
deterministico. Estes movimentos sdo analogos as solugdes de sistemas dindmicos que
possuem os chamados atratores estranhos. Apesar de uma forca senoidal limitada ser aplicada,
0 movimento aparentemente cadtico resultante do salto entre dois ou trés pontos de equilibrio

estaveis é observado.

Os autores, Moon e Holmes (1979), apresentam em seu trabalho, o que acreditam ser, a
primeira evidéncia experimental da existéncia de atratores estranhos em mecénica estrutural.
No experimento, uma forca magnética ¢ usada para torcer uma haste, sendo estudadas as
oscilagdes nao lineares da haste tensionada. A vantagem de usar forca magnética ¢ que ela nao

adiciona massa a estrutura.

Atratores estranhos sdo fendomenos que foram estudados em equacdes diferenciais autbnomas
de terceira ordem, como no trabalho de Lorenz. Mais recentemente este comportamento
cadtico foi observado em osciladores ndo lineares de segunda ordem. Atratores estranhos de
segunda ordem s&o caracterizados pela existéncia de pelo menos trés pontos de equilibrio em

um estado livre: um instavel e dois estaveis (HOLMES, 1979).

Tal condicdo pode ser obtida por uma haste flexionada sujeita a uma carga magnéetica axial
qguando uma forga periodica moderada for aplicada a haste. Desta forma, 0 movimento da

haste salta de um ponto de equilibrio para outro ponto de maneira aparentemente cadtica. Se o
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movimento da haste puder ser reduzido a um Unico modo, entdo, por meio da técnica de

Galerkin, obtém-se uma equacédo de segunda ordem do tipo de Duffing, (2.1).

Quando o sistema for livre, F = 0, ou a amplitude de entrada for pequena, F « &, para
0 < gy < C, o sistema tera trés pontos de equilibrio. Neste caso, observa-se que os pontos de
equilibrio ndo triviais sdo orbitas periddicas que atraem as trajetdrias proximas, enquanto, o

ponto trivial, (x, x) =(0,0), ¢ um ponto de sela (MOON e HOLMES, 1979).

Linearizando a equagdo (2.1) em torno dos pontos de equilibrio tem-se um sistema de
segundo ordem com frequéncia natural w, = 1. O comportamento da equagdo de Duffing que
descreve o sistema para valores de amplitudes mais altos, F >> &, sera discutido mais a frente

e o estudo mostrara que comportamentos mais complexos podem ocorrer nesta condi¢ao

(MOON e HOLMES, 1979).

2.5.1 Modelo Tedrico — Forca Magnética

A forg¢a magnética em solidos pode ser oriunda de duas fontes: a) correntes elétricas, ou; b)
magnetizacdo. Como nas referéncias usadas nenhuma corrente elétrica ¢ aplicada, os imas
permanentes sdo responsaveis pelo campo magnético estatico, ndo homogéneo, existente. Este
campo induz uma magnetizacdo G. A haste metéalica pode, entdo, ser modelada como um
material onde a magnetizag¢do € proporcional ao campo magnético local (MOON e HOLMES,
1979):

G =[x/x+1]B/x, 2.5)
Onde u ¢ permeabilidade magnética e x permissividade magnética. O campo B pode ser
descrito como By produzido por imds externos e¢ B; produzido pela magnetizacdo. Sendo
considerado nulo o campo produzido por magnetizacao B;. Os imas externos podem produzir
for¢a e momento, H e J respectivamente.

H =MB,;J = MVB, (2.6)

Estas forcas sdo conservativas e podem ser derivadas de um potencial magnético expresso
por:

w=-1/2 [ MB,dv @7
A existéncia desta energia potencial magnética é importante para a dindmica e estabilidade da

haste metalica. Isto quer dizer que para um sistema autdbnomo apenas flambagem estatica ou
instabilidade divergente podem ocorrer (MOON e HOLMES, 1979).
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As ndo linearidades inclusas na andlise sdo provenientes da ndo homogeneidade do campo
magnético By. Segundo Moon e Holmes (1979) a forca magnética e o deslocamento da haste

mantém uma relagao nao linear entre si.

25.2 Modelo Discreto — A teoria da Catastrofe

Um modelo teodrico heuristico unidimensional pode ser obtido assumindo que apenas a ponta
da haste esta magnetizada e negando o efeito do momento C da equacgdo (2.6) e usando o fato
que o campo By ¢ irrotacional, isto ¢, VB, = 0. Podemos escrever a forca magnética total

como:
We—1/20B2 @8)
Se os imads foram posicionados simetricamente em relagdo a origem, o experimento exige uma

dependéncia nao linear entre a for¢a e o deslocamento da ponta da haste. Se uma aproximacao

de modo unico for feita para a deformagdo da haste, entdo a energia elastica tera a forma:

V =1/2ky* +termos de ordem superior 2.9)
Medidas obtidas experimentalmente pelos autores indicam que forgas elasticas nao lineares
sdo pequenas até mesmo para grandes deslocamentos da haste. Desta forma, podemos
desconsiderar as ordens superiores e, assim, escolher como potencial para as forgas elasticas e

magnéticas um modelo como a equagao (2.10):

U=V+W=%Cy6+%dy4+%(k+a)y2 (2.10)
O estudo dos pontos criticos desta equacdo potencial mostra que podem existir um, trés ou
cinco pontos fixos para o deslocamento da ponta da haste, como o experimento sugere.
Quando se decrementa a distancia entre os imas o numero de pontos fixos passa de um para
cinco e para trés. Este desdobramento particular ¢ na verdade uma catastrofe do tipo
borboleta. A teoria da catdstrofe diz que em geral quatro parametros sdo necessarios para
descrever todas as mudangas no nimero de posi¢des de equilibrio para um potencial de sexta

ordem, entdo uma forma mais geral do potencial U é:
2.11
U=V+w= 6y6+%ﬂ4y4+%ﬂgy3+%ﬂ?y2+ﬂly @.11)
Neste problema A, e A3 representam a distancia da simetria (diferente espagamento magnético

ou forca magnética). Este caminho pela teoria da catastrofe explica os saltos da quantidade de

pontos de equilibrio (MOON e HOLMES, 1979).

Como o objetivo é obter um modelo tedrico que exiba todas as propriedades qualitativas

importantes do modelo experimental, apenas as ndo linearidades que sejam essenciais devem
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ser retidas. Desconsideram-se todas as ndo linearidades provenientes do declive e curvatura da
haste, pois, o comportamento elastico da haste é quase linear sob a agdo de forcas nédo
magnéticas mesmo para deflexdes na ordem de 20% a 30% de seu tamanho total. Mantendo

apenas os termos nao lineares do deslocamento (MOON e HOLMES, 1979).

2.5.3 Modelo Continuo - Método de Galerkin

O método de Galerkin consiste em escolher uma familia de fungdes ortogonais ¢ (x) de
forma a satisfazer as condig¢des de contorno. Desta forma, o deslocamento v, pode ser descrito

como.

o (2.12)
V) = a0, ()

Uma escolha tipica de sistemas com vibragdes sdo os modos normais associados ao problema
linear. Substituindo (2.12) na equacao de movimento e realizando o produto interno, obtém-se
um conjunto infinito de equagdes ordinarias de segunda ordem para o coeficiente modal a;(t)
desconhecido (MOON e HOLMES, 1979). Desde que o modo primario seja dominante, uma

aproximacao de modo unico pode ser considerada:
v(x,t) =a(t)p(x) (2.13)
Onde @(x) deve satisfazer:

L

$(0)=¢'(0)=¢"(L)=0; D" (L) +k¢'(L) =0; fcpzdx =1

0

A equacdo diferencial resultante para a(t) sera:

ma+{D.L[(¢" )2 dx+ke (L)* +F, (a)j (¢')2dx}a— F,(2)g(L) = m\70_|L.¢dx Q.14)

O termo entre chaves representa a rigidez do modelo, contendo tanto a contribui¢do da forca
restauradora eldstica quanto da magnética. Para completar o modelo adicionamos o termo de

amortecimento ¢ assumimos que as fungoes J,(a) e Jy(a) tém a forma:
Jx = Jo,uma constante; ], = [m¢(L)](a1a + Bad +na’ + )

Assumindo que V(t) = [AO /. OL (Z)dx] cos(t), entdo, a equagdo de movimento para a

amplitude modal a(t) toma a forma:
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d+0a—aa+ fa’+na’ = Q°A, cos(Qt) (2.15)
Onde:
a=a —%{Dj(ng )2 dx+ke (L)? +F, (a)j(¢')2dx} (2.16)

Na auséncia de uma forca externa (4, = 0) o problema de bifurcacdo estatica correspondente
a equagdo (2.15) tem, precisamente, a energia potencial da equacdo (2.10), com a =
—(k+a),f =den =c. Se o problema tiver apenas trés pontos de equilibrio o termo de
quinta ordem deve ser desconsiderado, porque ndo altera o comportamento qualitativo do

problema. Assim a equagao (2.15) nao dimensional assume a forma:

A+yA-1, (1- A)A = F cos(x) 2.17)

Por consequéncia, ¢ encontrada uma equacao equivalente ao modelo de Duffing, (2.1), que
descreve matematicamente o oscilador magneto-elastico conservando todas as caracteristicas

qualitativas do aparelho. No Capitulo IV o aparelho sera estudado de maneira mais completa.



3 METODOS GEOMETRICOS

3.1 Analise do Plano de Fase

A analise do plano de fase é um método grafico para estudar sistemas lineares e nao lineares

de segunda ordem. A ideia é trocar a dificuldade da solucdo analitica pela constru¢do de um
espaco abstrato com coordenadas (x, %), onde as solugdes (x,(t), X, (t)) correspondem a um

ponto se movendo em uma curva (STROGATZ, 1994). O resultado é uma familia de curvas
que descrevem as trajetorias de movimento do sistema em um espaco bidimensional, chamado

de plano, espaco ou retrato de fase.

O poder do método ¢é fundamentado no fato que uma vez obtido o plano de fase, a natureza da
resposta do sistema para diversas condicBes iniciais pode ser observado diretamente no
gréafico, por meio das trajetorias no plano. Além disto, a analise ndo se resume ao estudo de
ndo linearidades pequenas e suaves, mas funciona também em estruturas fortemente nédo
lineares. Como desvantagem esta o fato de sua aplicacéo estar restrita a analise de sistemas de
segunda ordem, devido a complexidade de computacdo e estudo geométrico de sistemas com
ordem superior (SLOTINE e LI, 1991).

O estudo da estabilidade de sistemas, a partir do método da analise do plano de fase, necessita
da introducgdo de alguns termos relativos a estabilidade de diferentes tipos de pontos fixos.
Estes pontos sdo locais onde uma vez que uma particula tenha suas coordenadas como
condicdes iniciais, este permanecera sem movimento para qualquer valor de tempo, também

chamado de ponto de equilibrio.

Segundo Strogatz (1994) é possivel classificar os pontos fixos em: a) dizemos que X, é um
ponto fixo atrator, quando as trajetorias que iniciam proxima de X, se aproximam dele
enguanto t evolui, ou seja, x(t) — X, enquanto t —oo; b) se todas as trajetorias do plano sdo
atraidas para X, enquanto o tempo evolui, entéo, diz-se que este ponto é globalmente atrator;

C) se todas as trajetdrias que se iniciam perto de X, permanecem perto dele a qualquer tempo

e ndo apenas se o tempo evolui entdo o ponto X, é dito estavel no sentido de Lyapunov; d)

guando um ponto fixo é Lyapunov estavel, mas ndo € atrator, entdo o ponto é dito estavel
neutro, trajetorias que se iniciam proximas a ele ndo serdo nem atraidas nem repelidas por este

ponto; e) enquanto que se chama assintoticamente estavel o ponto que for Lyapunov estavel e
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atrator simultaneamente, e finalmente; f) instavel é o ponto que ndo é nem atrator nem

Lyapunov estavel.

311 Anédlise do plano de fase para sistemas lineares

A analise do plano de fase de sistemas lineares permite visualizar padrdes de deslocamento e,
desempenham um papel importante na classificacao de solugdes em torno de pontos fixos de
sistemas ndo lineares, ja que estes sistemas se comportam de modo similar aos lineares
quando proximos a pontos de equilibrio. Pode-se ver a forma geral de sistemas lineares

bidimensionais na equag¢ao (2.2), assumindo a forma nao dimensional:
X+ax+bx=0 (3.1)
Fazendo X, =X e X, =X, tem-se o sistema linear de segunda ordem:

{Xl _x, (3.2)

X, = ax, +bx,

Que pode ser escrito em uma forma matricial mais geral: X = Ax. Para este caso geral, sdao

procuradas trajetdrias na forma:

x(t) =e®v (3.3)
Onde v #0¢ um vetor a ser determinado enquanto A uma taxa de crescimento também a ser

encontrada. Para descobrir tais valores substitui-se a equagao (3.3) na forma matricial. Desta

forma, tem-se: Ae™v =e™ Av, cancelando o fator escalar e**, vem:

Av=Av G4
Assim, a solugdo existe se: v € um autovetor da matriz 4, sendo A o correspondente autovalor.
Neste caso a solugdo (3.3) ¢ chamada de autosolugdo (STROGATZ, 1994). Em geral os

autovalores da matriz 4 sdo dados pela equagdo caracteristica: det(A—A1)=0, sendo / uma

matriz identidade, e podem ser encontrados por meio das equagdes:

Ay, 2y =(—aiM)/2 3.5)

Em outras palavras, os autovalores dependem apenas das caracteristicas da matriz 4. Para o

caso de A, # A,, o teorema da algebra linear determina que os correspondentes autovetores v,

e V,sdo0 linearmente independentes, e consequentemente abrangem todo o plano. Em
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particular, qualquer condi¢do inicial X, pode ser descrita como uma combina¢do dos
autovetores: X, =CV, +C,V,. A solucgdo geral ¢ encontrada sob a forma:

X(t) = ce™v, +c,e™v, (3.6)
Para o caso que 4, = 4,, tem-se:

x(t) =ce™v, +c,te”y, (3.7
Sistemas lineares como o da equagao (3.1) apresentam apenas um unico ponto fixo, a origem
(SLOTINE e LI, 1991). Entretanto, as trajetdrias assumem diferentes formas nas
proximidades deste ponto de equilibrio, caracteristicas que dependem diretamente dos valores
de a e b. A Figura 3.1 mostra o retrato de fase dos possiveis casos que podem ocorrer em

sistemas lineares.

Quando A; e A, sdo valores reais com mesmo sinal, temos o primeiro caso, se ambos sao
positivos, o ponto ¢ chamado de n6 instavel, como mostra a Figura 3.1(a), isto se deve as

caracteristicas da solucdo e sua derivada, X(t)e X(t) que divergem exponencialmente do zero.

Enquanto a Figura 3.1(b) mostra um n6 estavel, quando os autovalores sdo negativos e ambas

as solugées convergem para zZero.

No segundo caso temos A; e A, valores reais com sinais contrarios, um dos polos se torna
instavel e gracas a ele algumas trajetdrias divergem do zero, chamado de ponto de sela pode
ser visto na Figura 3.1(c). Quando os autovalores sdo nimeros complexos conjugados com
parte real nula, teremos um centro como ponto fixo, Figura 3.1(d), todas as trajetorias sao

elipticas e o ponto fixo estd no centro destas elipses.

O ultimo caso ¢ o de autovalores complexos conjugados com parte real diferente de zero,
quando a parte real for negativa teremos um foco estavel, Figura 3.1(e), as trajetdrias circulam
a origem antes de convergirem para o ponto de equilibrio, diferente do caso das partes reais
dos autovalores serem positivas, desta forma, as trajetérias divergem da origem para o

infinito, como vemos na Figura 3.1(f).
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Figura 3.1 - Retrato de fase de sistemas lineares: (a) né instavel, (b) no estavel, (c) ponto de sela, (d) centro, (e) foco
estavel e (f) foco instavel.

Fonte: Adaptado de Kovacic e Brennan (2011)

3.12 Anédlise do plano de fase para sistemas néo lineares

Em contraste com os sistemas lineares que apresentam apenas um ponto fixo na origem,
sistemas ndo lineares apresentem multiplos pontos fixos, isto significa que o parametro nao
linear perturba a existéncia de pontos fixos diferentes do trivial localizado na origem
(KOVACIC e BRENNAN, 2011). Tomando a equacao de Duffing, (2.1), como modelo a ser

estudado para esta se¢do e, representando-o em uma forma adimensional, vem:
X+ 28X + X + BXE =U cos(Qt) (-8)
Sendo o frequéncia natural do sistema ndo amortecido e & o coeficiente de amortecimento.

Com as seguintes relagdes com os pardmetros dimensionais da equagao (2.1):

n (3.9)
w= |

m

c (3.10)
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K 3.11

5k G.11)
m

J_F (3.12)
m

Finalmente, define-se a equagdo de Duffing em termos de varidveis de estado, (3.13), para

entdo realizar a analise local. Fazendo: X, =X e X, =X, tem-se:

% =%, (.13)
X, = —2EwX, — 0° %, * BX’ +U cos(Qt)

A partir deste ponto aplica-se o método direto de Lyapunov para estudar a dindmica das
trajetorias dos estados do sistema de Duffing. A técnica ¢ fundamentada na relagdo entre a
estabilidade de um modelo, com a energia dissipada durante seu movimento (SLOTINE e LI,
1991). Nesta aproximagdo, a fungdo de energia potencial pode ser considerada uma fungdo
dita de Lyapunov, e refletira o trabalho necessario para deslocar o sistema de um ponto de

equilibrio. A fun¢do de Lyapunov que descreve o sistema de Duffing tem a forma:

> 5 (3.14)

V(x):a)—x2+—x4 =0
2 4

Derivando, tem-se:
V(X) = 0°x+ X (3.15)
Desta forma, os pontos de equilibrio da fun¢do de Lyapunov podem ser encontrados ao igualar

sua derivada a zero:
V(x) = x(e® + fx?) =0 (3.16)

Assim, para que o sistema atinja o equilibrio os valores de x devem ser:

42 2
X, =0;X = @ X, =— ; . Usando as equagdes (3.9) e (3.11):

Xo = 0%, 5 == __kl 3.17)

3

Fica claro que quando os parametros k; e ks tém o mesmo sinal, os pontos fixos X, € X; serdo

complexos e, assim o sistema tera apenas um ponto de equilibrio na origem. Enquanto que

sinais opostos garantem, no minimo, trés pontos de equilibrio.
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Pode-se dividir a anélise de estabilidade do sistema em dois casos: a) quando k; e ks tiverem

0s mesmos sinais €; b) quando os parametros, k; e k3, tiverem sinais contrarios.

No caso: a) k; e ks com mesmo sinal; como resultado da existéncia de apenas um ponto de
equilibrio, o comportamento local do sistema nao linear pode ser descrito pelos mesmos
padrdes vistos na Figura 3.1. No entanto, para: b) k; e ks com sinais contrarios, o sistema
apresentara um ponto fixo trivial e dois ndo triviais. O parametro linear, k;, determina a
estabilidade dos pontos fixos, enquanto o nao linear, k3, altera a localizagcdo dos pontos fixos

ndo triviais.

O método direto de Lyapunov se baseia no teorema de Lagrange, que relaciona o ponto de
minimo da energia potencial com a posi¢cdo de repouso de um sistema mecanico, e desta
forma, este minimo local ¢ uma posi¢ao de equilibrio estavel, caso contrario, a posi¢do ¢
instavel (SLOTINE e LI, 1991). Usamos, entdo, o teorema de Lagrange para analisar a Figura

3.2.

Para k; negativo e ks positivo, Figura 3.2(a), vé-se um pogo de potencial duplo com pontos de
minimo local ¢ um ponto de maximo local. Desta forma, conclui-se que o ponto trivial,
maximo local, serd instdvel, enquanto os pontos de equilibrios fora da origem serdo estaveis.
Na Figura 3.2(b) temos um sistema com k; positivo ¢ k3 negativo, neste caso, observa-se

apenas um ponto de minimo na origem, por isso apenas o ponto trivial ¢ estavel.

Quando os pontos de equilibrio ndo estdo localizados na origem, definindo a diferenga entre o
estado original e o ponto singular como um novo conjunto de varidveis de estado, pode-se
mudar o ponto singular para a origem, sem perda de generalidades, por meio da expansdo de
Taylor. Como resultado o comportamento local do sistema, independentemente do caso,

também podem ser aproximados pelos padrdes da Figura 3.1 (SLOTINE e LI, 1991).
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Funcéo de Lyapunov

Figura 3.2 - Poco de potencial duplo ndo parabdlico a partir de (3.14). (a) K; <0e K3 >0, (b) K;>0e K;<0.

Fonte: O autor (2018)

3.1.3 Bifurcacéo

Na Figura 3.2 percebe-se que a variagdo dos parametros do sistema causa alteracdes
qualitativas na dindmica, em particular, na existéncia ou na estabilidade dos pontos fixos. Esta
mudanca na dindmica da estrutura é chamada bifurcacdo. Este fendmeno é importante para
proporcionar modelos para a transicdo de instabilidade quando algum parametro de controle
esta variando (STROGATZ, 1994).

Existem diferentes modelos de bifurcacdo, mas para a equacdo de Duffing é necessario
conhecer apenas a bifurcacdo do tipo forquilha e a de Hopf. A bifurcacdo forquilha é comum
em sistemas fisicos que apresentam simetria, neste caso, 0s pontos fixos tendem a surgir ou
desaparecer em pares simétricos (STROGATZ, 1994). Existem dois tipos desta bifurcacéo: a)
supercritica e; b) subcritica. Ao passo que a bifurcagdo de Hopf corresponde ao surgimento de

uma solucéo periodica a partir de uma solucgéo estacionaria.
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A Figura 3.3 mostra uma bifurcagdo supercritica considerando o oscilador de Duffing, (3.13),
que pode apresentar até trés solucBes. Nota-se que quando kj passa de -co para o, o sistema
vai de uma solucgdo real, x = 0, para trés pontos de equilibrio. Note que a solugdo espiral
estavel x = 0 se torna instavel quando k1 passa de valores negativos para positivos
(STROGATZ, 1994).

Legenda:

I n ‘\1{1 \..'cl —

Estivel mmmmm

Figura 3.3 - Bifurcacao forquilha supercritica

Fonte: Adaptado de Strogatz (1994)

3.14 Ciclo Limite

Uma propriedade inerente aos sistemas ndo lineares que pode ser observada por meio da
técnica da analise do espaco de fase € o ciclo limite. Sistemas lineares até podem exibir
trajetdrias orbitais fechadas, mas estas nédo serdo isoladas, o que diverge da definicdo formal
dos ciclo limites. Segundo Strogatz (1994) ciclo limites sdo trajetorias fechadas e isoladas, o
que significa que as trajetdrias vizinhas ndo sdo fechadas e tendem a se aproximar quando o

ciclo limite é estavel, ou a se afastar quando instaveis.
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Para determinar a existéncia de ciclo limites em qualquer sistema em particular, deve-se usar
o0 teorema de Poincaré-Bendixson, que limita as possibilidades dindmicas no espaco de fase:
Se a trajetdria esta confinada em uma regido fechada e limitada que ndo envolve um ponto
fixo, entdo, a trajetoria deve eventualmente se aproximar de uma orbita fechada. Nada mais
complicado pode acontecer (STROGATZ, 1994).

Na Figura 3.4 tomamos o0 modelo de Duffing, equacdo (3.8), com 0s seguintes parametros:
=-,o=1;,£=005 Q=14 ¢ U = 0.1, como exemplo. A Figura 3.4(a) mostra um
comportamento complexo da trajetéria do sistema, enquanto que a Figura 3.4(b) demonstra
que esta conduta complicada s6 acontece em um periodo inicial, ao restringimos o tempo, a

trajetdria estabelece uma Orbita regular periodica, um ciclo limite.
a) L5 b) 15

1.0+ 10+

~10/ -1.0!

-15! -1sl
Figura 3.4 - Espaco de fase do modelo de Duffing, equacao (3.8), com parametros p=-1; 0=1;£=0,05, Q=14eU =
0.1: (a) estado transiente; (b) estado estacionario.

Fonte: O autor (2018).

3.15 Caos

Em sistemas com ordem superior a duas dimensfes o teorema de Poincaré-Bendixson nao
pode ser aplicado, desta maneira, uma trajetdria confinada em uma regido limitada do espaco
pode vagar eternamente sem dirigir-se a um ponto fixo ou a uma orbita fechada. Em alguns
casos, a trajetéria pode ser atraida para um objeto geométrico complexo chamado de atrator
estranho, um conjunto fractal, no qual o movimento € aperiddico e sensivel a pequenas
mudancas nas condic¢Ges iniciais. O que torna o sistema imprevisivel em longo prazo
(STROGATZ, 1994).
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N&o existe uma definicdo universal para o termo caos. Entretanto, trés ingredientes séo
fundamentais para explicar o termo. Segundo Strogatz (1994), caos é um comportamento
aperiddico em longo prazo em um sistema deterministico que exibe uma sensivel dependéncia

as condicdes iniciais.

Comportamento aperiddico significa que o sistema ndo se dirige nem a um ponto de
equilibrio, nem a uma Orbita periddica, ou quase periddica quando t-—>oo. Sistemas
deterministicos sdo aqueles que ndo estdo sujeitos a ruidos ou entradas randdémicas, 0
comportamento irregular surge a partir da ndo linearidade e ndo de ruidos externos. E
dependéncia sensivel a condi¢fes iniciais significam que trajetorias proximas se separam
exponencialmente rapidas, que significa dizer que o sistema apresenta um expoente de
Lyapunov positivo (STROGATZ, 1994).

A Figura 3.5 indica a sensibilidade do sistema deterministico (3.8), com o0s seguintes
parametros: B =-1; @ = 1; £ = 0,05; Q = 1,4, a variacdo da amplitude da forca de excitacéo,
apenas em regime estacionario. Na Figura 3.5(a) nota-se a dobra do periodo de oscilacdo de
uma Orbita fechada, Figura 3.4(b), com U = 0,33; a Figura 3.5(b) demonstra o0 comportamento
complexo de uma trajetéria vagando em uma regido limitada do espaco de estados,
encontrada com amplitude U = 0,345; ja a Figura 3.5(c) descreve uma trajetéria com padrao
caracteristico para U = 0,37; enquanto que a Figura 3.5(d) volta a exibir uma trajetoria com

comportamento cadtico, para U = 0,375.
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a) 1.sx; b) 1.5‘!

-15l -1sL

Figura 3.5 - Espago de fase do modelo de Duffing, equagéo (3.8), com parametros p=-1; ®=1;£=10,05; Q=14 : (a)
U =0,33;(b) U =0,345;(c) U =0,37; (d) U = 0,375.

Fonte: O autor (2018)

3.2 Funcdo Descritiva

A tendéncia em direcdo a sistemas menores, mais leves e com alta performance, além da
crescente utilidade das operacdes digitais nos sistemas de controle conspiram para ampliar o
espaco ocupado pelos sistemas ndo lineares. As técnicas e a teoria da funcdo descritiva
representam uma poderosa ferramenta matematica para entender e melhorar o comportamento
de tais sistemas. Esta técnica é tratada de forma muito completa em varios textos para o caso
de sistemas com uma Unica ndo linearidade (ATHERTON, 1982) (MEES e BERGEN, 1975)
(GELB e VANDER VELDE, 1968) (MOHAN, 1981).

As bases para a técnica da funcdo descritiva foram estabelecidas no trabalho de Krylov e
Bogoliubov na area de mecénica nédo linear. Para apresentar a técnica certos formalismos
matematicos devem ser expostos, em especial equacdes diferenciais, o estudo da resposta a
excitacbes senoidais, bem como, certos conceitos como a transformadas de Laplace,

expansdes de Fourier e o dominio da frequéncia. A técnica permite estudar problemas de
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andlise e design de sistemas ndo lineares por meio da simples extensdo dos métodos de analise

de sistemas lineares.

A principal motivagdo da técnica é compreender o comportamento de sistemas néo lineares,
pelo simples fato que todo sistema real € ndo linear exceto em regimes limitados de operacéo.
Uma maneira comum de tratar este problema € lineariza-lo. Entretanto, este método explica
apenas efeitos de pequenas variacbes em torno do ponto de linearizagdo. Esta aproximagéo
ndo é adequada para entender fendbmenos como oscilacBes ndo lineares ou para estudar os

efeitos limitantes ou prejudiciais da néo linearidade (TAYLOR, 1999).

A ideia basica da abordagem da funcdo descritiva para modelar e estudar o desempenho de
sistemas nao lineares é substituir cada elemento ndo linear por um descritor quase linear cujo
ganho é uma funcdo da amplitude de excitacdo. Este descritor possui uma vantagem
substancial sobre a linearizagdo, pois, ndo apresenta limite para o intervalo de operagdo em
que pode ser aplicado. A principal limitacdo da técnica é a exigéncia quanto a forma do sinal
de entrada da ndo linearidade que deve se aproximar da forma usada para calcular a funcéo
descritiva (GELB e VANDER VELDE, 1968).

Segundo Taylor (1999) duas classes particulares de fungdes descritivas tiveram sucesso: a)
funcdo descritiva com entrada senoidal e; b) funcdo descritiva com entrada aleatéria. Ambas
dependentes da forma do sinal de entrada a ser considerado. Outras classificagdes foram
desenvolvidas e usadas para tratar fendbmenos mais complexos. A abordagem da fungéo
descritiva com entrada senoidal, aplicada neste trabalho, geralmente é usada para entender
fendmenos periddicos como a analise de ciclo limites e a caracterizacdo do comportamento

entrada/saida de plantas néo lineares no dominio da frequéncia.

321 Funcdo Descritiva com entrada senoidal

Uma das caracteristicas dos elementos ndo lineares é a dependéncia da relacdo de ganho
guanto a frequéncia e amplitude de excitacdo. Se o sinal de entrada da ndo linearidade se
aproxima de uma forma senoidal, entdo, a funcdo descritiva determinara adequadamente o
ganho do elemento em funcdo da frequéncia e amplitude, por meio de uma simples

substituicdo do elemento por um ganho linear equivalente.

Considerando como a entrada do elemento néo linear um sinal senoidal puro com magnitude e

frequéncia constante, A e Q, e angulo de fase 6 variando entre 0 e 2z, na forma:
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X(t) = Asen(Qt + 9) (3.18)
Neste caso, a saida do elemento ¢ uma funcdo do sinal de entrada e em alguns casos esta
relagdo ¢ complexa. Para enfatizar o fato que a saida y(z) depende da entrada x(?), indica-se na

notacao (3.19) uma dependéncia do valor atual de x(z) e sua primeira derivada:

y(t) = yIx(t), x(t)] (.19)
A técnica da funcdo descritiva foi inicialmente desenvolvida para sistemas com uma Unica
ndo linearidade. Desta forma, deve-se, entdo, formular o sistema como na Figura 3.6 antes de
realizar a andlise. Apesar de tal divisdo nem sempre poder ser efetuada, quando possivel, o

elemento ndo linear resultante serd mais simples de ser manipulado.

Segundo Gelb e Vander Velde (1968) qualquer sistema de duas partes contendo uma nao
linearidade explicita pode sempre ser reduzido a diagramas de bloco topologicamente e
matematicamente equivalentes. Nestes diagramas o elemento ndo linear pode aparecer tanto
no bloco direto quanto na realimentacdo Figura 3.6, com entrada e saida em uma relacdo de

causa e efeito normal ou reversa.

x(t) o e(t) y(t)
)C;/ G(s) —>

N(y(t))

I

Figura 3.6 - Configurac&o do sistema com Unica néo linearidade dominante.

Fonte: O autor (2018)
Sendo que G(s) descreve a dindmica de um subsistema linear com entrada e(t) e saida y(t). A
entrada do subsistema € entdo dada pela subtragdo entre uma entrada externa x(t) e uma

fungéo néo linear de y(t). Assim, tem-se uma ndo linearidade com Unica entrada e unica saida,
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N(y), e uma dindmica linear de ordem arbitréria. Redefinindo o sistema da Figura 3.6 como

um sistema de equagdes tem-se:

Y(8)2 £{y(t)} 2 G(s) e} (3-20)
e(t) = x(t) - N(y(t))
Onde £{.} denota a transformada de Laplace. Desta maneira, a equacao (3.20) mostra a
formulagdo convencional de uma planta linear no caminho direto e uma nao linearidade
na realimentacdo. Esta Unica nao linearidade pode ser um atuador, um sensor ou um
subsistema ndo linear, em todo caso a andlise a seguir pode ser usada por meio da

configuragdo vista na Figura 3.6.

3.2.2 Definicdo da fungéo descritiva.

A filosofia principal da técnica da fungdo descritiva € simplesmente substituir a ndo
linearidade do sistema por um ganho linear aproximado, de modo a tornar semelhante a
resposta do elemento ndo linear e sua aproximacao. Isto € uma tentativa de estender o

conceito de funcéo de transferéncia aos problemas ndo lineares (MOHAN, 1981).

Para investigar as condi¢gdes de oscilagdo do sistema, consideramos a entrada do elemento nao

linear essencialmente senoidal na forma y = Asen(Qt) . Assim, a saida N(y, y) sera periddica

e pode ser representada por uma séria de Fourier na forma da equagao (3.21).

N (AsenQt, AQQcos Ot) = i A (A, )sen[(nQt + ¢ (A, Q)] (321

n=1
Por definicao a funcao descritiva, N(4,L2), pode ser descrita como o ganho complexo da
harmodnica fundamental na presenca de uma forca externa (TAYLOR, 1999) (GELB e
VANDER VELDE, 1968). Nesta defini¢do os conceitos de magnitude de transferéncia e

mudanga de fase estdo incorporados.

De fato, a fungdo descritiva de um elemento ndo linear ¢ andloga a fun¢do de transferéncia de
um elemento linear. Assim sendo, o0 método da resposta em frequéncia explorado com tanto
sucesso na analise e sintese de sistemas lineares pode ser usado para o caso de problemas nio
lineares. A Figura 3.7 mostra a defini¢do da fun¢do descritiva incluindo as harmonicas de

ordem superior, aqui chamados residuos, que sao excluidas da resolu¢ao formal.
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Figura 3.7 - Definicao da funcéo descritiva.

Fonte: O autor (2018)
Para encontrar uma equac¢do que descreva a funcdo descritiva em termos de Yy(X,X),
multiplicamos ambos os lados da equacdo (3.21) por sen(Q2t) e cos(€t), e integrado, pode-se
determinar os primeiros coeficientes da série de Fourier (GELB e VANDER VELDE, 1968).

As relacdes seguintes serdo encontradas:

2z
A cosg, = 1 j y(AsenQt, AQ cos Qt)sen(Qt)d (Qt) (3.22)
T 0

2z
Aseng, = 1 I y(AsenQt, AQ cos Qt) cos(Qt)d (Qt)
T 0

Agora, multiplicando a segunda relag@o pela unidade imaginaria i, somando as duas relagdes e
dividindo ambos os lados da equagdo resultante por A, obtemos:

A i 2 _ (3.23)
L =— j y(AsenQt, AQcos Qt)e™*d (Qt)
A TA

0

Usando a relacao:
€' =cosp+iseny (3.24)
Comparando as equagdes (3.21) e (3.24), a equagdo, de modo geral, para a funcao descritiva

em termos da ndo linearidade do sistema se torna:

. _ (3.25)
N(AQ)=— j y(AsenQt, AQ cos Qt)e “d (Qt)
T 0

Esta equacdo estd na forma de ganho complexo estatico. Expandindo o lado direito desta
equacdo podemos encontrar a equa¢do na forma de uma dindmica proporcional mais um

elemento derivativo (GELB e VANDER VELDE, 1968).
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N(A Q) =n (A Q)+in (A Q) (3.26)
Onde n,(A,Q) e n, (A Q)sdo ganhos da ndo linearidade em fase, associado ao seno, e em

quadratura, associado a fun¢@o cosseno. Para sistemas com ndo linearidades estaticas, impares
e sem memoria, deve-se restringir a integral que define a fun¢do descritiva a apenas (GELB e

VANDER VELDE, 1968):

72

N(A):% [ y(Asenat)sen(@tyd () (3.27)

3.2.2.1 Funcéo descritiva de néo linearidades do tipo polinomial

Fung¢des polinomiais sdo particularmente uteis devido a relativa facilidade com que podem se

ajustar as caracteristicas de elementos ndo lineares. Voltando a equacdo de Duffing onde
ocorre uma nio linearidade polinomial ctibica, na forma Y(X)=Kk.x*(t). Deve-se assumir

X(t) = Asen(Qt), para assim escrever diretamente sua fungdo descritiva analoga, usando a

equacao (3.27), para isso faz-se:

y(Asen(Qt)) = k,[ Asen(Qt)T? (3.28)
Aplicando a equacao (3.27) tem-se:

A 74 (3.29)
N(A)=— j k,A’sen®(Qt)sen(Qt)d (Qt)
A g
Ak A2 A (3.30)
N(A) =2 j sen(Qt)d (Qt)
4 0
Usando a relagdo trigonométrica:
7 3.31)
7 %2 (
sen(2Qt) sen(4Qt
[ sen*(@nyd () = §(Qt)— ( )+ (42)
5 8 4 32
O descritor quase linear €, entdao, encontrado para a nao linearidade cubica:
3k, A2 (3.32)

N(A) =
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Nota-se que a ndo linearidade cubica atua como um pequeno ganho para altos valores de
amplitude de excitacdo e ganho alto para pequenas amplitudes (TAYLOR, 1999). Finalmente,
a partir daqui, utiliza-se as técnicas padrdes de andlise de sistemas lineares para estudar a

equagao de Duffing.

3.2.3 Método de andlise de ciclo limites

Nesta subse¢do a fungdo descritiva para uma entrada senoidal serd aplicada para estudar
oscilagdes em estado estacionario. Para tanto, certas condi¢cdes devem ser preenchidas pela
ndo linearidade e pelo sistema que a contem: a) o elemento nao linear deve ser invariante no
tempo; b) nenhuma subharmonica ¢ gerada pela ndo linearidade em resposta a uma excitacao
senoidal e; ¢) o sistema filtra as harmonicas de saida da ndo linearidade de forma que apenas
uma quantidade trivial do sinal ¢ realimentada. Esta Gltima condi¢do ¢ chamada hipotese do

filtro e, é visto como fundamental para o sucesso ou falha da técnica (TAYLOR, 1999).

Além do ciclo limite, outras duas oscilagdes em estado estaciondrio podem ser observadas: a)
oscilagcdes forgadas cuja frequéncia e amplitude dependem explicitamente do sinal de
excita¢do; b) Oscilagdes livres associadas a sistemas conservativos, ndo dissipativos, que sao
modos periddicos de oscilacdo relacionados as condig¢des iniciais e, finalmente, ¢) ciclo
limites que indicam modos periddicos de oscilagdo, independentes das condigdes iniciais, que

ocorrem em sistemas nao conservativos (GELB e VANDER VELDE, 1968).

Ciclo limites podem ser comportamentos desejaveis, como no caso de vibragdes que
minimizam os efeitos da fricgdo de sistemas mecanicos, ou indesejaveis, que podem acarretar
falhas mecanicas em sistemas de controle. Apesar de ndo ser obrigatdrio conhecer a forma
exata do ciclo limite, um pré-requisito para o design de sistemas ¢ o conhecimento

aproximado de sua amplitude e frequéncia.

Para realizar o estudo do ciclo limite, deve-se considerar um sistema na forma da Figura
3.8(a), onde o elemento nao linear ¢ caracterizado por sua fungao descritiva N(4, Q) e a parte
linear por sua fungdo de transferéncia em frequéncia L(jQ). A Figura 3.8(b) mostra o sistema

quase linearizado.
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Elemento nio

r(t) =0+ _
v r 4

Elemento
linear

linear

(a)

X(t)=

f(t)=0 .  Asen(Sr) - y(t) c(t)
}[T} N (:1, Q) L (}'Q)

(b)

Figura 3.8 - (a) Sistema com Unica néo linearidade em malha fechada; (b) sistema linearizado correspondente usando
funcéo descritiva.

Fonte: O autor (2018)

Por meio da fung¢do descritiva as técnicas de analise do dominio da frequéncia da teoria linear
poderdo ser aplicadas no sistema quase linearizado. Qualquer oscilagdo ndo amortecida

encontrada serd interpretada como um ciclo limite no sistema nao linear original.
Desde que a entrada seja desprezada, a seguinte relagdo pode ser encontrada:

X (JO) = -L(JQ)Y (jO) (333)

Tratando a funcdo descritiva como um ganho linear, entre x e y tem-se:
Y(jQ) =N(AQX(jQ) (3.34)
Escrevendo as equagdes (3.33) e (3.34) em uma forma matricial obtém-se:

{N(A,Q) -1 j{xum}_o (3.35)
1 L(j€2) )Y (i€2)

Sistema que possui solugdo ndo trivial desde que a matriz quadrada possua determinante nulo:

N(AQ) -1 o (3.36)
1 L(jQ)|
Assim:
1+ N(A Q)L(jQ) =0 (3.37)

A partir da solucdo desta equacdo (3.37) a amplitude e frequéncia do ciclo limite podem ser

determinadas, condicdo facil de ser verificada usando o diagrama de Nyquist de L(jQ)

(GELB e VANDER VELDE, 1968).



44

3.2.3.1 Determinag&o grafica do ciclo limite.

Aplicando o método de andlise de ciclo limites a0 modelo de Duffing. Sendo assim, deve-se
seguir a metodologia da técnica dividindo os elementos lineares e ndo lineares da equacao de
Duffing como na Figura 3.8(a). Como se sabe, a fungdo descritiva da nao linearidade do
modelo tem a forma da equagdo (3.32), resta descobrir a funcdo de transferéncia dos
elementos lineares para que seja possivel representar a equagdo de Duffing na forma quase
linearizada da Figura 3.8(b). Assim, sendo:

I(t) = %+ 28X+ X (3-38)

Aplicando a transformada de Laplace, obtém-se:

1 (3.39)
$*+25ws + o’

L(s)=

Substituindo o operador de Laplace s por jQ, determina-se a equacdo no dominio da

frequéncia, na forma:

1 (- D) -2 (3.40)
(jQ)7 +20(jQQ)+0° (0 —Q°) +48°0°QY

L(jQ) =

Equacdo que pode ser separada em parte real e imaginaria:

RL(jO) = (3.41)
(0 —QF) +4&20°Q)
o “2jéa2
S(L(jY) = >
(a)z _Qz) A5 Y (3.42)
Aplicando-se as equagdes (3.32), (3.41) e (3.42) na (3.37), tem-se:
[N(A Q[R{L(I}+ JHL(JQ)} =1 (3-43)

Esta relagdo ¢ satisfeita quando as partes reais e imaginarias de ambos os lados da equagao
sao igualadas, o que resulta no par de equagoes:

N(A QIR{L (jQ)}]=-1 (3.44)

HL(jQ)}=0 (3-45)

Uma forma particularmente 1til da equagao (3.44) é:



45

_ 3.46
iR{L(jQ)}=W19) (3:49)

Plotando R{L(jQ)} e -I/N(A Q) no mesmo grupo de coordenadas, determina-se a

existéncia e as caracteristicas de ciclo limites na interse¢do das duas curvas. A frequéncia do

ciclo limite pode ser indicada na curva de R{L(j2)}, enquanto a amplitude pode ser aferida

no grafico da curva de —1/N(A, Q).

A determinacdo tipica de um ciclo limite pode ser vista na Figura 3.9, onde a equacdo (3.41),
do elemento linear de segunda ordem, e a funcdo descritiva estdo representadas. As setas da
figura indicam a dire¢do de aumento da amplitude, 4, em —1/N(A, Q) e da frequéncia, Q, no

lugar geométrico do elemento linear.

Para construir a Figura 3.9 utilizamos a equacdo de Duffing. Discuti-se entdo, a influéncia do
parametro linear k; na existéncia do ciclo limite. Quando este pardmetro tiver valores
negativos vemos um grafico polar como o da Figura 3.9, onde nota-se um ponto de ciclo
limite. Enquanto que, sendo k; positivo ndo se pode observar este comportamento, pois 0s
graficos nunca se encontrardo, salvo no caso do coeficiente de amortecimento também

apresentar valor negativo.

Diagrama de Nyquist
005 T T
System: G
Realk -1
0 Imag: 0.00019
. Frequency (rad/s). -0 0019
- LS 1¢19) _
~ =
I " |
x
Q F ® :
o ® -
“g 1/ X " :
= A N O A Xy
5 0> € -
= « :
= A, % :
o x
§s] x
2% Ponto de % ®
. ..k x
Ciclo Limite % %
K‘ x
Fage x ®
-0.05 L 1 M
5 1 05 0
Eixo real

Figura 3.9 - Diagrama de Nyquist com parametros & = 0.05, o, =1 e k; = 1.

Fonte: O autor (2018)
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A estabilidade de ciclo limites pode ser atestada graficamente, o argumento ¢ emprestado da
teoria de estabilidade de sistemas lineares. Se a amplitude do ciclo limite for positiva, requer
um sistema estavel onde a energia ¢ dissipada até a amplitude decair a um valor fixo.
Enquanto que, se a amplitude for negativa, requer um sistema instavel onde a energia ¢
absorvida pelo sistema até a amplitude atingir um determinado valor. Estes comportamentos

garantem um ciclo limite localmente estavel (GELB ¢ VANDER VELDE, 1968).

3.24 Anélise da resposta em frequéncia

Na &rea de analise dindmica estrutural, a técnica da resposta em frequéncia é provavelmente
uma das mais usadas para estudar as caracteristicas de sistemas ndo lineares. A técnica é
capaz de resumir a maior parte das informacdes necessarias para entender a dinamica de uma
estrutura. Além de ser uma ferramenta eficaz para identificar ndo linearidades (WORDEN e
TOMLINSON, 2001).

O estudo do comportamento da relagdo das amplitudes de entrada e saida A,/ A, ¢ da fase ¢

em funcdo da frequéncia ¢ chamado de resposta em frequéncia (FELICIO, 2010). Os
conjuntos de graficos, chamados graficos da resposta em frequéncia, juntos especificam todas

as propriedades de sistema sujeito a uma entrada harmonica. Se o sinal Xsen({t) ¢ a entrada
de um sistema e a resposta resultante ¢ Ysen(Qt+¢), entdo a fun¢do da resposta em

frequéncia sera:

3.47
H )= 5 (@] e

O método do balango harmodnico € uma das técnicas que podem ser usadas como um meio de
aproximar a técnica da resposta em frequéncia para sistemas nao lineares. No caso de sistemas
ndo lineares, a relagdo complexa entre o espectro de saida e de entrada produzird uma
componente de resposta com frequéncia diferente da de excitacdo. O balango harmonico imita
a analise simplesmente assumindo que a resposta de uma excitagdo senoidal também sera
senoidal com mesma frequéncia (WORDEN e TOMLINSON, 2001). Desta forma, admite-se

uma solucdo aproximada na forma:
X, (t) = Asen(Qt) (3.48)
Aplicando, a partir dai o método iterativo de solugdo de equacdes diferenciais, ou seja,

substituindo a candidata a solucao, (3.48), e sua derivada na equagdo de movimento, no nosso

caso o oscilador simétrico de Duffing, (3.8). A substitui¢ao produz:



—mEQY? Asen(Qat) + cQAcos(Qt) + k, Asen(Qt) + k, A’sen® (Qt) = Usen(Qt)

Usando relagdes trigonométricas fundamentais tem-se:

—mQ? Asen(Qt) + cQAsen(Qt) + k, Asen(Qt) + k, As{g sen(Qt) — % sen(3Qt)}

=Usen(Qt) cos(¢) —U cos(Qt)sen(p)
Equacionando os coeficientes sen(awt) e cos(wt) teremos as equagdes:
(—-mQ*A+k A+ % k,A*) =U cos(¢)
COA =—-Usen(¢)
Desta forma, obtém-se:
U? = A[{-mQ* +k, +%k3x ¥ +¢’0%]

Que nos fornece a equag@o de ganho ou modulo do sistema:

Al 1

U 2 3 212 22 2

[{—mQ +k1+zk3A } +c°Q°)?

A fase ¢ obtida a partir da relagdo entre as equacoes (3.51) e (3.52):

¢=tan™ mot

-mQ? +k, + j k,A?

As equagdes (3.54) e (3.55) podem ser combinadas em uma forma complexa:

AQ) =

1
k1+jk3A2 -mQ’ +icQ

Pode-se considerar como a resposta em frequéncia de um sistema linearizado:

mX +cx +k,, x =Usen(Qt)
Sendo a rigidez equivalente dependente da amplitude:

3

kg =Ko+ 5 A
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(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

Desta forma, em um determinado nivel de excitacdo, a resposta em frequéncia terd uma

frequéncia natural:
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o+ 5 kA (3:59)

m

A frequéncia natural, Erro! Fonte de referéncia nao encontrada., depende diretamente da
amplitude de saida A4 e, indiretamente, de U, amplitude de entrada. Sendo assim, se K3 >0 a
frequéncia natural aumenta com o aumento de U, e a ndo linearidade ¢ chamada dura,
enquanto que, se K3 <0 o sistema ¢ dito macio e a frequéncia natural diminui de acordo com

o aumento de U (WORDEN e TOMLINSON, 2001).

Observa-se na Figura 3.10 que para pequenos valores de excitagdo uma unica resposta pode
ser notada para qualquer Q, isto devido a tUnica raiz real da equagdo (3.53). Enquanto A
cresce, a resposta se torna mais destorcida se afastando da forma linear, o que continua até
que A atinja um valor critico, a partir deste ponto para um conjunto de valores de Q a

resposta apresenta trés solugdes reais.

2 T T T T
Legenda: : : : :
Estdvel s w e » !éu
Instdvel O OO0
15F e ................. ................. ..........
- T e e R
05t
*
D 1
0 0.5

Figura 3.10 - Grafico da resposta em frequéncia obtido a partir da equagao (3.53): (AB) Jump-Down; (CD) Jump-Up.
Fonte: O autor (2018)
Isto pode ser visto como um exemplo de bifurcagdo para o parametro 4. Estas duas solucdes

adicionais persistem até¢ um determinado valor de €, que ao ser alcancado desaparecem. A
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regido de instabilidade, em forma de quadrados, na Figura 3.10, pode ser encontrada
numericamente usando a técnica do balanco harmonico, por meio das frequéncias e

amplitudes de jump-up, de C para D, e jump-down, de A para B.

A Tabela 3.1 mostra as equagdes usadas para determinar, analiticamente, as frequéncias de
Jjump-up e jump-down e as correspondentes amplitudes de vibragdo tanto para sistemas macios
quanto sistemas duros, ambos com amortecimento viscoso linear (BRENNAN, KOVACIC, et

al., 2008).

Sistema macio Sistema duro
4 4
2 1 2 1
Frequéncia de Jump-up QO =1- 1 § : |a|5 QO =1+ E(EJS |a|§
o 2\ 2 " 2\ 2
N
Amplitude da frequéncia A - (2}3 1
. P | o 1
de jump-up |a|5
Frequéncia de Jump-down Q - L+@+ Sa )%)%
requénci ump-dow =— —
q p d JE 4;:2

Amplitude maxima de

3% )2 1))

2
A=, (O

jump-down

Tabela 3.1 - Equagdes de frequéncia e amplitude de jump-up e jump-down
Fonte: Adaptado de Brennan, Kovacic, et al (2008)
As equagdes foram calculadas usando os métodos da perturbacdo, esta técnica € bastante
precisa em prever a frequéncia de jump-up porque mesmo quando houver uma forte nao
linearidade a frequéncia de salto serd proéxima a frequéncia natural do sistema linear nao
amortecido. Entretanto, para frequéncia de jump-down a técnica apresenta resultados

imprecisos (BRENNAN, KOVACIC, et al., 2008).

Apesar das multiplas solugdes encontradas analiticamente, experimentalmente apenas uma
solucao pode acontecer por vez. Considerando uma varredura ascendente da frequéncia, uma

unica resposta existe até o ponto D da Figura 3.10, a partir deste ponto a resposta permanece
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neste ramo da solugdo, essencialmente por continuidade, até alcangarmos o ponto A4, onde o
ramo deixa de existir e a Unica solugdo possivel ocorre a partir do ponto B, este salto na

solucdo ocorre devido a descontinuidade do sistema.

Em uma varredura descendente encontramos um processo similar. Para altas frequéncias uma
unica solugdo existe até o ponto B, a partir dai, apesar das multiplas respostas, a solugao
permanece neste ramo por continuidade, o que persiste até¢ o ponto C, onde o ramo deixa de

existir e ocorre um salto para o ponto D que passa a ser a unica solugdo possivel.



4 FUNCAO DESCRITIVA APLICADA A UM OSCILADOR.

4.1 Descricdo do modelo

A fim de aplicar as técnicas geométricas discutidas no Capitulo 3, serdo usados os trabalhos
de Holmes (1979) e Moon e Holmes (1979), em suas obras, ambos utilizam o ponto de vista
qualitativo para analisar a equacdo diferencial de segunda ordem conhecido por equacdo de
Duffing. Em particular, estudam a natureza global da atragdo do movimento como resultado

de bifurcacdes.

Moon e Holmes (1979) aplicam a representa¢do de modo Unico de Garlekin para encontrar o
modelo matematico que descreve o movimento da haste do oscilador magneto-elastico. Tal
representacdo ndo causa nenhuma perda de informacdo qualitativa. Pode-se ver a aplicacéo
desta técnica, bem como a equacéo resultante, (2.17), equivalente a equacéo de Duffing, (2.1),

na subsecdo 2.5 deste trabalho.

Em seu trabalho Holmes (1979) demonstra que uma equagdo equivalente a de Duffing ¢
globalmente estavel, isto é, em tempo suficiente todas as solucdes possiveis entram e
permanecem em uma regido limitada do espago de estados (x,x). Desta forma, a equagdo

sempre tera pelo menos uma regido atratora.

Apesar de apresentarem resultados experimentais e computacionais qualitativamente
semelhantes, deve-se notar que os parametros ndo dimensionais usados nos dois trabalhos sdo
diferentes. Enquanto Holmes (1979) usa os parametros: y = 0.045,F = 0.28,02 = 0.84;
Moon e Holmes (1979) utilizam como parametros os valores: y = 0.0036, F = 0.035,2 =
0.89. Aqui, os parametros encontrados no artigo de Moon e Holmes (1979) serdo usados.
Entdo, a equacdo (2.17) sera representada como um sistema autébnomo com x; = X; X, = X €

t=0.

a3

= X2
X, - 17 % — 14 x? —0.0036x, +0.035c05(0.896) 4.1)
6=1

4.1 Anélise do Plano de Fase

Verifica-se 0 comportamento das trajetorias no plano de fase linearizando o sistema em torno

dos pontos de equilibrio. Neste caso, onde k; é positivo e ks negativo o ponto trivial sera
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ponto de sela, enquanto a estabilidade dos pontos fixos néo triviais depende dos valores de k;
e do coeficiente de amortecimento. Como o coeficiente de amortecimento é positivo e menor
que o termo de rigidez linear, existe autovalores complexos conjugados com parte real
negativa. Desta maneira, 0s pontos de equilibrio ndo triviais sdo focos estaveis na forma da
Figura 4.1 (KOVACIC e BRENNAN, 2011).

Figura 4.1 - Plano de fase para o caso de 0 < 0.0036 < k.

Fonte: Adaptado de Kovacic e Brennan (2011)

Para iniciar a andlise do plano de fase do modelo 4.1 observando a se¢do 3.1.2 que inicia o
estudo usando o método direto de Liapunov. Como dito a estabilidade do modelo esta
associada a energia dissipada, para examinar tal condicdo usamos a funcdo de energia
potencial (3.14).

V- 09, 09, (*2)

Determinam-se, entdo, os pontos de equilibrio do sistema, por meio da equagao (3.17):
Xy = 0; X, = +1 4.3)

Logo, pode-se encontrar o grafico da fungdo de Liapunov, Figura 4.2:
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Fungfo de Lyapunov comkl =- 0.5 ek3 =05

Figura 4.2 - Poco de potencial duplo do modelo, k; =-0.5 e k; = 0.5.

Fonte: O autor (2018)
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A Figura 4.3 comprova a relacdo entre a funcdo de Liapunov e as trajetorias no espaco de

estados. Vé-se que 0os minimos de energia potencial estdo localizados nos mesmos lugares das

bacias de atracdo que englobam os pontos criticos fora da origem (x,x) = (£1,0).

Considerando o sistema do oscilador magneto-eléstico, ao aplicar uma forca periddica

moderada, a haste se movimenta entre as bacias de atracdo de maneira aparentemente cadtica.

A posicdo dos imas interfere na quantidade dos pontos criticos, 0 que resultaria em uma
mudanca qualitativa da estabilidade destes (MOON e HOLMES, 1979) sinal claro da
presenca de bifurcacdes no sistema.
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;': .r ) 05k P ) \ \
! / e - e AN
|II N\ - / / |
| N / l
[ L e |
(. . y / |
L | M T 1 ! |\“ L 1 L L Loy
N T los A 03, 1.0 1.9
L] \ |
\ y 4 . \“\ |
VoL / ™ \\ Yy,
N 05t N — /
N N e -
\ y
e 10} -

Figura 4.3 - Espago de fase do modelo com diferentes condices iniciais.

Fonte: O autor (2018)
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4.2 Bifurcacéo

Como visto na subsecdo 3.1.3 a alteracdo qualitativa causada pela variacdo de parametros,
neste caso quanto & localizacdo e estabilidade dos pontos fixos, é creditada a um fenémeno
chamado bifurcacdo. Na Figura 4.4 nota-se que enquanto o parametro k; aumenta,
subitamente, aparecem diferentes solu¢des qualitativas. Na imagem observamos o nimero de
solucBes dobrarem até atingir o caos. O que demonstra uma caracteristica do oscilador de
Duffing, a tendéncia a um comportamento caotico. Mais a frente sera analisada a existéncia

de bifurcacdes no dominio da frequéncia.

X Diagrama de

Bifurcacao >

...............................

Figura 4.4 - Diagrama de Bifurcacéao.

Fonte: O autor (2018)

Aqui, analisa-se o caso do sistema livre e em equilibrio estatico, desta forma, velocidade e
aceleracdo sao nulas, bem como ndo existe atuagdo de forca externa, x =X = F = 0.
Entretanto, o resultado ¢ similar ao apresentado no trabalho de Moon e Holmes (1979), onde
os autores observam o fendmeno da bifurcacdo. Em seu trabalho os autores demonstram que o
movimento de haste se concentra em uma ou outra bacia de atra¢do, dependendo dos

parametros iniciais.

Aumentando a energia do sistema as bacias de atracdo sdo esticadas e, finalmente, se

intersectam. Desta maneira, a solugdo do sistema vaga erraticamente entre as bacias antes de
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ser atraida para uma delas. As duas bacias correspondem aos ramos da bifurcacdo e ocorrem
simultaneamente. Ao continuar aumentando a energia inicial do sistema, bifurcagdes
continuam a ocorrer, consequentemente, o movimento da haste ndo ¢ mais atraido a uma
orbita periodica, mas tende a vagar caoticamente entre os pontos criticos, indicando a
ocorréncia de uma bifurcacdo global, alterando a topologia do sistema. O que pode ser visto
na Figura 4.4 nos altos valores de k; quando multiplas solugdes coexistem e a haste se

movimenta entre elas.

4.3 Funcdo Descritiva

O método de aplicacdo da funcdo descritiva, discutido na subsecdo 3.2, serd aqui empregado
tanto para entender fendmenos periddicos como o ciclo limite, quanto para caracterizar o
comportamento do modelo estudado. A abordagem a ser utilizada sera a da funcdo descritiva
para entrada senoidal. Seguindo o método da secdo deve-se representar o modelo (4.1) na
forma de diagrama de bloco, separando a n&o linearidade do sistema e realocando-a como
uma realimentacéo, como na Figura 3.6. Antes, define-se a funcdo descritiva que representa a

ndo linearidade.
4.3.1 Definindo a funcdo descritiva

Por defini¢do a fungdo descritiva substitui a ndo linearidade do sistema por um ganho
aproximado, aplicando o conceito de fun¢do de transferéncia a ndo linearidades. Seguindo o
método da secdo 3.2.2 deve-se considerar a entrada do elemento ndo linear, N(4,2),
essencialmente senoidal na forma y = Asen(Qt). Desta maneira, define-se N(A) de acordo a
equacdo (3.27). Aplicando as relagdes algébricas de (3.29) a (3.31), determina-se a fun¢do
descritiva (3.32):

N(A Q) =3A% 4.4)

4.3.2 Aplicando a transformada de Laplace

Antes de executar o método de andlise de ciclo limites, usando, para isto, a no¢do da funcao
descritiva, ¢ necessario encontrar a funcao de transferéncia do elemento linear por meio da
transformada de Laplace:

I(t) = X+0,0036% —0,5x 4.5)

Ap0s a aplicagdo da transformada:
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1 4.6)
s? +0,00365-0,5

L(s)=

Substituindo o operador de Laplace s por jQ, determina-se a fungdo de transferéncia do
elemento linear no dominio da frequéncia. Seguindo a logica da equagdo (3.40), pode-se
separar em parte real, equacdo (3.41); e, imagindria, (3.42), da fungdo de transferéncia. Por
meio da relagdo (3.43) observa-se que a parte imaginaria da equagao deve ser nula, enquanto a
parte real sera usada para estudar a existéncia e as caracteristicas de ciclo limites a partir da

equacao (3.46).

Assim, pode-se representar o sistema (4.1) na forma de um diagrama de blocos como o da

Figura 4.5 com a funcdo descritiva:

1 - 4

L) s 47—
£ +0,00365-0,5

N(4.Q)= 3&*%

Figura 4.5 — Diagrama de blocos da fun¢ao descritiva.

Fonte: O autor (2018)

4.3.3 Caracterizando ciclo limite

A fim de determinar a existéncia de ciclo limites neste sistema, aplica-se a equagéo (3.46).
Como definido na subsecao 3.1.4 ciclo limites sdo orbitas regulares periddicas que atraem ou
repelem todas as trajetorias do sistema. Fazendo uso da técnica da fungdo descritiva, pode-se
caracterizar os ciclo limites por meio do método do diagrama de Nyquist, que, como ja

mencionado, ndo pode ser diretamente aplicado em sistemas néo lineares.

O gréafico de L(j©2) intercepta o lugar geométrico de —1/N (4, 2) apenas na parte negativa do

eixo real e, sendo o grafico do elemento ndo linear, no plano complexo, correspondente
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apenas ao eixo real, pode-se afirmar que os graficos apenas se tocam se k; for menor que zero.
Desta maneira, pode-se encontrar a amplitude e frequéncia do ciclo limite e estudar seu

comportamento tanto de modo analitico quanto geométrico.

Fazendo: 2 = © — G(j 2 > o) = 0; enquanto que sendo 2 =0- G( 2 - 0) = 1/w?.

Sendo k1 = @,”. Desta forma, podemos encontrar a amplitude aproximada do ciclo limite.

—}{\I(A,Q)zG(jQ=O)—>—%A2=%1—>A=@ @.7)

Sendo k; = -0.5, temos que a amplitude aproximada do ciclo limite: A = 1.155. Construindo
os modelos matematicos com o auxilio do software Matlab, determina-se o valor aproximado
da amplitude, por meio de uma analise geométrica, observando as caracteristicas do ponto de
interse¢do das curvas. A Figura 4.6 mostra o ponto de intersecdo com amplitude aproximada

A = 2, e frequéncia aproximada de 2 = 0.0013.

-

10" Diagrama de Nyquist
_I' T L) L)
. System: L
x X aAx L(jQY) Real: -2
x Imag: 2.03e-05
“lx Freguency (rad/s): -0.00141
= - =
” :
= -
x . -
-1/ " x :
S N(AL) Rx :
. .
= :

Eixo imaginario

Eixo real

Figura 4.6 - Diagrama de Nyquist para o sistema da Figura 4.5.

Fonte: O autor (2018)

A partir da Figura 4.6, pode-se, também, atestar outra caracteristica do ciclo limite, sua
estabilidade. Fazendo: A =oc - —1/N(4,2) =0; enquanto que sendo A=0 -
—1/N(A4,2) = . As setas no grafico de —1/N (4, 2) mostram a tendéncia de crescimento

da amplitude, indicando que o ciclo limite € estavel.



58

4.3.4 Resposta em frequéncia

A resposta em frequéncia € o estudo da relacdo entre as amplitudes de entrada e saida, e da
fase em funcdo da frequéncia. Em sistemas nédo lineares, como 0 nosso, a relacdo complexa
entre os espectros de saida e de entrada produz uma componente de resposta com frequéncia
diferente da inicial. A funcdo de resposta em frequéncia pode ser encontrada na subsecao
3.2.4, equacdo (3.47).

A Figura 4.7, construida a partir da equacdo (3.53), mostra a resposta em frequéncia do
sistema (4.1). Nota-se que, assim como a equacdo, o grafico, a partir de uma frequéncia
critica, apresenta trés solugdes possiveis. Sendo assim, a resposta do sistema tende a uma das
trés possiveis solucdes, dependendo das condices iniciais do problema.

A andlise de estabilidade revela que uma das solugdes reais € instavel, (WORDEN e
TOMLINSON, 2001) e apenas duas solucdes irdo ocorrer na pratica (WILMSHURST,
ELLIOTT e GHANDCHI-TEHRANI, 2015). A equacéo (3.59) mostra a dependéncia direta
da frequéncia natural do sistema quanto a amplitude de excitacdo. O aumento da amplitude
resulta no aumento do pico de ressonancia, ampliando, também, a regido de instabilidade,

representada na Figura 4.7 como quadrados.

Observando a Figura 4.7 verifica-se que o comportamento instavel esta limitado a apenas uma
pequena faixa de amplitude F = (0.7,2.5), 0 que esta de acordo com a faixa encontrada por
Holmes (1979), F = (1.08,2.45). Para F = 0 o plano de fase da Figura 4.1 se aplica, e 0
sistema apresenta um ponto de sela e dois focos estaveis. Para valores pequenos de F os focos
passam a ser orbitas fechadas em torno dos pontos fixos néo triviais, o que foi estabelecido

estudando a Figura 4.6.

Segundo Holmes (1979), ndo se sabe como a instabilidade afeta as orbitas fechadas estaveis
préximas aos pontos de equilibrio, entretanto a atracdo global do sistema é mantida. Desta
forma, nenhuma solucdo foge dos pontos fixos quando t — co. Finalmente, para valores
grandes de F ocorrerdo movimentos forcados que levardo a orbitas em torno dos trés pontos

fixos.
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Figura 4.7 - Gréafico da resposta em frequéncia obtido a partir da equacéo (4.1): (AB) Jump-Down; (CD) Jump-Up.
Fonte: O autor (2018)
Tal regido de instabilidade pode ser determinada de maneira analitica e geométrica. As
equacOes da Tabela 3.1 podem ser usadas para calcular as frequéncias de jump-up, de C para
D, e jump-down, A para B. Estes eventos, onde a resposta salta de um ramo da solugédo para

outro, séo resultado do fendmeno da bifurcagéo.

Bifurcacdes no dominio da frequéncia sdo tipicamente indicadas na existéncia de varias
solucdes, em estado estacionario, que satisfazem a equacao do balango harménico de primeira
ordem (WILMSHURST, ELLIOTT e GHANDCHI-TEHRANI, 2015). O que resulta no
fendmeno de Jump e esta diretamente relacionado com sub-harmdnicas e caos. Diminuindo a

previsibilidade do sinal de saida e podendo resultar em instabilidade em sistemas mecénicos.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou alguns principios basicos sobre dinamica de sistemas. Por meio de
uma interpretacdo qualitativa foi possivel investigar uma variedade de comportamentos
tipicos de problemas néo lineares. Aplicando técnicas de analise geométrica como a funcéo
descritiva e o plano de fase, estudou-se um sistema fisico analisando os fendbmenos associados
as caracteristicas do movimento que foi descrito matematicamente pelo modelo desenvolvido

pelo engenheiro alemédo Georg Duffing.

Para empregar alguns métodos de analise tipicamente usados em sistemas lineares como a
técnica de Nyquist e a funcdo da resposta em frequéncia, aplicou-se a funcdo descritiva na
equacdo de Duffing. Assim, foram construidos modelos matematicos e, a partir da simulagédo
destes, foi possivel examinar a natureza do sistema fugindo das complicacfes impostas pelos
métodos analiticos. As caracteristicas qualitativas obtidas pelos métodos geométricos e por
computacdo condizem com os trabalhos tedricos usados como referéncias. O comportamento
do oscilador magneto-elastico observado apresenta sensibilidade critica quanto a amplitude F
e frequéncia Q da forca externa aplicada, bem como, quanto a variacdo do parametro linear da

forca restauradora.

Enquanto a amplitude F muda, o seguinte fendmeno ocorre: Quando F =0 0 sistema
apresenta um ponto de sela trivial e dois focos estaveis atuando como bacias de atracdo. Desta
forma, a solucdo possivel tende a um dos dois pontos fixos estaveis. Assim sendo, observa-se
experimentalmente, segundo (MOON e HOLMES, 1979), que apenas uma solucdo ocorre. O
ponto de sela persiste inalterado para qualquer valor de F, enquanto o comportamento das
bacias de atracdo muda de acordo com as alteragdes de F.

Para pequenos valores de F, F < 1.1, ciclo limites estaveis aparecem em torno dos pontos
fixos ndo triviais que se sustentam até que F atinge valores medianos, 1.1 < F < 2.5, quando
ocorrerem bifurcacdes e surge um comportamento aparentemente instavel, dentro deste limite
0 movimento da haste oscila entre as duas bacias de atracdo antes de tender a uma delas,
podendo ocorrer mais de uma solucdo. Para determinados valores de F nesta regido de
instabilidade o oscilador apresentard um movimento aparentemente cadtico. Assim como no
trabalho de Moon e Holmes (1979), observou-se que quando F > 2.5 o sistema apresenta um

comportamento em torno dos trés pontos de equilibrio.
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Assim, sem que fosse necessaria a construcdo do protétipo, foi possivel observar o
comportamento do oscilador com uso da técnica da funcdo descritiva. Observaram-se as
caracteristicas qualitativas da dindmica do sistema, apresentando, para isso, uma base teorica
matematica do desenvolvimento da técnica, bem como, a forma como o oscilador foi
modelado, a partir da aproximagdo de Galerkin com um Unico grau de liberdade,

representacéo esta, que produziu resultados sensatos.

5.1 Sugestbes para trabalhos futuros

Como continuagdo deste trabalho, pode-se realizar o desenvolvimento de um protétipo do
oscilador magneto-elastico, para assim, desempenhar experimentos praticos, a fim de,

observar o comportamento real do sistema.
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