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Resumo

A simulagdo de matrizes de correlagdes aleatdrias representa uma ferramenta de extrema
relevancia em diversas dreas do conhecimento, capaz de abrir caminho para andlises
estatisticas mais robustas e aprofundadas. Neste estudo, foi proposta uma comparagdo
entre diferentes métodos empregados para a geragdo de tais matrizes, com um foco
particular no modelo CM-generator. O objetivo era avaliar a capacidade de diversos
métodos em gerar matrizes de correlagdes que oferecam resultados de alta qualidade.
A analise mostrou que o CM-generator, ao produzir matrizes de correlagdes, alcanca
resultados altamente satisfatérios, o que evidenciou seu potencial de aplicacdo em uma
variedade de cendrios. Ao longo deste estudo, detalhes das caracteristicas das matrizes
geradas, resultados e implicagdes dos métodos analisados, foram investigados. Uma
perspectiva abrangente sobre a simulacdo de matrizes de correla¢des aleatérias foi

oferecida por meio deste estudo.

Palavras-chave: Matrizes de correlacdo aleatérias; CM-generator; pacote gencor; Onion;
C-vine.






Abstract

The simulation of random correlation matrices represents a highly relevant tool in
several areas of knowledge, capable of paving the way for more robust and in-depth
statistical analyses. This study proposed a comparison between different methods used
to generate such matrices, with a particular focus on the CM-generator model. The objec-
tive was to evaluate the ability of different methods to generate correlation matrices that
offer high-quality results. The analysis showed that the CM-generator achieves highly
satisfactory results when producing correlation matrices, which evidenced its potential
application in various scenarios. Throughout this study, details of the characteristics of
the generated matrices, results, and implications of the analyzed methods were investi-
gated. This study offered a comprehensive perspective on the simulation of random
correlation matrices.

Palavras-chave: Random correlation matrices; CM-generator; gencor package; Onion;
C-vine.
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1 Introducao

Em situagdes nas quais existe o interesse no estudo de uma populagdo qualquer,
em geral, um volume de dados acerca do assunto é coletado com o intuito de descrever
o seu comportamento e/ou compreender as rela¢des entre os aspectos caracteristicos
desta populacdo. Cada varidvel dessa populacdo de interesse traz em si uma informagéo
a respeito de um determinado aspecto da populacdo estudada. Quanto maior a varia-
bilidade maior a abrangéncia de informacdo contida nesta varidvel. Numa avalia¢do
extremista, se a varidncia é nula, a referida varidvel ndo apresenta nenhuma informagao

a respeito do fendmeno em si.

As matrizes de correlagdo representam valores que mensuram a associagdo entre
pares de variaveis aleatérias. Uma matriz de correlacdo com dimensdo n representa o
efeito de correlagdo entre pares para um conjunto de n varidveis aleatérias. Do ponto
de vista matemadtico, uma matriz de correla¢do é sempre simétrica, com todos os seus
elementos pertencentes ao intervalo [—1,1]. Além disso, a matriz possui diagonal

principal unitéria e é positiva semi-definida, ou seja, sem autovalores negativos.

Uma 4rea especifica das investigagOes estatisticas, denominada andlise mul-
tivariada demanda recorrentemente matrizes de correlacdes de variados formatos e
estruturas, que sejam capazes de descrever algum efeito especifico de correlacionamento.
A capacidade de produzir, de forma aleatoria, matrizes de correlacdo com estruturas
especificas é de fato valiosa nesse meio. Especificamente, a possibilidade de obter matri-
zes de correlagdo cujas proporgdes para determinadas intensidades de correlagdo sejam
controladas, pode ser primordial para a validacdo de resultados.

Os estudos de andlise multivariada remetem para aplica¢des das mais variadas
areas de estudo, tais como aplica¢des no mercado financeiro ou mesmo em procedi-
mentos de teste comuns na drea da satide. Estes estudos comumente conduzem para a
necessidade de geracdo de matrizes de correlacdo com caracteristicas validas, porém es-
pecificas. A literatura cientifica apresenta metodologias computacionais para a geragao

de matrizes de correlacdo com propriedades matemadticas validas.

Particularmente, um aspecto importante associado as matrizes de correlacdo
remete aos seus autovalores. O efeito de variabilidade inerente a cada uma das varidveis
que compde um determinado conjunto de varidveis pode ser definido através dos
autovalores da matriz de correlacdo. Investigacdes nessa dire¢do sdo recorrentes nas

investigacoes de andlise de componentes principais.

A andlise de componentes principais esté relacionada com a descri¢do do efeito

de covariancia. Em geral, os objetivos centrais estdo na redugdo da dimensao prévia do



2 Capitulo 1. Introdugdo

banco de dados sob andlise. Dado um conjunto composto por k varidveis, a variabilidade
inerente a esse conjunto somente pode ser explicada por k componentes principais.
Entretanto, uma significativa parcela dessa variabilidade pode ser explicada por um
namero menor de componentes ¢ < k. As técnicas de componentes principais tem
grande aplicabilidade em investiga¢gdes com anélise de regressao multipla (em casos

com multicolinearidade), andlises fatoriais, andlises de agrupamento, entre outras.

O propésito deste estudo remete em avaliar técnicas difundidas para geragdo
de matrizes de correlacdo especificas no que concerne aos autovalores das matrizes
geradas.

1.1 Objetivos

O propésito deste estudo é comparar a qualidade na geracdo das matrizes de
correlacdo por meio de diferentes métodos computacionais, com énfase especial no
método CM-generator. O interesse é qual dos métodos oferece um resultado estatisti-
camente mais significativo na geracdo das matrizes de correlacdo. Este propésito serad
conduzido com a considerac¢do de propriedades matematicas relevantes das matrizes de
correlacdo, particularmente seus autovalores. Além disso, sera realizada uma anédlise de-
talhada e comparativa entre todos os métodos abordados, com intuito de compreender

as diferencas e identificar as vantagens e limitagdes de cada abordagem.

1.1.1 Objetivos Gerais

¢ apresentacdo de uma revisdo da bibliogréfica sobre os métodos para geragao de

matrizes de correlacdo aleatéria;

* descri¢do sobre a importancia dos autovalores associados a uma matriz de correla-

¢ao;

¢ condugdo de diversos experimentos de simulacdo aleatéria com interesse na

verificagdo dos autovalores gerados;

* apresentacdo de resultados para comparagdo entre os autovetores obtidos através

de diferentes técnicas de simulagdo de matrizes de correlacao aleatérias.

Este texto é iniciado com um capitulo introdutério que discute os aspectos de
pesquisa abordados e o delineamento prévio de objetivos a ser trabalhado. Posterior-
mente, um capitulo de metodoldgico apresenta algumas técnicas de geracdo de matrizes
de correlacdo presentes na literatura e também delimita a relevancia dos autovalores das

matrizes de correla¢do geradas. O terceiro capitulo apresenta de forma mais definitiva
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todo o conjunto de resultados alcancados. Por fim, um dltimo capitulo apresenta as
conclusoes alcancadas através dessa investigacao e também propostas de continuidade

desse estudo.






2 Abordagem do Problema e Aspectos Meto-

dologicos

O problema da geragdo de matrizes de correlagdo através de técnicas de simu-
lagdo computacional esta presente na literatura faz algumas décadas. Trata-se de um
desafiador e propositivo intuito, o desafio central é fornecer uma técncica computacio-
nal para garantir a geracdo de matrizes aleatérias que atenda aos requisitos necessarios
para ser uma matriz de correlagdo vélida. Além disso, uma preocupacdo premente ultra-
passa a validade da matriz e alcanca suas caracteristicas mais especificas. Em particular
uma dessas caracteristicas estd associada aos autovalores e autovetores da matriz de

correlagdo gerada.

Diversos estudos nessa direcdo sao encontrados na literatura, Provavelmente
o precursos deles seja o estudo de Chalmers (1975) [1]] que apresenta um algoritmo
com o intuito de gerar matrizes de correlacdo para um dado vetor de autovalores
tixo. Posteriormente diversas vertentes destes estudos emergem na literatura: Bendel
e Mickey (1978) [2], Marsaglia e Olkin (1984) [3], Holmes (1991) [4], Davies e Higham
(2000) [5]], Gosh e Henderson (2003) [6], Joe (2006) [7]], Budden, Hadavas, Hoffman e
Pretz (2008) [8], Bouchaud e Potters (2009) [9], Hardin, Garcia e Golan (2013) [10], Bohm
e Hornik (2014) [11], Hittner e Mai (2019) [12]], e Duarte, Martins e Oliveira (2023) [13]].

Dentre estes diversos métodos e aplicagdes, os estudos de Gosh e Henderson [6]
e Joe (2006) [7] possuem vasta aplicagdo na literatura. Diante disso sdo objetos de
investigagdo neste estudo ao lado do inovativo método proposto por Duarte, Martins e
Oliveira (2022) [13].

Gosh e Henderson [6] buscam gerar vetores aleatérios de uma determinada
distribuicdo, a partir da distribui¢do normal. Com isso a distribui¢do uniforme é usada
como intermedidria, ou cépula. Os vetores gerados sdo chamados NORTA (Normal
to anything), por justamente fazer o uso da distribui¢do normal na transformacéo.
Dessa forma, os dados inicialmente sdo representados por uma distribui¢do normal
multivariada, em que cada vetor linha é uma distribui¢do marginal também normal
univariada. Uma propriedade importante é que, sob normalidade desses vetores, se a
correlacdo p = 0 entdo isso implica em independéncia. A reciproca dessa propriedade
ndo é verdadeira, e isso ndo é valido para outras distribui¢des. A metodologia de geracdo

ficou nominada método Onion.

Joe (2006) [7]], em seu trabalho para geracdo de matrizes de correlagdo validas,

utiliza de correlagdes parciais e multiplas na apresentacdo de seus métodos C-vine e
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D-vine. Sdo introduzidos teoremas sobre a obtencao e utilizacdo dessas medidas de
correlacdo em um espago d-dimensional. Correla¢des parciais sdo medidas de duas

varidveis aleatérias na qual, fixado em um espago plano, tém-se a correlagéo entre elas.

O método proposto por Duarte, Martins e Oliveira (2022) [13] é denominado
CM-generator. O método baseia-se na geracdo de uma amostra multivariada simulada
da distribuicdo Normal para criar matrizes de correlacdo amostrais completas. Essas ma-
trizes atendem a todos os requisitos matematicos, como ter diagonal principal unitaria,
ser uma uma matriz simétrica e com autovalores ndo negativos. Além disso, o método
oferece um alto grau de customizagdo, possui um controle preciso da intensidade das

correlagOes entre as varidveis e da estrutura da matriz de correlacao.

A grande vantagem do método é sua capacidade de gerar matrizes de correlagao
especificas, adequadas as necessidades dos pesquisadores. E possivel definir niveis
especificos de correlacdo e propor¢des desejadas de correlagdes em cada nivel. Dessa
forma, o pesquisador tem controle total sobre a matriz de correlagdo gerada, isso
permite atender as peculiaridades das metodologias empregadas em suas pesquisas. A
construcdo do método é baseada em consideracdes matematicas que garantem o controle
da intensidade de correlagdes durante a geragdo das matrizes de correlagdo. Com essa
abordagem inovadora, o método facilita o desenvolvimento de estudos teéricos em

Estatistica multivariada além de outras 4reas.

O mecanismo de geragdo do método considera uma amostra aleatéria com n
observagdes da distribuigdo normal padrdo Z ~ N(0,1), para compor coordenadas de
um vetor Z. Além disso, define por X, uma matriz com k vetores representados pelas
varidveis aleatorias Xy, Xp, ..., X§, com X; ~ N(0, a%). Finalmente, determina a matriz
U, tal que U = X + Z = [U3, Uy, ...U;...Uy], cada elemento U; da matriz U possui por
definigdo 1 elementos, tais que cada vetorl; é tal que U; ~ N (0,1 + a?). A escolha dos

NN : o S {eg < L _
desvios-padrédo a; que satisfacam a condigéo Tarer I <a; <y/g——1garantem

correlagdes pertencentes ao intervalor (1yyer, Lupper)- As varidveis contidas nas matri-

zes Z e X sdo obtidas por mecanismos de simula¢do computacional. Nesse sentido, o
algoritmo requer o tamanho da dimensdo da matriz desejada, e as medidas de variabili-
dade necessarias. A matriz U entdo é gerada a partir dos procedimentos descritos. E
sua respectiva matriz de correlagdo (note que U é composta por k amostras aleatérias
de tamanho n) representa a matriz de interesse. Mais detalhes para fornecimento de
matrizes com niveis de correlacdo mais avangados podem ser obtidos no estudo de
Duarte, Martins e Oliveira (2022) [13].

Diversos estudos sobre a eficiéncia dos métodos podem ser encontrados na
literatura. Particularmente, estudos como comparacdes das correlagdes geradas por
variados métodos como C-vine, D-vine e Onion. Entretanto, pouco foi abordado acerca

dos autovalores associados as matrizes de correlagdo geradas por tais métodos. Como



mencionado no capitulo introdutério desse texto, este é o foco principal deste estudo.

Para tanto, vale alguma descrigdo acerca dos autovalores.

Para definir, seja T uma transformacao linear com T : X — X, dessa forma, T é
uma matriz quadrada. Seja ainda, A um valor real tal que T(x) = Ax, com x € X, em
que x é um vetor ndo-nulo. Sob estas condic¢des, A é chamado autovalor de T, e ainda x
é um autovetor de T. Existem diversas implicagdes matemadticas acerca dos autovetores

e autovalores, dentre elas a diagonaliza¢do de matrizes.

Sejam x1, x2, X3, . .., X, 0s autovetores da matriz T de dimensdo n x n. Nao é pos-
sivel garantir previamente que todos os autovetores sejam linearmente independentes,
até mesmo distintos, suponha portanto o maior subconjunto v, v, ...,y de autoveto-
res linearmente independentes, ou seja, m < n. Os vetores y1,Vs, . ..,y formam uma

base que carrega toda a informacdo necessdria para a diagonalizacdo da matriz T.

As defini¢des acerca dos autovetores e autovalores sdo também de grande rele-
vancia no ambiente estatistico. Particularmente, os autovalores associados as matrizes
de correlacdo sdo preponderantes para estabelecer a carga de variabilidade associada
com cada varidvel aleatéria em estudo. Autovalores elevados rementem para varidveis
com grande carga de variabilidade, ao passo que autovalores menores indicam menor
variabilidade. Os autovalores sdo também comumente utilizados em estratégias de

diagnéstico de presenca de multicolinearidade em investigacdes estatisticas.

Os autovalores também tem papel importante, até mesmo indispensavel, na
criacdo de modelos estatisticos. Eles sdo utilizados para avaliar a estabilidade do modelo.
A estabilidade de um modelo é a capacidade do modelo se manter consistente quando
aplicado em novos dados, um modelo é estavel quando ele ndo é muito sensivel para
pequenas alteragdes. Nesse contexto, a presenca de autovalores pequenos ou préoximos

de zero pode indicar instabilidade no modelo.

Outro ponto de extrema relevancia dos autovalores reside nas técnicas de analise
de componentes principais. Os estudos baseados em componentes principais tem foco
na reducdo de dimensionalidade e extracdo de informagdes essenciais de conjuntos
de dados multivariados. O objetivo principal da anélise de componentes principais é
encontrar um conjunto menor de varidveis, chamadas de componentes principais, que

capturam a maior parte da variabilidade presente nos dados originais.

Os autovalores tem papel fundamental na andlise de componentes principais. A
escala das varidveis sob investigacdo tem papel decisivo no procedimento. Alteragdes
de escala resultam em resultados distintos em anélise de componentes principais. Por
outro lado, este problema pode ser contornado através da execugdo do procedimento de
andlise de componentes principais baseado na matriz de correlagdes. O procedimento

matemadtico utilizado para o calculo é exatamente o mesmo. Nesse procedimento,
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as componentes principais identificadas passam a ser os autovetores normalizados
associados aos autovalores da matriz de correlacdo fornecida. Em sintese, os autovalores
de uma matriz de correlagdo constituem uma ferramenta poderosa que pode ser usada
para entender a estrutura de correlacdo dos dados, eles podem ser usados para reduzir a
dimensionalidade dos dados, visualizar os dados e também no treinamento de modelos
de aprendizado.

Um dos focos é a quantidade de autovalores maiores que 1 dentro de cada uma
das matrizes de correlacdo geradas. Os autovalores medem a parcela de variabilidade
inerente a cada uma das varidveis. Para investiga¢cdes de componentes principais, os
autovalores maiores que 1 sdo de grande interesse prético, uma vez que indicam que a
dimensao correspondente explica mais variacdo do que a média da variagdo nos dados.
Em outras palavras, ao considerar apenas as componentes com autovalores maiores
que 1, é possivel reter a maior parte da informacado de variabilidade nos dados originais

e reduzir a dimensionalidade dos dados sem perdas siginificativas de informagao.
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3.1 Procedimento Experimental

O objetivo experimental deste estudo estava diretamente associado com a qua-
lidade dos autovalores obtidos nas matrizes de correlacdo geradas por métodos de
simulagdo. Este estudo tem interesse particular nas matrizes de correlagdo geradas pelo
método CM-generator, mas também aborda os efeitos nas matrizes obtidas através de

outras metodologias.

Dada a relevancia da obtencdo de matrizes com autovalores superiores a uni-
dade, no experimento proposto, serdo analisadas 5 diferentes estratégias de geracao de
matrizes aleatérias de correlagdo. O comportamento de seus autovalores serd observado
com o propésito de destacar as metodologias capazes de fornecer matrizes de correlacdo
com uma significativa quantidade de autovalores maiores que um. Particularmente
neste estudo, além do método CM-generetor, em sua forma standard e em sua forma
customizada, serdo utilizados os métodos Onion e C-vine j& mencionados anteriormente.
Além deles, uma estratégia ndo metodoldgica que escolhe matrizes de correlagdo com
todas as correlagdes cruzadas iguais E importante observar que essa é uma técnica

bastante difundida e utilizado em estudos de simulacéo.

Todos os experimentos foram conduzidos através do software R. Os pacotes
gencor [14] <https://CRAN.R-project.org/package=gencor> e clusterGeneration
[15]<https://cran.r-project.org/package=clusterGeneration> foram utilizados na
simulacdo das matrizes de correlagdo utilizadas para o experimento. Além disso,
os pacotes ggplot2 [16] <https://cran.r-project.org/package=ggplot2>, reshape?2
[17] <https://cran.r-project.org/package=reshape2> e dplyr [18] <https://cran.
r-project.org/package=dplyr> foram utilizados na simulagdo das matrizes de corre-

lagéo.

Foram geradas matrizes com 5 diferentes dimensdes com 10, 20, 30, 50 e 100
varidveis, com 1000 matrizes com cada dimensdo. Para a matriz com correlagdes iguais,
dada uma matriz gerada pelo CM-generator, foi tomada a média entre todas as suas
correlagdes, esse valor médio foi utilizado para a construgdo da matriz com correla¢des

iguais, aqui nominada matriz média.

Os experimentos foram conduzidos em um desktop com processador Intel Core
i5-12400f, 16GB de RAM, o sistema operacional era Windows 10 Professional (versao
22H2), e a IDE RStudio também foi utilizada (versdo 2023.06.1+524).


https://CRAN.R-project.org/package=gencor
https://cran.r-project.org/package=clusterGeneration
https://cran.r-project.org/package=ggplot2
https://cran.r-project.org/package=reshape2
https://cran.r-project.org/package=dplyr
https://cran.r-project.org/package=dplyr
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3.2 Analise de autovalores obtidos para a matriz de correlacao

fornecida via CM-generator

A Figura|l|apresenta uma andlise para os autovalores de matrizes de correla-
¢do de dimensdo 10 simuladas através do método CM-generator. Foram obtidas 1000
matrizes distintas e para cada uma delas os autovalores foram ordenados de forma
crescente. O gréfico representa na linha cheia as médias dos 1000 maiores autovalores,
dos 1000 segundos maiores autovalores e assim sequenciamente. Dessa forma, a linha
cheia representa o desempenho médio em geragdo de autovalores. Os autovalores supe-
riores a 1 estdo localizados acima da linha vermelha do gréfico, que serve como linha
de corte para valores acima ou abaixo de 1. Quanto maior o niimero de autovalores
superiores a unidade maior é o ntiimero de varidveis que contribuigdo relevante em
termos de variabilidade para o conjunto de dados multivariados da matriz de correlagdo

em estudo.

.
. = = maximo

autovalor

= média

== minimo

indice do autovalor

Figura 1 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de correlagdo
de dimenséo 10.

Além disso, a matriz que forneceu o maior autovalor dentre todas as matrizes
simuladas é representada graficamente como a linha do maximo. Obviamente se um dos
autovalores for demasiadamente elevado, os demais autovalores tendem a se aproximar
rapidamente da unidade. Em outras palavras, este é o pior cendrio com respeito a
distribuicdo de variabilidade entre as 10 varidveis. Analogamente o minimo representa
a matriz cujo maior autovalores é menor dentre os 1000 maiores autovalores por matriz
obtidos.

Ao considerar o pior caso, o caso maximo, em dimensao 10 os dois primeiros
autovalores sdo superiores a unidade. J4 no caso mais favoravel, o minimo, 5 dos 10
autovalores sdo superiores a unidade. Em média, para dimensao 10, os trés maiores
autovalores foram superiores a unidade. A Figura 2|apresenta o mesmo tipo de analise
verificada na Figura 2| porém para dimensodes 20, 30, 50 e 100. O efeito é semelhante ao
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verificado para dimensdo 10, em média, 7, 11, 17 e 35 autovalores superiores a unidade,

respectivamente.

autovalor

* maximo

autovalor

= média

== minimo

= maximo
= média

== minimo

10 12 14 16 18 20 103 6 9 12 15
indice do autovalor

10+

autovalor

o

18 21 24 27 30

indice do autovalor

= méximo

= média

autovalor

= minimo

= méximo
= média

= minimo

1 5 10 15 20

indice do autovalor

——rr——

25 30 35 40 45 50 1 10 20 30 40 50

60 70 80 90 100

indice do autovalor

Figura 2 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de dimensdes
20, 30, 50 e 100.

Dada a efetiva discrepancia de ordem de magnitude do primeiro autovalor

gerado a andlise visual das Figuras|l|e[2|sofre algum prejuizo. Para uma visualizagao

mais efetiva, estes gréficos sdo apresentados em o maior dos autovalores, ou seja, a

partir do segundo maior autovalor nas Figuras 3|e

0.9+

autovalor
o
>

0.3+

0.0+

2 3 4 5 6 7 8 9
indice do autovalor

* maximo
= média

== minimo

Figura 3 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de correlagao
de dimensédo 10 sem o maior autovalor.
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Na segunda estratégia de visuali¢do é possivel confirmar com clareza os pontos
em que os autovalores, no pior e melhor caso, e também na avaliagdo média nado
conseguem mais ultrapassar a barreira da unidade. Neste ponto, as varidveis carregam

pouca informacao de variabilidade associada ao banco de dados em investigacdo.

1.00

o
=
a

* maximo * maximo

= média

autovalor
autovalor

= média

== minimo == minimo

o
@
3

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 23 6 9 12 15 18 21 24 27 30
indice do autovalor indice do autovalor

= maximo = maximo

— média — média

autovalor
autovalor

== minimo == minimo

o
I

o

o

00 20 00

2 é lb 1‘5 2‘0 25 3‘0 35 4b 4‘5 50 2 lb 2‘0 3‘U 4‘0 Sb (;U 7b Eb 9‘0 100
indice do autovalor indice do autovalor

Figura 4 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de dimensdes
20, 30, 50 e 100 sem o maior autovalor.

3.3 Analise de autovalores obtidos para a matriz de correlacao

fornecida via CM-generator customizado

O método CM-generator, como ja enunciado anteriormente, tem a opgdo de gerar
matrizes de correlacdo aleatodrias customizadas. Foi utilizada a mesma dimensionali-
zagdo experimental anterior, porém para matrizes customizadas. Foram geradas 1000
matrizes com 5 dimensdes distintas (10,20, 30,50 e 100), a customizagéo foi feita para
apresentar correlagdes da seguinte maneira: 65% das medidas de correlagdo foram
restritas ao intervalo (-0, 3;0,3), 30% das medidas de correlagéo restritas ao intervalo
(—=0,6;—0,3) U (0,3;0,6) e com 5% das medidas de correlagdo restritas ao intervalo
(=1,-0,6) U (0,6;1).

A Figura 5|representa uma andlise dos autovalores das matrizes de correlacdo

com dimensdo 10. O padrao de representacdo é o mesmo utilizado anteriormente.
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= maximo

= média

autovalor

== minimo

indice do autovalor

Figura 5 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de correlacdo
customizadas de dimens&o 10.

A Figura |§] apresenta a mesma andlise, mas novamente, para as dimensdes 20,
30, 50 e 100. O efeito é semelhante ao verificado para dimensado 10, com resultados

inferiores aos apresentados pelo CM-generator convencional.

o

* maximo = méaximo

IS

= média — média

autovalor
autovalor

== minimo == minimo

—_— L

12 4 6 8 10 12 14 16 18 20 103 6 9 12 15 18 21 24 27 30
indice do autovalor indice do autovalor

e e

15

=
)

* méaximo * méaximo

autovalor
autovalor

= média = média

== minimo == minimo

105 10 15 20 25 30 35 40 45 50 110 20 30 40 50 6 70 80 9 100
indice do autovalor indice do autovalor

Figura 6 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de correlagdo
customizadas de dimensoes 20, 30, 50 e 100.

Novamente, quanto maior o nimero de autovalores acima de 1, maior é a rele-
vancia das varidveis na explicacdo dos padrdes de correlacdo. E possivel observar que,
em comparacdo a matriz de dimensao 10 do método CM-generator sem customizagdo, o

resultado dos autovalores das matrizes geradas foi inferior, o decaimento das linhas
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que representam os autovalores é bem mais brusco que o apresentado no modelo sem
customizacgao.

De volta ao contexto da Figura 5o pior caso, com o méximo, o maior autovalor
dentre todos, fica com seus autovalores abaixo da fronteira do 1 apds o seu 2 autovalor,
a linha que representa a média tem igualmente seus 2 maiores autovalores superiores a
1.J4 a linha do minimo, que representa o melhor caso desse experimento, apresenta 3
autovalores acima da unidade.

Ao considerar a Figura 6| em seu melhor caso (o minimo), as matrizes apresentam
5,7, 12 e 24 autovalores superiores a 1, respectivamente. Ja na linha representado a
média dos autovalores das 1000 matrizes geradas para cada uma das dimensdes, para
os autovalores maiores que a unidade verificou-se, 4 para dimensao 20, 7 para dimensdo

30, 11 para a matriz de dimensdo 50 e 22 para a dimens&o 100.

Novamente, a discrepancia de ordem de magnitude do primeiro autovalor
gerado prejudica a visualizacdo das Figuras[5|e[f] Por esse motivo, os graficos foram
plotados a partir do segundo maior autovalor, isso proporciona uma visualizagdo mais
clara e facilita a observac¢do do comportamento dos autovalores. Estes resultados sdo
apresentados nas Figuras[7|e

= maximo

= média

autovalor

== minimo

2 3 4 5 6 7 8 9 10
indice do autovalor

Figura 7 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de correlagdo
customizadas de dimensido 10 sem o maior autovalor.

E possivel verificar que a amplitude entre as linhas dos casos maximo e minimo
é menor que as amplitudes verificadas na versao standard do método CM-generator. Este
estudo ndo buscava investigar esse tipo de flutuacdo e observa essa constatagdo como

um gap para investigagdes futuras nesta drea de pesquisa.
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Figura 8 — Autovalores gerados pelo método CM-generator com matrizes de correlagdo
customizadas de dimensoes 20, 30, 50 e 100 sem o maior autovalor.

3.4 Analise comparativa de autovalores obtidos para a matriz de

correlacao fornecida por variados métodos

O interesse do estudo agora é comparativo, os diversos métodos em estudo sdao

utilizados e os autovalores de suas respectivas matrizes serdo apresentados em conjunto.
Sao comparados os métodos CM-generator, CM-generator customizado, Onion e C-vine e

também a matriz média. A Figura[9|apresenta as médias entre os autovalores das 1000

matrizes geradas de dimens&o 10.
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Figura 9 — Autovalores gerados pelos diversos métodos em estudo com matrizes de
correlacdo customizadas de dimensao 10.
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As diferentes linhas de acordo com a legenda representam os autovalores para
a matriz obtida por cada método. O mecanismo para a matriz média foi construido
por meio do CM-generator, uma matriz de dimensao igual a desejada é obtida pelo
CM-generator, para a nova matriz que serd fornecida, todos os elementos externos a
diagonal principal sdo substituidos pela média das correlacdes da matriz obtida via

CM-generator e a diagonal principal é unitaria.

E possivel observar que as linhas que representam as médias dos autovalores
gerados pelos métodos Onion e C-vine apresentam valores muito préximos, quase
sobrepostos. Os autovalores apresentados pelo modelo da matriz média, representado
pela linha continua demostram ficar muito préximos ao valor 1, o maior autovalor é
superior a unidade, o menor ¢é inferior e os demais sdo praticamente sobrepostos pela

linha fixa da unidade.

E visivel que o modelo CM-generator customizado apresentou o maior primeiro
autovalor dentre todos os métodos utilizados, posteriormente apresentou um decai-
mento muito forte a partir do seu segundo maior autovalor. O método CM-generator
apresenta, em média, um primeiro autovalor inferior ao dos métodos Onion e C-vine,
porém apresenta uma declinio mais acentuado em seu segundo autovalor, os métodos
Onion e C-vine mostram um decaimento do valor de seus autovalores mais comportado,

sem quedas bruscas.

Por outro lado, o nimero de autovalores superiores a unidade entre os métodos
CM-generator, Onion e C-vine sdo bastante similares. J4 o CM-generator customizado
apresentou, em média, um ntimero consideravelmente menor de autovalores com valor
superior a 1. No entanto, é importante destacar que esse é um custo controlado, pois o
uso desse modelo é especifico para aplicagdes que requerem matrizes customizadas,
com caracteristicas tdo especificas quanto as fornecidas pelo CM-generator. Dessa forma,
o método CM-generator customizado oferece a vantagem de atender as demandas de
estudos que necessitam de matrizes altamente personalizadas e sob medida para suas

andlises e pesquisas.

Novamente essa andlise é apresentada para as dimensdes maiores deste estudo.
A Figura|l0japresenta os resultados em questdo. Os comportamentos verificados para
dimensdes maiores sdo bastante similares aos comportamentos ja observados na Figura

Opara a dimensao 10.

Outra vez, a discrepancia de ordem de magnitude do primeiro autovalor gerado
prejudica a visualizagdo das Figuras [J] e [10] Novamente os graficos também foram
plotados a partir do segundo maior autovalor em média. Como mencionado anteri-
ormente, este efeito fornece uma visualizagdo mais clara e facilita a observacao do

comportamento dos autovalores dentre os métodos em investigagao.
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Figura 10 — Autovalores gerados pelos diversos métodos em estudo com matrizes de
correlacdo customizadas de dimensoes 20, 30, 50 e 100.

Os graficos referentes as Figuras [9]e[I0[sdo visualizados sem o maior autovalor
nas Figuras[11]e[12] Apesar dos maiores autovalores dos métodos Onion e C-vine serem

claramente maiores que os fornecidos com o CM-generator e o CM-generator customizado,

é bastante visual que a quantidade de autovalores superiores a unidade entre os trés

métodos Onion, C-vine e CM-generator é sempre similar.
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Figura 11 — Autovalores gerados pelos diversos métodos em estudo com matrizes de
correlacdo customizadas de dimensao 10 sem o maior autovalor.

As comparacgdes fornecidas através dessa andlise visual suscitam a necessidade
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Figura 12 — Autovalores gerados pelos diversos métodos em estudo com matrizes de
correlacao customizadas de dimensoes 20, 30, 50 e 100 sem o maior autova-

lor.

de verificar o percentual médio de autovalores superiores a unidade que cada um dos

métodos fornece e também alguma métrica de variabilidade. Para tanto os percentuais
foram obtidos para as 1000 execugdes de simulagdo e sdo apresentados na Tabela

Tabela 1 — Tabela com média e desvio padrao para todos os métodos.

) dimensao

Método 10 20 30 50 100
Chgenerator 035130 034575 034943 035616  0.36158
(0.07283) (0.04792) (0.03573) (0.02549) (0.01567)

Chi-generator customizado 021630 020260 020490 — 021152 022630
(0.05125) (0.03048) (0.02251) (0.01484) (0.00936)

Matriy médin 046480 0.61790 056440 054416  0.63132
(0.39865) (0.43450) (0.46243) (0.47820) (0.47231)

oo 041580 040310 039966 039584  0.39367
(0.05397) (0.02900) (0.02119) (0.01316) (0.00686)

Onion 041330 040310 039877 039564  0.39378
(0.04976) (0.02935) (0.02066) (0.01334) (0.00739)

Os resultados obtidos, em uma primeira andlise foram surpreendentes. O exce-

lente desempenho da matriz média pareceu incorreto, até mesmo surreal. Apds uma

andlise mais cuidadosa, foi possivel verificar que haviam muitos autovalores superiores
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a unidade apenas marginalmente. Um efeito tdo pequeno que na verdade ndo indicaria
varidveis cuja contribuicdo no efeito de variabilidade seja de fato significativo. para
tanto, uma nova estratégia de apresentacao foi elaborada. O objetivo agora nédo seria
verificar o percentual de autovalores superiores & unidade, mas sim o percentual de
autovalores maior que 1 + ¢, com a utilizagdo de cotas € pequenas para tentar de fato

compreender este efeito.

A Tabela 2| foi construida com a utiliza¢do de e = 0.01. novamente sdo apresenta-

das a média das proporcdes e o desvio-padrao.

Tabela 2 — Tabela com média e desvio padrado para todos os métodos e ¢ = 0,01.

, dimensao
Método 10 20 30 50 100
0,32340 0,32570 0,33290 0,34376 0,35221
CM-generator

(0,07196) (0,04649) (0,03493) (0,02566) (0,01608)
0,19520  0,18725  0,19300 020124  0,21906
(0,04999) (0,02985) (0,02202) (0,01457) (0,00934)
0,23680  0,07365  0,01630  0,00866  0,00345
(0,34065) (0,22080)  (0,05466) (0,00991) (0,00476)
041220 0,40000 039677 039322  0,39052
(0,05380) (0,02899) (0,02124) (0,01318) (0,00694)
041030  0,40030 039593  0,39328  0,39071
(0,04864) (0,02899) (0,020963) (0,01329) (0,00723)

CM-generator customizado

Matriz média

C-vine

Onion

E possivel verificar que os métodos C-vine e Onion apresentam resultados bem
proximos, tanto para frequéncia média quanto em seu desvio-padrdo em todas as dimen-
sOes apresentadas, ambos com as maiores frequéncias média de autovalores superiores
a 1. O método CM-generator apresenta a terceira maior frequéncia, mas com um maior
desvio-padrao. E importante salientar que o aumento da dimensio produz alguma
queda no proporcdo de autovalores maiores que a unidade para os métodos C-vine e
Onion. Em contraponto a este fato, o CM-generator apresenta propor¢ao média de auto-
valores maiores que a unidade diretamente proporcionais ao aumento dimensional, este
é um fator bastante favoravel ao CM-generator. O CM-generator customizado apresentou

o segundo pior desempenho, uma frequéncia média abaixo dos outros modelos.

Ja o mecanismo para a matriz média apresenta resultados abaixo de um limiar
aceitdvel ao acrescentar o efeito de ¢, com o crescimento dimensional da matriz gerada
a proporcdo média cai rapidamente, como o caso extremo de uma frequéncia de auto-
valores superiores a 1 + ¢ em menos de 1% de seus autovalores para as dimensdes 50
e 100. Uma segunda investigacdo foi proposta com o aumento da cota ¢, agora, com

e = 0,025. Estes resultados sdo apresentados na Tabela
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Tabela 3 — Tabela com média e desvio padrado para todos os métodos e ¢ = 0,025.

) dimensao
Meétodo 10 20 30 50 100
0,28210  0,29760  0,30920  0,32472  0,33875
CM-generator

(0,06778) (0,04546) (0,03462) (0,02426) (0,01568)
0,16650  0,16675 0,17357  0,18778  0,20833
(0,05050) (0,02971) (0,02146) (0,01434) (0,00937)
0,05700 0,01580 0,01193  0,00788  0,00322
(0,10189) (0,02326) (0,01599) (0,00978) (0,00467)
0,40790  0,39550  0,39220  0,38908  0,38658
(0,05339) (0,02873) (0,02070) (0,01303) (0,00721)
040610 039515 039177 0,38870  0,38652
(0,04874) (0,02941) (0,02104) (0,01303) (0,00715)

CM-generator customizado

Matriz média

C-vine

Onion

Observa-se que ao aumentar o valor de ¢, ocorreu uma pequena redugdo nas
frequéncias médias e em seus desvios em todos os modelos, com exce¢do do modelo
matriz média. Apesar da queda ocorrer para todos os métodos, é possivel verificar
que o efeito é maior para o CM-generator em comparagdo aos métodos C-vine e Onion,
visto de outra forma, os autovalores gerados pelos métodos C-vine e Onion estdo mais

distantes da unidade que os gerados pelo CM-generator.
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Ao findar o objetivo deste estudo, o procedimento comparativo entre o método
CM-generator com demais métodos de geracdo de matrizes de correlagdo aleatdrias
estabeleceu claros contrapontos que evidenciam os pontos positivos e negativos entre
os métodos. Essa andlise permitiu mensurar quais dos métodos apresentam resultados
vantajosos e se mostram como ferramentas eficazes para aplica¢des praticas. Essa
comparacdo aprofundada proporciona uma base solida para a selecdo criteriosa do
método mais adequado, isso de acordo com o propdsito do pesquisador interessado.
Ao levar em consideracdo as caracteristicas especificas de cada aplica¢do e os objetivos
da pesquisa as escolhas ficardo melhor subsidiadas ap6s este estudo. Além disso, o
presente estudo, contribui para o avango e refinamento das abordagens utilizadas na
geracdo de matrizes de correlagdo, além de enriquecer o campo da andlise multivariada

e suas aplicagdes.

Dado que o método CM-generator oferece ferramentas de customizacdo das
matrizes geradas, ao confrontar os seus resultados com aqueles obtidos por métodos
mais tradicionais previamente aplicados na geracdo de matrizes, é possivel avaliar se

seus resultados atingem um patamar similar ao dos demais métodos.

Os testes realizados permitiram uma avaliagdo central das caracteristicas es-
senciais esperadas de uma matriz de correlagées, especialmente a presenca de uma
quantidade substancial de autovalores acima da unidade, o que denota fatores signifi-
cativos. Ficou claramente evidenciado que o modelo CM-generator, em sua forma nao
customizada, produziu resultados competitivos com respeito aos dos métodos C-vine e
Onion. Em contraste, o CM-generator customizado apresentou resultados ligeiramente
inferiores em comparacdo, porém, essa abordagem personalizavel demonstra seu po-
tencial notdvel em situagdes em que a adaptagdo é essencial, é importante salientar que
a metodologia customizada foi projetada para cendrios bastante especificos, em que o
custo de menos autovalores maiores que a unidade talvez seja infimo se comparado ao

maior proposito.

Como ja era claramente previsivel, a utilizagdo da matriz média exibiu o desempe-
nho mais desfavoravel dentre todos os métodos analisados. As matrizes geradas ndo se
distanciaram consideravelmente de uma matriz identidade, o que resultou em um cena-
rio que ndo reflete adequadamente as associa¢des entre as varidveis. Essa discrepancia
sublinha ainda mais a eficdcia dos métodos mais avancados, como o CM-generator, o

C-vine e o Onion.

Em suma, a capacidade de ajustar a intensidade das correlacdes entre varidveis
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e a estrutura da matriz de correlacdo de acordo com as necessidades especificas do
pesquisador é uma vantagem significativa, esse nivel de personalizacdo confere ao mé-
todo CM-generator uma relevancia especial em cendrios nos quais a andlise multivariada
exige matrizes de correlagdo sob medidas precisas. Além disso, a andlise comparativa
evidenciou que, apesar de sua abordagem mais recente, o método CM-generator, sem
utilizar customizag¢bes mais especificas, ¢ uma metodologia plenamente competitiva
com métodos mais estabelecidos. A flexibilidade de controle sobre os autovalores e a
estrutura da matriz resulta em resultados que podem ser mais diretamente aplicados a
contextos especificos, como estudos de mercado, anélises financeiras, investigacdes de

satde e outras aplicagdes multidisciplinares.

Este estudo reforca a relevancia do método CM-generator como uma ferramenta
poderosa na geragdo de matrizes de correlacdo. Uma ferramenta capaz de fornecer
resultados que ndo apenas enriquecem a andlise multivariada, mas também oferecem
insights valiosos para dreas diversas. Ao avangar em dire¢do a métodos mais personali-
zaveis e controldveis, o método CM-generator é abil para responder as demandas mais
contemporaneas de pesquisa e aplica¢do, e impulsiona o progresso cientifico e a pratica

em analise de dados multivariados.

Por fim, uma perspectiva promissora para futuras investigacdes poderia consistir
em determinar os parametros que influenciam a quantidade de autovalores acima da
unidade na matriz de correlacdo gerada. Essa abordagem busca otimizar o desempenho
do CM-generator, para um cendrio mais ideal, no qual produziria uma matriz de correla-
¢do aleatéria valida, com essa refinada adaptagdo. Dessa forma, o método CM-generator
poderia fornecer resultados ainda mais impressionantes, e consolidar sua eficicia e

relevancia.
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