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Resumo

Este trabalho apresentou o estudo de alguns conceitos de fundamental importancia nas
pesquisas de Teoria das Probabilidades em um nivel mais avangado. Esses conceitos sdo
fundamentais para introduzir o conceito de Probabilidade de uma forma axiomatica.
Esse estudo difere dos estudos de disciplinas de Probabilidade usuais em nivel de
graduacdo devido ao rigor matemdtico para abordar os conceitos. Nesta investigagdo, a
Probabilidade é definida em um espaco mensuravel, para tanto é fundamental estudar os
conceitos de o-dlgebra de eventos, as principais propriedades derivadas dos axiomas que
definem esses conceitos, a extensdo da defini¢cdo de lim sup e lim inf entre outros. Como

produto principal serd apresentada a demonstragdo do cldssico Lema de Borel-Cantelli.

Palavras-chave: Teoria das Probabilidades, G-Algebras de Eventos, Medida de Probabi-
lidade, Lema de Borel-Cantelli.






Abstract

This study presented some concepts of fundamental importance in Probability Theory
research at a more advanced level. These concepts are essential to introduce the concept
of Probability in an axiomatic way. This study differs from the usual studies of Probability
disciplines at the undergraduate level due to the mathematical rigor of approaching the
concepts. In this investigation, Probability is defined in a measurable space. Therefore it
is fundamental to study the concepts of o-fields of events, the main properties derived
from the axioms that illustrate these concepts, and the extension of the definition of
lim sup and lim inf, among others. The demonstration of the classic Borel-Cantelli lemma

will be presented as the main product.

Keywords: Probability Theory, o-Fileds of Events, Probability Measure, Borel-Cantelli

Lemma.
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1 Introducao

A Teoria das Probabilidades remete ao estudo matematizado das Probabilidades.
E possivel classificar como seu nome precursor, 0 matemaético, astronomo e fisico
francés Pierre Simon Laplace [1]. Apesar de seus estudos se concentrarem na area
da Fisica, Laplace sempre demonstrou interesse na area de Probabilidade. Laplace
apresentou resultados de raciocinio indutivo que hoje convergem para as difundidas

ideias bayesianas em seu classico “Essai philosophique sur les probabilités” [2].

Toda a Teoria de Probabilidade constitui uma ferramenta essencial para as mais
variadas areas do conhecimento cientifico. Particularmente a construgao inicial de um
arcabouco de conceitos e defini¢des é preponderante para a utilizagdo dessa teoria.
Estes conceitos usualmente sdo introduzidos para estudantes de dreas exatas e também
correlatas em nivel de graduagdo. Porém, uma maior profundidade exige um maior

nivel de maturidade matemética dos estudantes.

De uma forma mais especifica, a Teoria de Probabilidade é uma vertente bastante
difundida na drea da Matemaética. Sua aplicabilidade muitas vezes aparece na midia
televisiva, radiofonica e escrita associada com assuntos tais como: previsdo meteorolégica,
dados esportivos, dados da Economia, entre muitos outros. Investigacdes ligadas a
histéria da Matematica associam o surgimento rudimentar de andlises probabilisticas
para jogos de azar em meados da Idade Média. Particularmente existe uma tendéncia
em associar o raciocinio probabilistico com intencdo de predicdo futuristica, mas na
verdade o enfoque central é mensurar a chance de ocorréncia de resultados associados

com experimentos que tenha um cardter aleatorio.

Dentre os conceitos fundamentais da teoria de Probabilidade, encontra-se a
definigdo da dlgebra de eventos, que consiste em uma estrutura matematica adequada
para investigacdes sobre as relacdes entre subconjuntos. Este estudo tem foco central na

algebra de eventos e serd mais claramente delimitado ainda neste texto introdutoério.

1.1 Motivacao

A modelagem matemadtica de diversos problemas de interesse pratico esta
intimamente ligada com os conceitos da dlgebra de eventos. Particularmente, estabelecer
de forma clara e adequada defini¢do da 4lgebra de eventos ja é, por si s6, um objeto de
estudo que transcende o nivel de estudo em termos de graduacdo.

Dentre os diversos resultados instigantes da Teoria de Probabilidades, surge o
classico Lema de Borel-Cantelli. Este lema serd abordado com maior profundidade neste
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texto, porém vale discutir uma apresentagdo intuitiva do propésito do lema. Suponha
algum experimento de carater aleatério, e para este experimento, um resultado possivel.
Como resultado possivel, entdo existe uma chance que ele ocorra, por menor que seja
essa chance, se ela existe, e se 0 experimento for executado repetidas vezes (um ntimero

suficientemente grande de vezes). O resultado certamente ocorrerd em algum momento.

Diversas analogias ao Lema de Borel-Cantelli sdo apresentadas. Particularmente
serdo mencionadas a analogia proposta sobre a fé no Divino e a ocorréncia de gracas do
interesse do fiel, como mencionado em “A fé e o lema de Borel-Cantelli” [3], e também
a classica analogia proposta através do “Teorema do macaco infinito”. Basicamente,
uma afirmacdo de que um macaco que digite aleatoriamente por tempo infinito ira
quase certamente reescrever a obra completa de William Shakespeare. Este problema foi
apresentado de forma pioneira pelo matematico Emile Borel no ano de 1913 [4]. O Lema
de Borel-Cantelli ¢ um teorema nominado em referéncia a Emile Borel e Francesco Paolo
Cantelli.

1.2 Obijetivos

As informagdes anteriores sdo abrangentes para garantir justificativa e motivacao
desse estudo. O objetivo central deste estudo é a discussdo sobre uma parcela da concei-
tualizacdo fundamental da Teoria de Probabilidades em um nivel matematicamente
mais rigoroso. O interesse central estd no conjunto de defini¢des e propriedades de
algebras de eventos de um conjunto, o-algebras de eventos de um conjunto e medidas
em espagos mensuraveis. Com uma abordagem mais precisa acerca destes temas, o
nivel de estudos de Probabilidade se torna mais avangado que o usual em nivel de

graduacao.

Dada uma defini¢do robusta de o-dlgebra, é possivel garantir a validade de
diversas propriedades em espacos de Probabilidade, que também serdo posteriormente
bem definidos. Esse conjunto de defini¢des e conceitos é preponderante para a apre-
sentagdo do conceito de Probabilidade em uma estrutura axiomatica. E importante
ressaltar que esse nivel de profundidade de estudo ultrapassa os estudos usuais em
cursos formais de Probabilidade ao nivel de graduagdo em decorréncia de seu rigor
matemadtico. Os conceitos de lim sup e liminf entre outros, sdo conceitos de extrema
relevancia nessa natureza de estudo. Como alvo central desse estudo, o interesse é
habilitar estudantes na compreensdo de teoremas base do estudo mais rigoroso de
Probabilidade, além disso prover capacidade de estabelecer provas da validade destes
teoremas. Com caso particular dessa aplicabilidade, o Lema de Borel-Cantelli sera
enunciado e uma demonstragdo serd apresentada com a utilizacdo desse ferramental de

defini¢des probabilisticas no presente estudo.
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1.3 Organizagao

O capitulo introdutério delimita o problema alvo de estudo. Apresenta motiva-
¢des e justificativas para seu desenvolvimento. Os objetivos de estudo sdo definidos e a
estruturacdo deste texto é relatada.

O segundo capitulo apresenta o ferramental matemético necessario para esse
estudo. As defini¢des preliminares, as propriedades imediatas e outras decorrentes sdo
discutidas. Uma vasta discussdo acerca da aplicabilidade das dlgebras de eventos para
descrever experimentos aleatérios, por meio da construgdo de espagos amostrais e seus

respectivos eventos.

O terceiro capitulo enuncia o cldssico Lema de Borel-Cantelli e apresenta uma
demonstracdo baseada na aplica¢do das defini¢des anteriores. Por fim, um capitulo final
apresenta conclusdes desse estudo.






2 Fundamentacao Teodrica e Metodol6-
gica

A fundamentagéo tedrica e metodoldgica para um estudo dessa natureza passa
inicialmente por estabelecer o conjunto inicial de defini¢des necessarias para a con-
ceitualizagdo da Teoria de Probabilidade. O suporte centra dessa conceitualizacdo é o
classico livro “Probabilidade: Um Curso em Nivel Intermediario” [5] e também o livro
“Probabilidade - Notas de aula” [6].

2.1 Definicdes para um Modelo Probabilistico

O conceito de experimento aleatério é bastante relevante para a introdugao
das defini¢des preliminares. De uma forma intuitiva, qualquer experimento que ao
ser realizado repetidas vezes sob as mesmas condi¢des ndo garantidamente fornece

exatamente os mesmos resultados é dito ser um experimento aleatorio.

Exemplo 2.1. Suponha a realizagio do experimento de langar uma moeda e verificar a face que
cai voltada para cima. Nio é possivel garantir qual serd o resultado antes da realizagio desse
experimento, e mesmo langando a moeda nas condigdes aparentemente idénticas, é possivel obter
resultados diferentes. Portanto esse é um experimento dito aleatorio.

Em um experimento como o descrito anteriormente, o instinto mais natural é
esperar ocorréncia de cara ou coroa, e que cada um desses resultados tenha a mesma
chance de ocorrer. Alguém poderia questionar a possibilidade da moeda ficar em pé,
mas é um resultado tdo improvavel que ndo vale a pena considerar no experimento.
Suponha a seguinte situacdo, uma pessoa propde a outra uma aposta que consiste em
jogar uma moeda, se o resultado for cara ou coroa o proponente recebe dessa pessoa
mil unidades monetdrias, e caso a moeda caia em pé, o proponente pagard cem mil
unidades monetdrias. Alguém aceitaria tal proposta? Provavelmente ndo, pois a intui¢do
é suficiente para observar a chance de o resultado ndo ser cara ou coroa é completamente
desprezivel. Por isso usualmente é atribuido 50% de chance de o resultado ser cara e
50% de chance do resultado ser coroa.

Exemplo 2.2. Considere o experimento do langamento de um dado equilibrado e a observagio do
resultado em sua face superior. Claramente este é também um experimento aleatério, pois em
cada realizagdo desse experimento é possivel obter um resultado diferente do anterior ou nio. Nio
é possivel predizer com total certeza qual serd o resultado do experimento, o que é possivel fazer é
atribuir uma probabilidade para cada um dos resultados possiveis.
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Ao considerar o conjunto () = {1,2, 3,4, 5, 6} como os resultados possiveis, e a
informacdo de que o dado é equilibrado, o mais natural é atribuir probabilidade de
1/6, para cada um dos resultados possiveis. O conjunto () é usualmente denominado
espaco amostral do experimento, e qualquer subconjunto de (2 é chamando de evento
aleatorio. Para este exemplo é possivel elencar alguns eventos aleatérios como segue,
A = {1}, Ay = {2}, A3 = {4,5}, Ay = {2,4,5} entre outros. Para maior clareza, uma
definicdo mais cuidadosa de espaco amostral e também de evento aleatério serdo

apresentadas.

2.1.1 Espaco Amostral e Evento

Considere algum experimento aleatério de interesse, seja () um conjunto com-
posto por todos os resultados possiveis para o experimento aleatério. Usualmente o
conjunto (2 é dito ser o espago amostral do experimento aleatério de interesse. Usual-
mente os eventos aleatérios sdo representados por letras maitsculas do alfabeto latino.

Barry James (2002) [5] propde um exemplo interessante para o assunto.

Exemplo 2.3. Suponha escolher ao acaso um ponto em um disco de raio unitdrio centrado na
origem do sistema de coordenadas R?. O conjunto Q de todos os resultados posstveis desse
experimento pode ser representado por QO = {(x,y); x> + y*> < 1}, ou seja, o circulo unitdrio
centrado na origem.

Definicdo 2.1 (Evento). Qualquer subconjunto do espago amostral Q) para um dado experimento
aleatdrio é dito ser um evento em ().

Exemplo 2.4. De volta ao Exemplo 2.3, é possivel elencar alguns eventos para esse experimento:
A = {conjunto dos pontos tais que a distdncia entre o ponto escolhido e a origem é menor que
0,5}. Para este exemplo, o conceito de atribuigdo de probabilidade ganha uma nova roupagem.
Tanto o espago amostral quanto o conjunto A sdo conjuntos nio enumerdveis. Ainda assim
parece razodvel atribuir probabilidade ao evento A através da razdo entre a drea do circulo que

corresponde ao evento A e a drea do circulo que corresponde ao espaco amostral ().

O

Figura 1 - Imagem representativa para o Evento A e Espaco Amostral Q).
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Problemas como o descrito nos Exemplos 2.3 e 2.4 fez com que a Teoria das
Probabilidades tivesse que ser bem fundamentada com base na teoria dos conjuntos.
Em muitas situagées é possivel definir subconjuntos desse espaco amostral cuja area
ndo esteja bem definida, e portanto, para esses conjuntos ndo seria possivel atribuir
uma medida de Probabilidade de forma eficaz. De outra forma, é preciso conhecer
para quais subconjuntos de () é possivel definir uma medida de probabilidade. Para
isso, o conhecimento de conceitos de dlgebra de eventos e de o-dlgebra de eventos é de
fundamental importancia. Para colaborar com a defini¢do de Evento, algumas defini¢oes

subjacentes sdo colocadas.

Definic¢ao 2.2 (Evento Certo). Um evento composto por todos os elementos do espago amostral

), ou seja, o préprio Q) é dito evento certo.

Definicao 2.3 (Evento Impossivel). Um evento cujo subconjunto de () associado seja @

(conjunto vazio) é dito um evento impossivel.

Definic¢ao 2.4 (Evento Elementar). Um evento é dito elementar quando o subconjunto associado

a ele contém apenas um elemento w tal que w € Q).

2.1.2 Algebra de Eventos

Definicdo 2.5. Seja Q) um conjunto ndo vazio. Uma classe ¥ de subconjuntos de Q) é chamada
de Algebra de Subconjuntos de Q), se satisfaz os axiomas Ay, As e As:

Aq: Qe 77,'
Ao: se A € F entdo A € F, em que A é o complemento de A com respeito i O;

Az: se AcFeBeF entioAUBe F.

O axioma A; garante que se ¥ é uma algebra de subconjuntos de (), entdo (2
obrigatoriamente pertence a ¥. J4 o axioma A; afirma que para um conjunto qualquer
pertencente a dlgebra de subconjuntos ¥ entdo seu complemento também pertencente a
algebra de subconjuntos ¥ . Por fim, o axioma A3 garante que a unido de dois conjuntos,
pertencentes a dlgebra de subconjuntos # necessariamente pertencerdo a algebra de

subconjuntos ¥ .

Estabelecidos os axiomas A4, Ay e A3, algumas propriedades decorrentes podem

ser enunciadas e provadas:

P1: se F é uma algebra de subconjuntos de (), entdo @ € F;
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P2 se F é uma éalgebra de subconjuntos de () e A1, Ay, ..., Ay € F, tem-se que
n
U Ai S ‘7'-;
i=1

P3: Se £ é uma dlgebra de subconjuntos de () e A1, Ay, ..., Ay € F, tem-se que

ﬁ A;j € F.
i=1

Prova (P1). O axioma A garante que Q € F, além disso, é ficil ver que Q = @, por fim, o
axioma Ay garante que Q = @ € F. O

Prova (P;). O axioma As garante que A1 U Ay € F. Suponha como hipétese de indugdo
que B= (A{UAU...UA,_1) € F. Novamente, o axioma Az garante que BU A, € F.
n

Diante disso, o principio da indugdo matemdtica é suficiente para garantir que U A €F.

i=1
O

n
Prova (P3). Seja x um elemento qualquer tal que x € ﬂ A; € F, isso implica que x € A;, Vi €

i=1

n
{1,2,...,n}. Por outro lado, x ¢ Zi, Vie(l,2,..,n}, logox ¢ UZZ', Vi€ (1,2,..,n}, ou seja,

i=1
n J—
o

.Como x €

n n .
| )4

i=1

n
A; € F, isso garante que ﬂ A; C
1 i=1

1=

n
A;
i=1

n
Agora, seja x um elemento qualquer tal que x € , isso implica que x ¢ U A;. Diante

i=1

disso, x ¢ Zi, Vie(l1,2,..,n}, ousea, x € A, Vi € {1,2,...,n}. Portanto, x €

n
C ﬂAi-
i=1

n

n
Aj, isso

i=1

n

)7

i=1

garante que

Dos dois resultados obtidos, A; C Zi C

n
Aj, é possivel afirmar que,

i=1 i=1

n
Como Ay,..., Ay € F, através do axioma Ay e da propriedade P, U Zi € F, e novamente por
i=1

n
A;
i=1

meio do axioma Ay,

n n n
€ ¥ . Entretanto, ( Zi] - mAi, ou seja, ﬂ A €F. O
i=1 i=1

i=1
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Um exemplo interessante para construcdo de &dlgebras de subconjuntos é o
conjunto das partes. Seja (2 um conjunto e ¥ o conjunto das partes de () entdo ¥ é uma
algebra de eventos de ().

Exemplo 2.5. Seja () = {1, 2} edefina F como o conjunto das partes, entdo F = {{1},{2},{1, 2}, @}.

Exemplo 2.6. Seja () = {a,b,c} e defina novamente F como o conjunto das partes, entdo
F = {la}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, 2, 1),

Exemplo 2.7. Seja ) = IN =1{0,1,2,.. .}, defina F = {A C INJA é finito ou A é finito }
Note que () = IN € ¥, agora seja A um evento em ¥, ou seja, A € ¥, entdo A é
finito, ou A é finito, ou seja, isso implica que A também estd em .

Agora, suponha A,B € ¥, se A e B sdo finitos, entdo A U B é finito e portanto
AUB € F.Jéase A é finito e B infinito, entdo B é finito, o que implica que A N B ¢ finito e

entio ANBEF, o0 que garante que ANBeF,ou seja, AUB € . O resultado é analogo

se A é infinito e B finito. Por fim, se A e B sdo infinitos, entdo A e B sdo finitos, portanto

AN B é finito e entdio AN B € F, 0 que garante que ANB € ¥, ou seja, AUB € F.
Isso garante que ¥ é uma élgebra de eventos.

E fécil ver que nos dois exemplos anteriores, ¥ satisfaz os axiomas Aj, Ay e As.
Uma pergunta natural seria possibilidade de estender o axioma A3, para um conjunto
infinito de ntimeros enumerdaveis. Quando isso acontece surge o que é denominado por

o-dlgebra de eventos.

Definic¢do 2.6. Uma classe ¥ de subconjuntos ndo vazios de () é chamada de o-dlgebra de
subconjuntos de (), se satisfaz os axiomas Ay, Aa e A%:

A QeTF;

Ao: se A € F entdo A € F, em que A é o complemento de A com respeito i O;

se A, e FVnell,2,.. .} entdo UA” eF.

n=1

Ao observar as defini¢des de dlgebra e o-dlgebra, é possivel observar facilmente

que toda o-algebra é uma 4lgebra. Entretanto, nem toda algebra é uma o-algebra.

Exemplo 2.8. Seja () um conjunto, entdo ¥ = {@, ()} é uma o-dlgebra.

Essa o-dlgebra é dita ser a menor o-dlgebra de eventos de ().

Exemplo 2.9. Seja Q) um conjunto e A um evento tal que A C Q, entdo F = {A, A, @,Q)} é
uma o-dlgebra.
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E possivel produzir um exemplo de uma élgebra que nio é o-algebra.

Exemplo 2.10. Agora serd construido um exemplo que volta para a estrutura do Exemplo 2.7
que foi provado como dlgebra. Seja O = N = {0,1,2,...}, defina ¥ = {A C N|A é finito ou A
é finito }.

Defina A, = {2(n—1)} com n >0,assim A; = {0}, Ay = {2}, A3 = {4}, Ay =1{6},...,
que sdo conjuntos finitos, portanto Vn,A, € F. Se ¥ for de fato uma o-algebra, a

UA” = AjUAPUA3U--- € ¥ e consequentemente ou A = UA” é finito ou

n=1 n=1

(o]
B = (U An) é finito pois essa é a condicdo para pertencer a . Entretanto, A é

n=1
claramente o conjunto dos pares, logo B é o conjunto dos impares, ambos infinitos,
oo

Como nem A e nem B sédo finitos, A = U Ay ¢ ¥, e como consequéncia F ndo pode ser
n=1
uma o-algebra.
Uma decorréncia quase imediata do axioma Aj para uma o-dlgebra ¥ ¢ a

proposigdo seguinte.

Proposicao 2.1. Seja ¥ uma o-dlgebra de subconjuntos de () tal que A1, Az, As, ... € ¥ entdo

ﬂ A; eF,
n=1

Prova. Como A1,A3,As,... € F, entdo 21,22,23, ... € . Consequentemente U Zi eF.

n=1

[(0¢] [(o¢] o0 [(0¢]
Assim com U A; € F. Uma vez que U A; = ﬂ Aj, isso implica que ﬂ A eF. O
n=1 n=1 n=1 n=1
Ao adentrar os conceitos associados a o-dlgebra, as sequéncias de eventos passam

a ter papel importante e algumas defini¢des se tornam importantes.

Definicado 2.7. Seja Ay, Ay, A3, ... uma sequéncia de eventos na o-dlgebra ¥, a sequéncia é
monétona nio-decrescente se A, C Ap+1 Yn € N usualmente denotado por A, T. Da mesma
forma, A1, Az, A3, ... uma sequéncia de eventos na o-dlgebra F é monétona nio-crescente se
An D Aptq Yn € IN usualmente denotado por A, |.

Ainda ao abordar sequéncia, os conceitos de limite superior e limite inferior

emergem também.

Definicao 2.8. Seja A1, As, A3, ... uma sequéncia de eventos na o-dlgebra ¥, o limite superior

da sequéncia de eventos é dado por limsup A,;, = A
q p n_)oop n ﬂ U j

n=1 j=n
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Isto na pritica significa que o limsup A, é o conjunto dos elementos de () que pertencem
a um niimero infinito dos Ay, ou seja, é possivel observar o lim sup A, através do conjunto
{Ay, ocorre infinita vezes).

Observe que como A1, Ay, A3z, ... € F entdo U A; € ¥, assim como U A €F,

UA € ¥, bem como UA € ¥ . Portanto ﬂ UA € ¥, ou seja, 11msupA €F.
i=3 j=n n=1 j=n

Por conveniéncia, é usual indicar esse limite por limsup A;, o termo n — oo
fica implicito. De uma forma mais intuitiva, o evento lim sup A, é o evento {A,, ocorre

infinitas vezes}. Esse fato se confirma pelo seguinte raciocinio, se w € limsup A;, entdo,

é fato que w € U Ay Yn. Como w € U Ay, entdo w € Ay, para algum ki. Além disso,
k=n k=1

U Ay, entdo w € Ay, para algum kr > ki. Novamente, w € U Ay, entdo

k=ki+1 k=ky+1
@ € Ay, para algum k3 > k. De forma sequencial, é possivel obter uma sequéncia

crescente de inteiros positivos k1 < k; < k3 < ..., dependente de w, tal que w € Ay, Vn.

Dessa forma, w pertence a um ntimero infinito dos A;,’s. Reciprocamente, se w pertence

a um namero infinito dos A,’s, entdo w € U Ay Yn de modo que w € limsup A,,.
k=n
Isto leva a conclusdo de que w € limsup A, se, e somente se, w pertence a um
numero infinito dos A;,. Por isso a notagdo usual lim sup A, = {A, ocorre infinita vezes}.
E importante destacar que o evento “A, ocorre infinita vezes” é o evento “ocorréncia
de um ntimero infinito dos A,’s”. Cada A, ocorre ou ndo, portanto é importante nao

compreender como infinitas ocorréncias de, por exemplo, A;.

Definicdo 2.9. Seja A1, As, A3, ... uma sequéncia de eventos na o-dlgebra F, o limite inferior

da sequéncia de eventos é dado por liminf A, = U ﬂ Aj.
n=1 j=n
Isto na pritica significa que o liminf A, é o conjunto dos elementos de () que pertencem a

todos 0s Ay, a partir de um certo valor n. E possivel observar o liminf A, através do conjunto
{Ay, ocorre para todo n suficientemente grande}.

Note que como A, Ay, A3,... € ¥, entdo através da Proposicdo 2.1 é visivel

0]

que ﬂ Aj € F ¥n € N. Por definicdo de o-dlgebra, a unido enumerével de elementos

j=n

de uma o-algebra pertence a prépria o-algebra. Diante disso, U ﬂ Aj € F, ou seja,
n=1j=n

liminfA, € F.
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O evento liminf A, também tem uma interpretagdo bastante intuitiva como

o limsup A,. O liminf A, é o evento “ocorréncia de A, para todo n suficientemente

o0
grande”. Para tanto, note que w € liminf A, se, e somente se, w € ﬂ Ay para algum
k:no
np = np(w), ou seja, w € Ag para todo k suficientemente grande, ou seja, k > ny.

Usualmente os estudos mateméticos denominam os eventos em o-dlgebra por
conjuntos mensurdveis. E o espaco definido por uma o-algebra e um espago amostral

(Q, ) é dito ser um espago mensuréavel.

2.1.3 Probabilidade

De posse da defini¢do de espaco mensuravel, o conceito de medida precisa
também estar definido, serd apresentada uma defini¢do geral de medida e posteriormente

uma defini¢do de Probabilidade.

Definicao 2.10. (Medida) Seja & uma o-dlgebra, uma fungio u definida ¥ que toma valores em

R, com u(@) =0, com u(A) > 0VA € F eainda com u UAi = Z u (A;) para qualquer
i=1 i=1

sequéncia enumerdvel de conjuntos A; em ¥, disjuntos dois a dois, é dita ser uma medida em F .

Neste estudo, o interesse central estd na defini¢cdo especifica da medida de
Probabilidade.

Defini¢do 2.11. (Medida de Probabilidade) Seja (Q), ) um espago mensurdvel, e P uma fungio
de ¥ — [0, 1]. Uma fungio P que atende esta definicio é dita ser uma medida de Probabilidade
e satisfaz os sequintes axiomas:

Air P(Q) =1;

Ap: se Ay, Ay, ..., disjuntos dois a dois, entdo P (U Aj;

[o¢]

= ZP(Ai).

i=1

i=1

Estabelecida a medida de Probabilidade, algumas propriedades podem ser

enunciadas e provadas:

P1: P(@) = 0;

P se A1, Az,...Ay € F,com AiNA; = @, Vi # jcomi,j € {1,2,...,n} entdo
n n

Jai|=) P

i=1 i=1

P3: se A € F, entdo P(Z) =1-P(A);

P
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Py seAeBET,entéoP(AﬁE) = P(A)-P(ANB);
Ps: se AeBeF, entaioP(ANB) = P(A) + P(B)—P(ANB);
Pe: se A,BeF e A C B,entdo P(B—A) = P(B) —P(A).

Prova (Pq). Considere o conjunto QU@ U...U®, note que () = QU@ U...U @, portanto
P(Q)=P(QU@U...U). Como QU@ = @ entio Q) e @ sio disjuntos. Isso garante que

P(Q)=P(Q)+P(®)+P(2)+..., donde decorre que P (QQ) — P (Q) = ZP(@) =
como0 < P (@) <1,entio P (@) =0. B O
Prova (P,). Considere uma sequéncia de eventos dzs]untos tazs que A; = @, Vi > n, ou seja

Api1 =Apgo = = ©. Nesta situagdo, vale que U A = UAI’ portanto,

i=1 i=1
OAi:OAi:P OAZ' (OAZ]
i=1 i=1 i=1
o[ U
i=1

1
= i P (A;) logo,
i=

=P(A1)+...+P(Ay) + P(Ays1) + P(Aps2) +....

Através do axioma Ay, P

o0

)

i=1

P

Agora com a propriedade P1, P
i=1

OAi = Xn:P (Az) |
i=1 i=1

Prova (P3). Observe que AU A = ), portanto:
P(Q) =P(AUA)=P(A)+P(A)=P(Q)-P(A) =P(A)=1-P(A). O

i :P(A1)+...+P(An)+0+0+...:P(OAi}

entdo P

Prova (P4). Sejax € A, se x € B entdo x € AN B, caso contririo, se x € Bentdo x € ANB.
Diante disso, se x € A, entdo x € (ANB) U (ANB), ou seja, Ac (ANB) U (ANB).

Sejax € (ANB) U (ANB), entdo x € (AN B) ou x € (ANB). Isso garante que x € A, ou seja,
AD(ANB)U(ANB).

Portanto A = (AN B) U (AN B), note ainda que (ANB) N (ANB) = @ pois BNB = @. De
posse dessa igualdade, note que P(A) = P(A N B) + P(A N B) por meio da propriedade P,, logo
valeaigualdade P(A) —P(ANB) = P(ANB). O

Prova (Ps). Como verificado na prova da propriedade Py, A = (ANB) U (AN B). Analogamente
B = (ANB) U (AN B). Diante disso, AUB = (ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB), ou
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seja, AUB = (ANB) U (AN B) U (AN B). Observe ainda que (ANB), (ANB) e (ANB)
sdo disjuntos dois a dois. Com estes fatos, P(AUB) = P [(A U E) U (Z N B) U(AN B)] por
meio da propriedade Py, P(AUB) = P (A U E) +P (Z N B) + P(A N B). Agora, através da
propriedade Py,
P(AUB) =P(A)-P(ANB)+P(B)-P(ANB)+P(ANB)
= P(A) +P(B) - P(ANB).

O

Prova (Pg). Observe que B— A = ANB, como A C B, entdo B = AU (AN B). Note que
AN (ANB) = @, entdo pela propriedade Py, P(B) = P(A) + P(ANB) = P(A) + P(B—A).
Isso garante que P(B—A) = P(B) — P(A). |

Ao admitir a existéncia de probabilidades em uma determinada o-dlgebra ¥ de
eventos. Portanto, sob a suposi¢cdo de uma medida de Probabilidade que para todo
evento A € ¥ associa A ao namero real P(A) entdo é possivel estabelecer a classica
defini¢do axiomdtica de Probabilidade proposta por Kolmogorov [7].

Definicdo 2.12. Seja ¥ uma dlgebra e Q) um espago amostral com Q) € F, entdo:

A1: P(A) >0, YA eF;

A P(Q)) =1;

Az se Ay, Ay, ..., Ay € F disjuntos dois a dois, entido P

E possivel observar os axiomas Ay, A3 sdo 0s axiomas da defini¢do 2.11, ou seja,
a definicdo geral de medida de Probabilidade. Ao considerar a defini¢do 2.12, o0 Axioma
Az é usualmente denominado por aditividade finita e a definigdo anterior é vélida para
¥ como uma &lgebra de eventos. Porém, para ¥ como uma o-algebra de eventos, o

axioma A3 pode ser remodelado para:

[oe]

Ja

i=1

(0]

=Y P(A).
i=1

O axioma A define a o-aditividade, adequada para o caso em que ¥ € uma

Aé: se Ay, Ay, ... € F disjuntos dois a dois, entao P

o-algebra. Dessa defini¢cdo decorre a Proposicdo que afirma que a validade do axioma

A’ implica na validade do axioma As3.

Proposicao 2.2. Se a medida de Probabilidade P é o-aditiva, entdo P é finitamente aditiva.

Essa proposicdo nada mais é que a propriedade P, provada para a defini¢do de

geral de Probabilidade apresentada através da defini¢do 2.11. Ao definir a medida de
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probabilidade, voltaremos as sequéncias de eventos em o-dlgebra para enunciar uma

outra propriedade de suma importancia, a “continuidade no vazio”.

P7: Seja Ay, Az, A3, ... uma sequéncia de eventos na o-dlgebra ¥, se esta sequéncia

decresce para o vazio, ou seja, A, | @, entdo P(A,) — 0.

Prova (P7). Observe que se a sequéncia Ay, Az, A3, ... decresce para o vazio A, | @, entdo
(o0]

An D Ay, Yn, ou seja A1, Az, As, . .. decresce, e ﬂ A, = @ eentio P(A,;) — 0. O

n=1
Além disso, outra propriedade relevante é a continuidade da medida de Probabi-

lidade.

Ps: Seja A1, Az, A3z, ... uma sequéncia de eventos na o-dlgebra ¥, se A, T A, entdo vale
que P (A,) T P(A),se A, | A.Entao P (A,) | P(A).
Prova (Pg). Suponha que ocorra A, | A, ou seja Ay, D Ay+1 Vne ﬂ Ay = A. Dessa forma,

n=1
P(An) = P(Ap41) e (A —A) | @, isso implica que P (A, — A) — P(@) = 0. De acordo
com a propriedade Py da continuidade no vazio, como A C A, entdo P (A,) —P(A) —» Oe
{P (An)},»1 € ndo-crescente, logo P (A,) | P(A).

Por outro lado, agora suponha que ocorra A, T A, ou seja Ay, C Apyq Vne U A, =A,
n=1
com isso A, | A. Logo, P(ZH) l P(Z), ou seja, 1 — P (A,;) | 1—-P(A), donde segue que

P(Ay) T P(A). O

2.1.4 Espaco de Probabilidade

De posse do claro conceito de espago amostral (1), da defini¢do de 4lgebra de
eventos e o-dlgebra de eventos, e ainda de medida de Probabilidade, é possivel definir
um espacgo de Probabilidade.

Defini¢do 2.13. Um espago de Probabilidade é um trio (Q), F, P), em que:

i. Q) é um conjunto ndo vazio;
ii. ¥ éuma o-dlgebra de eventos de ();

iti. P é uma medida de Probabilidade na o-dlgebra de eventos F .
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3 O Classico Lema de Borel-Cantelli

O nivel de rigor e profundidade para apresentagdo das defini¢des anteriores é
por si s6 material condizente para a profundidade necesséria esperada em um Trabalho
de conclusdo de curso de graduacdo em Estatistica. Por outro lado, uma discussdo
costumeira cerca a necessidade/validade de investigar assuntos tdo abstratos quanto
os descritos. Para os afeitos as investigagdes na drea de Probabilidade a resposta é
quase imediata. Pouquissimo da teoria existente, que fornece enorme subsidio ao
funcionamento das mais avangadas técnicas estatisticas, e também de boa parte das
mais rudimentares técnicas estatisticas, ndo poderia ser validado do ponto de vista

matematico.

Em virtude disso, este estudo apresentard uma aplicacdo deste conhecimento
através da prova de validade de um classico teorema de Probabilidade, o conhecido
Lema de Borel-Cantelli.

3.1 Lema de Borel-Cantelli

Teorema 3.1. Sejam A1, Ay, ... eventos aleatérios em (Q, F, P), ou seja, A, € F Vn.

i. Se Z P (Ay) < oo, entiio P (A, infinitas vezes) = 0;
n=1

ii. se Z P (Ay,) = oo, eainda os Ay’s sio independentes, entdo P (A, infinitas vezes) = 1.

n=1

Antes mesmo de provar a validade do Lema de Borel-Cantelli, vale ressaltar que

o item (ii) ndo vale necessariamente sem independéncia. Por exemplo, seja A, = A ¥n,

em que 0 < P(A) < 1. Entdo Z P (A;) = o0, mas o evento {A, infinitas vezes} = A, e
n=1
portanto P (A, infinitas vezes ) = P(A) < 1.

Prova (item 7). se Z P (A;) < oo, entio Z P (Ax) — 0 quando n — oo. Entretanto, {A,

n=1 k=n
infinitas vezes} C UAk Vn, logo P (A, infinitas vezes) < P UAk < ZP(Ak) - 0.
k=n k=n k=n

Portanto, P (A, infinitas vezes ) = 0. O
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Prova (item ii). Neste ponto, para garantir a validade do resultado, basta provar que

P(U,‘:’:n An) = 1 Vn, isto porque {A, infinitas vezes } = ﬂ UAk, que é a intersecdo
n=1k=n
de uma quantidade enumerdvel de eventos, todos com probabilidade um. Portanto, trata-se de

uma interse¢do que também tem probabilidade um.

n—+m
Para garantir tal fato, seja B, = UAk, entdo B, contém os eventos U Ay para
k=n k=n
n—+m n—+m
todo m, e ainda, En - U Al = ﬂ Zk. Diante disso, para todo m, é vdlido afirmar que
k=n k=n
n—+m
1-P(B,) = P(Ba) <P| [ ) Al
k=n
n+m n—+m n—+m
Dada a independéncia dos A,’s,1—P (By,) < [ﬂ ) H P Ak H [1-P (Ap)].
k=n

n+m n+m
Comol—p <ePpara0 <p<1,entio,1-P(B,) < He‘ (A —exp{ ZP Ay }—>O

k=
n—+m !
quando m — oo. Isso ocorre pois Z P (Ayx) — oo quando m — oo. Portanto P (B,) =
k=n
1Vn. O

E possivel observar que o vasto conjunto de defini¢des matematicas estabelecidos
no Capitulo 2 foi o ferramental necessério e suficiente para garantir a validade do lema
de Borel-Cantelli. Decorre ainda do lema o coroldrio a seguir.

Corolario 3.1. Considere uma sequéncia de ensaios binomiais independentes com probabilidade
pn de sucesso para o n-ésimo ensaio. Seja X, = 1 se o n-ésimo ensaio é um sucesso, X, = 0 se o

an:oo]:l,

n=1

n-ésimo ensaio é um fracasso. Entdo, é fato que se Z Pn = 400, entdo P

n=1

por outro lado, se Z pn < o0, entio P Z Xy < oo|= 1. Em outras palavras,

n=1 n=1
oo
) E Pn < 00 = ocorre um niimero finito de sucessos, quase certamente;
n=1
oo
° E pn = 00 = ocorre um niimero infinito de sucessos, quase certamente.
n=1

Prova. Seja A, 0 evento “sucesso no n-ésimo ensaio”, de outra forma, o evento [X,, = 1], entdo
P (Ay) = pn e 0s Ay sio independentes.
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Pelo lema de Borel-Cantelli, Z pn < c0 = P (A, infinitas vezes ) = 0 e também,

n=1
(o)

Z pn = o0 = P (A, infinitas vezes ) = 1. Entretanto, o evento {A,, infinitas vezes } é o evento

n=1
“um nmiimero infinito de sucessos entre todos os ensaios” e ainda, o complemento do evento {A;

infinitas vezes } é o evento “apenas um niimero finito de sucessos entre todos os ensaios”. Portanto,

(ee]
0 evento (A, infinitas vezes } € o evento Z Xy = 003 e o complemento do evento {A,, infinitas
n=1
(0]
vezes } é 0 evento Z X, = 003, |
n=1

Diante disso, voltamos ao cldssico exemplo do Teorema do macaco infinito
mencionado na introdugao deste estudo. Ao colocar um macaco diante de uma médquina
de escrever, é razoavel supor que haja uma probabilidade positiva, embora reduzidissima,
dele datilografar as obras completas de William Shakespeare sem erro. Ao estabelecer
como o primeiro ensaio bem sucedido se ele realiza essa faganha, o primeiro ensaio
fracassado quando ele comete o primeiro erro. Ao final do primeiro ensaio, que
provavelmente chegard logo, dar-lhe comida (para garantir a independéncia dos ensaios)
e comecar o segundo ensaio. Continuar assim até o infinito. Pelo Corolério 3.1, com
pn = p > 0 ¥n, ha probabilidade um de que o macaco escreva as obras completas de

William Shakespeare um ntimero infinito de vezes.
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4 Consideracoes Finais

Este trabalho abordou resultados e defini¢oes classicas da Teoria de Probabilidade.
Grande parte das defini¢des e resultados sdo obtidas do classico livro “Probabilidade:
Um Curso em Nivel Intermediario” [5], principal referéncia bibliografica deste estudo.
Todavia o interesse estava em ultrapassar a compreensdo de conceitos probabilisticos
em nivel de estudo de graduagdo, o que ja configura em um objeto de trabalho bastante
ambicioso.

O conjunto de defini¢des basicas dos espacos de Probabilidade foi percorrido com
o rigor matemdtico necessdrio para este proposito. Particularmente foi dedicado cuidado
e zelo em estabelecer de forma detalhadas as defini¢des e as provas das propriedades

imediatas decorrentes.

O estudo fez uma ligagdo entre a validade do estudo destas defini¢des com o rigor
matemadtico necessario com as estratégias necessarias para validar teoremas cldssicos
do estudo de Probabilidade. Em particular, todo este conhecimento foi aplicado na
producdo de uma demonstracdo cuidados para o Lema de Borel-Cantelli.

Um dos objetivos deste estudo é atrair o foco dos estudantes de graduagdo para
a importancia das investigagdes da Teoria de Probabilidades que é suporte fundamental
para a validagdo das mais variadas técnicas estatisticas. A possibilidade de alunos de
graduacdo percorrerem este nivel de profundidade é de fato um resultado exitoso e
promissor. Um leque de novas possibilidades de estudo neste nivel fica aberto, como
por exemplo definir bem a o-dlgebra de Borel e suas aplicabilidades.
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