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RESUMO

A Covid-19 é uma doenga infectocontagiosa causada pelo virus SARS-CoV-2, que teve seu
primeiro caso registrado na cidade de Wuhan (China) e, ap6s sua réapida proliferacao em
nivel global, recebeu o status de pandemia, determinado pela Organizacao Mundial da
Satde (OMS) em margo de 2020. Nesse cenério pandémico, diversos estudos e modelos
matematicos epidemioldgicos comegaram a ser propostos para a doenca. Seguindo essa
linha, apresentamos uma varia¢ao do modelo epidemiolégico classico SIR, (proposto por
Kermack e McKendrick), conhecida como Time-dependent SIR, para descrever a dindmica
de transmissao do virus SARS-CoV-2. Temos como objetivo central o uso desse modelo
adaptado para obtermos previsoes das taxas de transmissao e de recuperacao, além das
previsoes dos nimeros de infectados e recuperados da doencga no estado de Minas Gerais,
num contexto inicial da pandemia, em que fatores como vacina, reinfeccao, dentre outros,
ainda eram desconhecidos. Além do tema central, apresentamos também importantes
conteudos da literatura, a titulo de pré-requisitos, tais como modelos matematicos bidi-
mensionais descritos por sistemas de equagoes diferenciais, regressao linear e minimos

quadrados lineares.

Palavras-chave: Time-dependent SIR, modelagem matemaética, epidemiologia,

Covid-19, ridge regression, otimizacao com regularizacao



ABSTRACT

Covid-19 is an infectious disease caused by the SARS-CoV-2 virus which first case was
registered in Wuhan (China). After its fast proliferation at a global level it received the
pandemic status, declared by the World Health Organization (WHO) in March 2020.
Several studies and mathematical models in epidemiology have been proposed for the
disease in this pandemic scenario. Following this line of study, we present a variation of the
classical SIR model (proposed by Kermack and McKendrick), known as Time-dependent
SIR, to describe the transmission dynamics of the SARS-CoV-2 virus. Our main objective
is to use this adapted model to obtain the predictions of transmission and recovery rates,
in addition to the predictions of the numbers of infected and recovered from the disease
in the state of Minas Gerais, in an initial context of the pandemic, when factors such
as vaccine, reinfection, among others, were still unknow. In addition to the main goal,
we also present important literature contents, as prerequisites, such as two-dimensional
mathematical model described by systems of differential equations, linear regression and,

linear least squares.

Keywords: Time-dependent SIR, mathematical modelling, epidemiology, Covid-19,

ridge regression, regularized optimization
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INTRODUCAO

A Covid-19 é uma doenga infectocontagiosa causada pelo virus SARS-CoV-2 (Severe
acute respiratory syndrome coronavirus 2), e sua transmissao costuma ocorrer pelo ar ou
por contato pessoal com secre¢oes contaminadas. Entre os principais sintomas da doenca

estao a febre, tosse seca e dificuldade para respirar 9.

O primeiro caso registrado da doenca foi na cidade de Wuhan, na provincia de
Hubei, China, em dezembro de 2019. Com a rapida proliferagao do virus em diversos paises
do mundo, em 11 de mar¢o de 2020, a Organizagado Mundial da Saide (OMS) declarou
estado de pandemia da Covid-19 [23].

Do advento da pandemia até os dias de hoje, foram levantadas diversas perguntas
acerca do virus e da doenca: como e o quanto o virus se prolifera e contamina outros
individuos, quais medidas diminuem a proliferacao do virus, quando o nimero de infectados
atingiria o seu pico, como identificar os individuos infectados, a existéncia de infectados
assintomaticos, a possibilidade de reinfeccao pelo virus, quais farmacos podem ser usados

contra a doenca, entre muitas outras.

Para auxiliar na busca de respostas para algumas dessas perguntas, diversos estudos
e modelos mateméticos comecgaram a ser propostos. No caso dos modelos matematicos
epidemiologicos, que descrevem a dindmica de transmissao da Covid-19, quando eles
reproduzem essa dindmica com eficicia, podem fornecer parametros de suporte e auxilio

no planejamento e implementagao de agoes no combate a doenca.

Dos trabalhos classicos sobre os modelos epidemiolégicos, o modelo SIR, proposto
por Kermack e McKendrick (1927), em que a populagao hospedeira é subdividida em trés
classes: a classe S dos individuos suscetiveis a doenca, a classe I dos individuos infectados
e a classe R dos individuos recuperados, foi escolhido para estudo neste trabalho. Nosso
objetivo principal sera o uso de uma adaptacao do modelo classico SIR para obtermos
previsoes das taxas de transmissao e de recuperacao, além das previsoes dos nameros de
infectados e recuperados da Covid-19 no estado de Minas Gerais (Brasil), num contexto
inicial da pandemia, em que fatores como vacina, reinfec¢ao, dentre outros, ainda eram
desconhecidos. Tal método adaptado é conhecido como Time-dependent SIR e esta

amplamente detalhado em [§].

Iniciamos este trabalho com um breve relato relacionando o contexto da pandemia da
Covid-19 com a educacao bésica e a formacao de professores. No Capitulo [1], apresentamos
uma revisao da teoria bésica para sistemas auténomos bidimensionais com foco na anélise

qualitativa. Através de alguns exemplos, enunciamos alguns resultados importantes da
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teoria de Sistemas Dinamicos que podem ser vistos com mais detalhes em [11].

No Capitulo 2] estabelecemos métodos numeéricos utilizados para encontrar uma
funcao que melhor se aproxima a um conjunto de dados conhecidos, como a interpola¢ao
polinomial e o método dos quadrados minimos lineares. O leitor que tiver interesse nesse

assunto poderé consultar as referéncias |14, 19).

No Capitulo |3 descrevemos o modelo Time-dependent SIR, proposto por pesqui-
sadores taiwaneses [§], que sera utilizado para a modelagem da Covid-19. Além disso,
apresentamos o método Ridge Regression, uma variacao do metédo dos quadrados minimos
lineares, que sera a ferramenta utilizada para a resolucao de problemas de otimizacao
necessarios para a obtencao das previsoes das taxas de transmissao e de recuperacao da
Covid-19. Para a obtencao da solugao 6tima utilizamos o Teorema da Decomposi¢ao em
Valores Singulares (SVD). Por fim, apresentamos um algoritmo que descreve o método de
previsao utilizado neste trabalho. Detalhes sobre o método Ridge Regression podem ser

vistos em [19], e variagoes do Time-dependent SIR poderao ser encontradas em [10].

No Capitulo [4] apresentamos os resultados numéricos obtidos para as previsoes
dos nimeros de infectados e recuperados da Covid-19, para o estado de Minas Gerais, em
diferentes periodos ao longo do ano de 2020. As simula¢oes numéricas foram realizadas
através da implementacao do algoritmo apresentado no Capitulo |3| em linguagem Octave

[17]. Finalizamos o panorama deste trabalho com as consideragoes finais.
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O Contexto da Pandemia da Covid-19 no
Ensino Basico

A pandemia da Covid-19 produziu efeitos nao apenas de ordem médica e epide-
miolégica em escala mundial, mas também impactou as areas social, econémica, politica,
cultural, historica e educacional [I6]. Uma pesquisa realizada em dezembro de 2021 pelo
Instituto DataSenado, com a finalidade de levantar informagoes sobre o impacto da pan-
demia na educacao brasileira, mostrou que, além das mudancas na rotina do dia a dia e
na sociabilidade das criancas e adolescentes, que impactam negativamente o processo de
aprendizagem dos(as) alunos(as), a principal percepgao levantada pelos participantes da
pesquisa é que os anos de 2020 e 2021 foram anos perdidos para a educacao, o que resulta

em consequéncias graves a longo prazo [15].

Com o retorno das aulas presenciais, surgiu um novo cenario educacional, que
busca recuperar o prejuizo no ensino causado pela pandemia que, além de provocar
estragos, gerou uma quantidade enorme de dados e informagoes que foram (e ainda sao)
divulgados nas mais diversas midias. Esse novo cenario propoe aos professores o desafio
de estimular o desenvolvimento de uma analise critica do estudante em relagao a essas
informagoes propagadas [7]. Esse desafio vai ao encontro da Lei de Diretrizes e Bases da
Educagao (LDB, Art. 35, inciso III), que estabelece como finalidade do Ensino Médio
“o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formagao ética e o
desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico” [5]. Nesse contexto, o
artigo [7] questiona como o professor de Matematica pode beneficiar-se da diversidade de
informacoes matemaéticas, estatisticas e de contexto sobre a pandemia e utilizé-las em sala
de aula, proporcionando aos alunos a capacidade de desenvolver senso critico, compreender

o mundo e tomar decisoes conscientes.

De acordo com [7], o contexto da pandemia nos permite “articular conceitos de
Matematica e Estatistica com outros advindos da area de Ciéncias Humanas e Sociais,
Ciéncias Naturais, Linguagens e temas transversais como satude, economia, meio ambiente,
trabalho, entre outros”, em consonancia com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN,
[6]) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, pag. 9, [4]), que apresenta 10 compe-
téncias gerais que devem ser desenvolvidas durante a Educacao Basica, dentre as quais

destacamos a sétima competéncia:

Argumentar com base em fatos, dados e informagdes confidveis, para
formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisoes comuns
que respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambi-
ental e o consumo responsavel em ambito local, regional e global, com
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posicionamento ético em relagao ao cuidado de si mesmo, dos outros e
do planeta.

Assim, como forma de atender algumas das demandas da BNCC, usando a pandemia
da Covid-19 como pano de fundo, Cazorla propde em [7] seis Casos de Ensinoﬂ, dentre
os quais destacamos: (i) Numeros absolutos e relativos, (ii) Informagoes oficiais sobre
a pandemia e (iii) Crescimento exponencial em contexto, que oferecem ao professor
ferramentas para abordar e propor reflexoes acerca de conceitos e contetidos mateméticos

e estatisticos na pandemia.

Desse modo, a pratica docente neste ambiente de pos pandemia exige do professor
um amplo conhecimento envolvendo outras areas na dire¢ao de uma organizagao interdisci-
plinar. Por isso, a interdisciplinaridade torna-se ferramenta fundamental para a quebra de
paradigmas na formagao do docente, permitindo visdes multiplas sobre a forma de pensar
um objeto de estudo, transformando a sala de aula em um espago propicio para debates e

reflexdes que extrapolam o contexto da area de formagao do professor [28].

1 “Casos de Ensino sao narrativas que mostram situacdes complexas vividas por professores durante sua

atividade docente. Trazem exemplos de como é possivel lidar com determinadas situagoes e, mais que
isso, explicitam dilemas e conflitos enfrentados por docentes ao lidar com o ensino e com seus alunos.”
(Extraido do portal < http://www.portaldosprofessores.ufscar.br/caso.jsp >.)
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1 Revisao sobre Sistemas Dinamicos

1.1 Sistemas Bidimensionais

Nos tltimos anos, muito se falou sobre o estudo de modelos epidemiolégicos. Esses
estudos investigam a transmissao de uma doenca e de seus agentes causadores e, neles,
a modelagem matematica é um dos aspectos essenciais, se propondo a descrever uma
situacgao real como um problema matematico que sera objeto de estudo e, futuramente,
serd resolvido interpretando os resultados obtidos com estes modelos numa linguagem

mais proxima da realidade [2], [TT].

Neste capitulo, discutiremos sobre os modelos matematicos bidimensionais, que

sao descritos por sistemas de equacoes diferenciais da forma:

dx
_y? = Fley) (L.1)
% = G(l‘,y),

em que x e y sao fungoes na variavel ¢, com ¢ pertencente a um intervalo aberto da reta.
Consideraremos o sistema (|1.1)) como um sistema autonomo, que é caracterizado desta
forma quando as fungoes F' e G nao dependem explicitamente da varidvel independente t,

mas apenas das variaveis dependentes z e y [11].

Para melhor compreendermos o comportamento desses sistemas, o conhecimento
de alguns outros requisitos é essencial. Apresentaremos a seguir, algumas definigoes

necessarias, que podem ser encontradas em [27].

Definigao 1.1.1 Seja A um subconjunto aberto do R%. Definimos como campo vetorial
uma aplicacio X : A — R?, de classe C*, k > 1, que associa a cada ponto x € /\, um
vetor X (x) do R

Como exemplo, observe a Figura[I] na qual esbogamos alguns vetores do campo
Y x 2
X(x,y) = , — ara (r,y) e {(x,y) e R*; —0,9<x<0,9¢e —0,9<y <
(z, ) <x2+y2 x2+y2) para (7,y) € {(v,y) y
0,9}, reduzidos em comprimento através de um fator multiplicativo de € = 0, 4.

Definigao 1.1.2 Sejam A um subconjunto aberto do R?, X : A — R?%, um campo vetorial

de classe C*, k =1, I um intervalo da reta e considere a equacao diferencial

X = X(x). (1.2)
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Figura 1 — Exemplo do Campo X (z,y) = | 55, — 53
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Fonte: o autor.

As aplicagoes diferencidveis ¢ : I — A, que satisfazem a equagao , isto €,

& _ x

p (p(t)),Vt el (1.3)

sao chamadas orbitas, trajetorias ou curvas integrais do sistema.

Vale destacar que, conforme [I1] cita, duas 6rbitas nunca podem se cruzar em um

ponto.
Definigao 1.1.3 Sejam A subconjunto aberto do R", X : A — R™ um campo vetorial de

classe C*, k = 1, o(t) = o(t,p) orbita de X passando por um ponto p, definida no seu

intervalo mdzimo, I,. Denotaremos os extremos do intervalo por I, por w_(p) e w4 (p), de
modo que I, = (w_(p),w+(p)).

Se w, (p) = o, definimos:
w(p) ={qge A:3t,, comt, —> 0 elim, ., p(t,) = q},
Se w_(p) = —o0, definimos:

alp) ={qe A:3t,, comt, > —w0 elim, o, @(t,) = q}.
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em que w(p) e a(p) sao chamados, respectivamente, de w-limite e a-limite da orbita ¢(t).

Definigao 1.1.4 Seja o(t) = ¢(t,p) uma trajetoria do campo X, no sentido da defini¢ao
que passa pelo ponto p quando t = 0, isto é, p(0,p) = p. Chamamos o conjunto
v = (¢(t,p);t € I,) de drbita de X pelo ponto p.

Definigao 1.1.5 Dizemos que uma drbita y(t), dada na equagao , com y(0) =, €
periddica, de periodo T, se X () # 0 e existe um valor t; > 0 tal que y(t1) = v(0) =y e

o periodo T € 0 menor dos possiveis valores t1 > 0.

Vejamos alguns exemplos genéricos.

Exemplo 1: A curva em vermelho na Figura [2| abaixo representa uma orbita de
um sistema autoénomo bidimensional, 7,, passando por um dado ponto p, que converge
para uma orbita fechada simples, 7,, passando por um ponto ¢, representada na figura
em cor azul. Neste exemplo, estamos considerando o intervalo maximo de vy, como sendo
I, = (=0, ). Veremos mais adiante (defini¢ao que 7y, representa um ciclo limite.
E facil ver que 4 Tepresenta o w-limite da érbita vermelha v,. De fato, seja ¢ € v,, entao
existe uma sequéncia t,, com t, — o e lim, 4 ¢(t,,p) = ¢. Para exemplos de pontos
¢ com essa propriedade, considere os pontos ¢;, g2 € g3 na figura. Entao, pela definicao
, G € w(p). Dessa forma, temos que o w-limite, para a oérbita 7,, ¢ dado por w(p) = ~,.
Quanto ao a—limite, neste exemplo conceitual e arbitrario, tal conjunto vai depender do

comportamento da orbita 7, quando ¢ — —o0.

¢

t®

Figura 2 — Orbita de um sistema auténomo bidimensional para o Exemplo 1
Fonte: o autor.

Exemplo 2: A curva em vermelho na Figura [3] abaixo representa um outro exemplo
de orbita, 7,, de um sistema autéonomo bidimensional, passando por um dado ponto p.
Vemos que 7, converge para a orbita azul da figura, representada por v, U 2 U {po}. O

conjunto {pp} simboliza a érbita constante ¢(t) = po,Vt € R, ou seja, py € um ponto
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de equilibrid!] do sistema auténomo associado. Aqui estamos novamente considerando o
intervalo méaximo de 7, como sendo I, = (—o0, ). E facil notar que v := vy U v U {po}
representa o w-limite da orbita vermelha +,, pois, novamente, observa-se geometricamente
que existe uma sequéncia t,, com t, — o e lim, 4 ¢(t,,p) = ¢, para qualquer G € v (na

figura, considere ¢ sendo representado, por exemplo, por ¢; ou gz ou py).

A visualizagdo geométrica dessa convergéncia de pontos é simples: seja r; uma
reta que passa por ¢. O ponto ¢ divide essa reta em duas semirretas, r(‘; e r;, ambas com
origem em ¢. Os pontos ¢(t,,p) convergindo para ¢ podem ser vistos através da interse¢ao
de uma dessas semirretas com a 6rbita 7,. Diferentes semirretas geram diferentes conjuntos
de pontos {p(t,, p)}, que satisfazem ¢(t,,p) — ¢, para alguma sequéncia t,, — . Veja a

figura para maiores detalhes.

Da mesma forma que foi feito o estudo para o ponto p, podemos também estabelecer
os conjuntos w-limite e a-limite de cada ponto da 6rbita v. Na Figura [3, por exemplo,

observa-se que w-limite e a-limite dos pontos ¢, g2 € py s@o todos iguais a {pg}.

Figura 3 — Orbita de um sistema autéonomo bidimensional para o Exemplo 2
Fonte: o autor.

Exemplo 3: Neste exemplo esbogamos mais um modelo de 6rbita associado a um
sistema auténomo (Figura @) Aqui, notamos que 7, tem sentido anti-horario e converge
assintoticamente para o ponto ¢. Novamente consideramos [, = (—o0, c0). Diferentemente
dos exemplos anteriores, o w(p) aqui ¢ identificado com o ponto de equilibrio ¢g. Além disso,
Se Y =71 Uy U3 U Ys U {p1, P2, D3, P4}, € facil perceber que a(p) é representado por 7,
pois, para qualquer § € v, existe uma sequéncia t,, com t,, — —o0 e lim, o ¢(t,,p) = q.

Veja na figura abaixo, casos particulares para ¢ = q4 € ¢ = ps.

Como nos exemplos anteriores, também podemos estabelecer os conjuntos w-limite

e a-limite para os pontos de . Na figura, vemos que, w(gq;) = {p;}, paratodoi =1,...,4 e

1" Um ponto p € A é dito ponto de equilibrio (ou ponto singular, ou ainda ponto critico) de X se X (p) = 0

[L1].
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a(q;) = {pi+1}, paratodo i = 1,...,3 e a(qq) = {p1}. Para finalizar, w(p;) = a(p;) = {p:},
para todo i =1,...,4.

p:1—-= o .Q] ,p2
i
Y2
U
02
Y
L
p L e
4 a3 V3 P3

Figura 4 — Orbita de um sistema auténomo bidimensional para o Exemplo 3
Fonte: o autor.

No exemplo 1, dissemos que a orbita em azul, da Figura [2] ilustra um exemplo de

um ciclo limite.

Vamos entao definir o que é um ciclo-limite. Na definigao abaixo d(p, ) representa
a distancia euclidiana entre o ponto p e o conjunto 7y e int(7y) e ext(y) representam os

conjuntos dos pontos de A = R? que sao interiores a 7 e exteriores a - respectivamente.

Defini¢ao 1.1.6 Sejam A um subconjunto aberto do R? e X : A — R? um campo vetorial
de classe C*. Uma drbita periodica v de X chama-se ciclo-limite se 3V wvizinhanca de

tal que v € a iunica orbita fechada de X que intercepta V.

Os ciclos-limite podem ser classificados em:

a) Estavel: lim; o, d(p(t,q),7) = 0, Vg € V. Neste caso as orbitas se aproximam do
ciclo;

b) Instavel: lim,, o d(¢(t,q),7) = 0, Yqg € V. Neste caso as orbitas se afastam do
ciclo;

¢) Semi-estavel: lim;_,o, d(p(t,q),v) = 0, Vg e V next(y) e limy_,_o d(p(t,q),7) = 0,
Vg € V nint(v), ou o contrario. Neste caso, as Orbitas externas se aproximam e as

internas se afastam do ciclo, ou vice-versa.

De acordo com a definig¢do (1.1.6]), o ciclo-limite, ~,, do exemplo 1 pode ser estéavel

ou semi-estavel.

Para um outro exemplo de ciclo-limite, consideremos o sistema

(:c’>:<x+y—x(x2+y2)> (1.4)
y' —z+y—y(a® +y?)
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[+

Figura 5 — Trajetorias de fase na vizinhanga de ciclos limite: (a) um ciclo limite estéavel,
(b) um ciclo limite instével, (c) e (d) ciclos limite semi-estaveis
Fonte: [24].

apresentado no Exemplo 4.1 em [11].

Conforme [3] e [11], o sistema (|1.4) pode ser escrito em termos das coordenadas

polares r e 6 como

r'=r(1—-r?), parar # 0

(1.5)
0 =1

Para r = 0, obtemos o tinico ponto de equilibrio do sistema (1.5 associado a
origem, x = 0, y = 0. Os pontos iniciais (xg,yo), de cada trajetoria serao identificados,

neste novo sistema de coordenadas por (pg, ap), em que xg = po cos () € Yo = po sin ().

Verifica-se também que r = 1, 0(t) = —t + to é uma solugao do sistema , 0
qual se identifica o circulo unitério C', orientado no sentido horario. Assim, C' representa
uma oOrbita fechada periddica do sistema . Também verifica-se que, para orbitas que
se iniciam na regido interior ao circulo C' (isto é, py < 1), elas permanecem nessa regiao
e se aproximam deste circulo quando ¢ — o e se aproximam da origem O do sistema

quando t — —o0.

Para as orbitas que se iniciam na regiao exterior ao circulo (isto é, pg > 1), elas

permanecem nessa regiao e também se aproximam de C' quanto ¢ — o0 e se aproximam de
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uma reta (assintota) radial quando t — —oo, conforme as Figuras |§| e m

y

14

Figura 6 — Trajetorias do sistema 1} O circulo 7 = 1 é um ciclo limite.
Fonte: [3]

Figura 7 — Trajetorias do sistema 1) com as assintotas radiais.
Fonte: Figura elaborada pelo orientador deste TCC em ambiente Octave em [11]

De acordo com a defini¢ao ([1.1.6)), o circulo unitario C' representa um ciclo-limite
estavel. Por fim, podemos estabelecer os conjuntos w-limite e a-limite para os pontos

interiores, exteriores e sobre o circulo C. Nalf] vemos que, a(q) = {0}, se ¢ € int(C),
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a(q) = J,seqe ext(C),a(q) = C,seqe C. Se g foraorigem O, entdo w(q) = a(q) = {O}.

Finalmente, w(§) = C, para qualquer ¢ diferente da origem.

1.2 Sistemas autbnomos lineares bidimensionais

Retornando ao sistema de equagoes diferenciais (1.1]), vamos considerar F' e G

lineares do tipo

F(z,y) =ax +by e G(x,y) = cx+dy. (1.6)
Assim, o sistema (1.1]) admite a seguinte forma matricial:
! b
x a x (17)
y ¢ d) \y
que é equivalente a
x' = Ax (1.8)

em que x = (z,y)l e A= <a b).

c d

Determinando os autovalores, o traco e o determinante da matriz A, dada pelo

sistema (|1.8)), podemos caracterizar os pontos de equilibrio do sistema, conforme a Tabela

[l Mais detalhes podem ser encontrados em [11].

Tabela 1 — Caracteristicas de Estabilidade do ponto singular de Sistemas Lineares

Autovalores tr*(A) — 4det(A) | Singularidade Estabilidade

0< A<\ <0 No6 Instavel

Al <A <0 >0 No6 Assintoticamente estavel
M <0< X >0 Ponto de sela Instéavel

A =X >0 =0 No6 proprio ou improprio | Instével

AM=X<0 =0 No6 proprio ou improprio | Assintoticamente estavel
Ma=azxbi,a>0|<0 Ponto espiral Instavel
AMg=atbi,a<0]| <0 Ponto espiral Assintoticamente estavel
AMg=atbi,a=0]| <0 Centro Estavel

Fonte: [11]

Vejamos alguns exemplos, apresentados com mais detalhes em [11].

Exemplo 1: Consideremos o sistema linear

(11
X = X,
4 1
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11
cujos autovalores da matriz A = (4 1) sa0 Ay =3 e Ay = —1.

O plano de fase do sistema linear bidimensional para este sistema é mostrado na
Figura [§| Neste caso, como os autovalores sao reais e tém sinais opostos, a origem, que é

um ponto de equilibrio do sistema, representa um ponto de sela.

il

Figura 8 — Plano de fase do sistema linear bidimensional 1 ,emque A\y =3 e A =—1
Fonte: o autor.

a

Exemplo 2: Consideremos o sistema linear

(72 1),
x_<1 _2> , (1.10)

1

-2
cujos autovalores da matriz A = ( ) sao \; = —1 e A\g = —3.

O plano de fase do sistema linear bidimensional para este sistema é mostrado na
Figura [0} Neste caso, como os autovalores sao reais negativos, a origem, que é um ponto

de equilibrio do sistema, representa um noé assintoticamente estavel.

Exemplo 3: Consideremos o sistema linear

(1 4,
x_<1 4) , (1.11)

-1 —4

cujos autovalores da matriz A = ( . .

) sao )\172 =—1+ 2:.
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[

Figura 9 — Plano de fase do sistema linear bidimensional 1' emque \; = —le)y =-3
Fonte: o autor.

O plano de fase do sistema linear bidimensional para este sistema é mostrado
na Figura [I0] Neste caso, como os autovalores sdo complexos e tém a parte real nega-
tiva, a origem, que é um ponto de equilibrio do sistema, representa um ponto espiral

assintoticamente estavel.

1.3 Sistemas autbnomos nao lineares bidimensionais

Retornando ao sistema de equagoes diferenciais ((1.1]), vamos considerar F' e G néo

lineares do tipo
F(r,y) =az +by + f(z,y) e G(z,y) =cx+dy+g(z,y), (1.12)

em que os termos f(z,y) e g(x,y) s@o os termos nao lineares.

Assim, o sistema ([1.1)) admite a seguinte forma matricial:

x _ a b T f(:c,y)
(o) () C)- G e
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/_’_\\_

===

) 1 2 3
ot
-3 )
e

Figura 10 — Plano de fase do sistema linear bidimensional 1) em que \jo = —1+21
Fonte: o autor.

lé

De acordo com [11], sistemas nao lineares descritos por (1.13) que satisfazem

x, ) x,

J@y) gy gy @Y (1.14)
@y)—00) |[(z,y)|] (@)—00) |[(z,y)|]

sao chamados de sistemas quase lineares, que, assim como os sistemas lineares, podem ter

seus pontos de equilibrio caracterizados. Para cada ponto de equilibrio, devemos encontrar

um sistema linear associado em sua vizinhanga e caracterizé-lo a partir deste novo sistema.

A Tabela [2] traz uma comparagao das propriedades de estabilidade e instabilidade
dos pontos de equilibrio de sistemas lineares e quase lineares. Mais detalhes e exemplos

podem ser encontrados em [11].

O sistema visto em ([1.4]) € um exemplo de sistema bidimensional nao linear do tipo

nE)
Y (1 1\ [z —x(z? + y?)
()= () 0)-Gen) o

em que, f(z,y) = —x(2? + y?) e g(x,y) = —y(z* + y*) e também satisfazem as condigoes
em (|1.14]).

Vejamos outro exemplo. Consideremos o sistema

N\ (10 —a? -
)= T+ o , (1.16)
Y 0 0,5/ \y —0,25y% — 0, 752y

que representa um modelo de espécies em competi¢ao. Mais detalhes podem ser encontrados

em [3] e [11].
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Tabela 2 — Caracteristicas comparativas de estabilidade de pontos singulares em sistemas
lineares e nao lineares

Neste sistema, f(x,y) = —2% —zy e g(z,y) =

condicoes em (|1.14)).

Sistema Linear Sistema Nao Linear
Autovalores - - — . : —
Singularidade Estabilidade Singularidade Estabilidade
0< X< N\ No6 Instével No6 Instével
A< Ay <0 N6 Assintoticamente N6 Assintot%camente
estavel estavel
A <0< )\ Ponto de sela Instével Ponto de sela Instével
N/ 2, . N/
AM=X>0 (? prol,)rl(? Instével © ou. Instével
ou improprio Ponto Espiral
No6 proprio | Assintoticamente N6 ou Assintoticamente
)\1 = )\2 <0 . L. , . .
ou improprio estavel Ponto Espiral estavel
A2 =a £ bi,a> 0| Ponto espiral Instavel Ponto espiral Instavel
. . Assintoti t . Assintoti t
A2 =a=xbi,a <0 | Ponto espiral SSHito }Camen | Ponto espiral PSSO }camen ¢
’ estavel estavel
. Cent :
Mao=a+bi,a=0 Centro Estéavel Centro o.u Indeterminado
’ Ponto Espiral
Fonte: [11]

—0,25y? — 0, 7Thay satisfazem as

Para a origem, que ¢ um dos pontos de equilibrio do sistema, o sistema linear

associado ¢ dado por:

()60 C)

. 1
E facil ver que os autovalores da matriz A = (

0

Y

(1.17)

)séo/\1=O,5e)\2=1.

Logo, de acordo com a Tabela (), a origem é também um no instével no sistema néao
linear ((1.16). Os demais pontos de equilibrio do sistema sao (1/2,1/2), que é um ponto de

sela, (1,0) e (0,2) que sdo nos assintoticamente estaveis. Mais detalhes, consultar [3], [T].

Para finalizar, as Figuras e apresentam o plano de fase do sistema ([1.16]).

1.4 Modelos epidemioldgicos

Muitas vezes, os sistemas bidimensionais, vistos nas se¢oes anteriores, sao muito
simples para descrever certos modelos epidemiolégicos. O modelo SIR, proposto por
Kermack e McKendrick, por exemplo, ¢ um modelo tridimensional que relaciona a dina-

mica entre as populagoes suscetivel, infectada e recuperada de uma determinada doenca
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Figura 11 — Plano de fase para o sistema
Fonte: Figura elaborada pelo orientador deste TCC em am

¥
2

1)

0h

BE

T 025 05 075 1

1.25

x

biente Octave em [11]

Figura 12 — Plano de fase para o sistema 1} A curva em preto é uma separatriz.

Fonte: [3]

infecciosa, representado no sistema (|1.18)).

g _ _B31
n
ro- L
n
R = ~I

(1.18)

em que S’, I' e R’ representam, respectivamente, as taxas de variacao da quantidade

de individuos suscetiveis, infectados e recuperados ao longo do tempo e n representa a

populacao total. Neste caso, v e § sao constantes positivas, em que [ representa a taxa
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de contato entre individuos das classes suscetivel e infectado e v representa a taxa de

individuos infectados que se recuperam da doenga [I].

Em alguns casos, podemos simplificar modelos tridimensionais para um modelo
bidimensional. No sistema , se considerarmos que a populagao total, n, seré constante
em qualquer instante ¢, isto ¢, n = S(t) + I(t) + R(t), ¢ possivel determinar o valor de R
quando S e I sao conhecidos, de forma que o sistema pode ser simplificado em um

sistema bidimensional:
S" = —pBSI
I' = BSI—~I. (1.19)
Uma vez resolvido (1.19)), obtém-se R através de R = N — S — I.
No capitulo 3| trabalharemos com uma variagdo do modelo tridimensional (|1.18)),

denominado Modelo Time-dependent SIR, apresentado em [§], em que v e § também sao

variaveis no tempo.
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2 Introducao a Interpolacao Polinomial,
Regressao Linear e Quadrados Mini-
mos Lineares

Neste capitulo, estabeleceremos métodos numéricos que permitem encontrar uma

funcao que se ajuste, como uma aproximagao, para um conjunto de dados conhecidos.

2.1 Interpolagao Polinomial

Inicialmente, vamos estabelecer métodos numéricos que permitam encontrar um

polinémio que passe por n + 1 pontos conhecidos, denotados por

(20,%0), (T1,y1), + , (Tn, Yn), cOM Tg < T1 < -+ < Tp,.

A interpolacao polinomial é um método no qual conhecemos a funcdao em pontos discretos,
isto é, conhecemos yg = f(xo),y1 = f(x1), -+ ,yn = f(z,) e queremos encontrar um

polinomio p(z) tal que p(zo) = f(zo), p(z1) = f(1), - ,p(n) = (). Neste caso, p(z)
é chamado polinémio interpolador [14].

Na Figura (13| temos uma representacao de um polinémio interpolador p(z) dos

n + 1 pontos dados.

plx)

Tn T Ta X L—1 Ly

Figura 13 — Exemplo de polinémio interpolador.
Fonte: o autor.
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O teorema a seguir nos garante a existéncia e a unicidade desse polindmio, cuja
demonstragao pode ser encontrada em [I4]. Este problema é conhecido como Interpolagao

de Lagrange.

Teorema 2.1.1 Suponha que f(x) seja uma fungdo conhecida nos n + 1 pontos, distintos
dois a dois, xg,x1,...,%,. Entao existe um inico polinémio p(x), de grau menor ou igual
an, tal que

p(z;) = f(z;),i=0,--- ,n. (2.1)

Como o polinémio interpolador se trata de uma aproximacao, é natural que erros
sejam introduzidos nesta aproximacgao. Assim, o resultado a seguir, proposto em [14], nos

da informacao sobre a medida do erro do polinémio interpolador.

Teorema 2.1.2 Seja [a,b] um intervalo que contém os pontos xg,x1,...,T,, distintos
dois a dois, e f(x) uma fun¢do com n + 1 derivadas continuas em [a,b]. Pode-se mostrar
que o erro E do polinémio interpolador p, de f no ponto x € [a,b] é dado por

f ()
(n+1)!

onde a derivada de ordem n + 1 € calculada num ponto a € |a, b].

E(x) = f(z) = pa(2) = [(& = wo)(z = 21) -~ (& — )], (2.2)

Visto que o Teorema ([2.1.1)) garante a existéncia do polindémio interpolador, apre-
sentamos a seguir uma forma de encontrar este polindémio, proposta por Newton, cujo

procedimento consiste de uma relacao de recorréncia, conhecida como diferencas divididas.
Primeiramente, vamos escrever o polinémio interpolador na forma

Pu(z) = co+cr(x—x0) + co(x—x0) (T — 1)+ -+ —z0) (T —21) - -+ (T —2ppq). (2.3)

As constantes cg, ¢, - - - , ¢, serdao determinadas através das condigoes de interpola-
¢ao, dadas em ({2.1)), com o auxilio do método algébrico de Diferencas Divididas, conforme

defini¢ao abaixo.

Defini¢ao 2.1.1 Definimos inicialmente f[xo] = f(xo). Por recorréncia definimos, para

qualquer k,

flxo,z1, -+ xp_1, g, ] = flwo, @y, wpy 2] = flro, 21, ’xk*l’xk]. (2.4)
r — T

Assim (conforme estabelecido em [I4]) os coeficientes ¢, do polinémio interpolador

podem ser obtidos por:

Ck:f[x())'rlv"')'rk]a k:O,"',TL. (25)

Existe um meio pratico de calcular as diferencas divididas obtido através de um

pequeno algoritmo (veja algoritmo 5.1 de [14]).
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2.2 Quadrados Minimos Lineares

O método dos minimos quadrados lineares (ou minimos quadrados ordinarios) ¢
uma técnica no qual queremos aproximar uma fungao f(z) por outra fungéo g(z), tomando
como hipoteses algumas informagoes sobre a forma de g(x), como por exemplo, se g(x) é

uma reta, uma pardbola, uma funcao exponencial, entre outras.

Seja f(z) uma func¢ao supostamente conhecida em um conjunto finito de pontos,
T1,T2, Ty, também chamado de malha do intervalo [a, b]. Queremos aproximar f(x)

por uma fungao g(z) da forma:

f(x) = g(x) = crpr(2) + capa(x) + -+ + Cnpn() (2.6)

em que as 1, @, -, @, sao fungoes predefinidas. Se quisermos aproximar f(z) por

polindmios, por exemplo, as fungoes ¢; podem ser os monémios x'.

O objetivo do método dos quadrados minimos é encontrar os coeficientes ¢y, co, - - - , ¢,
que nos dé a melhor aproximagao de f(z) por g(x). Para atingir esse objetivo devemos
estabelecer, em cada ponto z;, i = 1,--- ,m, o residuo (ou desvio), r(z;), entre as fungoes

f e g, definido por:

r(zi) = f(x:) —g(x:)

(2.7)
= f(xi) = [crpr(i) + capa(mi) + -+ + Cupn(s) ]

Para a determinacao da melhor aproximacao, utilizamos a minimizacao da soma
dos quadrados dos residuos em (2.7)). Para tanto, suponha f(x;), i =1,---,m, os dados
conhecidos e queremos estabelecer os coeficientes cq, ca, - - - , ¢, que nos levarao & melhor

aproximagao. Para atingir esse objetivo, devemos entao minimizar

Do) = Y (f () — gla) (2.8)

i=1 i=1

O caso visto acima representa o caso discreto. Para o caso continuo, em que f(z) é

conhecida em todo x € [a, b], &€ natural que minimizemos

b b
| e = [ ) - gt (2.9)

a a
onde, agora, f(x) e g(x) s@o supostamente integraveis em [a, b].

As expressoes (22.8)) e (2.9) representam, na verdade, o produto escalar de f — g por
ela mesma para os casos discreto e continuo respectivamente, conforme se pode verificar

pela defini¢ao abaixo.
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Definigao 2.2.1 Sejam as fungdes f(x) e g(x). O produto escalar entre elas é denotado

e definido por

< f,g>=< f(z),g(z) >= Zbi_l f(x:)g(z;), no caso discreto (2.10)
§. f(@)g(z), no caso continuo.

Assim, o problema dos minimos quadrados pode ser transformado em um problema

de minimizag¢ao do produto escalar
<r(zc),r(r;e)>=<rr>=< f(x)— Ecigoi(x), f(z) — Zcigoi(x) >, (2.11)
i=1 i=1
visto, agora, como uma funcao dos coeficientes ¢ := (¢y, ¢, -+, ¢y).
A determinacao das constantes ¢y, cs, - - - , ¢, da aproximacao definida por ([2.11))

equivale a encontrar o ponto critico da fungao

c — <r(x;e),r(x;c) >

que por sua vez, equivale a resolver, para ¢y, co, - , ¢, 0 Sistema Normal
(
(p1,01) 1 + (@2, 01) o+ + (Pn, 1) Cn = ([, 01)
{p1,p2) €1+ (02, 02) o + -+ + (P, 02) Cn = ([ p2)
X ‘ (2.12)

k<901780n> c1+ <S02a90n> Co+ -+ <S0na90n> Cn = <fa Son> .

2.2.1 Regressao Linear para o caso unidimensional

Para exemplificar a teoria vista, apresentamos a seguir um exemplo cléssico, conhe-
cido como regressao linear. Na regressao linear, queremos encontrar a reta que melhor se

ajusta a um conjunto de m pontos conhecidos, (z;, f(z;)),i=1,---,m.

Como queremos a aproximacao de f(z) por uma reta, devemos ter p(z) = 1 e
a(x) =z, de modo que

fz) = g(x) = 1 + com.

Para cada ponto x; conhecido, o residuo pode ser facilmente determinado por
r(z;) = f(x;) — 1 — cozy. Assim, para obtermos a melhor aproximagao, devemos minimizar
a funcao

(r,r) = Z(f(xz) — ¢ — cam;)?

m
i=1

Para determinarmos as constantes c¢; e ¢y, precisamos resolver o Sistema Normal

dado por (2.12)). Para isso, primeiramente devemos determinar os seguintes produtos
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escalares, conforme a definigao (2.2.1):

{¢1,01) s P11 = m
(P1,02) = (P2, 01) = it 1 = Qe Ti
(po,p2) = Xilipape = 2,7
(f,o1) = 221 flx)pr = 221 f(x:)
)

(f,p2) = Zlil flzi)py = Zﬁl zi f ().

Assim, obtemos o seguinte Sistema Normal:

mcy + Co Z:il T = 221 f(x;)
€1 2121 T+ C Z:L r; = Z:; ;i f (5).

Para ilustrarmos numericamente a regressao linear, vamos fazer o ajuste linear

para os dados da tabela abaixo, em que m = 6.

x | 0]015]031] 05 | 06 | 075
f(x) | 1,0 | 1,004 | 1,031 | 1,117 | 1,223 | 1,422

Usando os valores apresentados na tabela temos:
30 i =2,3100 S0 a?=1,2911

=1 7

Sy fli) = 6,7970 SO wif (@) = 2,8290.

Dessa forma, resolvendo o sistema:

6c1 + 2,31cy = 6,797
2,31c; +1,2911cy = 2,829

obtemos ¢; = 0,9295 e ¢y = 0, 5281, ou seja, a reta que melhor se ajusta aos pontos da
tabela acima ¢é dada por
g(x) =0,9295 + 0,5281x.

Para mais exemplos consulte a segao 5.4 de [14].

2.3 Regressao Linear para Dimensdes Maiores

Na secao anterior, apresentamos os conceitos de regressao linear e minimos qua-

drados para o caso unidimensional em que pontos de uma malha de um intervalo sao
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conhecidos. Nesta secao, apresentaremos este conceito para dimensoes maiores, em que 0s

pontos da malha sao, agora, vetores.

Considere um conjunto de dados conhecidos (z1,y1), (22, ¥2), -, (Tm, Ym), €m que
cada x; = (Ti1,Ti, - ,Tip)) € RP ey, € R, i = 1,--- ,m. Nosso objetivo é obter
constantes ¢g, 1, - - , ¢, que nos dé a melhor aproximacao de y; por g(z;), i =1,--- ,m de
forma que:

Y = g(x;) = co+ 1z + oo + -+ T (2.13)

onde g é uma funcao de R? em R. Observe que o exemplo de regressao linear visto na
secao ([2.2.1)) corresponde, aqui, ao caso em que p = 1.

Para atingir esse objetivo, estenderemos aqui o caso discreto do método visto na
secao ([2.2). Para tanto, definimos os vetores

Yy = (y17y27 T >ym)T € g = (g('rl)?g(xQ)? e 7g(xm))T

Assim, de maneira similar, o residuo entre y e g é definido por
r=r(c)=y—g=(—9@), 92— 9(x2), -, Ym — glzm))".

De acordo com o método dos minimos quadrados, devemos encontrar constantes

€, C1, ** , Cp qUEe minimizem

= () = D~ 9, (214

2
em que || - ||o representa a norma euclidiana.

Para simplificar nossa abordagem, vamos particularizar o problema para o caso em
que p =2 e m = 4. Assim, cada vetor z; = (x;1,7;2)T € R i =1,--- ,4 e o conjunto de
dados conhecidos ¢ (x1,91) = (211, %12, ¥1), (T2, Y2) = (T21, T22,Y2), (¥3,y3) = (31, T30, Y3)

e (24,y1) = (Ta1, Ta2, Ya)-
A aproximacao que queremos obter é da forma
Y = g(ﬂfz) = Cy + C1T;1 + CaZio, 1= 1, s ,4. (215)

Em termos matriciais:

g(xq) Co + 111 + Ca%12 1z 20 .
0
g(x2) Co + C1X21 + CoZoo 1 xo1 o
g = = = |- (2.16)
g(z3) Co + C1T31 + CaT32 1 @31 x32 .
2
g(z4) Co + C1T41 + Co%yo 1 xy a9
Definindo
1 x11 w2
1 “
Toy T
X = Ao e c=lal, (2.17)
1 @31 32
C2
1 zy a0
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o vetor g pode ser reescrito como
g = Xc (2.18)

e o residuo
r(c) =y— Xc. (2.19)

As formulas (2.16)), (2.17)), (2.18)) e (2.19)) foram desenvolvidas para o caso particular

em que p = 2 e m = 4, porém, elas podem ser estendidas para o caso genérico em que p e
m sao naturais arbitrarios. Assim, voltando ao caso genérico, para encontrarmos a melhor

aproximagao para ([2.13)), devemos obter constantes co, c1, - - - , ¢, que minimizem
2
Hy—XcH2 = (y— Xe)'(y — Xc¢) (2.20)

em que X é, agora, uma matriz m x (p+ 1) e o vetor ¢ é de tamanho (p + 1) x 1.

Encontrar o vetor ¢ que minimiza (2.20) equivale a encontrar o ponto critico da
funcao
RSS(c) = (y — Xc) ' (y — Xc). (2.21)

A funcado em (2.21)) é uma fungao quadratica em p + 1 parametros. Diferenciando
(2.21]) duas vezes com relagao a ¢ obtemos

CRSS _ —2XT(y — Xc) (2.22)
oc
?RSS
—— =2X"X. 2.2
ococT (2.23)
Igualando (2.22)) a zero, obtemos
XT(y — Xc) =0. (2.24)

Assumindo que X tem posto coluna cheio, X7 X é positiva definida. Consequente-

mente, obtemos a solugao tnica de ([2.24])
¢=(XTX) Xy, (2.25)

que, por sua vez, representa o vetor ¢ procurado que minimiza a norma em (2.20)). Para

mais detalhes, consultar se¢ao 3.2 de [19].

Levando ¢ em (2.18]) obtemos a aproximagao procurada

&= Xeé.

Note que as coordenadas de g representam os valores da expressao do lado direito
de (2.13)) com os coeficientes dados pelas coordenadas do vetor ¢.



3 Modelo Epidemioldgico

Neste capitulo, apresentaremos uma variacao do modelo epidemiologico SIR visto
na sec¢ao [1.4] o modelo Time-dependent SIR, que serd utilizado para a modelagem da
epidemia do virus SARS-CoV-2, causador da Covid-19.

Como vimos anteriormente, o modelo SIR pode ser representado pelo sistema

([T19):
I
g _ P51
n
I
I' = &—71, (3.1)
n
R = ~4I

em que S(t) + I(t) + R(t) = n, onde n representa a populagao total.

Neste modelo classico, temos duas variaveis invariantes no tempo, as constantes
positivas v e # que, como explicado anteriormente, representam a taxa de individuos
infectados que se recuperam da doenca e a taxa de contato entre individuos das classes

suscetivel e infectado respectivamente.

Por outro lado, em [§] vemos que, ao negligenciarmos as propriedades de que 7y
e [ variam ao longo do tempo, torna-se mais dificil prever com precisao e eficacia o
comportamento da doenga. Assim, um novo modelo, no qual as taxas v e [ sao fungoes

do tempo, é apresentado no sistema ([3.2)) a seguir:

o _ _BBSHI
I = w”(t”@' (3.2)
R = ~y)I1)

Neste sistema, S’, I’ e R’ representam as taxas de variacao de pessoas suscetiveis,
infectadas e recuperadas no tempo t. Considerando que a populagao total é n, a probabili-
dade de que uma pessoa, escolhida aleatoriamente, seja suscetivel é S(t)/n. Dessa forma,
um individuo infectado contamina, em média, 5(t)S(t)/n pessoas suscetiveis, por unidade
de tempo t, ou seja, a cada unidade de tempo ¢, temos [(t)S(¢)I(t)/n novos individuos
infectados. Isso significa que a populacgao suscetivel ir4 diminuir nessa mesma quantidade
de individuos. Além disso, os individuos infectados irao se recuperar da doenca a uma
taxa ~y(t). Assim, v(¢)I(t) individuos se recuperam no tempo ¢, o que significa que, nessa

mesma quantidade, a populagao de infectados ira diminuir.
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Para melhor trabalharmos com o sistema que acabamos de descrever, apresenta-
remos o modelo em sua forma discreta e forneceremos uma aproximacao das derivadas
presentes no sistema de equagoes diferenciais do modelo (3.2), utilizando o Método das

Diferengas Finitas. Assim, a versao discreta para o modelo (3.2)) é apresentada nas equagoes

B3, BH e BI:

S(t+1)— S(t) = —w (3.3)
I(t+1)—I(t) = w (1) (3.4)
R(t +1) — R(t) = v(OI(1). (3.5)

Nestes modelos, levando-se em consideragao o inicio da pandemia, a populacao
total é supostamente mantida constante, sendo igual a soma das populagoes suscetivel,
infectada e recuperada. Além disso, consideramos que toda a populagao é suscetivel, isto

é, S(t) ~ n. Dessa forma, podemos reescrever a equagao (3.4)) como:
I(t+1) = I(t) = BE)I(E) — () I(1). (3.6)

Das equagoes (3.5)) e (3.6)), podemos obter expressoes para determinar v(t) e (1),
apresentadas a seguir.
R(t+1)— R(t
Ay = D RO,
1(t)

(3.7)

[I(t+1)—I)]+[R(t+1)— R(t)]

B(t) = 0 . (3.8)

Assim, com base em um historico dos dados de infectados e recuperados para
um certo periodo T' de tempo, {I(t), R(t);0 < ¢t < T — 1}, podemos obter as taxas de
transmissao e recuperacao, {y(t),5(t);0 < t < T — 2}, utilizando as expressoes e
(3.8). Dessa forma, a partir destes novos dados obtidos, é possivel utilizar técnicas para
obter estimativas para as taxas y(t) e 5(t) parat > T, em que T representa o dia a partir
do qual desejamos fazer tais previsoes. Para atingir este objetivo, utilizaremos um método
para resolugao de problemas de quadrados minimos lineares regularizado, chamado Ridge

Regression, apresentado na secao [3.1]

3.1 Ridge Regression

O método Ridge Regression, também conhecido como Regularizacao de Tikhonov, é
uma variagao dos quadrados minimos lineares vistos na se¢ao[2.2} A principal diferenca esta

relacionada a obtengao dos coeficientes de ridge que, neste caso, sao estimados minimizando
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quantidades ligeiramente diferentes [19, 20]. Em particular, os coeficientes de ridge ¢

sao os valores que minimizam o problema:

. 2
Cmdge (39)

2
+ Alle
2

:argminHy—Xc )

em que X € R™" y e R™! ce R™ e A\ > 0 ¢ o pardmetro de regularizacao, a ser

2 2

2
—I—)\Hc
2

2
= argmin = argmin
2 c

c

determinado convenientemente nos problemas de aplicacao [20] 21].
A expressao (3.9) pode ser reescrita da seguinte forma:
argmin Hy — Xec
C
2

Xc—vy X Yy
Ve wan < \o
(3.10)

Conforme vimos na equagao (2.25)), da se¢ao 2.3 a solugdo do problema (3.10))

pode ser obtida através da equagao normal

() ()= () )

(XTX + A\,)c=X"y. (3.11)

2

ou, equivalentemente,

Definicao 3.1.1 Uma matriz W € dita ortogonal se € inversivel e W=t = W7, ou seja,
WWT = WTW =1, em que I é a matriz Identidade.

O teorema a seguir nos diz que toda matriz possui uma decomposi¢ao em valores

singulares.

Teorema 3.1.1 Teorema da Decomposi¢cao em Valores Singulares (SVD) Seja
a matriz X € R™™. Entao existem matrizes ortogonais U = [uy,...,u,] € R™™ e
V = [v1,...,v,] € RV, tais que UTXV = D, em que D é uma matriz retangular

diagonal m x n dada em blocos na forma:

2, 0
D:< . 0) (3.12)

em que
g1 0 0
0 o9 -+ 0
Y, = ) . ) (3.13)
0 0 - o
comoy = =0,>041=-=0,=0, em que p=min(m,n) e r € o posto da matriz
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Os ntimeros 04, 09, . . ., 0, sao chamados valores singulares de X e os vetores coluna
u; e v; sao respectivamente o i-ésimo vetor singular a esquerda e o j-ésimo vetor singular
a direita.

Comparando as colunas nas equacoes XV = UD e XTU = VD7, ¢ facil concluir
que

Xv; = oju
' o Vi=1:p.
XTUZ‘ = 0;V;

Outras observagoes interessantes que a decomposicao SVD de uma matriz X
revela no Teorema além de r = rank(X), é que Ker(X) = span{v,41,...,v,} €
Im(X) = span{uy, ..., u}.

Finalmente, se denotarmos U, = U(:, 1 : T‘)EL Y, =D(1:r1: r)ﬂ eV, =V(,1:1),
entao a expansao SVD de X seréd
X = U5V =) o]
i=1
A demonstracao do Teorema [3.1.1] pode ser encontrada em [18].

Assim, substituindo X pela sua decomposi¢ao SVD [19], a equacao (3.11]) se
reescreve Como

[(UDVDYT(UDVT) + M, Je = (UDVT)Ty

ou, equivalentemente,
(VDTUTUDVT + \I,)c = VDTU"y, (3.14)

em que [, é a identidade de ordem n, U € R™*"™ e VV € R™*" sao as matrizes ortogonais e

D e R™*" ¢ a matriz diagonal, especificadas conforme o Teorema [3.1.1]

Substituindo UTU por I, e I, por VVT em (3.14), resulta
(VDT'DVT + XvVTe = VDTUTy
V(DD + A\IL,)VTe = VDTUTy. (3.15)
Multiplicando a equacao a esquerda por V7, obtemos:
(D'D + \I,)V'e = DTUTy. (3.16)
Agora, fazendo a substituicao ¢ = V7e¢, a equacao pode ser reescrita como

(DTD + \IL,)¢ = DTU"y. (3.17)

X (:,1:r) representa a submatriz de X dada pelas suas r primeiras colunas e Y(1 : s,:) representa a
submatriz de Y dada pelas suas s primeiras linhas.
X(1:s,1:7) representa a submatriz de X dada pelas suas s primeiras linhas e r primeiras colunas.

1

2
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Note que DT D + \I,, é a matriz diagonal diag(o? + \,..., 02+ X\, A\, ..., \) € R™*",

ul =1
Tr:T - . . . ~ Ot , =1, ,T .
enquanto D' U" & a matriz cujas linhas sdo os vetores . Assim,
0, di=r+L1-,n

a solucao para a equagao matricial (3.17) é dada por [21]:

Ui(“?Q) i=1:7

g =12 0f+ A (3.18)
0, t=r+1:n.

Como & = V7e, entdo, a solugao para a equagao matricial (3.11)) é obtida por

_51_
C:vgz[vl U Upaq e vn] %” _Z&UZ_ZZZ%\)U (3.19)

0

Portanto, a solugao do problema de minimos quadrados lineares regularizado (i3.9)

¢ dada por:

"ol
cridoe = N il y), (3.20)

2
~ o; + A

Observemos que

. ; . g; U y
lim ¢"%9¢ = lim Z .
A—0 A0 of + A

(3.21)

Além disso, é imediata a verificagdo de que a somatoria do lado direito de (3.21])
representa a solucao do problemaﬂ
2

,’ (3.22)

c* = argmin Hy - Xc
c

ou seja, a solu¢do do problema regularizado (3.9)) converge para a solugdo do problema de

quadrados minimos lineares nao regularizado (3.22)) quando A — 0.

Sobre a expressao da solugao obtida, vale destacar que ela revela como a adi¢ao da

2
parcela de regularizacao, A Hc ‘ , a0 problema de quadrados minimos lineares atua como

2
um filtro [2I]. De fato, da expressao (3.20)), temos que:

o (ul 0, se 0~ 0; € A
M ~ 3 uTy , (3.23)
o + A L2 se 0, > A

o

3 De fato, o problema 1D é um caso particular de 1D quando se faz A\ = 0.
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de forma que, as parcelas correspondentes aos valores singulares que forem muito maiores
que o parametro de regularizacao A, permanecem quase inalteradas se comparadas com as
respectivas parcelas da solugao do problema nao regularizado. J& as parcelas correspon-

dentes aos valores singulares que forem muito menores que A sao praticamente zeradas
[21].

3.2 Ridge Regression Aplicado ao Modelo Epidemiologico

Voltemos aos comentarios do paragrafo imediatamente anterior & secao Vamos
denotar por B () e 4(t), respectivamente, as taxas previstas de transmissao e recuperacao
da Covid-19. Essas taxas [§] podem ser obtidas usando-se uma técnica de filtragem de
ruidos, chamada Finite Impulse Response (FIR), apresentados nas equagoes e

a seguir:

Bt) = arf(t — 1) + azB(t —2) + -+ asB(t = J) + ag = Y a;B(t — j) + ap,  (3.24)

j=1

H(t) = biy(t = 1) + bay(t —2) + - + by(t — K) + by = > bpy(t — k) +bo,  (3.25)

k=1

em que J e K representam as ordens dos filtros FIR, com 0 < J K < T — 2, e os
nameros a;,j = 0,1,---,Je by, k =0,1,--- , K representam os coeficientes dos filtros FIR

utilizados. Mais detalhes sobre filtros FIR podem ser encontrados em [26].

Para obtermos os coeficientes a; e by dos filtros, utilizaremos o método Ridge

Regression visto na segao aplicado ao seguinte problema com regularizacao:

argmln { Z 4oy Z } (3.26)
argmin { (v(t) — Z } (3.27)

b, t=K

em que o e ag sao os parametros de regularizagdo. Substituindo as equagoes (3.24) e
(3.25) nas expressoes (3.26]) e (3.27)), respectivamente, obtemos:

argmln

nMg

t= J

Bt —j) +a0>] +a1ia§ (3.28)

7=0

argmin T22 [ <i ey (t— k) + b0>] + g Z b b (3.29)

b
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E facil verificar que a somatoéria dos quadrados dos termos entre colchetes de (3.28))

representa a norma-2 do vetor y — Xa, com y, X e a indicados na expressao abaixo:

B(J) 1 BJ-1) B(J—-2) - 5(0) ao
B(J+1) 1 sl BUJ-1) - B(1) a
sr-3 |71 sa-a sr-5 - sr-3-0) || o | B
B(T —2) L p(Ir—3) BT —4) BT —2-1J) a
y X a
em que X e R(T—J—l)x(]—&-l)’ y e R(T—(J+1))><1 eac R(J+1)X1.
Observagao analoga vale para a expressao :
V(K) L y(K=1) y(K-2) - ~(0) bo
V(K +1) 1 yK) y(EK-1) - (1) by
AT-8) || 1 AT AT e @3- K || b | BV
) L AT=8) A(T—4) - A(T-2-K) )\ by
M ¢ b

em que Y € RI-K-Dx(K+1) -y e RIT=(K+D))x1 o fh ¢ R+

Consequentemente, para obtermos os coeficientes dos filtros FIR, apresentados em
(3.24)) e (3.25]), devemos resolver os problemas de minimos quadrados lineares regularizados
dados na forma matricial:

2
+
2

. 2
ridge

a a

= argmin Hy — Xa (3.32)

2

2
+OéQ
2

2

2 =YD b, (3.33)

brid9e — argmin
b

cujas solugoes sao dadas pela expressao em (3.20), obtida pelo método Ridge Regression,
adaptada as matrizes X e Y de (3.30) e (3.31]) respectivamente.

Fazendo, entao, uma breve recapitulagao: temos os seguintes conjuntos de da-
dos {1(0),1(1),--+ , 1(T = 1)}, {R(0), R(1), -+ , R(T = 1)}, {B(0), B(1), - , B(T — 2)} e
{7(0),~7(1),--- ,v(T'—2)} e desejamos obter as estimativas 3(t) e y(¢) no tempo t =T —1
e I(t) e R(t) em t = T. Usaremos a notacio S(T — 1), 4(T — 1), I(T) e R(T) para
representar estas respectivas previsoes.

Substituindo os coeficientes a; e by, em (3.24) e (3.25) respectivamente pelas

ridge e bmdge

componentes dos vetores a e, em seguida, fazendo t = T' — 1 nas expressoes

resultantes, obtemos as estimativas 3(T — 1) ¢ 4(T — 1).
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Para prevermos I(T) e R(T), fazemos t = T — 1 em (3.6) e (3.5) e, em seguida,
trocamos B(t) e v(t) por (T —1) e 4(T — 1), de modo que

I(T)=[1+3(T —1)=A(T - D]I(T - 1) (3.34)
R(T)=R(T-1)+A(T -1I(T-1). (3.35)

Para obtermos as demais previsoes f(t) e }A%(t), parat=T+1,T+2,...., T+ W,
em que W representa uma janela de previsao, devemos obter primeiramente as estimativas
,@(t) e Y(t), parat = T, T +1,---, T + W — 1, cujos valores sao obtidos fazendo-se
t=T,T+1,---,T+W —1 nas equagoes e , apo6s substituirmos os coeficientes
a; e by nestas respectivas equacoes pelos coeficientes dos vetores a’'9¢ e prid9e Finalmente,
procedendo de maneira similar ao que foi feito para a obtencao das expressoes e

(3.35)), obtemos as estimativas:

I(t+1) =[1+8(t) —~3(D)]I(t), t =T, (3.36)
R(t+1) = R(t) +4(t)I(t), t =T. (3.37)

As etapas detalhadas para o método de previsao sdo descritas no Algoritmo [I] a

seguir.

Algoritmo 1: Método para previsao
Entrada: {I(¢), R(t),0 <t <T — 1}, para o célculo das taxas

{B(t),~(t),0 <t < T — 2}, parametros de regularizacao oy e «o,
ordem dos filtros J e K e janela de previsao W

Saida: {((t),5(t),t =T —1} e {I(t), R(t),t > T}.

inicio

Determinar {£(t),v(t),0 <t < T — 2}, usando M e

Executar a ridge regression, usando ([3.26)) e (3.27));
Estimar 3(T — 1) e 4(T — 1), usando (3.24) e (3.25));

Estimar o ntmero de pessoas infectadas I(7T") e o nimero de pessoas

recuperadas ]%(T) para o dia seguinte 7', usando (|3.34]) e (3.35));

enquanto 7' <t < T + W faca
Estimar S(t ) 4(t), usando (3.24) e (3.25));

Prever I(t + 1) e R(t + 1), usando (3.36) e (3.37).
fim

fim




4 Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos obtidos para as previsoes dos
nimeros de infectados e recuperados da Covid-19 no estado de Minas Gerais usando o
modelo (3.2)), visto no Capitulo . Tal modelo é ideal e leva em conta apenas o contexto
inicial da pandemia em que alguns fatores, como casos de reinfeccao, eram desconhecidos
na época e ainda nao havia vacina contra a doenca. Assim, tomamos como base para
nossas simulagoes numéricas dados referentes a diferentes periodos que se estendem até
por volta de agosto do ano de 2020. Além disso, podemos considerar que toda a populagao

¢é suscetivel a doenga neste periodo.

A suposigao de que S(t) ~ n em nosso modelo é aceitavel tendo-se em vista que,
ja no final de 2020, foi constatado, através dos dados coletados em [13], que 97,5% da
populacao no estado de Minas Gerais ainda nao tinham se infectado. De fato, de acordo
com os dados extraidos de [I3], até a data de 01 de janeiro de 2021, foram registrados
542.909 casos de infectados no estado o que representa 2,5% de uma populacao total de
21.411.923 habitantes, conforme dados do IBGE.

4.1 Materiais

Para a analise e previsao da Covid-19, utilizamos o conjunto de dados disponibilizado
no repositorio [I3] no formato CSV. O repositério contém um conjunto completo de
informacoes, destacando-se o numero notificado de casos e 6bitos de Covid-19 nas esferas
municipal e estadual do pais, apresentados por data de divulgacao dos boletins de cada
unidade federativa. Descri¢oes mais detalhadas de acesso a esse banco de dados podem

ser encontrados em [12].

Para este trabalho extraimos o niimero de casos confirmados, o nimero de pessoas
recuperadas e o numero de 6bitos ao longo do ano de 2020, no estado de Minas Gerais.

Utilizamos a linguagem R para elaborar as séries diarias, incluindo a média moével de 7
dias (Figuras 14} [15] e para estes dados [25], 29].

Para a implementagao do ridge regression e do Algoritmo [I necessarios para a
obtengao das previsoes, utilizamos a linguagem Octave [I7]. As previsdes s@o obtidas
para o numero total de infectados e recuperados (os dados de recuperados e de 6bitos sdo
tratados conjuntamente), em diferentes periodos de 2020, para uma janela de previsao
W =7 dias. Além disso, conforme definido em [§], utilizamos as ordens dos filtros FIR em
e como J = 3 e K = 3 e os parametros de regularizacao para o método ridge

regression como a3 = 0,03 e ag = 106,
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4.2 Previsoes

As Figuras e [16] apresentam as séries didrias para os casos positivos de
Covid-19, os 6bitos e os recuperados, respectivamente, registrados no estado de Minas

Gerais durante o ano de 2020. A linha sobreposta ¢é a respectiva média movel de 7 dias.

Casos diarios e a média mével de 7 dias, Minas Gerais, 2020.
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Obitos diarios e a média mével de 7 dias, Minas Gerais, 2020.
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Figura

Nas Figuras [I7] [I8] [I9] e [20] mostramos as evolugoes temporais de infectados e de
recuperados da Covid-19 para diferentes periodos, devidamente especificados em cada uma
das figuras, ao longo do ano de 2020. Os pontos em vermelho representam os valores reais
extraidos do conjunto de dados disponibilizados em [I3]. As previsdes sdo representadas

pelos circulos azuis e foram feitas para os periodos compreendidos entre os dias 16 e 22
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meses de maio, junho, julho e agosto, ou seja, com
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Como podemos ver nas Figura [I7) e [18] as previsdes para os nimeros de infectados

acompanham a tendéncia real e sao bem proximas do quantitativo real de infectados. Ja as

previsoes para os niimeros de recuperados acompanham a tendéncia real mas apresentam

diferengas significativas para o quantitativo real de recuperados.

Por outro lado, nas Figura [I9] e 20] observamos que essa andlise se inverte: as previ-

soes para os niimeros de infectados apresentam diferencas significativas para o quantitativo

real de infectados, enquanto as previsoes para os niimeros de recuperados se tornam mais

proximas do quantitativo real de recuperados.
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Figura 17 — Previsao para os nimeros de infectados e recuperados para Minas Gerais de 16 a 22

de maio de 2020.
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Figura 18 — Previsao para os nimeros de infectados e recuperados para Minas Gerais de 16 a 22
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de julho de 2020.
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Figura 20 — Previsao para os nimeros de infectados e recuperados para Minas Gerais de 16 a 22
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CONSIDERACOES FINAIS

O estudo apresentado neste trabalho alcangou o seu objetivo central que é o da
obtencao das previsoes para os nimeros de infectados e recuperados da Covid-19 no
estado de Minas Gerais, num contexto inicial da pandemia em que nao havia vacina e os
casos de reincidéncia da doenga eram desconhecidos. Para atingir este objetivo, revisao
de importantes contetidos da literatura foi necessaria tais como modelos mateméaticos
bidimensionais descritos por sistemas de equagoes diferenciais, regressao linear e quadrados
minimos lineares, além do préoprio modelo discretizado Time-dependent SIR descrito no

Capitulo [3]

Como observado nos resultados apresentados no Capitulo[d] as simulagoes realizadas
com a implementagao do algoritmo [1| produziram resultados numéricos estimados que,
em alguns periodos, se aproximaram dos dados reais e em outros, se afastaram. Para
minimizar esses resultados indesejados, estamos trabalhando na execuc¢ao de algumas
variagoes do modelo proposto pelos taiwaneses em [§] cujos resultados tém se mostrado
bastante promissores, o que nos motiva na elaboracao de um artigo cientifico para futura

publicagao.

Por fim, destacamos que o modelo proposto neste trabalho pode servir de inspiracao
para o estudo e a elaboracao de modelos mais complexos num contexto em que se leve
em conta o nimero de mortos, a vacinagao, as reinfec¢oes, entre outros. Como exemplo
de variagao do método proposto pelos taiwaneses, citamos Teran que, em seu artigo [10],
separa a taxa de mortalidade da de recuperacao usando o modelo SIRD (Susceptibles-
Infectious- Recovered-Dead) e considera que as infecgdes nao ocorrem imediatamente apos
o contato entre infectados e suscetiveis, ou seja, que ha um retardo para o surgimento de

infectados. Interpretacoes similares foram feitas para suscetiveis, recuperados e mortos.
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